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KAPITOLA

1 Jelikoz uspordddni vesmiru je na
nejvyse dokonalé a ve skutecnosti di-
lem nejmoudrejsiho Stvoritele, nee-
xistuje ve vesmiru zhola nic, z ceho
by nevyzaroval néjaky princip ma-
Xima nebo minima.

(For since the fabric of the uni-
verse is most perfect and the work
of a most wise Creator, nothing at
all takes place in the universe in
which some rule of maximum or
minimum does not appear.)

Leonhard Euler (15. dubna 1707 —
18. zaFi 1783) byl Svycarsky ma-
tematik, fyzik, astronom a geo-
graf. Byl matematickym pokraco-
vatelem slavného rodu Bernoul-
liti, ktery zcela zasadnim zpiiso-
bem prispél k rozvoji matematiky
na prelomu 17. a 18. stoleti. Eu-
ler vyrazné& ovlivnil mnohé (ne-li
vSechny tehdejsi) oblasti matema-
tiky (zejména infinitesimalni po-
et a teorii grafi) a byl také pro-
kopnikem nékolika novych sméri
(zejména variaéniho poétu a ana-
lytické teorie Cisel). Je autorem
mnoha matematickych pojmi a
symbolid (obzvlasté v matematické
analyze). Euler podital lehce, tak
Jjako clovek dychd nebo orel létd a
jeho nasledovnici o ném napfr.
rekli, ze Studium Eulerova dila zii-
stane nejlepsi skolou pro nejriiznéjsi

Uvod a motivace

1.1 Pdr (3406) slov na tivod, k zamysleni a treba i k diskuzi ......................... 8
1.2 Ocondmzde viastneé plijde? ..............ouueeeuiieeeaneiieeiaeeeineennnn, 11
1.3 Prvni (ne)optimalizo(te)ny historicky exkurz ...................cooovviiiii.. 17

CUM ENIM MUNDI UNIVERSI FABRICA SIT PER-
FECTISSIMA ATQUE A CREATORE SAPIENTISSIMO
ABSOLUTA, NIHIL OMNINO IN MUNDO CONTINGIT,
IN QUO NON MAXIMI MINIMIVE RATIO QUAEPIAM

ELUCEAT.!
LEONHARD EULER?

Viz Additamentum 1 (str. 245) ve spisu [35], jehoz nadherna (a barevna)
fotokopie je k dispozici na adrese https://odkaz.page.link/eulerl.


https://odkaz.page.link/euler1

oblasti matematiky a nemiize je nic
nahradit (Carl Friedrich Gauss)
a Ctéte Eulera, ctéte Eulera, je to
ucitel nds vSech (Pierre-Simon
Laplace). Béhem svého zivota
publikoval cca 500 knih a ¢€lanka,
coz predstavuje za kazdy rok asi
800 stran textu. Po jeho smrti
vyslo jesté témér 400 dalsi praci.

V roce 1907 (pfi prilezitosti
dvousetletého vyroci  Eulerova
narozeni) iniciovala Svycarska

akademie prirodnich véd vydani
Eulerova souhrnného dila. Tato
kolekce momentalné ¢cita 72
svazkll s desitkami tisic stran, viz
https://odkaz.page.link/euler6.

Eulerovy  prace  jsou  také
dostupné v, jeho” archivu
https://odkaz.page.link/euler3.

Velmi  zajimavy a podrobny
priifez Eulerovym dilem miizete
nalézt i v kratkych komenta-
fich How Euler Did It na adrese
https://odkaz.page.link /euler4.

Pro trochu kratsi éteni doporucu-
jeme clanek dostupny na adrese
https://odkaz.page.link/euler5.

3V tomto kontextu je pak leckdy
souslovi ,,uéit se/studovat mate-
matiku” spiSe oxymoéronem nez
&imkoli jinym.

4Vvedst, ze cislo m je iraciondlni,
miize postrddat jakékoli praktické
vyuZziti, ovsem pokud to miizeme ve-
deét, bylo by jisté neprijatelné to neve-
det.

5 Edward Charles Titchmarsh (1.
Cervna 1899 — 18. ledna 1963) byl
vyznamnym anglickym matemati-
kem 20. stoleti. Je zndm prede-
vsim diky jeho praci v analytické
teorii Cisel a Fourierové analyze.

¢ Musime védét. Budeme védet.
(We must know. We will know.)

David Hilbert (23. ledna 1862 —
14. anora 1943) byl némecky ma-
tematik, ktery velmi vyrazné ovliv-
nil matematiku na prelomu 19. a
20. stoleti. Jeho jméno je mimo
jiné spojeno s tzv. Hilbertovymi
problémy. Ty spatfily svétlo svéta
8. srpna 1900, kdy Hilbert vystou-
pil béhem Druhého mezinarodniho
kongresu matematikl poradaného

1.1 Par (3406) slov na tivod, k zamysleni a tieba i k diskuzi

Matematika ma nespocet podob, které v§ak maji jedno spolecné - touhu po védéni ¢i poznéni.
Vzdyt také zdklad slova ,matematika“ tvoii fecké mathema (uaOnuo) znamenajici védeni i po-
zndni (knowledge, study, learning) a mathémata oznacovala to, co se 1ze naucit, a tudiZ soucasné

4«

i to co miiZze byt vyucovano. ,Matematikové“ neboli matheématikoi jsou ti, ktefi miluji pozndni
(fond of learning). U pythagorejcti se takto oznacovali studenti a jejich tehdejSimi , konkurenty*
byli posluchaci - akusmatikové (akousmatikoi), ktefi se zaméfovali spiSe na ndboZenské a ritu-
alni aspekty pythagorejského uceni®. Pfi takovychto tivahdch mi vzdy vytanou na mysli slova

dvou velkych matematik 20. stoleti, které vystihuji podstatu matematiky. Prvni z nich

It can be of no practical use to know that Pi is irrational, but if we can know, it

surely would be intolerable not to know.*

je od Edwarda Titchmarshe®, viz [64, str. 113]. Ten druhy

Wir miissen wissen. Wir werden wissen.%

pochazi od Davida Hilberta’ a zdobi jeho ndhrobek v Géttingenu. Tato slova pronesl 8. zai{ 1930
v zavéru svého projevu ke Spole¢nosti némeckych védct a 1ékaiti pfi odchodu do diichodu, slys
https://odkaz.page.link/hilbertl. Ob$irné&jsi verzi Hilbertova epitafu nalezneme jiz v jeho slavné
prednésce [48] z roku 1900:

Diese Uberzeugung von der Lisbarkeit eines jeden mathematischen Problems ist
uns ein kréftiger Ansporn wdéhrend der Arbeit; wir horen in uns den steten Zuruf:
Da ist das Problem, suche die Losung. Du kannst sie durch reines Denken finden;

denn in der Mathematik gibt es kein Ignorabimus.?

Toto byla reakce na tezi zformulovanou Emilem du Bois-Reymondem? a zpopularizovanou pie-
devsim v jeho knize Uber die Grenzen des Naturerkennens (O mezich poznani ptirody) vydané
vroce 1872:

Ignoramus et ignorabimus.'®

kterou Hilbert ve svém projevu z roku 1930 oznacil za posetilou ¢i bldhovou. Tato domnénka
vyjadfuje postoj, Ze clovék md ohranicené a neprekrocitelné hranice moznosti pozndni prirody,
coZ byvé povaZovano za projev extrémniho agnosticismu, tj. ndzoru, Ze pravdivost nékterych
tvrzeni, zejména téch, ktera se tykaji existence Ci neexistence jakéhokoliv boha, se nedd prokazat
ani vyvratit a Ze totéZ plati i pro dalsi, zejména ndboZenskd a metafyzicka tvrzeni. Jak uZz tomu
byva v takovychto ostrych ndzorovych stfetech, pravda bude nejspiSe nékde uprostied, nebot’
v roce 1931 publikoval Kurt Godel'! dvojici V&t o netiplnosti. Prvni z nich totiz ukazuje, Ze v
zddné rozumné teorii hovorici o prirozenych Cislech neni dokazatelné vse, zatimco ta druhd udava
konkrétni priklad takového nedokazatelného tvrzeni.

Touha po pozndnije tedy hnacim motorem matematiky. Ten jsme spustili ve chvili, kdy jsme za-

vy

cali pocitat své prsty na rukou, a od té doby uz bézi jako (téméf) dokonalé perpetuum mobile,

1. Uvod a motivace
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v Pafizi s prednaskou obsahu-
jici deset nevyresenych probléma.
Tyto probléemy spolu s dalsimi
tfinacti pak publikoval v [48],
diky €¢emuz vznikl seznam pritahu-
jici pozornost mnoha matematika.
Devét problémi je jiz zcela vyre-
Seno, sedm z nich ma , Castecné”
feseni, formulace dvou problému je
prilis vagni, aby se o jejich FeSeni
dalo rozhodnout, a zbyvaji 4 pro-
blémy, které zistavaji nevyresené
dodnes (véetné& Riemannovy hypo-
tézy).

8 Toto presvédceni o Fesitelnosti jaké-
hokoli matematického problému je
pro nds silnou motivaci v prdci; sly-
Sime v nds neustdlé voldni: je tu pro-
blém, hledejte reSeni. MiizZete jej najit
cistym myslenim; nebot' v matema-
tice neexistuje Zadny Ignorabimus.
(This conviction of the solvability
of every mathematical problem is
a powerful incentive to the worker.
We hear within us the perpetual
call: There is the problem. Seek its
solution. You can find it by pure
reason, for in mathematics there
is no ignorabimus.)

° Nevime a nebudeme védet.
(We do not know and will not
know.)

19 Emil Heinrich du Bois-Reymond
(7. listopadu 1818 — 26. prosince
1896) byl némecky lékaF a fyzi-
olog, objevitel akéniho potencialu
a zakladatel experimentalni elekt-
rofyziologie. Jednim z jeho mlad-
Sich bratrdi byl matematik Paul du
Bois-Reymond, na kterého jesté
pozdéji rozhodné narazime.

1 Kurt Godel (28. dubna 1906 —
14. ledna 1978) byl matematik
Cesko-rakouského pivodu (naro-
zeny v Brné), ktery se stal jednim
z nejvyznamnéjSich logiki vsech
dob. Vyznamné jsou i jeho pfi-
spévky ve fyzice a ve filozofii ma-
tematiky.

2 Niccold Fontana (1499/1500 —
13. prosince 1557) byl italsky ma-
tematik a konstruktér, ktery se
jako prvni vénoval studiu drahy
letu délovych kouli. prezdivany. Je
znam spise pod prezdivkou Tar-
galia znamenajici , koktavec", coz
odkazuje na jeho vadu feci zpiiso-
benou Giderem Savle francouzského
vojaka do Celisti pri dobyvani jeho
rodné Brescie v roce 1512.

12 Gerolamo Cardano &i Hierony-
mus Cardanus (24. zafi 1501 — 20.
zafi 1576), byl italsky polyhistor,
jehoz zajmy a dovednosti sahaly
od matematiky pres lékarstvi, bi-

sz

nebot kazdé nové poznéni obvykle pfinédsi dalsi a dalsi otazky. Existuji také razné faktory, které
mohou vyrazné zvysit vykon tohoto motoru. Napf. jako ve sportu, kdy samozfejmé chcete byt
lepsi, rychlejsi a pfekonévat vykony svych soupeit. V historii matematiky nalezneme celou fadu
problémt, jejichz feSeni se podafilo najit jen diky tomu, Ze se o nich nékdo vyznamny zminil
(jako v ptipadé Hilbertova seznamu) nebo dokonce i ozndmil znalost takového feSeni, ale ne-
chal si jej pro sebe (pokud jej tedy vitbec mél) — tfeba kdyz Targalia'? nalezl vzorce pro feseni
kubickych rovnic (dnes zndmé spise jako Cardanovy'® vzorce) jen kviili matematickému souboji

14

s Antoniem Fiorem™* v roce 1535, protoZe si o ném myslel, Ze je znd (avSak ve skute¢nosti ne-

znal, ovlddal pouze feseni jednoho typu redukovanych kubickych rovnic). Druhy pfiklad stojici

1. Uvod a motivace

za zminku je slavna Velkd Fermatova véta®, o kterou si Fermat'® v roce 1637 napsal na okraj
slavné knihy Aritmetika od Diofanta z Alexandrie!” a zaroven dodal

Cubum autem in duos cubos, aut quadrato-quadratum in duos quadrato-
quadratos, et generaliter nullam in infinitum ultra quadratum potestatem in
duos eiusdem nominis fas est dividere cuius rei demonstrationem mirabilem
sane detexi. Hanc marginis exigitas non caperet.'8
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Dnes uz se asi nedozvime, zda Fermat skute¢né néco tak genidlniho objevil nebo se mylil. Jediny
doposud znamy dtikaz této véty ¢itd vice nez 100 stran velmi sloZzité matematiky z rtiznych oblasti
a pochazi od Andrewa Wilese!?, kterému se jej podaiilo dokonéit v roce 1994.

Druhym moznym ,urychlovacem*“ mize byt krdsa matematické pozndni, jak se o tom zminuje
napi. Edward Titchmarsh?:

Perhaps the most surprising thing about mathematics is that it is so surprising. . .%°

viz [64, str. 75], nebo na ptil v Zertu i Hermann Wey121:

My work has always tried to unite the true with the beautiful and when I had

to choose one or the other, I usually chose the beautiful.>

viz [33]. K tomu totiz potfebujete mit v sobé alespori trochu matematického ducha, nebot’ asi ne
tplné kazdy plné doceni vysledky zalozené napf. na pfekvapivém propojeni dvou ptivodné zcela
nesouvisejicich oblasti matematiky ilustrujici dokonalost matematického soukoli, o kterém se
zmifuje Alfred Whitehead?:

The science of pure mathematics, in its modern developments, may claim to be the
most original creation of the human spirit.>*

viz [78, str. 20]. Nebo mtizeme obdivovat rtizné ,singularity“ typu

L
ﬁﬁ
102 +112+ 122 =13% + 142 2-v3" tg10° = tg20° x tg30° x tg40°
n? 1+1+1+1+1+ - 2 fldx il
_— e — JR— JR— JR— JR— cee e= —_— _— —_
6 12 22 32 42 g 34 = o x* kK




ologii, fyziku, astrologii a astro-
nomii az po gamblerstvi. Je jed-
nim z nejvyznamnéjsich predstavi-
telli rozvoje prirodnich véd obdobi
renesance. Byl také kli¢ovou osob-
nosti na poc¢atku studia pravdépo-
dobnosti a snad i prvnim, kdo ,,na
zapadé" vyuzival binomicka &isla a
binomickou vétu.

14 Antonio Maria del Fiore (pfelom
15. a 16. stoleti) byl italsky re-
nesanéni matematik, ktery se od
svého ucitele Scipioneho del Ferra
naudil resit redukovanou kubickou
rovnici x3 + px = g pro libovolna
¢isla p,g>0.

15 Neexistuji ¢isla x,y,z e N a n €
N\ {1, 2} splriujici x" + y"* = 2",

16 Pierre de Fermat (nékdy mezi
31. fijnem a 6. prosincem 1607
— 12. ledna 1665) byl francouz-
sky pravnik a matematik, ktery
se zaslouzil o rozvoj teorie C&i-
sel, pravdépodobnosti a kterému
také patfi uznani za rozpracovani
metody hledani extrému krivky
jakozto predchiidce infinitesimal-
niho poctu, viz pozdéji. Je také
znam diky tzv. Fermatovu principu
z optiky.

17 Diofantos z Alexandrie byl sta-
rovéky recky matematik pisobici
ve 3. stoleti n. |. v egyptské Ale-
xandrii. Je prvnim matematikem,
ktery resil ryze algebraické pro-
blémy a zaved| pro né damysiny
systém znacek. Ve svém nejdi-
lezitéjsim dile Aritmetika popisuje
ve 13 knihach mj. vSechna znama
feseni linearnich a kvadratickych
rovnic. Ackoli se nam dodnes z pii-
vodnich 13 knih dochovala pouze
polovina, je zcela po zasluze ozna-
¢ovan za ,otce algebry".

18 Je nemozné, aby treti mocnina
byla souctem dvou tretich mocnin,
cturtd mocnina souctem dvou Ctvr-
tych mocnin nebo obecné aby libo-
volnd mocnina stupné vyssiho nez
dva néjakého Ccisla byla souctem
dvou mocnin téhoZ stupné. Obje-
vil jsem vskutku pozoruhodny ditkaz
tohoto tvrzeni, pro ktery je ale tento
okraj prilis maly, aby se do néj vesel.
(It is impossible for a cube to be
the sum of two cubes, a fourth
power to be the sum of two fourth
powers, or in general for any num-
ber that is a power greater than
the second to be the sum of two
like powers. | have discovered a
truly marvelous demonstration of
this proposition that this margin
is too narrow to contain.)

Obvykla reakce byva No a ddl? (coz byva jesté ta ptijatelnéjsi verze). Zatimco projevem obdivu
k dilu Shakespeara ¢i Mozarta s doplnénim néjakého stiipku z jejich zZivota mnohdy vzbudite do-
jem vzdélaného a kulturniho ¢lovéka, zminkou o krdse matematiky podpoiené tieba o nékterou
z identit vy$e vyvolate nejspiSe dojem tplné jiny. Dokonce jsou situace, ve kterych bych dtirazné
nedoporucoval se o né€em takovém zminiovat. Na party to z vés asi hvézdu vecCera neudéld, a to
ani kdyz si k tomu si pfipravite vybér téch nejlepsich matematickych vtipti nebo (nedej boze)
pfidéte detailni rozbor ,situace s elektronickou tuzkou“. Z vlastni zkuSenosti mohu i potvrdit,
Ze s tim pfili§ neuspéjete ani na prvni (druhé ¢i tfeti — tohle bylo maximum, dalsi pokus uz jsem
radéji nezkousel) schiizce s partnerem/partnerkou, pokud tedy zrovna nepatfite do téhoz € — 6
klubu.

»Odhalovat krdsu matematiky “ je také velmi oblibené kli§é v dnesSnich debatédch o vyuce mate-
matiky. JenZe zkuste si do téch vét misto matematiky dosadit jiny stfedoskolsky predmét. Cesky
jazyk, biologii, chemii, fyziku... Copak se néco z toho uci kviili tomu, abyste tim byli okouzleni?
Ani ndhodou. Tim tfetim a zaroven nejdilezitéjsim palivem naSeho matematického motoru je

totiz. uZitecnost. Klasickd ,3kolskd“2®

matematika by nds pfedev§im méla naucit logickému a
analytickému mysleni, coz jsou dovednosti zcela nezbytné pro bézny Zivot. Zde se mi vybavi
vselijaké kvizy, hddanky ¢i dokonce olympiddy s mnohdy velmi nepraktickymi tilohami. Mozek
je jako sval a potieba jej procvicovat, jinak ,zakrni“ (a moderni technologie ndm to p¥ili§ neuleh-
€uji). Bez ohledu na to, co slychdme od rtiznych ,0sobnosti“ ze vSech stran, novodoby ¢lovék je
predevsim Homo Mathematicus. Kde bychom dnes asi byli bez matematiky? Zkuste si odpovédét

sami... Velmi vystiZné to napsal americky spisovatel Robert Heinlein:

Ifit can’t be expressed in figures, it is not a science; it is opinion.?

viz [47, str. 240(???)]. Matematika je dnes jazykem snad uZ skoro vSech véd a zdroveni je GiZasnym
néstrojem pro modelovani redlného svéta, cehoz si byl velmi dobfe védom uz i slovutny Galileo
Galilei*’:

La filosofia [della natura] é scritta in questo grandissimo libro che continu-
amente ci sta aperto dinanzi a gli occhi (io dico l'universo), ma non si puo
intendere se prima non simpara a intender la lingua, e conoscere i caratteri
ne’ quali é scritto. Egli e scritto in lingua matematica, e i caratteri son trian-
goli, cerchi, ed altre figure geometriche, senza i quali mezi é impossibile a in-
tenderne umanamente parola; senza questi e un aggirarsi vanamente per un
oscuro laberinto.?®

viz [42, str. 25]. Oblast, do které se spole¢né v ndsledujicich kapitoldch vydame, patii v tomto
ohledu k tém nejvyuzivanéjsim — optimalizace. Jen si vzpomerite na slova Leonharda Eulera
z tvodu této kapitoly, kterd idedlné doplnuji pfedchozi Galiletiv vyrok. A co vy, ¢tenéfi? Kdy jste
naposledy zvazovali riizné varianty a hledali nejlepsi rozhodnuti, idedlni kompromis ¢i nejvétsi
uzitek (at’ uz se tykalo ¢ehokoli)? Samoziejmé matematika neni viemocn4, takZe asi nedoka-
Zeme vyresit kazdy rozhodovaci problém, na ktery v zivoté muzZete narazit — jako obvykle totiz
plati, Ze ¢im realistict&jsi je problém, tim sloZitéjsi je jeho matematizace a samotné feSeni. Proto
vam zde asi nepomulizeme optimalizovat vase studium, spanek, partnersky vztah ¢i milostny Zi-
vot (ackoli ten nastésti trdpi matematiky/matematicky ze vieho nejméné). Nicméné uvidime,

Ze s celou fadou mnohem praktictéjsich dloh si uz celkem snadno poradime (a diky nékterym z
nich lze i ziskat Nobelovu cenu), a sem tam odkryjeme i néjaké tajemstvi pfirody. A pokud navic v

1. Uvod a motivace
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1°Sir Andrew John Wiles (%11.
dubna 1953) je anglicky matema-
tik, profesor na Oxfordské univer-
zité a (mimo jiné) drzitel Abelovy
medaile z roku 2016.

20 Tim nejpfekvapivéjsim na mate-
matice je asi to, Ze je tak prekvapu-
jici...

21 Hermann Klaus Hugo Weyl (9.
listopadu 1885 — 8. prosince 1955)
byl némecky matematik, teore-
ticky fyzik a filosof, ktery patfil
k nejvlivnéjsim matematikiim 20.
stoleti. Ackoli vétsina jeho profes-
niho Zivota je spojena se Spolko-
vou vysokou technickou skolou v
Curychu (ETH Zurich) a univerzi-
tou v Princetonu (centrem Insti-
tute for Advanced Study), je bran
predevsim jako dalsi pokracova-
tel matematické skoly Univerzity v
Gottingenu, kde v roce 1908 ziskal
doktorat pod vedenim D. Hilberta.

22 Ve své prdci jsem se vidy snaZil
spojit pravdu s krdsou, a kdyz jsem si
musel vybrat jedno nebo druhé, ob-
vykle jsem si vybral tu krdsu.

23 Alfred North Whitehead (15.
Gnora 1861 — 30. prosince 1947)
byl anglicky matematik a filosof.
Je povazovan za jednoho z nejvy-
znamnéjSich anglo-americkych fi-
losofti 20. stoleti. Spoleéné se
svym byvalym studentem Bertran-
dem Russellem napsal trisvazkové
dilo Principia Mathematica, které
je povazovano za jedno z nejdi-

20. stoleti.

24 Cistou matematiku v jeji moderni
podobé miizeme prohldsit za nejori-
gindlnéjsi vytvor lidského ducha.

25tj. v ramci primarniho a sekun-
darniho vzdélavani na zakladnich
a strednich skolach

26 Pokud to nelze vyjddrit v Cislech,
neni to véda; je to pouhy ndzor.

Galileo di Vincenzo Bonaulti de
Galilei (15. Gnora 1564 — 8. ledna
1642) byl italsky astronom, fy-
zik a konstruktér. Byva oznacovan
za ,,otce pozorovaci astronomie" a
,otce moderni fyziky" ¢i dokonce
,,otce moderni védy".

nabidnutém vykladu obcas spatfite i néco krasného, bude nase putovani zcela optimdini, nebot’
jak fekl Godfrey Hardy??:

The mathematician’s patterns, like the painter’s or the poet’s, must be beauti-
ful; the ideas, like the colours or the words, must fit together in a harmonious
way. Beauty is the first test: there is no permanent place in the world for ugly
mathematics.>°

viz [46, str. 85]. OvSem dopfedu upozoriujeme, Ze s jednou (byt' velmi vyraznou) vyjimkou se
zde rozhodné nebudeme zabyvat néjakou hlubokou matematickou historii. Pfestoze se ndm to
miuze z dneSniho pohledu zdét snad i nepochopitelné, vzdyt' vselijaké optimaliza¢ni dlohy a
rozhodovaci procesy jsou jisté staré jako lidstvo samo, jejich systematické studium zacalo az ve
druhé poloviné 20. stoleti a vyzkum v téchto oblastech je neustédle velmi aktivni. Napf. v nej-
znaméjsi matematické databdzi MathSciNet je toto obsahem kategorii 49, 65K a 90, ve kterych
najdeme od roku 2010 celkem 145347 zdznamd, zatimco od roku 1901 to je 189180 zdznamd.
Nahlédneme-li do druhé svétozndmé matematicko-fyzikalni databdze ArXiv, tak v ni nalezneme
tfeba jen za leden 2020 vice neZ 150 novych zdznamu v kategorii Optimization and Control.

n O co ndm zde vlastné pajde?

Optimalizacni tilohou mGiZeme v tom nejobecnéj$im pojeti rozumét problém nalezeni takového

bodu v dané (tzv. pripustné) mnoziné X, ze odpovidajici , ticelové zobrazeni“3! F : X — R nabyva
v jistém smyslu optima (typicky minima ¢i maxima), tj. tlohu

F(xX) — opt, xeX. (1.2.1)

Re$enim této tilohy pak rozumime bod x* € X spliiujici®?

podminku F(x) ><t F(y) pro vSechnay €
X\ {x*}. Takovy bod ale rozhodné nemusi byt jediny, takZe feSenim dané tlohy je spiSe mnozina
boda

X* = argopt,.x F(X) := {x € X| F(x) >< F(y) pro vSechnay € X}.

Avsak v nékterych pfipadech nemusi byt nutné (nebo dokonce mozné) néjaky takovy bod x* najit
a misto toho se spokojime pouze s nalezenim optimdlni hodnoty ticelového zobrazeni, tj. ¢isla

F* == opt{F() | xe X},

kde symbol opt znamend bud’ hleddni minima (v obecné&jsim p¥ipadé infima) nebo maxima (pfi-
padné suprema). Navic neni pfili§ podstatné, zda je nasim tikolem minimalizovat nebo maxima-
lizovat ,zobrazeni“ F, nebot tlohy

F(X) > min, xe X a —-F(X) —max, xeX

jsou ekvivalentni, tj. odpovidajici mnoziny feSeni X* jsou totozné (obé tlohy bud’ maji tataz
feSeni nebo zddnd z nich nem4 feSeni) a v pfipadé X* # @ zjevné plati

F* =min{FX) | xe X} = —max{-F(X) | x € X}.

My se v nasich tivahdch omezime pfedev§im na minimalizaci, coZ je typické pro tlohy s fyzikal-
nim podtextem (minimalizace ¢asu, préce, ,akce*), zatimco maximaliza¢ni Glohy mivaji obvykle

ekonomicky podtext (maximalizace zisku, uZitku)33.
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28 Filozofie [prirody] je psdna v této
niZasné knize (mluvim o vesmiru),
kterou mdme neustdle otevienou
pred ocima. OvSem nelze ji poro-
zumét drive, nez se naucime jazyk
a znaky, ve kterych je napsdna. Je
psdna jazykem matematiky a jeho
znaky jsou trojiihelniky, kruhy a
dalsi geometrické ttvary, bez nichZ
nelze lidsky rozumeét, bez nichZ je
lidsky nemoZné porozumét jedinému
slovu; bez nich se clovek marné potu-
luje temnym labyrintem.
(Philosophy [of nature] is written
in this grand book, the universe,
which stands continually open to
our gaze. But the book cannot be
understood unless one first learns
to comprehend the language and
read the letters in which it is com-
posed. It is written in the language
of mathematics, and its characters
are triangles, circles and others ge-
ometric figures without which it is
humanly impossible to understand
a single word of it; without these,
one wanders about in a dark laby-
rinth.)

29 Godfrey Harold Hardy (7. tnora
1877 — 1. prosince 1947) byl an-
glicky matematik, ktery se véno-
val predevsim teorii Cisle a ma-
tematické analyze. Jeho jméno
je Gzce spojeno s tzv. Hardyho—
Weinbergovym principem v popu-
lacni genetice. Mimo matematiku
je Hardy znam diky své eseji [46],
kterd byvad povazovana za jeden
z nejlepsich vhled& do matema-
tikovy mysli urcenym pro laiky.
Kdyz se slavny mad'arsky matema-
tik Pal Erdds zeptal Hardyho, co
bylo jeho nejvétsim prispévkem na
poli matematiky, Hardy bez roz-
mysleni odpovédél, ze to bylo ob-
jeveni indického matematika Srini-
vasi Ramanudzana, jehoz uéitelem
byl od roku 1914.

30 Matematikovy vzorce, stejné jako
ty malitovy ¢i bdsnikovy, musi byt
krdsné; myslenky, stejné jako barvy
nebo slova, musi byt v harmonickém
souladu. Krdsa je prvni zkouSkou: na
svété neni trvalé misto pro osklivou
matematiku.

Takto formulovanou obecnou optimaliza¢ni dlohu (1.2.1) mZeme v zavislosti na charakteru
vstupnich veli¢in z mnoziny X a ,zobrazeni“ F rozdélit do dvou zdkladnich skupin:

(i) parametrickd optimalizace, coz pro nas bude zejména matematické programovdni>*.

(i) funkcnioptimalizace, coZ pro nas bude predevsim variacni pocet,

V parametrické optimalizaci je pfipustnd mnoZina X := X < R" a obvykle byv4 vymezena pod-
minkami danymi soustavou néjakych algebraickych nebo transcendentnich rovnic €i nerovnic.
Ucelovym ,zobrazenim*“ F je redlna funkce f : R — R definovana (alespoti) na pifpustné mno-
ziné. V zavislosti na kontextu nalezneme pro funkci f riznd oznaceni jako iicelovd, cilovd, ztrd-
tovd, ndkladovd, neprimd uzitkovd, uzitkovd, energetickd atd. Uloha (1.2.1) pak znamena najit
bod x* € X, ve kterém dand redlné funkce f nabyva své nejmensi (pfip. nejvétsi) hodnoty mezi
vSemi body x € X, tj. mame fesit tlohu

f(x) = min, xeX, (1.2.2)
pficemz je velmi vyhodné mnozinu X vyjadrit jako (je-li to mozné)
X= {xe R" | g1(x)<0,...,8.(x) <0 & hy(x) =0,..., hg(x) =0}
pro K, L e NU {0} a dané funkce g,..., 81, M, ..., hx, tj. hleddme
x*e argl’]Iclei)I(lf(x) ={xe X| f(x) < f(y) pro véechna y € X}.

Ulohu (1.2.2) pak ¢teme jako:

Najdibod x*, vnémz redlnd funkce f dosahuje nejmensi hodnoty (tj. minima) mezi
vSemi body x € D(f) < R", které vyhovuji soustavé L nerovnosti

g X)) =0 & ZLx)=0 & & gr(x)=<0
a soustave K rovnosti
hx)=0 & hx)=0 & & hi(x)=0.

Bod x* pak této tloze predstavuje optimdlni reseni a zejména v pfipadé X ¢ R" také také op-
timdlini strategii nebo ndvrhovy vektor matematického programu. Misto tlohy (1.2.2) mlizeme
pfipadné hledat feSeni ,pouze* tilohy

=g

Pro tlohu (1.2.2) vjejim obecném pojeti samoziejmé nemédme zarucenou existenci jejiho fesent,

(1.2.3)

zatimco v pfipadé tdlohy (1.2.3) jej najdeme vzdy - bud’ to bude néjaké redlné ¢islo x* € X nebo
X = oo, pficemZ hodnota x* = +oo 0dp0vidé135 situaci X = @, kdezto x* = —oco znamena, Ze
funkce f nenizdola ohranicend na X. Pokud ale existuje konecné feSeni tillohy (1.2.2), pak to neni
nic jiného nez hledani vrstevnice funkce f na trovni f*. Ulohu (1.2.2) miiZeme navic rozdélit
jesté do dvou subkategorii:

« tlohy bez omezujicich podminek (tzv. volné extrémy), tj. X = R", nap¥. x* + 1 — min
¢ tlohy s omezujicimi podminkami (tzv. vdzané extrémy), tj. X g R", napf. x cos y — min pro
[x,yl €[-5,5] xR.

S obéma typy tloh jsme se jiZ setkali v zakladnim kurzu matematické analyzy a my si nyni nékteré
pojmy pfipomeneme.
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DEFINICE 1.2.1
317de jsou uvozovky zcela na
misté, nebot skuteéné ,,zobrazeni"
by pro nase avahy bylo prilis

obecné.

32 Symbol >< nahrazuje nékterou z
nerovnosti <, =, < nebo >, jejichz
konkrétni volba je odvisla od dané
tlohy.

33 Toto rozdéleni mezi fyziku
a ekonomii samoziejmé neni
nikterak striktni, mtzeme mit

napf. maximalizaci  (Cinnosti

VETA 1.2.2

v elektrickém obvodu nebo mini-
malizaci nakladi. Toto ale pocho-
pitelné nejsou jediné dvé oblasti,
kde se miizeme s optimalizaénimi
problémy setkat.

347 dnesdniho pohledu se mize
zdat oznaceni ,,programovani‘
trochu nestastné a zavadéjici.
Jednd se o pozistatek vojen-
sky motivované terminologie,
ktera odkazuje na pldnovdni Ci
rozvrhovdni tréninkd, logistiky Ci
rozmisténi muzstva. Vice se o tom
dozvite v dalsi sekci a na zacatku
nasledujici kapitoly.

VETA 1.2.3

35 Jelikoz infimem rozumime nej-
Vétsi dolni zavoru dané mnoziny,
takze zcela ,,prirozené" mize brat
inf @ = +o0.

36 XYZ tohle si zaslouzi

podrobnéjsi rozbor!!!

VETA 1.2.4

37 Podmnozina R" je kompaktni
pravé tehdy, kdyz je uzavienad a
ohranicena

Bod x* € X nazveme bodem globdlniho minima funkce f na mnoziné X < D(f), tj. 7e-
Senim tlohy (1.2.2), pokud f(x*) < f(x) pro vSechny x € X. Bod x* € X nazveme bodem
lokdlniho minima funkce f na X, neboli lokdlnim resenim Glohy (1.2.2), jestlize existuje
takové e-okoli bodu x*, tj.

De(x*):={xeR"|lx—x"| <&},

Ze f(x*) < f(x) pro kazdé x € X n @.(x*). V ptipadé ostrych nerovnosti hovofime o os-
trych globalnich/lokdlnich minimech. Analogicky definujeme globalni/lokédlni (ostrd)
maxima.

Jak je ale najit? V ptipadé diferencovatelné funkce f nim pomiiZe tzv. Fermatova véta'%-3%

Necht pro funkci f : R* — R existuji vSechny parcidlni derivace 1. fadu v bodé x*, ve
kterém ma funkce f lokalni extrém na R". Potom x* je staciondrnim bodem funkce f, tj.

S (%)

S, (x%)

grad f(x*) := =0.

fr, ()

Velmi dobfe ale vime, Ze toto je pouze nutnd podminka pro existenci lokdlniho extrému.

Ma-li funkce f:R"” — R vbodé x* € R” a néjakém jeho okoli spojité parcidlni derivace 2.
fadu, grad f(x*) = 0 a symetrickd n x n Hessova matice
o .
()
dxl-axj i,j=1,..,n

sz(x*) :(

je pozitivné definitni, pak bod x* je bodem ostrého lokdlntho minima funkce f na R".

Jak se pozna pozitivné definitni matice?! Plati také opacna implikace? Jak se pozna pozitivné se-
midefinitni matice?!

A co existence globdlni extrémii? Viva la Weiestrass!

Necht' X € R” je kompaktni3’ mnozina a f : X — R je spojita funkce na X. Pak funkce f
nabyva své nejvétsi a nejmensi hodnoty na X (tj. globalnich extrém).

Dokazeme extrémy ,lokalizovat“? Tohle je Fermatova metoda.
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VETA 1.2.5

VETA 1.2.6

Necht' X < R” je kompaktni mnozina a funkce f : X — R je diferencovatelnd na X. Pak f
nabyva svého maxima a minima na X bud’ ve stacionarnim bodé lezicim uvnitf X nebo
v nékterém hrani¢nim bodé mnoziny X.

vevs

Je to ale praktické? Neexistuje néjaka efektivnéjsi metoda?

Necht’ f,g1,...,gm jsou funkce tfidy C! na oteviené mnoziné U < R", kde m € {1,..., n}.
Uvazme mnozinu Jl danou jako

M= ({xeR"|gi(x) =0} U,
=1

pficemz vektory grad g; (x), ..., grad g,,(x) jsou linedrné nezavislé (a tedy nutné m < n)
pro vSechna x € J, tj. Jacobiho matice

Bw .. Ew
DG =D(g1(®),....gn®) =| + . i |eR™”
Bn) ... B

ma plnou hodnost, tj. rankDG(x) = m. Je-li bod x* € J( lokdlnim extrémem funkce f na
mnoziné Ji, pak existuji takova ¢isla 1},...,A;, € R (tzv. Lagrangeovy multiplikdtory), Ze
x* je staciondrnim bodem Lagrangeovy funkce
n
Lx, A7) = f(x)+ 3 A7 gi(x),

i=1

tj. grad, L(x*,A*) = 0 neboli

0 e 0g;
6—){j(x*)+zt/l;k 6—§;(x*) =0 provéechnaj=1,...,n.

Co je mnozina J(? MnoZina
{xeR"| g (x)=0}

obvykle predstavuje néjakou nadplochu, tj. ,itvar dimenze n — 1. Pfiddnim dal$i nadplochy
dostaneme
{xeR"| g1 (x)=0}n{xeR"| g(x) =0},

coz bude mit dimenzi n -2 atd. Tedy /l bude (n — m)-dimenziondlni plocha v R". Napf.

a6,y =x+y+z2-2, xy32=x+y"-1
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VETA 1.2.7

Co znamen4, Ze x* je staciondrnim bodem funkce L(x,1*)?

A postacujici podminka? K tomu, aby bod x* byl lokédlnim vdzanym extrémem, rozhodné neni
nutné (ale postacujici), aby byl souc¢asné lokdlnim extrémem funkce L(x, 1*). AvSak je-li x* vdza-
nym lokdlnim minimem, nutné V2L(x*, 1) = 0 na Ker(DG(x*)).

Necht' f,g1,...,8m jsou funkce tfidy C? na oteviené mnoziné U < R"*, kde me {1,..., n}.
Uvazme mnozinu Jl danou jako

M= ({xeR"|gi(x) =0} <U,
i=1

pricemz vektory grad g (x),...,grad g,,(x) jsou linedrné nezavislé pro vSechna x € (.
Jestlize pro bod x* € Jl existuji multiplikdtory A7,...,A;, € R takové, Ze plati nésledujici
podminky

(i) Lagrangeova funkce L(x,A1*) md v bodé x* stacionarni bod, tj. grad, L(x*,1*) =0,

(ii) Hessova matice VZL(x*,1*) je pozitivné definitni na
Jjep
m

Ker(DG(x")) = span{grad g (x*),...,grad g, (x")}* = [ {x e R" | x L grad g; (x™)},

i=1

pak funkce f méa vbodé x* ostré vazané lokdlni minimum.

Toto je velmi specidlni pfipad ulohy matematického programovani, ve které jsou vSechna ome-
zeni pouze ve tvaru rovnosti a Zidna proménnd neni omezena na znaménko. V kapitole 22 si
ukédzeme, jak feSit zcela obecnou tlohu matematického programovani. OvSem existuji i dalsi
specidlni typy tloh matematického programovani, kterym se budeme vénovat nejdfive.

(i) Linedrni programovdni: funkce f je linedrni a mnozina X je vymezena soustavou lineér-
nich rovnic a nerovnic.

(i) Celociselné programovdni: jako tloha linedrniho programovani doplnénd o pozadavek ce-
lo¢iselnych hodnot jednotlivych proménnych.

(iii) Kvadratické programovdni: funkce f je kvadratickd forma (plus linedrni funkce) a mnozina
X je opét vymezena soustavou linedrnich rovnic a nerovnic.
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38 Nezapominejte, Ze hod-
noty fo = flxo) = f(@) a
far1 = flxpe1) = f(b) jsou
pevné dany.

Ve funkéni optimalizaci je pfipustnd mnozina X prostorem funkci (skaldrnich nebo vektorovych)
n-rozmérné proménné definovanych na néjaké mnoziné Q < R”, které v zavislosti na dané dloze
mohou mit jisté kvalitativni vlastnosti (spojitost, diferencovatelnost apod.) a spliiovat dalsi (tzv.
vedlejsi) podminky v podobé soustav algebraickych, transcendentnich, diferencidlnich nebo in-
tegralnich rovnic ¢i nerovnic. Ucelové zobrazeni F pak je funkciondl, tj. zobrazeni ptitazujici

2 vz

kazdé funkci z pfipustné mnoziny X néjaké realné ¢islo. Takovy funkciondl m@ize mit mnoho po-
dob, napft. tim nejjednodussim by mohlo byt vy¢isleni kazdé funkce z X v jednom konkrétnim
bodé z mnozZiny Q, ale mnohem castéjsi je spiSe funkciondl ve tvaru néjakého urcitého inte-
gralu. Uloha (1.2.1) pak znamena najit funkci f € X, pro kterou dany funkcional nabyvé nejvét-

§i/nejmensi hodnotu mezi v§emi funkcemi z pfipustné mnoziny.

Ukézeme si jeden ilustrativni pfiklad s pivodnim Eulerovym elegantnim fesenim. Pro historické
podrobnosti viz nasledujici sekci.

( Priklad 1.2.8 |

C A
Mezi véemi funkcemi tfidy C![a, b] najit tu, jejiz graf je nejkratsi spojnici bodti A = [a, a]

aB=[b Ml . .
Ff] =f \/1+[f(x)]2dx — min.

ReSeni. Nejdtive misto specidlniho funkcionalu urc¢ujiciho délku grafu funkce uvazme

zcela obecny funkciondl, tj.

b
5[f]=f F(x, f(x), f'(x))dx

pro vhodnou funkci F : R* — R. Rozdélme si nyni uzavieny interval [a, b] na n + 1 stejné
dlouhych podintervald, tj.

Aa=Xg<xX1<--<X,<Xps1=Db,

takZe délka kazdého takového podintervalu je

b-a
AX =Xy — X = ——.
n+1
Nahradime-li graf funkce f(x) lomenou ¢arou s vrcholy v bodech

(X0, f(X0)] & [x1, f(x)] & ... & [Xps1, f(Xpa)].

pak mizeme ptivodni funkciondl

0o+jAx

€ Xo+(j+1Ax
sin=)_ | Flx, £, /() dx
j=0""

aproximovat kone¢nym souctem

n

FIf1=Ff,--, ) :=ZF(x,~,f,~,%)Ax,

j=0

, fixn) = f(x,)38. Jaky bude mit efekt
zvyseni i sniZzeni hodnoty nékterého f;? Zvolme se jednu z nich a ozna¢me ji f. Jelikoz

ktery je funkci n-tice proménnych f; = f(x;), ...
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42 Kdo ovlddd minulost, ovlddd bu-
doucnost. (Who controls the past
controls the future.)

George Orwell: 1984 (str. 25)

Clen fi se vsumé J(fi,..., fn) objevuje pouze ve sCitacich s indexy j =k a j=k-1,
dostaneme parcidlnim derivovianim vzhledem k tomuto f; vyraz

0
%—Ff(xk,fk, fir1= f")Ax+Ffr(xk l)fk 1,fk fi l) Ffr(xk,fk, fir1— fk). (124)

Pro nalezeni extrému bychom pak obvykle polozili tuto derivaci rovnu nule pro kazdé k.

JenZe bychom chtéli nasledné udélat i limitni pfechod pro n — oo, v kterémzto ptipadé je
Ax — 0 ahodnota pravé strany rovnice (1.2.4) ptijde k nule. TakZe bychom dostali rovnost
0 =0, ktera je sice pravdivd, ale bohuzel i nepf¥ili§ uzitecna. Chceme-li ziskat trochu méné
trividlni vysledek, zkusme nejdiive vydélit obé strany rovnosti (1.2.4) vyrazem Ax, ¢imz
dostaneme

1 oF fin—fi fk fnts ffia
Eﬁ Ff(xk'rfkr Bt Ff’ xk!fk» ) Ff’(‘xk 1'fk 1 ) 0

Odtud nyni pro n — co a Ax — 0 ziskdme tzv. variacni derivaci

oF
of

kterad hraje pro funkciondly tutéZz roli jako parcidlni derivace pro funkce vice promén-

d
=F00fo f) = o Fr e f f),

nych. Proto mé-li byt funkce f lokdlni extrém, o¢ekavame, Ze jeji hodnota bude nulova
pro kazdé x, coZ nas ptivadi k Eulerové-Lagrangeové rovnici
oF d(aF)— (1.2.5)
af dx\of') -

Nyni se vratme k ptivodnimu problému, kde

F(x, f, f) =/ 1+ [f'(0)]2

Jelikoz tento vyraz nezavisi na f, dostaneme z (1.2.5) pozadavek

! !
i(#) =0 neboli 4 = konst.

To je moZné ale pouze v pfipadé, Ze
f'=C
pro libovolné C € R, a tedy hledand funkce je nutné tvaru
fx)=Cx+D.
Dosazenim soufadnice krajnich bodt pak dostaneme feseni
-B

fx)= b(x—b)+ﬁ.

|3 Prvni (ne)optimalizo(tel)ny historicky exkurz*?

Jak uZz jsme se zminili, skute¢né systematickému studiu rGznych optimalizac¢nich problém? a
rozhodovacich procesti se matematici zacali vénovat aZ ve druhé poloviné 20. stoleti. Toto ovsem
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43 Toto miizeme chapat i jako pro-
jev toho, co esky geograf a po-
pularizator védy, dr. Vaclav Cilek,
oznacuje za inteligenci prirody.

44

Joseph-Louis Lagrange (25. ledna
1736 — 10. dubna 1813) byl dal-
$im dilezitym matematikem a ast-
ronomem 18. stoleti, ktery vyrazné
ovlivnil predevsim rozvoj matema-
tické analyzy a teorie Cisel a také
klasickou i nebeskou mechaniku.
Je jednim ze 16 matematikd, je-
jichz jméno je napsano na Eiffe-
lové vézi. V roce 1766 na doporu-
éeni Eulera a francouzského ma-
tematika Jeana-Baptista le Ronda
d’'Alemberta stanul v Cele Pruské
akademie véd v Berling, kde na-
hradil prace Eulera. Zde piso-
bil vice nez 20 let na, béhem
nichz vykonal mnoho prace a zis-
kal Fadu ocenéni Francouzské aka-
demie véd.

45 Sir William Rowan Hamilton (4.
srpna 1805 — 2. zafi 1865) byl irsky
matematik, profesor atronomie na
Trinity College v Dublinu, a kra-
lovsky astronom. Vénoval se pre-
devsim optice, klasické mechanice
a algebre. Ackoli nebyl fyzik (sam
se povazoval za Cistého matema-
tika), svoji praci ovlivnil predevsim
pravé fyziku, a to zejména prefor-
mulovanim newtonovské mecha-
niky, ktera je nyni spojovana pre-
devS§im s jeho jménem. Je au-
torem algebraického pristupu ke
komplexnim Cislim, ¢imz snad de-
finitivné vyresil hadanku ohledné
vyznamu symbolu i. Tato prace jej
privedla k jeho druhému klicovému
vysledku — zavedeni kvaterniond.

46 Carl Gustav Jacob Jacobi (10.
prosince 1804 — 18. unora 1851)
byl némecky matematik, ktery za-
sadné prispél k rozvoji teorie elip-
tickych funkci, diferencialnich rov-
nic, determinanti a teorie cisel.
Jacobi byl prvnim zidovskym ma-
tematikem, ktery byl jmenovan
profesorem na némecké univerzité.

neplati pro tlohy varia¢niho poctu, jejichz teorie byla vybudovdna mnohem dfive. Abychom se
sezndmili s nejvétsimi osobnostmi, které zdsadné ovlivnili rozvoj riznych oblasti optimalizace,
a pochopili nékteré souvislosti ¢i jejich motivaci, udélame si v zavérecné ¢ésti této kapitoly maly
historicky exkurz, ktery v§ak bude sledovat spiSe ¢asovou souslednost nezli vahu jednotlivych

témat v dal$ich kapitolach.

Pred chvili jsme vidéli ptivodni Eulerovo feSeni pro nalezeni nejkratsi kfivky v roviné. S timto
problémem také tizce souvisi tzv. Fermatiiv princip, ktery vznikl pfi feSeni problému geomet-
rické optiky (1662). Podle tohoto principu si svételny paprsek ze v§ech moznych trajektorii mezi
dvéma body vzdy vybird pravé tu, podél niZ se dostane z vychoziho bodu do cilového bodu za
nejkratsi cas (ve skute¢nosti spiSe za ,extrémni ¢as*, tj. po jiné draze by to vzdy trvalo delsi/-
kratsi/stejnou dobu). Jako obvykle i zde si piiroda najde to ,nejekonomictéjsi“ feseni*® — vzdyt
€as jsou penize. Mame-li opticky nehomogenni rovinu, pak rychlost svétla c(x, y) se méni v kaz-
dém bodé v zavislosti na optickych vlastnostech. ProtoZe rychlost je derivace drdhy podle ¢asu,
je délka krivky y = u(x) ur€ené svételnym paprskem rovna

clx, u(x) = ds _ 1+ [u'(x)]? dx
’ T dr de’

Integrovanim od pocatku do cile pak ziskdme celkovy ¢as pohybu podél této kiivky, tj.

T b dt b /1 ! 2
T[u]:f dtzf —dxzf de.
0 a dx a c(x,u(x))
Fermat(v princip (nebo téz princip nejkratsiho casu) pak tik4, Ze z bodu A = (a,a@)do bodu
B = (b, B) se svételny paprsek dostane podél kiivky y = u(x), kterd minimalizuje funkciondl T'[u]
vzhledem k okrajovym podminkdm

u@)=a & u(b)=_4.

JestliZe je prostfedi homogenni (napf. vakuum pfi zanedbdni vlivu gravitace vzhledem k teorii
relativity), pak c(x,y) =ca T[u] = %[ [u], tedy hledanym minimem bude opét vhodnd p¥imka.
V pfipadé nehomogenniho prostiedi jiZ feSeni tak zfejmé neni a bylo by vhodné mit systema-
tickou metodu pro feSeni takového minimaliza¢niho problému. Navic vSechny zndmé zdkony
optiky, designu optickych €ocek, ostfeni, lamani, odchylky atd. jsou vlastné disledkem geomet-
rickych a analytickych vlastnosti feSeni Fermatova principu. Tato tivaha inspirovala védce k hy-
potéze, ze kazdy déj v pfirodé probiha tak, aby se béhem tohoto procesu minimalizovala jista
veli¢ina. Oviem dlouho se nevédélo, o kterou veli¢inu se jedna. Az v roce 1760 Joseph Lagrange**
poprvé presné zformuloval princip nejmensi akce pro konzervativni mechanické systémy a vy-
mezil platnost tohoto principu. Tento princip zobecnil Rowan Hamilton*® i pro systémy nekon-
zervativni, kdy transformoval Lagrangeovy rovnice (které jsou diferencidlnimi rovnicemi 2. fadu)
na soustavu diferencidlnich rovnic prvniho fddu s dvojndsobnym poctem rovnic, tzv. Hamilto-
novy kanonické rovnice, jejichZ viznam daleko pfesahuje rdmec klasické mechaniky. V Hamil-
tonové praci pokragoval Carl Jacobi®®, ktery rozvinul transformaéni teorii kanonickych rovnic a
odstranil fadu obtizi spojenych s jejich integraci.

Avsak asi tu nejdilezitéjsi roli v rozvoji variatniho poétu sehrala tiloha o brachistochroné®’.
V roce 1696 se Johann Bernoulli*®v ¢ervnovém vydani ¢asopisu Acta Eruditorum snazil ukazat,
Ze praveé vznikajici diferencidlni pocet je tim nutnym a postacujici nastrojem k vyplnéni mezer
v klasické geometrii, coZ na zavér doplnil neodmitnutelnou vyzvou, viz [1, str. 269],
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47 Tento nazev pochazi z Fectiny,
kde brachistos je superlativ od
brachys=kratky a chronos=cas.
Leibniz navrhoval oznaceni Ta- per quam gravitate sua descendens & moveri incipiens a puncto A, brevissimo
chystoptotam z teckého tachys-
tos=nejrychlejsi a piptein=padat.
Tento navrh ale nebyl vyslysen
(nastésti).

Problema Novum ad cujus Solutionem Mathematici invitantur.

Datis in plano verticali duobus punctis A € B assignare Mobili M, viam AMB,

tempore perveniat ad alterum punctum B.*
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1.3 Prvni (ne)optimalizo(tel)ny historicky exkurz

Johann Bernoulli (6. srpna 1667 .
— 1. ledna 1748) byl 3vycarsky Obrazek 1.1: Uvodni strana Bernoulliova ¢lanku (vlevo) a tiloha o brachistochroné (vpravo).
matematik, fyzik a lékaf. Je jed-
nim z prvnich ¢lent matematické
vétve rodu Bernoullid, ktera vy-
razné ovlivnila rozvoj matematiky

na prelomu 17. a 18. stoleti. Byl oo o oL . . . . J e
ucitelem Leonharda Eulera, jehoz feSeni tlohy neni Gplné ziejmé a Ze rozhodné hledani krivky nejkratsiho ¢asu neni totéZ jako

matematicky rozvoj (zejména v hledéni nejkratsi spojnice bodii A a B:
mladi) byl vyrazné ovlivnén néko-
lika ¢lend rodiny Bernoullici. PFi
studiu mediciny na univerzité se

jako jeden z prvnich naudil ovla- . . . . . . .
dat Leibnizéiv kalkulus. V roce tamen hujus problematis, sciant non consistere in nuda speculatione, ut qui-

Zaroven aby Johann Bernoulli pfitdhl vétsi pozornost k této tloze, ihned vzapéti zdiraziuje, Ze

Ut harum rerum amatores instigentur & propensiori animo ferantur ad ten-

1691 odcestoval do Pafize, kde dem videtur, ac si nullum haberet usum; habet enim maximum etiam in aliis
se seznamil |I'Hospitalem, se kte-

rym néasledné uzavrel smlouvu o
tom, Ze jej za uréity roéni ho- quorundam praecipiti judicio obviam eam) quanquam recta AB sit brevis-
noraf bude uéit novym Leibnizo-

vym metodam. Soucasné mu ale . Lo . .
touto dohodou vzniklo pravo uzi- est curva AMB Geometris notissima, quam ego nominabo, si elapso hoc anno

scientiis quam in mechanicis, quod nemo facile crediderit. Interim (ut forte
sima inter terminos A & B, non tamen illa brevissimo tempore percurritur; sed

vat Bernoulliho objevy. ,Své" po- nemo alius eam nominaverit.*
znatky pak I'Hospital publikoval v

roce 1696 v prvni ucebnici infini-

tesimalniho poctu Analyse des Infi- Johann Bernoulli také stanovil lhtitu na feSeni do 31. prosince 1696, coZ se ale ukazalo byt ne-
niment Petits pour l'Intelligence des
Lignes Courbes, ve které se obje-
vilo i znamé pravidlo pro vypo- lednovém vydéni asopisu Acta Eruditorum, viz [2, str. 95-96], a dal$i podrobnosti se mtizeme
Cet limity podilu, které dnes nese
I'Hospitalovo jméno. Proti tomu
se samoziejmé Johann Bernoulli vracelo zpét do €ast slavnych matematickych soubojti, ktery svedli napf. del Fiore a Tartaglia:
ohradil, nebot jeho jméno nebylo

nikde uvedeno. Verejné své na-

mitky prezentoval zejména az po

I'Hospitalové smrti v roce 1704.

Nicméné ditkazi pro své tvrzeni

prilis nemél, a tak pravda vysla na-

jevo az v roce 1922.

dostatecné (avsak z dtivodui spiSe nematematickych). Proto byla tato tloha kratce zopakovéna v

dozvédét z Bernoulliho vefejného prohldseni v Groningenu z ledna 1697, jehoZ pojeti jakoby nds



4 Novd uloha, k jejimuZ feSeni se
vyzyvaji matematikove.

Necht' jsou ddny dva body A a
B ve svislé roviné. Urcete krivku
vyznacenou  hmotnym  bodem,
ktery startuje v bodé A a pouhym
puisobenim gravitace dosdhne bodu
B v nejkratsim mozném case.

(New Problem Which Mathema-
ticians Are Invited.

If two points A and B are given
in a vertical plane, to assign to a
mobile particle M the path AMB
along which, descending under
its own weight, it passes from
the point A to the point B in the
briefest time.)

50 Pro povzbuzeni touhy k ujmuti se
feSeni tohoto problému u téch, kteri
takové tilohy miluji, je mozZné zdii-
raznit, ze predloZeny problém se ne-
sestdvd, jak by se mohlo zddt, z pou-
hych spekulaci, které tudiz nemaji
zddné vyuziti. Naopak, jak bychom
mohli snadno uveérit, md velky uzitek
v riiznych vednich disciplindch jako
je mechanika. Mezitim (abychom
predesli ukvapenému soudu) [mii-
Zeme poznamenat] Ze ackoli tisecka
AB je vskutku nejkratsi spojnici
bodit A a B, rozhodné neni krivkou
s nejkratsim casem pohybu. Avsak
krivka AMB, jejiz jméno uvedu jd,
pokud ji nikdo neobjevi pred koncem
tohoto roku, je velmi dobre zndma
geometriim.

(To arouse in lovers of such things
the desire to undertake the solu-
tion of this problem, it may be
pointed out that the question pro-
posed does not, as might appear,
consist of mere speculation having
therefore no use. On the contrary,
as one would readily believe, it has
great usefulness in other branches
of science such as mechanics. Me-
anwhile (to forestall hasty judg-
ment) [it may be remarked that]
although the straight line AB is
indeed the shortest between the
points A and B it nevertheless is
not the path traversed in the shor-
test time. However the curve AMB
whose name | shall give if no one
else has discovered it before the
end of this year, is one well known
to geometers.)

Jean Bernoulli public professor of mathematics pays his respects to the most
acute mathematicians of the entire world.

Since it is known with certainty that there is scarcely anything which more gre-
atly excites noble and ingenious spirits to labors which lead to the increase
of knowledge than to propose difficult and at the same time useful problems
through the solution of which, as by no other means, they may attain to fame
and build for themselves eternal monuments among posterity; so I should ex-
pect to deserve the thanks of the mathematical world if, imitating the example
of such men as Mersenne, Pascal, Fermat, ...and others who have done the
same before me, I should bring before the leading analysts of this age some
problem upon which as upon a touchstone they could test their methods, exert
their powers, and, in case they brought anything to light, could communicate
with us in order that everyone might publicly receive his deserved praise from
us. The fact is that a half a year ago in the June number of the Leipzig Acts
[i.e., Acta Eruditorum] proposed such a problem whose usefulness linked with
beauty will be seen by all who successfully apply themselves to it... Only the
celebrated Leibniz who is so justly famed in the higher geometry has written
me that he has by good fortune solved this, as he himself expresses it, very be-
autiful and hitherto unheard of problem; and he has courteously asked me to
extend the time limit to next Easter in order that in the interim the problem
might be made public in France and Italy and that no one might have cause to
complain of the shortness of time allotted.>"

viz [67, str. 646-647]. Poté Bernoullli poslal kopii tohoto problému Newtonovi, aby mél jistotu,
Ze o ném vi. Zde je potfeba samoziejmé pfipomenout vlekly spor mezi Leibnizem a Newtonem
ohledné prvenstvi v zdkladech infinitesimélniho poctu, do kterého vstoupil také Bernoulli, ne-
bot' v pribéhu roku 1696 vyjadtil své presvédceni, Ze Newtonova metoda publikovand ve Wal-
lisové Opera mathematica byla ,Stipnuta“ z Leibnizova ¢lanku. Bernoulli i Leibniz tak ocividné
interpretovali ticho od ¢ervna do prosince jako demonstraci, Ze tento problém byl pro Newtona
zédhadou. Prodlouzenim lhiity méli asi v imyslu vefejné demonstrovat svou nadiazenost. At' uz
si Bernoulli a Leibniz mysleli cokoli, Newton tuto vyzvu povaZoval za namifenou osobné proti
nému. No, kdyby to nebylo tiplné zfejmé z pfimé korespondence, zakomponoval Bernoulli do
svého vyjadfenii tato slova:

Qpod si vero festum paschatis praeterierit nemine deprehenso qui quaesitum
nostrum solverit, nos quae ipsi invenimus publico non invidebimus. Incom-
parabihs enim Leibnitius solutiones tura suam tura nostram ipsi jam pridem
commissam protinus, ut spero, in lucem emittet, quas si Geometrae ex peni-
tiori quodam fonte petitas perspexerint, nulli dubitamus quin angustos vul-
garis Geometriae limites agnoscant, nostraque proin inventa tanto pluris faci-
ant, quanto pauciores eximiam nostram quaestionem soluturi extiterint etiam
inter illos ipsos qui per singulares quas tantopere commendant methodos, in-
terioris Geometriae latibula non solum intime penetrasse, sed etiam ejus po-
moeria Theorematis suis aureis, nemini ut putabant cognitis, ab aliis tamen
jam longe priiis editis, mirum in modum extendisse gloriantur.>

viz [65, str. 220-229]. Zjevné se to Newtonovi vrylo velmi hluboko do paméti, nebot’ o dva roky
pozdéji se pfijedné z debat s prvnim krélovskym astronomem Johnem Flamsteedem na néj ohra-
dil se slovy
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51 Jd, Johann Bernoulli, oslovuji nej-
bystrejsi matematiky na svete.
Jelikoz je jisté zndmo, Ze neni nic
pritazlivéjsiho pro inteligentni lidi
neéz cestny a ndrocny problém, jehoz
Jjakékoli reSeni prinese sldvu a zii-
stane trvalym pamdtnikem. Ndsle-
dujice tady prikladii Mersenna, Pas-
cala, Fermata, ... doufdm, Ze zis-
kdm vdécnost celé vedecké komu-
nity tim, Ze pred nejlepsi matematiky
nasi doby postavim problém, ktery
otestuje jejich metody a silu jejich
intelektu. Jestlize mi kdokoli sdéli
feSeni navrhovaného problému, ve-
fejné prohldsim, ze je hoden uzndni.
Ve skutecnosti jsem takovy problém,
jehoz uZitecnost spojenou s krdsou
uvidi kazdy, kdo se zddrné odhod-
laji k jeho Teseni, zverejnil pred piil
rokem v Cervnovém vyddni Acta Eru-
ditorum... Pouze slovutny Leibniz,
ktery je po prdvu véhlasny vyssi geo-
metrii, mi napsal, Ze se mu postéstilo
nalézt reSeni tohoto, jak se sdm vyjd-
dril, prekrdsného a doposud nevida-
ného problému. Zdvorile mé poZddal
o prodlouZzeni lhiity pro reSeni do nd-
sledugjicich Velikonoc, aby se mezitim
problém mohl rozsirit do Francie a
Itdlie, takze by nikdo nemél ditvod si
stéZovat na nedostatecny cas urceny
k Tesent.

I do not love... to be dunned € teezed by forreigners about Mathematical things. . .%3

Newton vyzvu pfijal v roce 1697, kdyZ si na dopis poznamenal datum dorucent: 29. ledna 1697.
UZ nésledujici den odeslal feseni Charlesi Montagueovi, tehdejsimu prezidentu Krélovské spo-
le¢nosti, a bylo anonymné zvetfejnéno jesté vlednovém vydani Philosophical Transactions of the
Royal Society. Bernoullimu samoziejmé nedalo pfili§ prace urcit ,tajného“ autora se slovy ta-
nquam ex ungue leonem®*. Newtontiv pocit vitézstvi byl tak velky, Ze se tento piibéh dostal pro-
stfednictvim jeho netefe Catherine dostal az do Conduittovi sbirky anekdot:

When the problem in 1697 was sent by Bernoulli — Sir I. N. was in the midst of the
hurry of the great recoinage did not come home till four from the Tower very much
tired, but did not sleep till he had solved it which was by 4 in the morning.>®

viz [77, str. 582]. AvSak nezanedbatelnou katikou na Newtonové tispéchu je fakt, Ze v clanku chybi
podrobnéjsi zdtivodnéni ziskaného feseni.

Méli bychom zminit, Ze Johann Bernoulli rozhodné neni prvnim matematikem, ktery se zabyval
takovymto problémem. JizZ v roce 1638 se mu vénoval také Galileo Galilei ve své slavné praci Ma-
tematické rozpravy a pokus (Discourses and Mathematical Demonstrations Relating To Two New
Sciences). Nejdiive poZadoval bod B pouze na pfimce a hledal vhodnou tsecku. Spravnym fese-
nim je tsecka svirajici s pfimkou b thel 45°. Galileo poté také urcil (sprdvné), Ze kratsi ¢as bude
dosazen pti pohybu po dvou tiseckdch AC, BC, kde C je bod leZici na oblouku kruZnici prochéze-
jicibody A, B. Ackoli Galileovy tivahy byly doposud spréavné, vyvodil odtud, Ze nejrychlejsi bude
pohyb po kruZnici. JenZe ona existuje jesté rychlejsi draha. Leibniz tidajné pfedpovédél (témért
spravné), Ze existuje pouze pét geometr, ktefi dokdzi danou dlohu vyftesit. Mél na mysli Jacoba
Bernoulliho, 1’Hospitala, Huygense (kdyby zil), Huddeho (kdyby toho nezanechal) a Newtona
(kdyby se takové vyzvy chopil). Jednotliva feSeni pak byla zvefejnéna v kvétnovém vydéani ¢aso-
pisu Acta Eruditorum z roku 1697 a jejich autory byli

(0) Johann Bernoulli (on sdm fe$eni znal jiZ v dobé publikovéani problému, pouze vyzyval ostat-
ni k jeho feSeni), viz [2, str. 206-211];

(1) Jacob Bernoulli, viz [2, str. 211-214];

(2) Isaac Newton, viz [2, str. 223], coZ je pfetisk vySe zminéného ,anonymniho“ €lanku;

(3) Guillame I'Hospital, viz [2, str. 217-218];

(4) Gottfried Leibniz, viz [2, str. 201-205];

(5) Ehrenfried Walther von Tschirnhaus (na néj se velmi ¢asto zapomind!), viz [2, str. 220-223];

Hledanou kiivkou byla jedna z téch, které jiz tehdy byly velmi dobre zndmy vsem geometriim —
otogend cykloida (jméno ji dal v roce 1599 Galileo a objevuje®® se dokonce v prvnim dile Gulli-
verovych cest od anglického spisovatele Jonathana Swifta, ktery vySel v roce 1726). Tato kiivka
byla studovana jiz Pascalem a Huygensem, avSak nikdo nic netusil, Ze je to kfivka nejrychlejsiho
spadu. Johann Bernoulli toto okomentoval s nadhledem sobé vlastnim

... you will be petrified with astonishment when I say that precisely this

cycloid. .. of Huygens is our required brachistochrone.®®

viz [32, str. 201]. Tato tloha vzbudila velky zajem o podobné problémy, kdy se nehledaly extrémy
funkci, ale samotnd extremdlni funkce (pomoci analytickych metod — nikoli geometricky). Do-
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52 pokud ovSem ani do velikonocnich
oslav se nenajde nikdo, kdo by byl
schopen nds vzneseny problém vyre-
$it, nebudeme se zdrdhat zverejnit to,
co jsme sami objevili. Doufdm, Ze je-
dinecny Leibniz neprodlené zverejni
své i mé reseni, které jsem mu pred
Casem sveril. Pokud geometri peclivé
prozkoumayji tato reSeni ziskand tak,
Jjak jsou, z toho, co miiZeme nazyvat
hlubokou studnici (myslenek), nepo-
chybujeme o tom, Ze rozpoznaji tizké
hranice bézné geometrie a oceni nase
objevy o to vice, ze je jen nékolik
téch,kteri jsou schopni vyresit nase
skvelé problémy, ba dokonce, maly
pocet mezi témi nejlepsimi matema-
tiky, kteri se chlubi, Ze svymi pozo-
ruhodnymi metodami, za nez jsou
chvdlyhodni, nejenZe pronikli hlu-
boko do tajemstvi esoterické geome-
trie, ale uiZasné rozsirili jeji hranice
diky zlatym veétdam, které (jak se do-
mnivaji) nebyly zndmy nikomu ji-
nému, avsak které byly ve skutecnosti
publikovdny jiz ddvno predtim ji-
nymi.

(If however the festival of Eas-
ter shall have passed without our
having found any who are capa-
ble of solving our noble problem,
we shall not grudgingly refuse to
the public what we have ourselves
discovered. For the peerless Leib-
niz will forthwith, | hope, publish
the solutions, his own and mine,
which | entrusted to him some
time ago. If geometers carefully
examine these solutions, drawn as
they are from what may be called
a deeper well (of thought) we are
in no doubt but that they will reco-
gnise the narrow limits of the com-
mon geometry, and will value our
discoveries so much the more as
there are fewer who are likely to
solve our excellent problems, aye,
the small number even among the
very mathematicians who boast
that by the remarkable methods
they so greatly commend, they
have not only penetrated deeply
the secret places of esoteric geo-
metry but have also wonderfully
extended its bounds by means of
the golden theorems which (they
thought) were known to no one,
but which in fact had long previ-
ously been published by others.)

53 Nemdm rdd... kdyz jsem uhdnén
a popichovdn cizinci ohledné mate-
matickych zdleZitosti. . .

54 Podle drdpti se poznd lev.
(We may judge the lion from its
claw).

dejme jesté, Ze cykloida je také soucasné tautochronou, tj. at’ kulicku vypustime z jakéhokoli
bodu na brachistochroné mezi A a B, pak dorazi do nejnizsitho bodu na dréze vzdy za stejny €as.

Navzdory nezmérnému historickému vyznamu tlohy o brachistochroné je nutné zdtraznit, ze
to rozhodné nebyla jedna z prvnich tdloh tohoto typu. Jiz ve starovéku se fesili tzv. isoperime-
trické problémy, jejichZ cilem bylo mezi vS§emi uzavienymi rovinnymi k¥ivkami nalézt takovou,
ktera ohranicuje plochu s maximdalnich obsahem (napf. mame-li 10 metrt dratu a chceme s jeho
pomoci vymezit nejvétsi vybéh pro kraliky). Nejzndméjsi takovou tlohou je Problém krdlovny
Dido, diky kterému je kralovna Didé nedilnou soucasti tivodnich kapitol drtivé vétsiny knih vé-
novanych variacnimu poctu. O této tiloze vime diky eposu Aeneis od fimského basnika Publius
Vergilius Maro. Tento epos vznikl v letech 29-19 pf.n.l. a je psdn hexametrem (tj. nerymovanym
verSem):

Punské 1ise vidis, Tyrského Agénora mésto! tot' meze Libycanii, lidu nevlid-
ného ve vdlce. Z mésta Tyru prisld krdlovstvi Dido to 7idi, bratrem zahndna.
Dlouhd je to krivda a dlouhé okliky; jd tedy jen co je hlavnéjsiho, podotknu.
Chot ji byl Sycheys, Foenican nejbohatéjsi statkem a od nebohé milovdn ze ce-
lého to srdce panny, jemuz ji otec vydal a v manzelstvo prvotni zasnoubil; bratr
nez se ujal Tyrského viadarstvi Pygmalion, zlocCinec horsi nade vsecky zlocince.
Rozdvojilo vzteklé oba zdsti, tak Ze ve chrdmé bezboZny Sychéa tyran, zasle-
pen zlata vdini, tajné a ndhle zabil dykou, ani ldsky nevdziv sestriny; ji pak
dlouho tajil to zlocinstvo a marnou pretvdren zlostnik nadéji manzelku kla-
mdval. Pohiebu viak zbaveny ve sndch ji sdm se ukdzal manzel, a vybledld
otviraje tista podivné, ukrutny oltdr, oceli protatd pak i riddra odhalil a proje-
vil vse tajemstvi zlosti domdci. K neprodlenému posléz rady z otciny odchodu
ddvd a v prospéch té pouti pravetché vymkne ze zemé poklady, nezndmé ni-
komu zlata bFimé a stiibra. Pohnula tim chystd i hledd druhy k outéku Dido.
Schdzeli se, kdo nendvidéli zlostného tyranna neb kdo se bdli jeho; zmocnivse
se prdve kordbil ustrojenych, naloZi je zlatém a statky lakomce Pygmaliona
morem unesou; ¢inu zenstina viidcem. Do kraje p7isli polom, kdez ndramné
ted’ uhlédds ohrady a pnouci se nové Karthdginy basty. Koupili misto také, a
k paméti nazvali Byrsou, tak veliké, co kozi volovou zahrnouti se mohlo.

s

»Modernéjsi“ (alépe srozumitelnd) verze této legendy by mohla znit takto:

Po tom, co manZzela a soucasné stryce fénické princezny Ellisy, pozdéji nazy-
vané krdlovnou Dido, zavraZdil jeji bratr Pygmalion, musela sama uniknout
a hledat bezpeci. S lidmi, kteri ji byli ochotni ndsledovat, pristdla se svou lodi

na severoafrickém pobreZi — na tizemi, které se nachdzelo v dnesni blizkosti
Tunisu — a pozddala Iarbase, tehdejsiho krdle Numidie, o azyl. Iarbas rozhodl,

Ze Ellise daruje tizemi — jeho nabidka ale nebyla prilis velkorysd, nebot své

tizemi nové tizemi musela ohranicit jedinou byci kiizi. Doslova ji vekl ,, UZivej
pozemek tak velky, jaky vymezi volskd kiize“.

Ellisa dala rozfezat kiizi na velmi tenké pdsky,
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55 Kdyz byl ten problém Bernoullim
odesldn v roce 1697, Sir I. N. byl
zrovna uprostied shonu kviili velké
meénové reformé a vrdtil se domii z
londynského Toweru [kde byla Krd-
lovskd mincovna] velmi unaveny az
po 16. hodiné. Ovsem nesel spdt, do-
kud problém nevyresil, coZ se mu po-
vedlo kolem ctvrté hodiny ranni.

1. Uvod a motivace

58 Pokud jsem dovedl posouditi, dd-
val mi krdl riizné otdzky a jd jsem jej
zase oslovoval vSemi jazyky, jez jsem
znal. Kdyz se ukdzalo, Ze nerozumim
ani jd jim, ani oni mne, zavedli mé
na krdliiv rozkaz do jedné komnaty
v paldci (tento panovnik totiz vyni-
kal pohostinstvim nad vSechny své
predchiidce), kde mi byli ddni k ob-
sluze dva sluhové. Prinesli mi obéd, Obrazek 1.2: Did6 a byci kiize od italského malife Gregoria Lazzariniho (1655-1730).
a ctyri Slechtici, jeZ jsem predtim vi-

del v tésné blizkosti krdle, mi prokd-

zali tu Cest, Ze obédvali se mnou. Méli

Jjsme dva chody, kazdy o trech jidlech.
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Proni chod zdleZel ve skopovém ra- které dohromady utvofili pruh dlouhy 4km. Timto pruhem pak nechala vymezit tizemi o tvaru
minku vykrojeném do rovnoramen- ptlkruhu uzavieného z jedné strany pobfeZim. Toto iizemi ohrani¢ené hradbami se nazyvalo
ného trojiihelniku, z kusu hovéziho, oy

pripraveného v podobé kosodélniku, Byrsa (coz v pfekladu znamena ,by¢i kiize“) a tvofilo centrum Kartaga, které vzniklo 72 let pfed

a z puddingu v podobé cykloidy. Rimem, tj. 825 p¥..l. (n&kdy se uvadi rok 814 pt.n.l). Didé tak vytesila isoperimetricky problém,
56 . budete zkamendli iZasem, kdy? nebot se ji podafilo pro své lidi ziskat nejvétsi mozné tizemi.
feknu, Ze prdvé tato Huygensova cyk-

loida... je hledanou brachistochro-

nou.

Obrézek 1.3: Situa¢ni obrazek mésty Byrsa a Tuniského zélivu ve Stfedozemnim mofi.

57

Obrazek pochézi z pfednasky William Thomsona®’ s ndzvem Isoperimetrické pro-

blémy, kterou prednesl 12. kvétna 1893 na konferenci Kralovské spole¢nosti v Londyné,
viz [71] a také [4]. Byl to asi pravé tento piispévek lorda Kelvina, ktery umozZnil kralovné
Didé vstup do historie matematiky a u€inil z ni nedilnou sou¢ast mnoha knih.

57 William Thomson (26. &ervna

1824 — 17. prosince 1907) je

znamy spiSe pod svym Slechtickym Po zaniku antické civilizace nastdva dlouhé obdobi védecké stagnace a tpadku, nicméné i stfe-
jménem lord Kelvin (of Largs). Byl
irsko-skotsky matematicky fyzik a

vynalezce. Je povazovan za dovr- opevnéni. Coz se jim mnohdy povedlo, jak mizeme vidét na historickych mapach PafiZe aj. nize.
Sitele mechaniky ve fyzice.

dovéci stavitelé museli vyfesit analogicky problém vzhledem k naro¢nosti vystavby hradebniho



> o

Obrazek 1.5.a: Mildn (rok 1572). Obrézek 1.5.b: Frankfurt nad Mohanem (rok 1572).

Reseni isoperimetrické Glohy bylo zndmo jiz Aristotelovy (cca 384-322 pf.n.l.), ktery védél, ze
mezi rovinnymi obrazci o stejném obvodu ma nejvétsi obsah kruh a mezi télesy stejného po-
vrchu ma nejvétsi objem koule. Ve starovéku lze nalézt i dalsi podobné dlohy s geometrickym
zdkladem, napf.

(i) Apollonius (3. stoleti pf.n.1.): jak vést z daného bodu k dané kuZzelosecce nejkratsi a nejdelsi
usecku tak, aby jeden jeji krajni bod byl tim zadanym a druhy krajni bod leZel na dané
kuZelosecce?

(i) Euklides z Alexandrie (cca 340-270 pi.n.l.): jak vepsat do daného trojihelniku rovnobéznik
maximalniho obsahu?

(iii) Archimédes ze Syrakus (cca 278-212 pt.n.l.): ze vSech kulovych tiseci stejného povrchu urcit
tu s maximalnim objemem.

Pozdéji byly isoperimetrické tlohy rtizné modifikovany a dnes se uzivaji pro daleko $irsi tfidu
extremdlnich tloh, ve kterych se hledaji extrémy integralnich funkciondli s omezenimi v inte-
gralnim tvaru, tj. nalézt (alespon diferencovatelnou) funkci (kfivku) y = y(x) splitujici

b
ya@=A & yb)=B & %[y]::f G(x,y,y)dx=¢,

pro kterou nabyva funkcional

b
Fiyl =f fo,yy)dx

1. Uvod a motivace
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extremdlni hodnoty pro pevné dané ¢ € R a funkce F,G : R® — R. V pifpadé krdlovny Didé mdme
pfi pevnych koncich umisténych do boda [-1,0] a [1,0] by $lo tedy o tlohu

1
f y(x) dx — min
-1

za podminek

1
-1)=0 & 1)=0 & 1+ [y 2dx=2¢.
y(=1) y@) [1\/ [y (x)]>dx

Resenim je oblouk jisté kruZnice, pficemz pro ¢ = 7 mame ptilkruZnici se sttedem v pocétku.

Kratce pro vyfeseni tilohy o brachistochroné byla feSena fada podobnych tloh. Napft. iiloha
o nejkratsich cardch (neboli geodetikdch), které se vénoval Euler ve své prvni publikaci [34]. Pod-
nét k tomuto tématu dostal v roce 1728 od svého skolitele Johanna Bernoulliho (ten ji znal jiz od
roku 1698, jak ukazuji jeho lekce o integralnim poctu vydané tiskem roku 1742). Mé&me dva body
A, B na ploge S < R3. Chceme najit nejkratsi kfivku, kterd spojuje dané body a soucasné lezi na
plose S. Napf. uvazme rotacni vélec. Pak mame tfi moZné geodetiky (viz Obrazek 1.6 niZe):

(i) pfimku rovnobéznou s osou x (pokud body lezi na jedné pfimce vzniklé fezem rovinou
prochézejici osou vélce);

(i) kruznice kolmou na osu vélce (pokud body lezi na kruznici vzniklé fezem rovinou kolmou
na osou vélce);

(iii) Sroubovice.

e )

)

Obrazek 1.6: Geodetiky na valci.

V letectvi, aby se minimalizovala drédha letu, letadla ,vyuzivaji“ pravé geodetiky. V idedlnim pfi-
padé spise koridory, nebot’ vkazdém bodé je jiny kurz — na mapé se zd4, Ze draha neni nejkratsi
(neni to pfimka), ale neZijeme na zeméploSe. Pro jednoduchost uvazme, Ze plocha S je ddna jako
graf funkce

S: z=F(x,y)

(to vélce samoziejmé nespliiuje, ale miizeme uvazovat valcové soufadnice; podobné pro kouli

vy

a sférické soufadnice; v diferencidlni geometrii to lze rozsifit na libovolnou parametrickou plo-
chu). Chtéli bychom najit geodetiku C c S, kterd spojuje body

A=la,a,Fla,®)] & B=I[bp,F(b,p)l.
Pfipustme, Ze C mtiZe byt parametrizovana pomoci x jako

y=ulx) & z=v(x)=F(x, ulx),
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58 Jde o nalezeni k¥ivky, podél niz
dorazi hmotny bod do cile vzdy za
stejny Cas bez ohledu na vychozi
bod. Uz jsme se zminili, ze feSe-
nim i tohoto problému je obracena
cykloida. Toto ukazal jiz Huygens
v roce 1659.

59 Anglicko-matematicky vtip:
How do you make cat-enoid? By
pulling its tail. Tohle je bohuzel do
cestiny asi neprenositelné. . .

%% Velkou inspiraci pro nékteré
z nésledujicich historickych infor-
maci byla kniha [43]

pficemz posledni rovnice zarucuje to, Ze C lezi na ploSe S. Toto zjednoduseni ovSem vyZzaduje,
aby a # b. Délka kiivky je pak ddna standardné, takze chceme minimalizovat funkciondl

OF o un+ E oy 2] a
ax X, u(x au X, u(x dx X

b b
é[u]zf \/1+[u’(x)]2+[v’(x)]2dx=[ \/1+[u’(x)]2+

za pozadavku u(a) = a a u(b) = B. Napft. pro geodetiky na paraboloidu

2

Y

x2
z="—+
2 2

chceme

b
f V14 [/ (012 + [x + ulx) ' (x)]2 — min.

Euler své vysledky v této oblasti shrnul v préci [35]. V ni je odvozena obecnd metoda (tzv. Eu-
lerova primd metoda konecnych diferenci) pro feseni takovychto problémt a néasledné ilustro-
vana na stovce z nich. My jsme si tuto metodu ukdzali bez vétsich detailtl jiz v P¥ikladé 1.2. Euler
tuto svoji metodu opustil poté, co 12. srpna 1755 obdrZel od Lagrange dopis s mnohem elegant-
né&jsi (piimou) metodou variaci, kterou objevil pi feseni problému tautochrony®®. Tato metoda
uchvétila Eulera natolik, Ze uz v textu [36] z roku 1756 (publikovan byl ale az roce 1766) oznacil
na Lagrangeovu pocest tuto oblast ndzvem variacni pocet.

XXz

Zobecnénim problému geodetik jsou tzv. minimdlini plochy. Nejjednodussi interpretace je, ze
méme kfivku C v R? a cilem je najit plochu s minimalnim povrchem mezi véemi plochami, které
maji za hranici kfivku C. Napf. mame-li C jako uzavienou rovinnou kfivku (napf¥. kruznici), pak
minimdlni plocha je pouze oblast ohrani¢end touto kiivkou. OvSem pokud je kiivka zakfivena
i ve tfetim rozméru, pak podoba minimadlni plochy jiZ neni tak zfejmad. Fyzikdlni interpretace:
pokud ohneme dva dréty do tvaru kfivky C a ponofime do mydlové vody, pak povrchové napéti
vysledné plochy, kterou obdrzime odtazenim dratt jako mydlovou plochu,zptisobi to, Ze mame
minimdlni plochu. Maji-li oba draty tvar kruZnice, pak feSenim je tzv. katenoid, coZ je rota¢ni
plocha vznikla rotaci Fetézovky®® Retézovka je dalii zajimavou kfivkou — je totiz fesenim dal-
§tho isoperimetrického problému hledajiciho kfivku (v idedlnim pfipadé homogenni dokonale
ohebné nepruzné vlakno — fetéz) dané délky s minimdlni potencidlni energii ve svislé roviné ti-
lasky pfes Svratku v Brné-Kominé) ¢i draty elektrického vedeni. Objevuje se také v architektuie
— napf. zastfeSeni Pavilonu A na BVV, Gateway Arch v St. Louis ¢i Casa Mila od Antoniho Gau-
diho v Barceloné. Mydlové bubliny a plochy byly po staleti zdrojem velkého zdjmu fyzikélniho,
estetického i matematického, viz tzv. Plateativ problém.

OvSem parametrickd optimalizace rozhodné takovou pozornost neupoutala, ackoli takovych tiloh
byla v historii fe§eno velké mnozstvi®®. Vlastné jeden takovy problém dal vzniknout celé nasi ci-
vilizaci, kdyz Adam a Eva nalezli optimdlni feSeni jablickového dilematu, které mélo pro hada za
nasledek vé¢né plazeni po bfiSe a pro lidstvo znamenalo vyhndni z réje, viz [6]. V Bibli najdeme
imozné feseni planovaciho problému tykajiciho se egyptské sedmiletky i tenkého programovdni:

1. Uvod a motivace
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61 Blaise Pascal (19. Cervna 1623
— 19. srpna 1662) byl francouzsky
matematik, fyzik, vynalezce, spi-
sovatel a katolicky teolog. V 19 le-
tech zacal pracoval na vyrobé me-
chanického kalkulatoru. Po trech
letech, ve kterych zkonstruoval
50 prototypii, Gspésné zkonstruo-
val (tzv. Pascaliiv kalkulatory ¢&i
Pascalinu a v nasledujich 10 le-
tech jich nechal vyrobit 20 kusi.
Diky tomu se stal jednim z prv-
nich dvou konstruktéri mechanic-
kého kalkulatoru. V 16 letech se-
psal kratké pojednani o mystickém
hexagramu, které nazval Essai pour
les coniques [Pojednani o kuzelo-
seckach (Essay on Conics)], které
jakozto svoji prvni skute€nou ma-
tematickou praci odeslal Marinu
Mersenneovi do Pafize. Jejim ob-
sahem je dodnes zndmé Pascalova
véta tykajici se Sestitthelniku ve-
psaného do kruznice. Tuto prace
ocenila i Parizska kralovska aka-
demie a Descartes je pokladal za
praci jeho otce, kdyz to komento-
val slovy ,Nezda se mi divné, ze
predved| dikazy o kuzeloseckach
mnohem vhodnéjsi nez ty antické,
jenze v této souvislosti Ize zminit
jiné otazky, které by sotva pfrisly na
mysl Sestnactiletému ditéti”. Pas-
cal byl také v urcité dobé velmi
vasnivym hracem, coz jej privedlo
k tomu, ze spolecné s Ferma-
tem polozily zaklady teorie pravdé-
podobnosti (jim oznalované jako
matematickd nadéje) a vytvoril po-
jem stredni hodnota.

%2 Luca Bartolomeo de Pacioli (né-
kdy 1447 — 19. Cervna 1517) byl
itelsky matematik, frantiskansky
mnich, spolupracovnik Leonarda
da Vinci a jeden ze zakladateld
Gcetnictvi.

25 Josef faraonovi odvétil: ,Faraéniiv sen je jeden a tyZ. Biith faraénovi oznd-
mil, co ucini.

26 Sedm peéknych krav, to je sedm let. Také sedm péknych klasil je sedm let.
Je to jeden sen.

27 Sedm vychrtlych a Serednych krav, vystupujicich za nimi, je sedm let,
stejné jako sedm prdzdnych a vychodnim veétrem sezehlych klasti; to bude
sedm let hladu.

28 Kdyz jsem faraonovi rekl: Biith faraonovi ukdzal, co ucini, minil jsem toto:
29 Prichdzi sedm let veliké hojnosti v celé egyptské zemi.

30 Po nich vsak nastane sedm let hladu a vsechna hojnost v egyptské zemi
bude zapomenuta. Hlad zemi tiplné znici.

31 V zemi nebude po hojnosti ani potuchy pro hlad, ktery potom nastane,
nebot bude velmi kruty.

32 Dvakrdt byl sen faraénovi opakovdn proto, Ze slovo od Boha je nezvratné
a Biih to brzy vykond.

33 At se tedy farao nyni poohlédne po zkuSeném a moudrém muZzi a dosadi
ho za sprdvce egyptské zemé.

34 Necht farao ustanovi v zemi dohliZitele a po sedm let hojnosti necht vy-
bird pétinu vynosu egyptské zemé.

35 At po dobu pristich sedmi tirodnych let shromazd'uji vSechnu potravu a
ve méstech at’ uskladriuji pod faraénovu moc obili a hlidaji je.

36 Tato potrava zabezpeci zemi na sedm let hladu, kterd prijdou na egypt-
skou zemi. A zemé nezajde hladem.”

37 Tato tec se faradénovi i vSem jeho sluzebnikiim zalibila.

viz [7]. Vméné vzdalené historii zase najdeme tilohy s geometrickym zdkladem a s geometrickym
feSenim. Znadmé jsou (k jiz dfive uvedenym tfem tilohdm) napf.

(i) Heronova tiloha z 1. stol. pf.n.l.: jsou-li ddny dva body A a B na téZe strané pfimky ¢, na-
leznéte bod C na této piimce tak, aby soucet vzddlenostiz Ado C az C do B byla minimélni

~ox

(populdrni je jeji formulace pomoci kosa a ZiZal);

v vz

(ii) Tartagliova tiloha: ¢islo 8 rozdélte na dvé Casti tak, aby jejich soucin vyndsobeny jejich roz-
dilem byl maximalnfi;

(iii) Toricelliho-Fermatiiv problém: v trojihelniku ABC naleznéte bod X, pro ktery bude soucet
vzdalenosti | AX]|+ |BX] + |CX| minimdlnf;

(iv) Keplerova uiloha: do dané koule vloZte vilec maximdlniho objemu.

Ve stiedovéku je mozné odhalit tlohy parametrické optimalizace zejména v souvislosti se stu-
diem vitéznych strategii v rliznych hréch, tj. s jistym prvkem nejistoty, coz vedlo az ke vzniku
rigor6zni teorie pravdépodobnosti. Za zminku zde stoji napt. Cardanova kniha Liber de Ludo
Aleae [Kniha o hazardnich hrach (The Book on Games of Chances)] z roku 1564, ktera ale byla
publikovana aZ vroce 1663, nebo prace Blaise Pascala®! a Fermata. Vsichni se vénovalii tzv. Uloze
o rozdeleni sdzky (¢i Problém s body), kterd pochézi nejspiSe ze 14.—15. stoleti a v tisténé podobé
se poprvé objevuje v knize Summa de arithmetica, geometrica, proportioni et proportionalita
[Prehled aritmetiky, geometrie, proporci a proporcionality (Summary of arithmetic, geometry,
proportions and proportionality)] od Lucy Pacioliho®? a z roku 1494. V této tloze jde o dva hrace
A a B hrajici nékolik kol néjaké spravedlivé hry, ktefi se dohodli, Ze celou sdzku ziska ten, jenz
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83 Jinymi slovy jde o tzv. prin-
cip umernosti: pri TeSeni nejisté
tilohy v budoucnosti mdme uvaZovat
pouze to, co se miize stdt, a nikoliv
to, co se jiz stalo. Na toto si vzpo-
mente, az se dostaneme ke Kapi-
tole 22

%4 Nicolaus Bernoulli (21. fijna
1687 — 29. listopadu 1759) byl svy-
carsky matematik. Doktorat ziskal
ve 22 letech za praci o teorii prav-
dépodobnosti v pravu. Je autorem
véhlasného Petrohradského para-
doxu.

% Pierre Rémond de Montmort
(27. fijna 1678 — 7. fijna 1719),
byl francouzsky matematik. V roce
1715 byl zvolen Elenem Kralovské
spolecnosti v Londyné a v roce
1716 také Francouzské akademie
véd. Je znam predevsim diky knize
Essay d'analyse sur les jeux de hazard
[Analyza hazardnich her (Analy-
sis of games of chance)] o prav-
dépodobnosti a hazardnich hrach
a je také autorem souslovi Pasca-
[t trojtihelnik, pro ktery pouzival
oznaceni Table de M. Pascal pour les
combinaisons [Tabulka pana Pas-
cala pro kombinace (Table of Mr.
Pascal for combinations)].

%6 Tak o tomhle panovi nevime
asi viibec nic. Vlastné bylo docela
tézké jej vibec identifikovat, viz
(8,9]

7 Charles Babbage (26. prosince
1791 - 18. fijna 1871) byl an-
glicky matematik, filosof, vyna-
lezce a strojni inzenyr. Byva po-
vazovan za ,otce pocitacd”, ne-
bot jako prvni prisel s myslenou
programovatelnych pocitaci. Né-
které casti z jeho nedokonéenych
mechanickych pocitacii jsou vy-
staveny v Londynském védeckém
muzeu.

%8 Johann Carl Friedrich Gauss
(30. dubna 1777 — 23. Gnora 1855)
byl jeden z nejvétsich (nejen) né-
meckych matematikd vSech dob.
Vyrazné ovlivnil zejména roz-
voj geometrie, matematické ana-
lyzy, teorie Cisel, astronomie, elek-
trostatiky, geodézie a optiky.
Nicméné v oblasti naseho soucas-
ného zajmu tak vyznamnou roli
nesehral. Koluje také fada rizné
dtivéryhodnych historek o jeho ge-
nialité jiz v brzkém véku.

9 Adrien—Marie Legendre (18. zafi
1752 — 10. ledna 1833) byl fran-
couzsky matematik, ktery vyrazné
prispél k rozvoji statistiky, teorie
Cisel, abstraktni algebry a mate-
matické analyzy.

jako prvni bude mit N vyher. Jenze vlivem vnéjsich okolnosti je nutné hru pferusit ve chvili, kdy
hra¢ A md pouze r vyher a hra¢ B pouze s vyher. Jak si maji hraci rozdélit sazku? Pacioli navrho-
val, aby si sdzku rozdélili v pomeéru vyher, tj. r : s. Takové feSeni se nelibilo napft. Tartagliovi, ktery
trefné namital, Ze kdyby se to stalo hned po prvni hfe, tak by si celou sazku vzal vitéz této hry.
Tartaglia p¥igel s jistym ndvrhem feseni zaloZenym na poméru &isla N a rozdilu | — s|. Cdstecné
feSeni pfinesl v roce 1539 i Cardano, ktery pfiSel s tim, Ze jde pouze o to, ,co by se mohlo stét
v budoucnosti, nikoli v minulosti“53. Ale ani Cardanovo feseni nebylo spravné. S tim pfisli az
Fermat s Pascalem ve vzdjemné korespondenci z roku 1654.

Dalsi zajimavou karetni hrou je Le Her (“Ji”), ve které dva hraci A a B losuji po jedné karté z kla-
sického balicku 52 karet s hodnotami od 1 do 13 ve 4 barvach. Hra¢ A mtize pfinutit hrace B, aby
si karty vymeénili s vyjimkou situace, kdy B m4 ¢islo 13. Pokud B neni spokojen se svoji ptivodni
kartou nebo s tou, ktreou dostal po vyméné s A, mtize si z balicku zbyvajicich 50 karet vyloso-
vat jinou, ovSem pokud si vylosuje ¢islo 13 neni vyména povolena. Poté si oba hrac¢i porovnaji
karty a vyhrava ten, ktery mé vétsi ¢islo, pficemz v pfipadé shody vyhrava B. Tato hra se poprvé
objevuje v dopise od Nicholase Bernoulliho® z 10. listopadu 1711 uréeném Pierru de Montmor-
tovi®. Regeni tohoto problému se podatilo najit Francisi Waldegraveovi®®, ktery hledal strategii
maximalizujici pravdépodobnost vyhry bez ohledu na protihrac¢ovu taktiku. Tim se mu podatilo
najit tzv. minimax feSeni.

Pro nékteré z téchto tloh lze vyuzit tvrzeni, které jsme si uvedli v predchozi ¢4sti, avsak v mi-
nulosti byly obvykle feseny jinak a zcela individudlné — neexistovala zddnd univerzalni metoda.
JenZe zminéné néstroje se zdaji byt nedostatecné napf. pro feSeni jednoduchého dopravniho
problému. Podnikatel XY ma v EU 3 vyrobni zdvody s kapacitami 250, 500 a 700 ks denné. Sou-
Casné je po Evropé 5 prodejnich skladd, z nichz v kazdém lze prodat az 300 ks denné. Kolik kusti
rozeslat do jednotlivych sklada tak, aby ve skladech bylo na zacatku kazdého dne tolik kusti
zbozi, kolik tam Ize prodat, a soucasné s tim byly spojeny minimdlni pfepravni ndklady? Toto
vlastné tizce souvisi s vjzkumem Charlese Babbageho®’ ohledné nakladti na pfepravu a tiidéni
postovnich zésilek, ktery vedl v roce 1840 ke zfizeni Penny Post coby jedné ze soucésti kompletni
reformy Kralovské posty. Nebo mtizeme pfipomenout napf. metodu nejmensich ctvercti, ve které
minimalizujeme soucet kvadratti jednotlivych odchylek. Tato metoda pochdzi z pfelomu 18. a
19. stoleti a jeji vznik je spojovana pfedevsim s Friedrichem Gaussem® a Adrienem-Marie Le-

gendrem®?.

Prekvapivé aZ do prvni poloviny 20. stoleti nenalezneme p¥ili§ mnoho metod k feSeni takovychto
problémti (tj. rozhodovacich ¢i fidicich procestt). Zajem o tyto problémy stoupal zejména v eko-
nomii v souvislosti s rozvojem priimyslu a zefektivnénim vyroby, coz pokracovalo i ve 30. letech,
i kdyz tentokrat ve spojeni s piichodem Nového 1idélu’® v USA a podobnych planti v ostatnich
Castech svéta, které mély za cil pfekonani Velké hospoddrské krize. Zlom v dosavadnim ad hoc
pfistupu pfinesla az druha svétova vélka, kterd si zadala feSeni i jinych tkold, a to pfedevsim
téch vojenskych. BEhem této valky armadni vedeni Velké Britanie vyzyvalo skupiny védca z riz-
nych oblasti k vyuziti jejich védeckych znalosti v riiznych strategickych a taktickych vale¢nych
problémech. Diky tomu vznikla nova oblast matematiky nazyvana operacni vyzkum’!, coz je vi-
ceméné totéz jako ,parametrickd optimalizace®, ale toto oznaceni odkazuje na skutecnost, Ze se
jednalo predevsim o vyzkum ve vojenskych operacich. Za skute¢ny pocatek lze proto povazovat
rok 1936, kdy britsky ministr letectvi ustanovil v Suffolku tzv. Bawdsey Research Station v panstvi
Bawdsey Manor, které diive patfilo jednomu ze zakladateltt National Telephone Company. Uko-
lem této skupiny bylo hledani vojenského vyuziti nové objevené radarové technologie, napf. pro
cilené zachytdvani neptatelskych letadel. Prvnim $éfem této skupiny byl Robert Watson-Watt,
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7° New Deal, v letech 1933-1937
diky prezidentu Franklinu Roose-
veltovi

7 operations research nebo v pi-
vodnim britském oznaceni operati-
onal research

72Pravé Roweovi je pfipisovano
autorstvi terminu ,operacni vy-
zkum*.

73 mj. drzitel Nobelovy ceny za fy-
ziku z roku 1948

74 Research and Development

jehoz v poloviné roku 1938 vystidal Albert Percival Rowe’?.

V roce 1940 byla pod vedenim fyzika Patrick M. S. Blackett’ ustanovena multioborové skupina
(zahrnujici tfi fyziology, jednoho obecného fyzika, dva matematické fyziky, dva matematiky, jed-
noho astrofyzika, jednoho armédniho tfednika a jednoho geodeta) s organizacnim nazvem The
Anti-Craft Command Research Group, Royal Air Force, jejimz tikolem bylo zji§téni moZného vy-
uziti radart pfi protiletadlové stfelbé. Tato skupina byla sice oznacovéna jako Blackettiiv cirkus,
ale podafilo se jim ukézat funkénost multioborovych tymt v opera¢nim vyzkumu a zaroven i
demonstrovat jejich uZite¢nost pfi feSeni komplexnich (tj. velmi spletitych) redlnych problémi.
Diky tomu se zacaly formovat i dalsi podobné tymy. Tomuto ,cirkusu“ se podafilo snizit pri-
meérny pocet vystielli protivzdusné obrany potfebnych ke zniceni nepfételského letounu z vice
nez 20000 kusti az na pouhé 4000 pfi Bitvé o Britdnii v roce 1941. Blackett o sobé fikal, Ze jeho ci-
lem je nalezeni Cisel, na nichZ by misto narazovych emoci méla byt zaloZzena vojenska strategie.
Proto Blackett napf. kritizoval mnozstvi zdrojti investovanych do plo$nych néletti, které podle
néj mély jit do jinych armédnich sloZek, jelikoZ jeho studie ukazaly neefektivnost téchto bom-
bardovacich plant ve srovnani s dilezitosti bojti proti némeckym ponorkam, které potdpénim
obchodnich lodi vyrazné ovliviiovaly vélecné tusili. Timto ndzorem samoziejmé tehdejsi vojen-
ské veleni pfili§ nenadchl, takZe byl po zdsluze odménén tim, Ze jej odstfihli z rliznych komu-
nika¢nich okruhti. Nicméné po vélce [sic!] mu bylo ve spojenecké zpravé United States Strategic
Bombing Survey ddno za pravdu.

Kdyz byl Blackett v prosinci 1941 dotazovan britskou admiralitou ohledné vytvofeni sekce ope-
racniho vyzkumu, napsal memorandum s ndzvem Scientists at the operational level, které silné
rezonovalo na obou strandch Atlantiku. Diky tomuto podnétu vznikla skupina U.S. Navy Anti-
submarine Warfare Operations Research Group (ASWORG) a v lednu 1942 se Blackett do vedeni
britského ndmofnictva, aby vytvofil také skupinu vénujici se operacnimu vyzkumu. Ta dosdhla
velkého tspéchu, kdyz se jim podafilo urcit optimdlni velikost obchodniho konvoje, pfi kterém
budou minimalizovény ztraty pfi titoku ponorek v kombinaci s pozadavky na doprovod. Nebylo
totiz zfejmé, zda jsou vyhodnéjsi malé konvoje (které mohou plout rychleji a jsou htife detekova-
telné némeckymi ponorkami) nebo velké konvoje (které maji vice vale¢nych lodi schopnych bra-
nit ndklad). Blackettova skupina ukazala, Ze mnohem dtilezité&jsi je pocet doprovodnych plavidel
nez velikost samotného konvoje. Zavér proto byl, Ze nékolik velkych konvojti je mnohem lépe
brénitelnych nez mnoho malych konvoji, coZ po implementovani do ndmofni strategie vedlo k
vyraznému sniZeni ztrat. Americky ASWORG byl prvni skupinou s civilnimi zaméstnanci zapoje-
nou do vojenského operacniho vyzkumu. Na zac4tku se jednalo o 15 zaméstnanci, jejichZ pocet
se v pribéhu vélky rozrostl az ke stovce. V fijnu 1942, kdyz vrcholila vélka, dorazila prvni dele-
gace americkych analytik(i opera¢niho vyzkumu do Anglie, aby spolupracovala s osmym americ-
kym bombardovacim komandem (VIII Bomber Command). jejich prvnim tkolem bylo zlepSeni
presnosti bombardovani. Na zdkladé svych kvantitativnich studii pfedchozich ttok(i navrhli, ze
nejlepsi bombardér by mél byt v hlavnim letounu tak, aby mohl zacilit celou ddvku bomb vyho-
zenou Vv salvé tim, Ze letadla pfesné dodrzuji tizkou formaci, ¢imZ se vyrazné snizi rozptyl celé
déavky bomb. Na zakladé této analyzy doslo k nejméné 1000 procentnimu nartistu poctu bomb
dopadajicich na stanovené cile.

Metody opera¢niho vyzkumu béhem valky sice byly stdle vyvijeny pfesné na miru konkrétnim
vojenskym problémiim, ale jejich vysledky zaznamenaly velky tispéch a vSichni si byli dobie vé-
domi, Ze je to velmi strategické odvétvi, a tudiz je potfeba mit k dispozici védce, ktefi ovladaji
vojenské planovani a FeSeni souvisejici vladnich problém1i. Proto vldda USA v prosince 1945 za-
lozila Projekt RAND', ze kterého se v tinoru 1948 stala nezévisla neziskova organizace a ktera
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75 Operations  Research

(ORG)

Group

76 Operations Evaluation Group
(OEG)

77 Project SCOOP (U.S. Air Force
Scientific Computation of Opti-
mum Programs)

sehrdl v ndsledném rozvoji opera¢niho vyzkumu klicovou roli. Vznikaly také dalsi neméné vy-
znamné organizace. Vzhledem ke klesajicimu poctu nepiételskych ponorek a vzniku novych
aplikaci operacniho vyzkumu v ndmoftnictvi, doslo k pfejmenovani skupiny na ASWORG na Sku-
pinu operacniho vyzkumu'® a jejimu podstoupeni pod Atlantické lod’stvo Spojenych statii ame-
rickych. JenzZe po vélce se velikost této skupiny smrskla cca na ¢tvrtinu, coz se samoziejmé neli-
bilo jejimu vedeni, takZe v listopadu doslo k dal§$imu pfejmenovani na Skupinu pro vyhodnoco-
vdni operaci’® a predevsim k jejimu propojeni s Massachusettskym technologickym institutem
(MIT). V €ervnu 1947 také Pentagon zfidil v rdmci letectva vyzkumnou skupinu nazyvanou Pro-
jekt SCOOP? . Jejim cilem bylo nalezeni vhodnych (a rychlych) odpovédi na problémy pldnovéni
pozadavk( letectva, napt. urceni ¢asového harmonogramu materidlovych potfeb na podporu
vale¢ného planu. V dobé vzniku téchto organizaci tomu ale jesté stdle chybél jakysi obecny po-
hled. Ten v8ak pfisel zahy (podzim 1947) diky rozvoji algoritmického feseni tiloh linedrniho pro-
gramovdni, tj.

fx)=(c, xy=

c;x;—min, Ajx<b;, Ax=b (1.3.1)

n
i=1
a pfipadné x; =0 proi e I <{1,...,n}, kde ce R", A; e R"™", A, € RF" b, e R™ a b, € RF jsou

dané vektory a matice.

l Priklad 1.3.1 l

( )
Jako jednoduchy piiklad mtize poslouzit situace z nedavné doby karanténnich opatieni

kvili pandemii COVID-19. Ta zptisobila, Ze ndm po v lednici par dnech zbyla pouze
syrova mrkev, syrové bilé zeli a zavafené okurky. Internet nastésti fungoval, takZze jsme
si na webovych strankdch WHO (nebo spise Blesku pro Zeny) nasli nutricni standardy,
z nichz jsme si vybrali tii faktory: vitamin A, vitamin C a vldkninu. Veskeré potfebné in-
formace jsou shrnuté v nasledujici tabulce (cena okurek je ovlivnéna ndkupem v ,,pred-
karanténni“ dobé ze zbytkli armédnich zasob, které by jinak byly nejspiSe neprodejné).

mrkev | zeli | okurky minimdlni poZadované
mnozstvi v 1 porci

vitaminA i et g5 (g5 0,5 mg

[mg/kg]
vitaminC | g4 | 300 | 10 15 mg

[mg/kg]

vldknina 30 20 10 Ag

[g/kgl
cena 15 | 1250 | 3,75
[Ke/kg]

Samoziejmé v této téZké dobé nemd smysl hrat si na hrdiny ani na milionafe, takZe jsme

2% 22

chtéli utracet za jidlo co nejméné, coz nds pfivedlo k tomu, Ze nas jidelnicek musi byt

1. Uvod a motivace
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Theodor Samuel Motzkin (26.
bfezna 1908 — 15. prosinec 1970)
byl izraelsko-americky matematik.
Jeho otec ve svych trinacti letech
prestéhoval do Berlina kvili stu-
diu matematiky. Po univerzitnich
studiich byl pfijat Leopoldem Kro-
neckerem k doktorskému studiu,
avsak toho zanechal pred dokon-
Eenim disertaéni prace kvili zapo-
jeni do sionistického hnuti. The-
odor Motzkin prokazal své mate-
matické nadani jiz v détstvi. Uz v
patnacti letech nastoupil na uni-
verzitu a v souladu s tehdejsimi
zvyky prosel univerzitami v Got-
tingenu, Pafizi a Berliné (svétova
centra matematiky na zacatku 20.
stoleti). Disertani praci obhajil
v roce 1936 na téma linearnich
nerovnosti a linearniho programo-
vani.

7® Robert Dorfman (27. fijna 1916
— 24. Eervna 2002) byl profeso-
rem politické ekonomie na Harvar-
dové univerzité. Vyznamné prispél
k rozvoji ekonomie, statistiky, sku-
pinovych testii a teorie kédovani.

Moritz Werner Fenchel (3. kvétna
1905 — 24. ledna 1988) byl né-
mecky matematik, ktery kvili
nacistickym protizidovskym zako-
ndm emigroval v roce 1933 do
Danska. Do roku 1933 pusobil
na Univerzité v Gottingenu, od-
kud se presunul na Kodanskou uni-
verzitu. V roce 1946 byl zvolen ¢le-

zaloZen na feSeni tlohy (1.3.1) ve tvaru

15x)+12,5x7 + 3,75 X0 — min
35xp+0,5x2+0,5x0=0,5
60xp +300x7 +10xp =15
30xy +20x,+10xp =4

120 & =20 & x3=0,

kde xy;, xz a xo postupné pfedstavuji konzumované mnoZstvi mrkve, zeli a okurek. Ne-
zapornost jednotlivych proménnych je celkem pfirozeny pozadavek, jehoz pfipadné po-
ruseni by znamenalo, Ze budeme nékteré suroviny dale pfeprodavat za ndkupni ceny. To
ale rozhodné nepfichézelo v ivahu — délit se se sousedy, ani ndhodou. .. Nésledujici dny
jsme tak prezili jenom diky tomu, Ze nés jidelnicek byl zaloZen na konzumaci 9,52634 g
mrkve, 38,265 g zeli a 294,891 g okurek s cenou 1,72705 K¢ za jednu porci.

%z

Jedna se o nejjednodussi (a zdroven nejstudovanéjsi) typ tlohy matematického programovdni,
coZ je vlastné rozhodovaci proces, ve kterém se md urcit efektivni vyuZziti omezeného mnozstvi
zdrojt k dosaZeni pozadovanych cili. Diky tomuto zmechanizovani feSeni doslo k obrovskému
rozmachu tloh linedrniho programovani a nasledné i jinych typi v ekonomii, primyslu a moha
dalsich odvétvich soucasnosti. V této souvislosti je ale zapotiebi zminit jeden velmi dilezity fakt,
ktery asi neni na prvni pohled tplné ziejmy a ktery velmi tizce s pozadavkem uprostied (1.3.1).
Zatimco teorie ohledné feSeni soustav linedrnich rovnic je velmi dobf¥e prozkoumdana nejméné
od poloviny 19. stoleti diky intenzivnimu studiu maticové algebry, podobnd otdzka feSeni sou-
stav linedrnich nerovnic byla nejméné do roku 1936 na okraji jakéhokoli matematického zdjmu.
Avsak diky Theodoru Motzkinovi’® zac¢ala byt i této oblasti vénovana intenzivnéj§i pozornost,
diky ¢emuZ mohlo byt linearni programovéni vybudovédno na velmi pevnych zdkladech.

Samoziejmeé existuje velké mnozstvi problémi, které nelze linearizovat. Proto v zavislosti na typu
Ucelové funkce f a pripustné mnoziny X se vyvinuly dalsi typy tloh matematického programo-
vani — souhrnné pojmenovatelné jako nelinedrni programovdni. Samotné pojmenovani ,mate-
matické programovani“ pochazi z roku 1953 od Roberta Dorfmana’?, kterému se oznaceni line-
arni programovani zdéalo pfili§ restriktivni ¢i zavadéjici (jelikoZ ne v3e bylo vidy pouze lineérni,
viz [29]). Nelinedrni programovéni vznikd v roce 1951 a jeho zdklady tvoii tzv. Lagrangetiv princip

a Johnovy podminky z roku 1948, cemuZ se budeme vénovat pozdéji i my. Nejjednodussi tilohou
nelinedrniho programovéni je napf. jiz dfive zminéné kvadratické programovdni

f(x)::%(Cx,x)+(d,x)—>min, Ajx<b;, Ax=Db,

a pfipadné x; =0 proi e I < {l1,...,n}, kde C e R™", d e R", A} e R"™" A, € Rkex b € R™
a b, € R* jsou dané vektory a matice, pfiemz matice C je navic symetrickd a pozitivné semi-
definitni, tj. C = CT = 0. Tyto tilohy hraji dtileZitou roli nap¥. pfi tvorbé optimélniho portfo-
lia. AvSak kromé kategorie nelinearniho programovani patii vSechny tyto tilohy mezi problémy
tzv. konvexniho programovdni, tj. tlohy, kde hleddme minimum ,konvexni funkce na konvexni
mnoziné“. Vznik této oblasti je tizce spojen s Wernerem Fenchelem?®, ktery v roce 1949 polozil
zéklady skutecné (tj. systematické) zdklady teorie konvexnich funkci. Takové funkce a mnoziny
byly studovany jiZ v prvni poloviné 20. stoleti. Za zminku stoji pfedevsim Constantin Carathéo-
dory, Hermann Minkowski (ten byl asi prvni), Ernst Steinitz, Farkas Gyula (nebo Julius Farkas).
S vétSinou z téchto jmen se v nasem vykladu jesté setkdme. Fenchelova monografie/referat [37],
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nem Kralovské danské akademie
véd a vzdélanosti. V letech 1949—
1951 pasobil na Stanfordové uni-
verzité a na Princetonské univer-
zité. Po navratu byl kratce mezi
lety 1952 a 1956 profesorem me-
chaniky na polytechnice v Kodani,
aby se v roce 1956 vratil zpét na
univerzitu v Kodani, kde pracoval
do 1974 jako profesor matematiky.

Ralph Tyrrell Rockafellar (x 10.
Gnora 1935) je americkym mate-
matikem, ktery je v soucasnos-
ti emeritnim profesorem Oddéleni
matematiky a aplikované mate-
matiky na Washingtonské univer-
zité. Je jednim z prednich odbor-
nik na teorii optimalizace a sou-
visejici oblasti analyzy a kombi-
natoriky. V roce 1999 ziskal John
von Neumann Theory Prize od Insti-
tute for Operations Research and the
Management Sciences (INFORMS;
Institut pro operaéni vyzkum a
védy o fizeni) za ,zasadni a tr-
valé prispévky k teorii operac-
niho vyzkumu a védam o fizeni".
V roce 1992 ziskal nejvyssi oce-
néni Society for Industrial and Ap-
plied Mathematics (SIAM; Spole¢-
nost pro priimyslovou a aplikova-
nou matematiku), kdyz ziskal John
von Neumann Prize. Tato cena je
udélovana za ,,vynikajici a mimo-
radné prispévky do oblasti apliko-
vanych matematickych véd a za
efektivni komunikaci téchto mys-
lenek v ramci komunity".

kterd vznikla na zédkladé jeho pfednédsSek na Princetonské univerzité najate 1951, vyrazné inspiro-
vala mnohé zajemce o tuto problematiku. V roce 1970 vydal Ralph Rockafellar®! knihu s nazvem
Konvexni analyza, viz [62], coZ je nejspiSe prvni vyskyt takového slovniho spojeni, které bylo na-
sledné obecné piijato. Podle podékovani v pfedmluvé je jeho autorem zfejmé Albert Tucker®?. V
¢em ale tkvi dtilezitost celého konceptu konvexnosti? To velmi trefné vystihl samotny Rockafellar
ve své pfednaSce pfi udélovani John von Neumann Prize v roce 1992:

One distinguishing idea which dominates many issues in optimization theory
is convexity... An important reason is the fact that when a convex function is
minimized over a convex set every locally optimal solution is global. Also, first-
order necessary conditions for optimality turn out to be sufficient. A variety of
other properties conducive to computation and interpretation of soluti-

ons ride on convexity as well. In fact the great watershed in optimization isn'’t
between linearity and nonlinearity, but convexity and nonconvexity.83

viz [63, str. 184-185]. Jinymi slovy, diky konvexnosti neni potfeba rozlisovat mezi lokdlnim a glo-
balnim minimy a v pfipadé nalezeni stacionarniho bodu tcelové funkce v pfipustné mnoziné
neni nutné ovéfovat jesté néjaké dodatecné podminky druhého fadu.

Pfiddme-li k dloze linedrniho programovéni (1.3.1) navic poZadavek celoc¢iselnosti jednotlivych
proménnych, ziskdme tlohu celoc¢iselného programovdni, piipadné smiseného programovdni,
pokud vyZadujeme celocCiselnost pouze od nékterych proménnych. Toto je velmi obsdhlé oblast
matematického programovani, kterd byla iniciovana Ralphem Gomorym®* v roce 1958. Zde je
samoziejmé nutné zdlraznit, Ze takové tlohy nelze zanedbanim podminek celoc¢iselnosti fesit
jako klasickou tlohu linearniho programovani. Kdyby totiz feSeni takové tlohy bylo neceloci-
selné, pak bychom se totiZ ndslednym zaokrouhlenim mohli dostat mimo pfipustnou mnozinu
nebo do jiného bodu, nez je skute¢né minimum. Pro ,,malé“ tlohy celo¢iselného programovani
dokdZeme s pomoci nasi intuice a trochy selského rozumu pfesné nalézt jejich feSeni, coZ se
rozhodné ned4 ¥ici o tlohéch linedrniho programovéni. V dalsich kapitolach uvidime, Ze z ma-
tematického pohledu je ta situace diametralné odlisné. Velmi. ..

Dalsi dilezitou oblasti opera¢niho vyzkumu, které se budeme vénovat, je dynamické programo-
vdni. Jedna se o vicekrokovy rozhodovaci proces, ve kterém rozhodovaci proménnd mtze byt
mit bud’ celo¢iselnou hodnotu nebo libovolnou hodnotu z néjakého pfedem daného intervalu.
I takové tlohy se daji formulovat jako problémy linedrniho (¢i matematického) programovéni,
jenZze jejich feseni timto zptisobem nemusi byt Gplné snadné a efektivni. Nastésti casova (Ci jind)
souslednost jednotlivych krokti (tj. dynamika celého procesu) umoziiyje i jiny pohled na tuto
oblast. Pokud jednotlivé faze celého procesu vykazuji jakousi separovatelnost, 1ze né nahliZet op-
tikou dynamického programovdni. Navic se v praxi mtZze celkem snadno stdt, Ze ani nezndme
pfesné disledky nasich rozhodnuti, coz nds pfivadi do oblasti stochastického dynamického pro-
gramovdninebo v jednodussim piipadé pouze ke stochastickému programovdni, které se poprvé
objevilo v Dantzigové ¢lanku z roku 1955, viz [19].
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Albert William Tucker (28. lis-
topadu 1905 — 25. ledna 1995)
byl kanadsky matematik, ktery
vyrazné ovlivnil topologii, teorie
her a predevsim teorii nelinear-
niho programovani. V roce 1950
poprvé formalizoval nejzakladnéjsi
problém teorie her, ktery nasledné
nazval vezriovym dilematem. Jed-
nim z jeho mnoha doktorskych
studentl byl i John Nash, ktery
v roce 1994 ziskal Cenu Svéd-
ské ndrodni banky za rozvoj ekono-
mické védy na pamdtku Alfreda No-
bela. V letech 1961-1962 byl pre-
zidentem Americké matematické
asociace.

83 To, co odliSuje mnoho optimali-
zacnich problémil, je konvexnost...A
to zejména proto, zZe kdyz konvexni
funkce je minimalizovdna na kon-
vexni mnoziné, pak kazdé lokdlni
minimum je soucasné globdlnim mi-
nimem. Také nutné podminky prv-
niho rddu pro lokdlni extrém se
stanou postacujicimi. Rada dalsich
vilastnosti usnadriujici vypocty a in-
terpretaci jejich vysledkil také velmi
tizce souvisi s konvexnosti. V této
oblasti tedy neni klicové rozliSovat
mezi linedrni a nelinedrni tilohou,
ale mezi konvexni a nekonvexni tilo-
hou.

84

Ralph Edward Gomory (x 7.
kvétna 1929) je americky matema-
tik a vrcholovy manazer. Pracoval
v IBM, kde jeho vyzkum ved| ke
vzniku novych oblasti aplikované
matematiky.






KAPITOLA

1MP: Casto jste nazyvdn ,otcem
linedrniho programovdni“. Libi se
vdm toto oznaceni?

Dantzig: Povim wvdm historku.
Pred 25 lety jsem poprvé navstivil
Japonsko. Kdyz jsem vystoupil z
letadla, Japonci, se kterymi jsem se
setkal, byli prekvapeni, jak jsem byl
milady. JelikoZ jsem byl oznacovdn
za otce liendrniho programovdani,
ocividné  ocekdvali, Ze wuvidi
starého muze s bilymi vlasy a holi
pomdhajici mu dolti na pojizdnych
schodech. V té dobé mi bylo 45 let.
MP:  Predmluvu  vasi  knihy
»Linedrni programovdni a jeho
rozvoj“  zacindte provokativnimi
slovy: ,,Konecnym testem teorie je jeji
schopnost vyresit problémy, kviili
kterym vznikla. “

Dantzig: To jsem rekl? To je tizasny
citdat. Ukazte mi kde. ..

Linearni programovani

2.1 Trocha historie (snad) nikoho nezabije ...............coveiiiiiiiiniinieinennn. 36
2.2 Mald ukdzka na zacdtek ...............c..ooooiiiiiiiiiiiiiiiii i 49
2.3 Zdkladem vseho je sSIuSny ndcrtek ................coooiiiiiiiiiiiiiii i 53
2.4 Teoretické zdklady aneb byt, Cinebyt BPB ..........c.iiueuiiiiiiieiiniannnn. 62
2.5 Dualita aneb penize az N pronim mMiste ..........oooeuieieineeiinaeineennn.. 70
2.6 Simplexovy QIGOTITMULS . .......ooueee et e 76
2.7 Simplexovd tabUIKQ . .............ooeenii i 82
2.8 Hleddni vychoziRo BPB ......c..ueunie ittt e 91
2.9 Linedrni lomené programovani ............oueeuuueeeieeeni e eeiineinnnns 93

MP: YOU ARE OFTEN CALLED THE FATHER OF LINEAR PRO-
GRAMMING. IS THAT A TITLE YOU'RE COMFORTABLE
WITH?

DANTZIG: | HAVE TO TELL YOU A STORY. TWENTY-FIVE
YEARS AGO | VISITED JAPAN FOR THE FIRST TIME.
WHEN | GOT OFF THE PLANE, THE JAPANESE WHO MET
ME WERE VERY SURPRISED AT HOW YOUNG | WAS. SINCE
| HAD BEEN BILLED AS THE FATHER OF LINEAR PRO-
GRAMMING, THEY APPARENTLY EXPECTED TO SEE AN
OLD MAN WITH WHITE HAIR AND A CANE BEING HELPED
DOWN THE RAMP. | WAS 45 AT THE TIME.

MP: THE PREFACE TO YOUR BOOK LINEAR PROGRAMMING
AND EXTENSIONS OPENS WITH A PROVOCATIVE STATE-
MENT: “THE FINAL TEST OF A THEORY IS ITS CAPACITY
TO SOLVE THE PROBLEMS WHICH ORIGINATED IT.”

DANTZIG: DID | SAY THAT? IT'S A GREAT QUOTE. SHOW
ME WHERE. ..!

Viz poutavy rozhovor s Georgem Dantzigem v [3].



Francois Quesnay (4. Eervna 1694
— 16. prosince 1774) byl fran-
couzsky ekonom a lékaf. Byl také
jednim z hlavnich predstaviteld
prvni ekonomické skoly (tzv. fy-
ziokratit), kterou pozdé&ji nahra-
dila klasickd ekonomie (prvni mo-
derni skola ekonomie vychazejici
z dila Adama Smithe Pojedndni
o podstaté a piivodu bohatstvi nd-
rodit z roku 1776). Quesnay je
znam predevsim diky jeho knize
Ekonomickd tabulka (Tableau éco-
nomique) z roku 1758, ktera byla
prvnim  modelem ekonomického
kolobéhu.

John von Neumann (28. prosince
1903 - 8. danora 1957; rodnym
jménem Margittai Neumann Ja-
nos Lajos) by madarsko-americky
matematik, fyzik, poéitaovy vé-
dec (informatik) a polyhistor. Vy-
znamné prispél k rozvoji funk-
cionalni analyzy, teorie mnozin,
numerické analyzy, statistiky a
mnoha dalSich matematickych dis-
ciplin stejné jako kvantové fyziky,
ekonomie, informatiky a hydro-
dynamiky. Byl prikopnikem vyu-
Ziti matematické teorie operatorii
v kvantové mechanice, coz po-
vazoval za svilj nejvétSi prinos.
Byl také kli¢ovou postavou v roz-
voji teorie her i celularnich auto-
matd a digitalnich pocitaci. Byva
oznacovan za posledniho predsta-
vitele velkych matematikii, kteri se
vénovali Cisté i aplikované matema-
tice a béhem své kariéry oba tyto
smeéry rozvijeli, viz [44, str. 89].
Uz béhem svého Zivota se stal sku-

m Trocha historie (snad) nikoho nezabije

Problém ,linedrniho programovani lze (v jistém smyslu) nalézt jiz v knize z roku 1758 od Fra-

ncoise Quesnaye?, ve které se hled4 vzajemny vztah statkéie, rolnika a femeslnika. Ovéem bé-
hem dalSich 150 let nalezneme jen velmi mdlo vyuZiti linedrniho modelu, ackoli se objevuje
jako ¢ast Walrasova modelu ekonomické rovnovahy z roku 1874. AZ do roku 1930 se linedrni
model pfili§ nestudoval. Vét§ina matematikii — ekonomt se vénovala analyze teoretickych pro-
blém spojenych s moznosti hospodéfskych rovnovéh a efektivnosti rozdélovani vyrobnich pro-
stiedkti v konkurenénim nebo monopolnim prostfedi. V téchto studiich uvazovali klasické kon-
vexni funkce se spojitou derivaci, které se hodi vice na zobrazeni podminek stability nez funkce
zaloZené na linedrnich nerovnostech. Za zminku stoji pfredevsim usili skupiny rakouskych a né-
meckych ekonomf, ktefi v roce 1930 pracovali na zobecnéni Walrasovy linearni ,technologie®.

3 vroce 1932 formulo-

Tato préce vyvolala pozornost a nejspiSe podnitila Johna von Neumanna
vat model dynamického linedrniho programovani (pfislusny ¢lanek vysel vroce 1937), ve kterém
uvedl alternativni metody vyroby danych vyrobki samostatné (oddélené, tj. diskrétneé) nebo sou-
Casné (tj. spojité). Von Neumann piedpokladal a) staly koeficient ristu ndrodniho hospodafstvi,
b) tplné sobésta¢né narodni hospodérstvi. Ackoli jeho model nemél zadny explicitni Gicel, von
Neumann ukézal, Ze sily trhu maximalizuji miru hospodéaiské expanze, a dokazal, ze pfi ma-
ximu se tato mira rovnd trokové mife z kapitdlu investovaného do vyroby. Nicméné prakticky
vlivvon Neumannova ¢lanku si nebyl pfilis velky, nebot’ obsahoval (podobné jako jiné teoretické
clanky) ,jen“ zajimavé teoretické véty. Matematici — ekonomové se pravdépodobné zajimali vice
o ziskdni podobnych vysledki pro obecnéjsi model, nebot’ ,pro mnohé ekonomy je vyraz linea-
rity spojeny se ziiZenim, omezenim a nepruznosti hypotéz“. Jinymi slovy, toto usili patfilo jako
mnoho jinych do kvalitativni oblasti ndrodniho hospodéfstvi tehdejsi doby — svéta, ve kterém
ucelem matematického modelu byl spiSe kvalitativni nez kvantitativni popis pfedpoklddanych
vzdjemnych vztaht, viz [17,61].

Pritkopnikem linedrniho programovéni je sovétsky matematik Leonid Kantorovich* , ktery byl
jako mlady profesor Leningradské univerzity v roce 1938 pozaddan o pomoc mistnim trastem vy-
robcti preklizek se sestavenim harmonogramu vyroby pro 8 soustruhii tak, aby se maximalizoval
zisk z produkce 5 raznych druhti pieklizek v dané skladbé. OvSem po roce 1939 jiz dale nemohl
pokracovat v této oblasti z politickych (vdleénych) diivodu. V roce 1942 sepsal jednu ze svych
ekonomickych praci The Best Use of Economic Resources, ve které Kantorovich vyuZziva optimali-
zacni metody v Sirokém spektru ekonomickych problém, viz [53] a také pfepis stenografického
zdznamu z roku 1939 v [54]. Kniha ale vysla az vroce 1959 a chtélo by se fici Post bellum auxilium
(s kiizkem po funuse), nebot’ v té dobé toho jiz bylo o linedrnim programovéni zndmo skutecné
mnoho. JenZe v dobé, kdy tato kniha vznikala, ur¢ovala hlavni smér védeckého zkoumani prede-
v§im druhé svétova védlka. Kantorovich proto nastoupil do armédy, kde u¢il.

s

Pri obkliceni Leningradu (zdri 1941 — leden 1944) tvorilo LadoZské jezero a
feka Néva hlavni dopravni tepny proti obkliceni. Po osvobozeni v lednu 1944
mély tanky a cisterny prejet pres toto jezero, jenze se bdli protrZeni ledu. Kan-
torovich urcil silu ledu a vypocital, Ze vzddlenost tankit musi byt alespori 27
metrti, aby se led neprotrhl. Sdm si pak nastoupil do prvniho tanku.

Za své vysledky v oblasti optimalizace ziskal v roce 1949 Stalinovu cenu (a to byl néjaky matema-
tik) a v roce 1975 spoleéné s Tjallingem Koopmansem® obdrzeli dokonce Cenu Svédské ndrodni
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2.1 Trocha historie (snad) nikoho nezabije




teCnou matematickou legendou.
V roce 1924 pobyval na univerzité
v Gottingenu a od 30. let je spo-
jen predevsim s univerzitou v Prin-
cetonu. Po vypuknuti 2. svétové
valky se stal jednou z hlavnich po-
stav projektu Manhattan, jehoz ci-
lem bylo vyvinuti atomové bomby.
Mél také vasen pro automobily,
ovsem ne pro to, aby se v nich
,Stoural”, ale aby je ridil, jako by
to byly tézkotonazni tanky. Kazdy
rok se v Princetonu objevil s no-
vym kouskem, nebot vzhledem ke
zplsobu, jakym jezdil, mu zadné
auto nemohlo vydrzet déle. Pra-
videlné byval zatCen za prekro-
éeni povolené rychlosti a nékteré
z jeho nehod se staly legendarnimi.
Jedna z princetonskych kfizovatek
byla po néjakou dobu zndma jako
Von Neumanniiv roh kvili mnozstvi
nehod, které tam zplsobil. Jed-
nou vysel z aplné zdemolovaného
auta s jednoduchym vysvétlenim:
»Jel jsem ulici. Stromy na pravé
strané mé mijely pravidelné rych-
losti 60 mil za hodinu. Najednou
se mi jeden z nich postavil do
cesty. Bum!*, viz [15, str. 96].

Leonid Vitaliyevich Kantorovich
(19. ledna 1912 — 7. dubna 1986)
byl sovétsky matematik a eko-
nom. Kantorovichovy prvni prace
se dotykaly problematiky ope-
raci na projektivnich mnozinach
a mély zcela teoreticky charak-
ter. Ve svém védeckém vyvoji
se Kantorovich postupné dostéval
k ,aplikovangjsim" otazkam, ni-
kdy vsak neprerusil aktivni kon-
takt s nejabstraktnéjsi matema-
tickou teorii. Skutenost, Zze ma-
tematik Kantorovich se stal také
ekonomem, by bylo nespravné vi-
dét v tom, ze dokazal Gspésné
nalgoritmizovat" dlohy, vznika-
jici v hospodarské praxi. Pod-
statné jsou obecnéjsi implikace
jeho prace, umoznéné jeho mimo-
radnymi schopnostmi vystizné for-
malizovat ekonomické problémy a
adekvatné interpretovat relevantni

banky za rozvoj ekonomické védy na pamdtku Alfreda Nobela za jejich ,p¥ispévek k teorii opti-
malni alokace zdroji“.

Navzdory nezmérnému a nezpochybnitelnému Kantorovichovu pfinosu k celé oblasti paramet-
rické optimalizace ten nejzasadnéjsi zlom, ktery skute¢né rozpohyboval celou masinérii, je spo-
jen s jinym jménem. Béhem vélky se tilohy linedrniho programovéni vyuZzivaly ke sniZovani na-
kladti a zvySovani ztrat nepfitele. Typickym pfikladem mtize byt napt. dopravni problém pro ro-
zesilani zboZi ze zdsobovacich skladli azZ na misto urceni, ktery mizete vyuzit bud’ zcela mirové

z~

pro minimalizaci vlastnich ndkladdi (pldnovanim rozvozu a nikoli rozvdZenim ad hoc) nebo pro
maximalizaci ztrat nepfitele (demolice klicovych kolejovych trati). Tento problém asi poprvé ob-
jevuje v praci z roku 1930 u sovétského matematika A. Tolstoie®, na které pozdéji navézal i Kan-
torovich, viz [52, 72, 73]. Klasicky dopravni problém jakoZto tiloha linedrniho programovani byl
zformulovan v ¢lanku [50] z roku 1941 od Franka Hitchcocka’ véetné navrhu mozného feseni.
Podobnému problému se béhem druhé svétové vélky vénoval i Koopmans, kdyZ pracoval pro
Britsko-americky tifad pro kombinovanou prepravu®. Vlastné pied rokem 1947 byly publikovany

pouze 4 ¢lanky pojedndvajici o specidlnich p¥ipadech linedrniho programovéni:

(i) Jean-Baptiste Joseph Fourier (asi prvni, kdo si uvédomil dilezitost feSeni soustavy linear-
nich nerovnic v aplikované matematice; v ¢lanku [39] z 1826 je metoda pro jejich feSeni,
které je vlastné jakymsi predchtidcem simplexové metody, viz také [51,79])

(ii) Charles-Jean de la Vallée Poussin (metoda z ¢lanku [74] z roku 1911 pro Cebyseviiv pro-
blém, kterd je dalsim pfedchiidcem zdkladni metody pro feSeni tloh linedrniho progra-
movani, viz také [38])

(iii) L. Kantorovich (uz jsme se zminili o jeho préci z roku 1939)

(iv) Frank Lauren Hitchcock (a jeho dopravni problém).

V roce 1947 piichazi se svym objevem G. Dantzig?. V ¢ernu 1941 pied obhajobou své diserta¢ni
préace Dantzig pfijal praci ve Washingtonu jako vedouciho oddéleni zaloZeného Pentagonem pro
analyzy bitev v titvaru statistické kontroly v ramci armédniho letectva Spojenych stati'?. Jeho
motivaci bylo ,podileni se na druhé svétové valce“, jelikoz predpokladal, Ze USA se brzy do valky
aktivné zapoji. Vyvinul systém hlaseni, diky némuz byly bojové jednotky schopné zaznamena-
vat pocty vzletd, ztracenych a zni¢enych letadel, shozenych bomb a napadenych cild. Praveé zde
se Dantzig diivérné sezndmil s pfistupem letectva k pldnovani programt souvisejicich ¢innosti,
coz jsou myslenky, které mu pomohly se sestavenim zakladni struktury linedrnich modeld. Mezi
jeho kolegy byli napf. Robert McNamara (ze kterého se pozdéji stal ministr obrany USA a také $éf
Svétové banky) nebo Warren Hirsch (ktery se vénoval pravdépodobnosti a v roce 1957 zformu-
loval domnénku ohledné maximalni poctu krokti potfebnych pro feseni tiloh linearniho progra-
movani, viz [81]) Za svoji zdsluZnou civilni prdci v ¢asech valky ziskal Dantzig nejvyssi vojenské
ocenéni Exceptional Civilian Service Award z ministerstva valky.

Dantzig se tak stal expertem na metody programovdni pldnovdni pomoci stolnich kalkuldtorii.
V roce 1946 se vratil na Kalifornskou univerzitu v Berkeley, aby formdlné splnil v§echny stu-
dijni poZadavky a ziskal konecné doktorat. V Berkeley mu dokonce na tstavu matematiky na-
bidli ucitelské misto, ale on ji z prostého divodu nepfijal: ,bylo mélo placené“. Vritil se proto
do Pentagonu, kde zacal pracovat jako matematicky poradce v rdmci nové ustanoveného oddé-
leni finanéni kontroly letectva USA!!. Své setrvani v Pentagonu ale povazoval spise za doasné,
nebot’ se pfirozené stale poohliZel i po néjaké akademické pozici. JenZe kolegové ho chtéli udr-
Zet, takZe pfichdzeli s riznymi vyzvami ohledné moznosti mechanizace planovacich procesii a
jednou z nich byla Zddost o nalezeni zptlisobu, jak co nejrychleji vypocitat program rozmisténi
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vysledky. Nezistal vsak jen u op-
timalizace dil¢ich dloh, snazil se
téz uplatnit vyvinuté optimalizaéni
procedury a principy na Grovni ce-
lého narodniho hospodarstvi. Kan-
torovichovi se dostalo nejvyssich
ocenéni za jeho vysledky v eko-
nomickém vyzkumu jak v SSSR,
tak na mezinarodni arovni, jeho
cesta k témto poctam vSak nebyla
lehka a obhajoba a prosazovani vé-
deckych prvkd v procesu fizeni si
vyzadalo hodné asili. Je jedinym
(ryze) sovétskym drzitelem Nobe-
lovy ceny za ekonomii, viz [75].

Tjalling Charles Koopmans (28.
srpna 1910 — 26. Gnora 1985) byl
nizozemsko—americky matematik
a ekonom. Prvni tfi léta na uni-
versité v Utrechtu se vénoval pre-
devsim matematice, poté pak stu-
diu teoretické fyziky. Prvni dvé
odborné staté publikoval z ob-
lasti kvantové mechaniky a dok-
torat ziskal v roce 1936 v oboru
matematické statistiky na univer-
sité v Leidenu za praci Linedrni
regresni analyza ekonomickych caso-
vych fad. Velkad deprese pocatku
30. let probudila v Koopman-
sovi zajem o ekonomii, zejména
o matematickou ekonomii. V sou-
Casnosti patrné nejvice cenénymi
jsou vysledky, které Koopmans do-
sahl v oblasti modelovani vyrob-
niho procesu a v makroekono-
mické teorii ekonomického ristu.
Tradicni nastroj ekonomi pro po-
pis vyrobniho procesu — produkéni
funkci, zalozenou na predpokladu
jeho efektivniho usporadani a ur-
Citého specifického chovani ekono-
mickych subjekt, nahradil mode-
lem, ktery méa popisovat vyrobni
proces nezavisle na institucionalni
struktufe ekonomiky, na aspira-
cich ekonomickych subjektd. Uka-
zal souvislost mezi jim zavedenym
pojmem vyrobni efektivnosti, ce-
novym systémem a alokaci zdroji
v idealni konkurenéni ekonomice
a tim vytvoril most mezi norma-
tivni teorii alokace zdroji a teo-
rii vSeobecné rovnovahy. Vyznam-
nych vysledkii dosahl Koopmans
rovnéz v oblasti ekonomiky do-

muzstva a vybaveni, trénink a logistické podpory. Diky své matematické pripravé se pustil do
sestavovani modelu. V tomto ohledu byl inspirovan (a zaroven i fascinovan) praci Wassilye Le-
ontiefa!?, ktery v roce 1932 piisel s ,Meziprtimyslovym input-output modelem*“ americké eko-
nomiky majici jednoduchou maticovou strukturu. Datzig ale s timto statickym modelem pfili§
spokojen nebyl - postrddal v ném totiz dynamiku umoznujici zmény v priibéhu €asu. V Leontie-
fové modelu bylo jednoznacné spojeni mezi virobnim procesem a vyrobky generovanymi témito
procesy. Chybély tomu alternativni cinnosti! Redlné vyuziti by mélo byt ve velkém méfitku se
stovkami polozek a &innosti, ale sou¢asné to musi byt i spocitatelné. Jakmile byl model hotov'?,
bylo zapotiebi najit prakticky zptisob vypoctu toho, jakd mnozstvi téchto ¢innosti je potfeba vy-
uzit, aby to bylo v souladu s jejich ,input—output“ charakterem a dostupnym mnozstvim. Jenze
na zacatku Dantzig neuvazoval ve svém modelu zddnou ticelovou funkci: explicitni cile neexisto-
valy, jelikoz pldnovaci z praxe jednoduse neméli zptisob, jak néco takového implementovat. Bez
toho se ale dostdvdme do skutecné obfich potizi, protoZe napi. pfi pfifazovani kazdého ze 70
muzi k pravé jednomu ze 70 tikoli rozumime ,,¢innosti“ pfidéleni i-tého muze k j-tému tkolu
s bindrni hodnotou 0 (tkol neni pfidélen) nebo 1 (tkol je pfidélen), v kterémZto pfipadé dosta-
vame 2 x 70 omezeni a 70 x 70 ¢innosti. JenZe takovy problém ma 70! = 1,12 x 10'%° moZnosti. Ale
na zédkladeé jakych kritérii z nich vybrat to nejlepsi?!? A to nemluvim o tom, jak dlouho by ndm
vitbec trvalo projit viechny mo#nosti'®. Tento jednoduchy p¥iklad jednoduse ilustruje, pro¢ az
do roku 1947 a vlastné i do dnesnich dni existuje obrovskd propast nasimi sny a ¢iny. Miizeme si
stanovit nase plany tak, abychom optimalizovali jednotlivé cile, jenze k jejich dosazeni mdme ne-
pfeberné mnozstvi zptisobti (kazdy s riznymi vyhodami a nevyhodami), takze jejich vzdjemné
porovnavani se zda byt nemozné, natoz nékteré z nich oznacit jako ,to nejlepsi“. Nakonec vzdy
skoncime u intuice a zkuSenosti (nasich ¢i ostatnich). Do tohoto stavu se Dantzig dostal v zavéru
roku 1946, kdy mél sestaveny striktné technicistni model zdarné zahrnujici vSechny béZné sou-
vislosti. Tohle vSechno se samoziejmé délo v dobé ,pocitacového pravéku“. Stolni pocitace sice
k dispozici byly, ale k jejich pouZiti bylo zapotfebi mit pfesné formulovany model, coZ si vyza-
dalo axiomatizaci celé oblasti. A piesné to udélal i Dantzig v poloviné roku 1947. Rozhodl se, Ze
ucelova funkce musi byt zcela explicitni, a sestavil planovaci problém jako sadu axiom?, které
byly dvou druhti: prvni zahrnovaly vyrdbéné &i spotfebovavané polozky a druhd sada obsaho-
vala ¢innosti ¢i vyrobni procesy, do nichZ mohly byt vkldddny nebo z nichz mohly vystupovat
poloZky v pevné danych pomérech, dokud tyto poméry byly vzdjemnymi nezdpornymi nasobky.
Vysledkem pak bylo hledani feSeni matematického systému, ve kterém jde o minimalizaci line-
drni formy vzhledem k linedrnim rovnostem a nerovnostem. Neottelost takového pfistupu tkvéla
préaveé ve vyuziti linedrni formy jakoZto ucelové funkce. Dantzig tak zavedenim programovdni
v linedrni strukture'®zasadné zmodernizoval planovaci proces.

Jenze ted’ byla na fadé odpovéd’ na zcela pfirozenou otdzku odkazujici na Dantzigiv rozhovor
zminény v Gvodu této kapitoly: dokdzeme takovy systém vyfesit? Danztig kviili tomu dokonce
v Cervenci 1947 vyrazil za Koopmansem, nebot pfedpoklddal, Ze ekonomové se takovym pro-
blémiim jiz vénovali. Koopmans z toho byl samoziejmé nadseny, protoze v tom spatioval velky
potencidl smérem k rtiznym ekonomickym aplikacim. Zacal rozsifovat poznatky tykajici se mo-
delti zaloZenych na linedrnim programovani mezi mladé ekonomy, cozZ nakonec vedlo az k né-
kolika Nobelovym cendm za ekonomii. JenZe Dantzigovi s jeho problémem nepomohl. Rozhodl
se proto zkusit Stésti ,sdm u sebe“ a vymyslet néjaky vlastni algoritmus. To jej vratilo zpét k jeho

6

disertaéni praci na Berkeley sepsané pod vedenim Jerzyho Neymana'®, v niz se vénoval dvéma

slavnym nevyfeSenym problémiim z matematické statistiky:
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pravy a ekonometrickych metod.
Uznavané jsou i jeho zasluhy
o rozvoj linearniho programovani.
Neopomenutelny je také zpiisob,
kterym ve svych pracich uplat-
noval matematické modelovani.
Byva povazovan za vzor vyuzi-
vani této metodologie ekonomic-
kého vyzkumu, za vzor disledného
dodrzovani pravidel védeckého po-
stupu, rozhodného odmitnuti ar-
gumentd a analogii, kterymi je
mozné presvédcCit a ziskat, avsak
pouze za cenu nepresnosti nebo
skrytych hodnotovych postoji, viz
[76].

¢ Dalsi z té&ch, o kterém nevime vii-
bec nic.

7Frank Lauren Hitchcock (6.
bfezna 1875 — 31: kvétna 1957)
byl americky matematik a fyzik.

8 British—American Combined

Shipping Board

George Bernard Dantzig (8. listo-
padu 1914- 13. kvétna 2005) byl
americky matematik, ktery se vé-
noval priimyslovému inzenyrstvi,
operaénimu vyzkumu, matema-
tické informatice, ekonomii a sta-
tistice. Je povazovan za oftce line-
drniho programovdni, jemuz vde-
chl zivot diky objevu a naslednému
zverejnéni simplexového algoritmu.

10 Army Air Force's Combat Ana-
lysis Branch of Statistical Control

11 U.S. Air Force Comptroller

12 Wassily Wassilyevich Leontief
(5. srpna 1905 - 5. dnora
1999), byl rusko-americky eko-
nom znamy predevsim diky jeho
Linput—output” analyze a studiu
efektu zmén v jednom ekonomic-
kém sektoru na jiné. V roce 1973
ziskal Cenu Svédské ndrodni banky
za rozvoj ekonomické védy na pa-
mdtku Alfreda Nobela za ,rozvoj
input-output analyzy a jeji apli-

Jednoho dne [Dantzig] dorazil na predndsky pozdé, a tak si v rychlosti opsal dva pro-
blémy ze statistiky napsané na tabuli, nebot’ se domnival, Ze jde o domdci tikol. Ulohy
se mu vSak zddly neobvykle obtizné, a tak je vyresil az po delsi dobé. Kdyz je potom pro-
fesorovi [Neymanovi] donesl s omluvou, Ze domdci iilohu donesl tak pozde, byl vyzvdn,
aby je hodil na stiil (kde byly kupy papirti, jak uz to tak na nékterych pracovnich stolech
byvd). Domnival se, Ze o svych prikladech uz neuslysi. Po dlouhé dobé jej v nedéli rdano
vzbudilo bouchdni na dvere, za nimiz stdl jeho profesor se slovy: ,Napsal jsem pred-
mluvu k Vasemu clanku, prectéte si to, at to miizeme zaslat redakci!“ AZ tehdy Dantzig
zjistil, Ze vyresil dva dosud otevrené problémy ze statistiky. A tim byla na svété podstata

jeho disertacni prdce'” .

Diserta¢ni préace byla (z dnesniho pohledu) o hleddni Lagrangeovych multiplikdtorti pro obecny
linearni optimaliza¢ni problém s linedrnimi omezenimi v integralnim tvaru. Jeho feSeni bylo za-
loZeno na jisté geometrizaci souvisejici s pfistupem skrze sloupce jakési matice misto obvyklych
radka. Toto jej v1€té 1947 ptivedlo k tzv. simplexovému algoritmu a piresvédceni, Ze to musi fun-
govat. A vskutku fungovalo! Viz také [22].

Prvnim opravdovym testem simplexového algoritmu bylo uréeni optimélniho jidelnicku s mini-
maélnimi ndklady, diky ¢emuZ snad kazdé uc¢ebnice vénovand linedrnimu programovani zacina
obdobnym pfikladem jako jsme to ucinili my v pfedchozi kapitole. JenZe tady $lo o zcela redlny
problém, ve kterém bylo sledovdno 9 nutri¢nich hodnot, k jejichZ naplnéni bylo k dispozici 77
surovin. Jednalo se o klasicky Stiglertiv'® problém optimdlniho jidelnicku z roku 1945 uréeny pro
primeérné ¢inného muze vaziciho 68 kg, jehoz cilem bylo nalezeni jidelnicku spliujiciho dopo-
ru¢eni Ndrodni rady pro vyzkum'® z roku 1943 uvedend v nasledujici tabulce, viz také [68].

doporucend denni davka
kalorie 3000 jednotek
bilkoviny 70g
vapnik 08g
Zelezo 12 mg
vitamin A 5000 jednotek
tiamin (vitamin B1) 1.8 mg
riboflavin (vitamin B2 nebo G) 2.7mg
niacin 18 mg
kyselina askorbova 75 mg

Tabulka 2.1: Minimdlni pozadavky pro Stigleriv problém optimalniho jidelnicku.

Toho mélo byt docileno pomoci 77 surovin/potravin s cenami z roku 1939 a nutri¢nimi hodno-
tami, které ziskal z amerického ministerstva zemédélstvi, viz (dlouhou) tabulku niZe. JenZe tyto
hodnoty samozfejmé nejsou (a snad ani nemohou) byt zcela piesné, coz Stigler ve svém ¢lanku
ilustroval na Sesti nejmarkantnéjSich pfipadech a ndsledné okomentoval slovy
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kaci v dilesitych ekonomickych Enough difficulties have been indicated to suggest the almost infinite comple- :
problémech”. Tutéz cenu (za jiné xity of a refined and accurate assessment of nutritive value of a diet.*°

aktivity) ziskali i Ctyfi jeho dok-

torsti studenti: Paul Samuelson In light of the foregoing remarks it should not be necessary to belabor the ten-

(1970), Robert Solow (1987), Ver-
non Smith (2002) a Thomas
Schelling (2005).

tativeness of the figures.?!
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137 dnesniho pohledu se jednalo
o vicekrokovy dynamicky linearni
model s trojahelnikovou (& do-
konce blokové diagonalni) matici.

2. Line
2.1 Trocha historie (snad) nikoho nezabije

14 Kdybychom kazdou sekundou
stihli projit 1 milion moznosti a za-
cali bychom s tim uz v dobé Vel-
kého tresku, tak bychom k dnes-
nimu dni ... neméli hotovo skoro
nic.

15 Tento nazev vydrzel cca 1 rok.
V lété 1948 navstivil Dantzig a Ko-
opmans spolec¢nost RAND v kali-
fornské Santa Monice a pfi jedné
z prochazek podél tamni plaze Ko-
opmans rekl ,Pro¢ nezkratit na-
zev programovdni v linedrni struk-
ture pouze na linedrni programo-
vani?". Na to Dantzig zareagoval
slovy ,, To je ono! Od ted se to
bude nazyvat takto.” a jesté ten-
tyz den prednesl v RANDu pred-
nasku s nazvem Linedrni progra-
movdni.

16 Jerzy Neyman (16. dubna 1894
— 5. srpna 1981), byl polsky ma-
tematik a statistik, ktery stravil
prvni East profesni drahy na raz-
nych institucich ve Varsavé a poté
na University College London, za-
timco druha cast je spojena s Ka-
lifornskou univerzitou v Berkeley.
Polozil zaklady moderni teoretické
statistiky. Predstavil nové pristupy
k testovani statistickych hypotéz a
je spoluautorem koncept tzv. nu-
lové hypotézy, ktery nasel uplat-
néni v genetice, lékarské diagnos-
tice, astronomii i meteorologii.

17 Tato historka Gdajné inspirovala
i kazani jistého reverenda v Ame-
rice jako ukazka pozitivniho mys-
leni — kdyby Dantzig védél, ze
jde o otevrené problémy, pravdé-
podobné by je tak snadno nevyre-
Sil, nebot by si tolik nevéril jako
v pfipadé domaciho tkolu.



18 George Joseph Stigler (17. ledna
1911 — 1. prosince 1991) byl ame-
ricky ekonom a spole¢né s Mil-
tonem Friedmanem byli pred-
nimi predstaviteli Chicagské eko-
nomické skoly. V roce 1982 zis-
kal Cenu Svédské ndrodni banky za
rozvoj ekonomické védy na pamdtku
Alfreda Nobela za ,,vyznamné stu-
die o priimyslové strukture, fungo-
vani trhu a o pricinach a nasled-
cich verejné regulace”.

19 National Research Council

20 Byl zminén dostatek komplikaci,
abychom ukdzali témér nekonecnou
slozitost sofistikovaného a presného
stanoveni nutricnich hodnot jidel-
nicku.

21 Ve svétle predchozich pozndmek
snad neni nezbytné rozvddet nepres-
nost téchto cisel.

Tabulka 2.2: Dostupné suroviny/potraviny pro Stiglertiv problém optimélniho jidelnicku.

mnozstvi Zivin obsazené v porci za 1 USD

mnoZstviza 1 USD | kalorie | bilkoviny | vdpnik | Zelezo | vitamin A | tiamin | riboflavin | niacin kyselina
[g] [1000 j] [gl] (gl [mg] [1000 j] [mg] [mg] [mg] askorbova [mg]
1. pSeni¢na mouka 12600 44,7 1411 2 365 55,4 33,3 441
2. makarony 3217 11,6 418 0,7 54 3,2 1,9 68
3. pseni¢né ceredlie 3280 11,8 377 14,4 175 14,4 8,8 114
4. kukufi¢né lupinky 3194 11,4 252 0,1 56 13,5 2,3 68
5. kukufi¢nd mouka 9861 36 897 1,7 99 30,9 17,4 7,9 106
6. kukufi¢nd kase 8005 28,6 680 0,8 80 10,6 1,6 110
7. ryze 6048 21,2 460 0,6 41 2 4,8 60
8. ovesné vlocky 6389 25,3 907 5,1 341 37,1 8,9 64
9. bily chleba 5742 15 488 2,5 115 13,8 8,5 126
10. celozrnny chleba 4985 12,2 484 2,7 125 13,9 6,4 160
11. zitny chleba 4930 12,4 439 1,1 82 9,9 3 66
12. pound cake 1829 8 130 0,4 31 18,9 2,8 3 17
(,piskotovy dort”)
13. slané krekry 3004 12,5 288 0,5 50
14. mléko 8867 6,1 310 10,5 18 16,8 4 16 7 177
15. susené mléko 6035 8,4 422 15,1 9 26 3 23,5 11 60
16. maslo 1473 10,8 9 0,2 3 44,2 0,2 2
17. margarin 2817 20,6 17 0,6 6 55,8 0,2
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18. vejce 1857 2,9 238 1 52 18,6 2,8 6,5 1
19. Cedar 1874 7,4 448 16,4 19 28,1 0,8 10,3 4
20. smetana 1689 3,5 49 1,7 3 16,9 0,6 2,5 17
21. burdkové maslo 2534 15,7 661 1 48 9,6 8,1 471
22. majonéza 1198 8,6 18 0,2 8 2,7 0,4 0,5
23. Crisco 2234 20,1
(rostlinny tuk)
24. sadlo 4628 41,7 0,2 0,5 5
25. roSténka 1145 2,9 166 0,1 34 0,2 2,1 2,9 69
26. kyta 1246 2,2 214 0,1 32 0,4 2,5 2,4 87
27. pecend Zebra 1553 3,4 213 0,1 33 2
28. hovézi krk 2007 3,6 309 0,2 46 0,4 1 4 120
29. hoveézi bok 3107 8,5 404 0,2 62 0,9
30. hovézi jatra 1692 2,2 333 0,2 139 169,2 6,4 50,8 316 525
31. skopové stehno 1643 3,1 245 0,1 20 2,8 3,9 86
32. skopova Zebra 1239 3,3 140 0,1 15 1,7 2,7 54
33. vepfova Zebra 1477 3,5 196 0,2 30 17,4 2,7 60
34. vepiova pecené 1874 4,4 249 0,3 37 18,2 3,6 79
35. slanina 1772 10,4 152 0,2 23 1,8 1,8 71
36. uzend Sunka 1655 6,7 212 0,2 31 9,9 3,3 50
37. »solené vepiové” 2835 18,8 164 0,1 26 1,4 1,8
38. pecené kute 1497 1,8 184 0,1 30 0,1 0,9 1,8 68 46
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39. teleci kotlet 1072 1,7 156 0,1 24 1,4 2,4 57

40. losos 3489 5,8 705 6,8 45 3,5 1 4,9 209

41. jablka 9072 5,8 27 0,5 36 7,3 3,6 2,7 5 544
42. banany 4932 4,9 60 0,4 30 17,4 2,5 3,5 28 498
43. citrony 2380 1 21 0,5 14 0,5 4 952
44. pomerance 4439 2,2 40 1,1 18 11,1 3,6 1,3 10 1998
45. zelené fazole 5750 2,4 138 3,7 80 69 4,3 5,8 37 862
46. kapusta 8949 2,6 125 4 36 7,2 9 4,5 26 5369
47. mrkev 6080 2,7 73 2,8 43 188,5 6,1 4,3 89 608
48. celer 3915 0,9 51 3 23 0,9 1,4 1,4 9 313
49. hlavkovy salét 2247 0,4 27 1,1 22 112,4 1,8 3,4 11 449
50. cibule 11844 58 166 3,8 59 16,6 4,7 59 21 1184
51. brambory 1681 14,3 336 1,8 118 6,7 29,4 7,1 198 2522
52. Spenét 4592 1,1 106 138 918,4 5,7 13,8 33 2755
53. bataty 7649 9,6 138 2,7 54 290,7 8,4 54 83 1912
54. broskve (plechovka) 4894 3,7 20 0,4 10 21,5 0,5 1 31 196
55. hrusky (plechovka) 4030 3 8 0,3 8 0,8 0,8 0,8 5 81
56. | ananas (plechovka) 3993 2,4 16 0,4 8 2 2,8 0,8 7 399
57. chrest 1945 0,4 33 0,3 12 16,3 1,4 2,1 17 272
58. zelené fazole 5386 1 54 2 65 53,9 1,6 43 32 431

(plechovka)
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59, | Vveprovésfazolemi 63889 7,5 364 4 134 3,5 8,3 7,7 56
(plechovka)
60. | kukufice (plechovka) 5452 5,2 136 0,2 16 12 1,6 2,7 42 218
61. hréasek (plechovka) 4109 2,3 136 0,6 45 84,9 4,9 2,5 37 370
62. rajcata (plechovka) 6263 1,3 63 0,7 38 53,2 3,4 2,5 36 1253
g3, | Tytatovdpolévka 3917 1,6 71 0,6 43 57,9 3,5 2,4 67 862
(plechovka)
64. broskve (susené) 2889 8,5 87 1,7 173 86,8 1,2 4,3 55 57
65. Svestky (susené) 4284 12,8 99 2,5 154 85,7 3,9 4,3 65 257
66. rozinky 4524 13,5 104 2,5 136 4,5 6,3 1,4 2,4 136
67. hrések (suseny) 5742 20 1367 4,2 345 2,9 28,7 18,4 162
68. bilé fazole 5097 17,4 1055 3,7 459 51 26,9 38,2 93
69. fazole navy 7688 26,9 1691 11,4 792 38,4 24,6 217
70. kava 2025 4 51 50
71. caj 652 2,3 42
72. kakao 2637 8,7 237 3 72 2 11,9 40
73. cokoldda 1400 8 7 1,3 39 0,9 3,4 14
74. cukr 8773 34,9
75. kukufi¢ny sirup 4966 14,7 0,5 74 5
76. melasa 3752 9 10,3 244 1,9 7,5 146
77. jahodovy dzem 2213 6,4 11 0,4 7 0,2 0,2 0,4 3
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22 Dalsi postup uz je zkousenim, pro-
tozZe neexistuje zddnd primd metoda
pro nalezeni minima linedrni funkce
pfri linedrnich omezenich.

23 Neexistuje Zzddny diwod k tomu,
abychom verili, Ze jsme nalezli nej-
levnéjsi kombinaci... Na druhou
stranu ale rocni ndklady nemohou
byt snizeny o vice nez pdr dolarti lep-
Sim vybérem z téchto komodit.

24 Dalsi z téch, o kterych se mi ne-
podafilo nic najit.

25 Mathematical Tables Project of the
National Bureau of Standards byla
jedna z nejvétsich a nejsofistiko-
vanéjsich vypocetnich organizaci
vytvorena pred vynalezem digital-
nich elektronickych pocitaci.

26\/ Cervnu 1947 se Dantzig stal
soucasti Projektu SCOOP coby
tamni $éf matematikd. Tento pro-
jekt sponzoroval i dva externi pro-
gramy: prvni byl soucasti Ndrod-
nim uradu standardii, aby jeji za-
méstnanci mohli experimentovat
se simplexovou metodou, a druhy
byl spojen s Graduate School of
Industrial Administration na Uni-
verzita Carnegieho—Mellonovych v
Pittsburghu s cilem implemento-
vat nastroje linearniho programo-
vani do priimyslu.

27 Abychom jesté vice priblizili
tuto dobu: v roce 1945 trval na
tehdejsich kalkulatorech vypocet
inverze matice 10 x 10 priblizné 15
Elovéko-dni!

28 Ne vsechny ualohy byly takto
vypocetné narocné. Napf. v roce
1949 se pomoci simplexové me-
tody podafilo vyresit dopravni pro-
blém s 25 vychozimi misty a 60
cilovymi misty béhem pouhych 9
Elovéko-dnii ruénich vypoctd, viz
[18]. To bylo zpisobeno tim, ze
tento typ problémd ma velmi spe-
cialni strukturu.

Stiglerovym prvnim krokem bylo nahrazeni nékterych surovin jinymi, ,,vyzivnéjsimi“, ¢imz snizil

jejich pocet ze 77 na 15. Pak se ale dostal do potizi, nebot’ jak sim pise

Thereafter the procedure is experimental because there does not appear to be
any direct method of finding the minimum of a linear function subject to li-

near conditions.??

takZe metodou pokus-omyl vyzkousel 510 vyzkousel kombinaci a dospél k celkovym dennim
nékladtim 0,1093 USD (tj. 39,93 USD za rok) pro jidelnicek slozeny z

» pSeni¢né mouky (1) za 0,0365 USD (tj. 459,9 gram1)

» suSeného mléka (15) za 0,0105134 USD (tj. 63,448 grami)
« kapusty (46) za 0,011252 USD (tj. 100,694 grami)

» Spendtu (52) za 0,005065 USD (tj. 23,258 gramt1)

« fazoli navy (69) za 0,0459959 USD (tj. 353,61648 grami)

Stigler netvrdil, Ze nalezl skute¢né optimdlni feSeni

There is no reason to believe that the cheapest combination was found... On
the other hand the annual cost could not have been reduced by more than a few
dollars by a better selection from these commodities.”>

ale nabidl nékolik dtivéryhodnych argumentt k uvéfeni, Ze ro¢ni ndklady nemohou byt sniZeny
o vice néz nékolik malo dolari. A on ocividné védél, co déld a fika! Na podzim 1947 provedl
125 126 po
120 &lovéko-dnech vypottii na ruéné ovladanych stolnich kalkulatorech?”28 nalezl skuteéné op-
timdlni feSeni s dennimi naklady 0,108662 USD, tj. 39,6888 USD za rok, coz se od ptivodniho
Stiglerova vysledku lisi o pouhych 24 centi. Samoziejmé pro doméci vafeni nema takové tloha

Jack Laderman®* z Projektu matematického tabelovdni v Ndrodnim tifadu standard

asi prilis§ velky smysl (vazné?), ale vrat'te se zpét k armadnim zakladim celého opera¢niho vy-
zkumu a uvazte armadu USA s cca 12 000 000 vojakd v roce 1945... Nalezené feSeni je zaloZzeno
na

» pSeni¢né mouky (1) za 0,0295191 USD (tj. 371,94066 grami)
« hovézich jater (30) za 0,00189256 USD (tj. 3,20221152 gramii)
« kapusty (46) za 0,0112144 USD (tj. 100,3576656 gramt1)

e Spendtu (52) za 0,00500766 USD (tj. 22,99517472 gramt1)

« fazoli navy (69) za 0,0610286 USD (tj. 469,1878768 gramil)

s pfijmem 3000 kalorii, 147,414 g bilkovin, 0,8 g vdpniku, 60,4669 mg Zeleza, 5000 jednotek vita-
minu A, 4,12044 mg tiaminu, 2,7 mg riboflavinu, 27,316 mg niacinu a 75 mg kyseliny askorbové.
V tomto feSeni jsou ale nékteré doporucené denni davky prekrocené na tikor minimdalni ceny.
Kdybychom chtéli dosahnout zcela pfesné doporucené denni davky, pak by minimdlni ndklady
vzrostly na 0,138171 USD (tj. na ro¢ni naklady 50,46696 USD) a jidelnicek by byl slozen z
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» pSenicné mouky (1) za 0,0180918 USD (tj. 227,95668 grami)

o kukufi¢né mouky (5) za 0,0170207 USD (tj. 167,8411227 grami)

» suSeného mléka (15) za 0,0452014 USD (tj. 272,790449 gram1)

« burdkového maésla (21) za 0,00317017 USD (tj. 8,03321078 gramt1)
e sadla (24) za 0,0243964 USD (tj. 112,9065392 gramti)

« hovézich jater (30) za 0,015273 USD (tj. 25,841916 gramii)

e kapusty (46) za 0,00921709 USD (tj. 82,48373841 gramt1)

e brambor (51) za 0,0051373 USD (tj. 8,6358013 gramii)

» Spendtu (52) za 0,000663078 USD (tj. 3,044854176 graml)

vz 2

Samoziejmé ne vzdy se hned na poprvé podaii ziskat smysluplny jidelnicek (¢i vysledek jiného
modelu) a spravné matematizovat dany problém je skute¢né uméni — samotny Dantzig o tom vi
své. Na zacatku 50. let totiZ dostal od svého lékafe doporuceni, aby upravil svoji stravu. Rozhodl
se proto, Ze si k tomu po vzoru Stiglera sestavi vlastni linedrni program a sviij novy jidelnicek
zaloZi na jeho feSeni. OvSem neslo mu o minimalizaci ceny. Misto toho se chtél vyhnout nejcas-
téjSimu tskali kazdé diety: neustély pocit hladu, takze cilem bylo maximalizovat celkovou vdhu
jidla poniZenou o mnoZstvi obsaZené vody. JelikoZ v té dobé uz Dantzig pracoval ve spole¢nosti
RAND (od ¢ervna 1952), vyuzil k jeho FeSeni tamni pocitac IBM 701, ktery nastésti daval vysledky
mnohem rychleji nez vroce 1947. Jednoho dne své Zené ozndmil, Ze uz nastal ,ten den*“, a cokoli
701 oznami, to by mu méla nachystat. Vstupni data zahrnovala informace o vice nez 500 suro-
vindch a jidel. KdyZ mu v 5 hodin odpoledne manzelka zavolala, aby zjistila, jaka bude vecere,
oznamil ji Dantzig vysledek. ManZelka to okomentovala slovy ,Je to trochu divné, ale realizova-
telné“. OvSem poté Dantzig dodal posledni polozku v seznamu: 1892 litrti octu. To samoziejmé
nebyl piili§ dobry népad, takze dalsi den Dantzig trochu poupravil nékteré pozadavky, coz jej
pfivedlo k novému jidelnicku. Ten byl tentokrat zaloZen na konzumaci 200 kostek bujonu - na to
Dantzigova manZelka zareagovala fecnickou otdzkou, zda ,se chystd ovlddnout trh s bujénovymi
kostkami“. Dantzig (jako spravny manzel) se ale nedal jeji pozndmkou odradit a druhy den rdno
otestoval, kolik dokaze takovych kostek snist. Dal si ¢tyfi do hrnku s horkou vodou a... nedalo
se to ani polknout. Bylo to neskute¢né slané. Do modelu proto pfidal omezeni mnozstvi pfiji-
mané soli, které ma lidsky organismus pfirozené zabudované, ale matematicky model je trochu
néco jiného. TTeti pokus jej privedl k pojidani cca 900 gramti otrub denné a ctvrty k obdobnému
mnoZstvi tftinové melasy. To uZ bylo na jeho manZelku trochu moc, takZe cely tento problém
vzala do svych rukou a nasadila mu vlastni jidelnicek, diky némuz Dantzig zhubl 10 kg, viz [23].

Nicméné trvalo téméf rok nez si Dantzig a ostatni uvédomili skute¢nou silu simplexového algo-
ritmu. Béhem té doby, se Dantzig rozhodl navstivit von Neumanna, aby zjistil, zda by nemohl
pomoci s metodami feSeni. Poprvé ho navstivil 3. fijna 1947 v Princetonu. Ackoli uz v té dobé
dované problémy jako normalnimu smrtelnikovi. Zacal se sestavovanim modelu linearniho pro-
gramovani pomoci ¢innosti atd. V tom ho von Neumann zastavil se slovy ,Jdéte k véci.“ A jak si
pidl, tak se stalo. BEhem jedné minuty mu Dantzig ,pldcnul “ na tabuli algebraickou i geometric-
kou verzi celého problému. Na to von Neumann zareagoval slovy ,Aha, toto.“ a ndsledovala jeho
cca 90 minutové pfedndska o matematické teorie linedrniho programovéni. Dantzig ziistal sedét
s vyvalenyma ocima a otevienou pusou, vZdyt nic z toho v literatufe nebylo! Von Neumann si
toho vjednu chvili v8§iml a fekl
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29 Nechci, abyste si myslel, Ze to
vSechno ted tady tahdm bezpro-
stiedné z rukdvu jako néjaky kou-
zelnik. Neddvno jsem dokoncil s Os-
carem Morgensternem knihu o teo-
rii her. A jd se ted snazim ukdzat, ze
oba problémy jsou ekvivalentni. Teo-
rie, kterou tu nastiniuji, je analogii k
té, kterou jsme vybudovali pro hry.

30 Alan Jerome Hoffman (* 30.
kvétna 1924) je americky matema-
tik, ktery vyznamné ovlivnil roz-
voj spolecnosti IBM. V roce 1992
ziskal spoleéné s Philipem Wolfem
John von Neumann Theory Prize.

31

Harold William Kuhn (29. c&er-
vence 1925 — 2. Cervence 2014)
byl americky matematik a byvaly
emeritni profesor v Princetonu,
ktery se vénoval predevSim teo-
rii her. V roce 1980 ziskal spo-
le¢né s Galem a Tuckerem John von
Neumann Theory Prize. Po mnoho
let byl povazovan za autora tzv.
madarského algoritmu pro reSeni
prifazovaci dlohy z teorie grafii.
Ovsem v roce 2006 se ukazalo,
ze tentyz algoritmus navrhoval jiz
Jacobi v pracech, které byly po-
smrtné publikovany v roce 1890.

32 David Gale (13. prosince 1921
— 7. brfezna 2008) byl americky
matematik a ekonom, ktery piso-
bil predevsim na Kalifornské uni-
verzité v Berkeley. Sviij vyzkum
zaméril predevsim na matematic-
kou ekonomii, teorii her a kon-
vexni analyzu. V roce 1960 pu-
blikoval knihu The Theory of Li-
near Economic Models, kterou pfi-
spél k dalSimu rozsireni linear-
niho programovani. V roce 1962
s Lloydem Shapleyem napsali ¢la-
nek vénovany problému stabilniho
manzelstvi s algoritmem, ktery se
v dnesni dobé pouzivd pro roz-
délovani zakta do verejnych sSkol
v New Yorku a Bostonu, viz také
https://odkaz.page.link/smp1.

I don’t want you to think I am pulling all this out of my sleeve on the spur
of the moment like a magician. I have recently completed a book with Oscar
Morgenstern on the theory of games. What I am doing is conjecturing that the
two problems are equivalent. The theory that I am outlining is an analogue to

the one we have developed for games.*°

Diky tomu se Dantzig poprvé dozvédél o Farkasova(-Minkowského) lemmatu a dualité. Von Ne-
umann slibil Dantzigovi, Ze se nad jeho vypocetnim problémem zamysli a béhem par tydnti se
ozve. To splnil a navrhl jisty nelinedrni iterativni algoritmus. Nékdy kolem roku 1952 lidé ze sku-

piny Alana Hoffmana®°

von Neumanntiv navrh otestovali na nékolika problémech a porovnali jej
se simplexovym algoritmem a s metodou navrhovanou Motzkinem. Simplexovy algoritmus byl
jasny vitéz, viz [21]. Mimochodem v roce 2000 byl v ¢asopise Computing in Science & Engineering
vyhlaSen seznam The Top 10 Algorithms, které byly vybrany jako ty s nejvétsim vlivem na vyvoj
a vyuziti védy a techniky ve 20. stoleti. Dantzigliv algoritmus v ném samoziejmé nemohl chybét,

viz [28].

Pti dal$i navstévé v Princetonu v Cervnu 1948 se Dantzig setkal s Tuckerem, ktery kratce poté
zacal se svym studentem Haraldem Kuhnem?! a Davidem Galem3? budovat teorii her, neline-
arnfho programovani a duality. Vysledky této skupiny z ni uc€inily tstfedni bod matematického
vyzkumu v této oblasti. O 12 let pozdéji se Tucker, ktery v té dobé procital rukopis Dantzigovy
knihy [20], se setkali znovu a spole¢né zabfedli i do nasledujiciho rozhovoru

AT: Pro¢ prisuzujete dualitu von Neumannovi a ne moji skupiné?
GD: Protoze on byl prvni, kdo mi ji ukdzal.

AT: To je divné, protoze jsme nenasli Zddny zdznam o tom, co von Neumann
udeélal. Nasli jsme akordt jeho cldnek ,,On a Maximizing Problem“.

GD: To je pravda. Poslu vam miij ¢ldnek, ktery jsem napsal na zdkladé mého
prvniho setkdni s von Neumannem.

Dantzig poslal Tuckerovi zpravu A Theorem on Linear Inequalities datovanou 5. ledna 1948, ktera
obsahovala (zda se) prvni rigor6zni dikaz duality. , Proc jste to nepublikoval“ zeptal se pozdéji
Tucker, na coz Dantzig reagival slovy ,ProtoZe to nebyly moje vysledky — byly von Neumannovi.
Jediné, co jsem udélal, bylo sepsani diikazu naznaceného von Neumannem, aby mohl déle kolo-
vat. Byl to muj zptisob vzdélavanilidi z mého tifadu v Pentagonu. “ Dnes je von Neumann obvykle
povaZovan za zakladatele teorie duality, zatimco Kuhnovi, Tuckerovi a Galeovi je pfipisovan jeji
prvni rigorézni dikaz.

Zacatky linedrniho programovani skute¢né nebyly lehké, coz doklada jesté jedna Dantzogova
vzpominka spojend s von Neumannem. Nedlouho po prvnim setkdni s Tuckerem se ve Wiscon-
sinu konalo setkdni ekonomické spolecnosti, kterého se zicastnili sv€tozndmi matematici jako
von Neumann &i Harold Hotelling®? a ekonomové jako Koopmans. Dantzig byl v té dobé dobé
spiSe ,mlady neznamy“, a tak neni divu, Ze byl pfed takovym publikem celkem vystraSeny p¥i
své predndSce vénované linedrnimu programovéni. Po pfednédsce néasledovala diskuze. Chvili
bylo ticho, neZ se pfihlasil Hotelling. Vstal, takZe to vypadalo, Ze zabira asi polovinu mistnosti
(rdd plaval v ocednu a fikalo se o ném, Ze vzdy zptsobi znatelny vzestup hladiny), a prohlasil:
But we all know the world is nonlinear3* Tim vynesl nad Dantzigovou pfednaskou devastujici
verdikt. Nez se Dantzig zmohl na néjakou odpovéd’, zvedla se dalsi ruka se slovy: Mr. Chairman,
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https://odkaz.page.link/smp1

33 Harold Hotelling (29. zafi 1895
— 26. prosince 1973) byl ame-
ricky matematik, statistik a vlivny
ekonomicky teoretik. Jeho jméno
je spojovano s Hotellingovym za-
konem, Hotellingovym lemmatem
a Hotellingovym pravidlem zna-
mymi z ekonomie.

34 Ale my vsichni vime, Ze svét je ne-
linedrni.

3% Pane predsedo, pane predsedo, po-
kud to tecnikovi nevadi, rdd bych od-
povédeél za néj.

36 Recnik nazval svoji predndsku
»Linedrni programovdni“ a peclivé
predstavil své axiomy. Mdte-li pri-
klad, ktery tyto axiomy splriuje, roz-
hodné to vyuZzijte. V opacném pri-
padeé to nedélejte.

37 International Institute of Applied
Systems Analysis

38\Vyse Koopmansova daru méla
velmi racionalni zaklad. Celkova
odména tehdy totiz ¢inila 240000
USD, takze Koopmansovi zbylo
80000 USD, které by obdrzel,
kdyby byl mezi ocenénymi i Dant-
zig.

Mr. Chairman, if the speaker doesn’t mind, I would like to reply for him.3® Byl to von Neumann a
Dantzig samoziejmé souhlasil, nacez vstal a pokracoval: The speaker titled his talk ,linear pro-
gramming“ and carefully stated his axioms. If you have an application that satisfies the axioms,
well use it. I it does not, then don’t.3% a sedl si. KdyZ se nad tim zamyslite, tak Hotelling mél samo-
zfejmé pravdu — svét je znacné nelinedrni. Nastésti ale systémy linearnich nerovnic (na rozdil od
rovnosti) ndm umoZziuji aproximovat vétsinu z téchto nelinearit, které se objevuji v praktickém
planovéani.

V roce 1960 zapocal Dantzig svoji zdfnou akademickou kariéru, kdyz nastoupil na misto pro-
fesora na Ustavu priimyslového inZenyrstvi na Kalifornské univerzité v Berkeley. Poté (1966) se
presunul na Stanfordovu univerzitu, kde se z néj v roce 1985 stal emeritni profesor a aktivnimu
vyzkumu se vénoval az do roku 1997. Po celou dobu také ¢asto navstévoval Mezindrodni in-
stitut pro aplikovanou systémovou analyzu3” (IIASA) v rakouském Laxenburgu, coZ je mezina-
rodni vyzkumnd organizace provddéjici mezioborové védecké studie v oblastech ochrany Zivot-
niho prostredi, ekonomie, technologii a socidlni problematiky v kontextu lidského rozsahu glo-
bdlnich zmeén. V letech 1973-1974 zde spolecné se svoji Zenou stravil ,sabatikal“ a jeho pobyt
byva spojovan se dvéma historkami, viz [5, str. 229],

Pdr dni po svém prichodu do IIASA volal George [Dantzig] Ruth Steinerové, kterd méla
na starosti ndvstévniky, s ndsledujici Zddosti: ,Pted mou kanceldri stoji velmi dlouhy nd-
kladni viiz. Nedovedu si predstavit, Ze je vyhodné mit takovou délku. MiiZete mi, prosim,
zjistit, co je v ném nalozeno, odkud prijel, kudy jel a jak projizdel kolem rohi1?“ Prisla
odpovéd: ,,Ndbytek ze Salzburgu, ptes ddlnici, ¢astokrdt musel couvat a vracet se.“ Za
néjaky cas informoval Georgeiiv vyzkumny asistent Ruth, Ze by firma mohla usetrit 40 %
ndkladii, pokud by pouZila ctyri mensi ndkladni vozy, a navrhoval, aby to firmé oznd-
mila. To také udélala a ndsledné jej informovala o vysledku: ,,Mysleli si 0 mné, Ze jsem
se zbldznila. “

V IIASA byl George také prosluly tim, Ze pil polévku z pivniho ptllitru. Kdyz se jej jeho
asistentka ptala proc, napsal ,,dlouhy matematicky vzorec dokazujici, Ze tepelné ztrdty
pri pouziti pillitru jsou mensi ve srovndni s polévkovym talirem“.

V roce 1975 byla poprvé udélena John von Neumann Theory Prize a jejim drzitelem se stal Dan-
tzig za ,jeho préci v oblasti linedrniho programovani“. Pti udileni ceny se pak Dantzig podélil
s publikem o nékolik osobnich historek souvisejicich s von Neumannem. Av§ak kdyZ v roce 1975
obdrZeli Kantorovich s Koopmansem Nobelovu cenu za jejich prace souvisejici s linedrnim pro-
gramovanim, Dantzig mezi ocenénymi nebyl. A ani nikdy pozdé&ji tuto cenu za svlij nezmérny
pfinos k poc¢atkim a ndslednému rozvoji linedrniho programovani, jeho vyuZiti v praxi a ekono-
mické interpretaci nikdy neziskal. To je samoziejmé ve svétle vSeho, co bylo napsano vyse, zcela
udivujici a nepochopitelné. Jaké diivody k tomu ve skutecnosti vedly, zatim zlistavaji zahaleny
- snad byl jeho pfistup az pfili§ matematicky. Podklady pro rozhodnuti komise mohou byt po
50 letech zvefejnény, tj. nejdiive v roce 2025. Koopmans byl ,hluboce zklaméan “ tim, Ze neziskali
Nobelovu cenu spolec¢né, takZe alespon vénoval 40000 USD institutu IIASA na Dantzigovu po-
{38

Cest’®. Koopmans projevoval svoji nespokojenost s neudélenim ceny i Dantzigovy také tim, Ze

navrhoval Kantorovichovi, aby toto ocenéni odmitli. Byla to asi jedna z nejtézsich diskuzi mezi
nimi — zejména pro Kantoroviche. JenZe vyvoj el trochu jinym smérem, neZ by se na zdkladé
rozhodnuti Nobelova shromdzdéni mohlo zdat. Prace Kantoroviche i Dantziga vénované lineér-
nimu programovani byly zcela ptivodni a nezévislé, jenze Dantzig rozvinul teorii i mnoha dal$imi

sméry (dualita a zejména simplexovy algoritmus), takze vét§ina knih a jinych textt je zaloZena
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2.1 Trocha historie (snad) nikoho nezabije




pfedevsim na Dantzigovych vysledcich. Kantorovichtiv vyzkum nemél zadny vyznamny dopad
na rozvoj linedrniho programovéani. OvSem chcete-li ocenit nékoho za prvenstvi jeho objevu,
tak to asi nebude ten, ktery dokdzal uspokojit potieby vSech. Jinymi slovy, Kantorovich je jakysi
Krystof Kolumbus linedrniho programovani, ktery je sice povazovan za ,objevitele Ameriky“, ale
jejtho skute¢ného tizemd se vlastné nikdy nedotkl, viz [5, str. 231-232].
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Obrazek 2.1: Setkdni Koopmanse, Dantziga a Kantoroviche (zleva) v roce 1975 v IIASA.

2.2 Mala ukazka na zacatek

Maléa ukazka na zacatek

( Priklad 2.2.1 l

s )
Zemédélec vlastni 1000 arti® (nebo 10 hektarti) viceméné homogenni zemédélské plo-
chy. Na této plose miize chovat skot nebo péstovat psenici, kukufici ¢i rajcata. Jeden kus

skotu zabere 4 ary. jednd se o rodinnou farmu, takZe k dispozici je 12000 pracovnich ho-
din, které mohou byt vyuzity kdykoli a jakkoli v priibéhu celého roku. Nésledujici tabulka
ukazuje podrobnosti tykajici se zemédélské produkce

skot pSenice kukufice rajCata
chovatelné/péstovatelné 1/4 50 busla? 80 busli 500Kg
mnoZstvi na 1 aru
poifiEloice) i 40 hod/ks 10hod/ar | 12hod/ar | 25hod/ar
ro¢ni pracovni doba
zisk 32000 K¢/kus | 100 K&/busl | 120 Ké/busl | 20 Ké/busl

Navic je nutné ponechat navic alesponi ¢ast odpovidajici 20 % ptidy z celkové obhospo-
dafované plochy pro skot a nejvyse 30 % miize byt vyuzito pro péstovani rajcat, pfiCemz
pomeér mezi velikosti ptidy ur¢ené k péstovani pSenice a neobhospodatrované plochy ne-
smi pfekrocit 2 : 1. Jak rozdélit zemédélskou ptidu, aby bylo dosaZzeno maximaélniho zisku




3% 1ar je 10x 10 m?

4% Busl je stard objemova a hmot-
nostni mira, kterd se pouziva pre-
vazné jako mérna jednotka pro
obilniny na angloamerickych ko-
moditnich burzach. Napf. 1 busl
psenice je cca 27,216 kg a v pri-
padé kukufice jde o cca 25,4016
kg.

pfi splnéni vSech danych omezeni?

ReSeni. Oznatme symbolem x; velikost plochy uréené pro chov skotu, x, pro péstovani
pSenice, x3 pro kukufici a x4 pro rajcata. Pak tcelova funkce urcujici dosazeny zisk je

f(x1, %2, %3, X4) =32000x; /4 +100-50 x5 + 120 - 80 x5 + 20 - 500 x4
pfi omezeni daném velikosti pozemku
X1+ X + X3+ x4 <1000,
€asovou naroc¢nosti a dostupnému mnoZstvi pracovnich hodin
40x,/4+10x, + 12 x5 +25 x4, < 12000,
dodate¢nymi poZadavky na velikost obhospodafované plochy
120,21 +X2+x3+x) & x,<0,3-1000 & x:(1000—x;—Xxp—X3—Xx4)<2:1.

Pochopitelné nelze alokovat zdporné mnozstvi ptidy, takZe pro naseho zemédélce dosta-
vame linedrni program

8000 x; + 5000 x;, + 9600 x3 + 1000 x, — max
X1+ Xp + x3+ x4 <1000
10x; +10x, + 12 x3 +25x4 < 12000
8x1—2x,—2x3—2x4,=20
X4 <300
2x1+3x+2x3+2x4 <2000

3120 & x=20 & x3=20 & x4=0.

[Jeho feSenim je x; =200, x, =0, x3 = 769,23 a x, = 30,76.]

( Priklad 2.2.2 |

)
(Problém batohu) Lupic se rozhodl vykrést sklad prazirny kavy. Zde je celkem 6 druhti ké-

vy/kavovych bodt. Zlodéj mé k dispozici batoh se 6 pytli o stejném objemu jako samotny
batoh, tj. 40 litrti. Tyto pytle by chtél naplnit tak, aby se vesly do batohu a jejich hodnota
byla maximalni vzhledem k cené jednotlivych druhti uvedenych v nasledujici tabulce.

cenaKc¢/kg || 800 | 450 | 900 | 700 | 1500 | 600

objem 1/kg 2 09| 15| 2 4 1
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ReSeni. Pro i € {1,2,...,6} ozna¢me jako x; mnoZstvi i-tého druhu kévy, které zlodgj dal
do i-tého pytle. Pak jeho tikolem vlastné je nalezeni feSeni linedrniho programu

800 x; +450x, +900 x3 + 700 x4 + 1500 x5 + 600 x3 — max
2x1+0,9% +1,5x3+2x4 +4 X5+ X6 <40
x120 & x=20 & X320 & x,=20 & X520 & XGEO.

[Jeho feSenim je volba x5 = 26% ax; =X, =2X4=X5 =Xg =0.] S timto problémem se

vox

setkdme i v pfisti kapitole, kdy ale budeme ,poméhat* zlod€ji v knihkupectvi.

[ Priklad 2.2.3 |

7

(Rozdeleni portfolia) Investor ma k dispozici kapital ve vysi 20 milionti K¢, ktery by chtél
investovat do néjaké kombinace dluhopisti, cennych papirQ, terminovaného vkladu,

spoficiho Gctu, nemovitého majetku a zlata. Pfedpoklddana trokovéd mira, mira rizika
a pfedpokladany riist hodnoty investice jsou shrnuty v nasledujici tabulce.

eSSy riziko | pfedpokladany rtst [%]
[%, pocitdno roCné]

dluhopisy 5 3 0
cenné papiry 2 10 7
terminovany vklad 4 2 0
spofici ticet 3 1 0
nemovitosti 0 5 7
zlato 0 20 11

Napf. nemovitosti nemaji zddny vynos (nejedna se o pronajem), ale jejich hodnota by
méla rtist o 7 % rocné. Na druhou stranu cenné papiry se primeérné ziro¢i o 2 % a navic
jejich cena by méla vzrist o 7 %, tj. celkovy ro¢ni vynos je 9 %. Cilem je maximalizovat
ocekdvanou hodnotu investice v priibéhu let za podminek:
(i) Z celkového objemu investic musi byt nejméné 30 % v dluhopisech, nejvyse 10 %
v cennych papirech a nejvyse 10 % v terminovanych vkladech a/nebo spoficich
uctech;
(i) Nejvyse 50 % z objemu investic do nemovitosti miiZe byt ziskdno zpét formou hy-
potéky s tirokem 6 %. NejvySe v§ak 3 miliony K¢.
(iii) Primérné riziko vztaZené na objem investovanych penéz nesmi pievysit 9/2.
(iv) Primérny ro¢ni irok vzhledem k objemu investovanych penéz musi byt alespon
2,5 %.

(v) Do zlata nelze investovat vice nez 2 miliony K¢ nebo 8 % dostupnych financi

(podle toho, co je mensi).
ReSeni. Mame jediny zdroj — penize, které mtizeme rozdélit do 6 druhi investic. Pro i €

{1,2,...,6} oznatme x; jako mnozstvi investované do i-tého typu a x; bude pfedstavovat
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objem vypujcenych penéz. Potom jde o maximalizaci funkce
1,05x;+1,09x, +1,04x3+1,03x4+1,07x5 + 1,11 x5 — 1,06 x7
za podminek

X1+ Xo + X3+ X4 + X5+ X6 < 20000000 + x5
X1 20,3 (X1 + X + X3+ X4 + X5 + Xg)
X <0,1: (X1 4+ X+ X3+ X4 + X5 + Xg)
X3+ X3 <0,1-(x1+ X+ X3+ X4 + X5+ Xg)
X7 <0,5x5
X7 3000000
3x1+10x,+2x3+ x4 +5x5+20x5

X1+ Xo+ X3+ X4+ X5+ Xp
5x1+2x, +4x3+3x4

9
S_
2]

5
> _
X1+ Xo+ X3+ X4+ X5+ Xp T2
X = 2000000
X6 =0,08- (20000000 + x7)

3120 & x=20 & x3320 & x=20 & x520 & x=0 & x7;=0,

coZ uz nemél byt problém piepsat do tvaru linedrniho programu. [Resenim je x; =
8740000, x; =2300000 = x3, x4 = 0, x5 = 9568000, xz = 92000 a x; = 3000000.]

( Priklad 2.2.4 l

7

(Optimdlni vyrobni program) Vyrabime n rtznych vyrobkdl s pomoci m-tice riznych
zdroji. Na vyrobu jednoho kusu j-tého produktu potfebujeme a;; jednotek i-tého
zdroje. Zdroje jsou v§ak omezené a my mame k dispozici pouze b; jednotek i-tého zdroje.
Zisk z vyroby 1 kusu j-tého vyrobku je c;. Vyrobime-li celkem x; kusti j-tého vyrobku,
pak linedrni program pro maximalizaci zisku je

n

D Xjcj— max
j=1

Ax<b & x=0.

[ Priklad 2.2.5 l

s

(Smésovaci problém) Mame n-tici zakladnich surovin, ze kterych mdme namichat vyro-
bek pfedepsaného slozeni, pfiCemz samoziejmé chceme minimalizovat surovinové na-
klady. MnoZzstvi spotfebovanych jednotek j-té suroviny ozna¢me x; a odpovidajici jed-
notkovou cenu jako c¢;. Pozadované sloZeni je pfesné popsdno vektorem b, jehoz slozky
b; jsou rovny poZadovanému obsahu i-té latky ve vysledné smési. Jednotkové mnoZstvi
J-té suroviny obsahuje a;; jednotek i-té ldtky. Cilem tedy je nalezeni feSeni linedrniho
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41 Toto je véta, kterou jsem sly-
chal snad v kazdé hodiné mate-
matiky na druhém stupni zakladni
Skoly. Jakkoli se nam to v té dobé
zdalo prehnané, uvidime napfic ce-
lym textem, ze v této oblasti ma-
tematiky to plati dvojnasob.

42 Samozfejmé& mnohem praktié-
téjSi je spocitat pfimo prise-
Ciky téchto primek se souradnymi
osami, ¢imz dostaneme pro prvni
omezeni body [4,0] a [0,2], pro
druhé omezeni [3,0] a [0,6], pro
treti omezeni [—-1/2,0] a [0,1].

43 Je-li to mozné, pak je nejvyhod-
néjsi otestovat bod [0,0].

programu
n
)" xjc; — max
=
Ax=b & x=z=0.
\ J

l Priklad 2.2.6 l

(Dopravni problém) Mame m-tici vyrobct a n-tici spotiebiteldi. Snazime se rozvést zbozi

od vyrobcti je spotfebiteltim s minimélnimi naklady pfi jistych omezenich.

(¢, x) — min (2.2.1)
xeX={xeR"|(a;, x)<b;,i=1,...,k&{a, x)=b;, i=k+1,.... m&x; =0 &... &x; =0}
(2.2.2)

pR I 7ikladem vieho je slusny naértek?!

Ulohy v R? (a s mnohem vétsi mirou usili a predstavivosti i vIR*) mtizeme snadno vyfesit s pomoci
jednoduchého obrézku. V takovém pfipadé jsou obvykle jednotlivd omezeni ve tvaru nerovnosti,
nebot pfipadnd rovnost by tilohu vyrazné zjednodusila. Tato omezeni vymezuji poloroviny s hra-
ni¢nimi pfimkami s normdlovym vektorem a; a vrstevnice tcelové funkce c; x; + ¢, x, odpovidaji
pfimkam s normalovym vektorem c. ReSeni tlohy (2.2.1) pak znamend nalézt vrstevnici na nej-
niz$i mozné trovni, kterd m4a jesté neprazdny prinik s mnozinou X.

l Priklad 2.3.1 l

e p
Uvazme tlohu

—X] — X2 — min

X1+2x, <4 & 4x1+2x, <12 & -2x+x<1 & x=20 & x=0.

Pfimky a jejich normdlové vektory urcujici prvni tfi omezeni jsou zobrazeny na Ob-
rézku 2.2, zatimco pro posledni dvé podminky dostaneme soufadné osy.
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om2

Obrézek 2.2: Pfimky urcené levymi stranami jednotlivych omezeni
(. oml1: x; +2x, = 0, om2: 4x; +2x, =0, om3: —2x; + x, = 0) ajejich
normaélové vektory.

Hodnoty pravych stran pak urcuji posun téchto piimek (v pfipadé kladného c¢isla se
piimka posune ve sméru normalového vektoru*?). Tim dostaneme hrani¢ni p¥imky roz-
délujici R? vzdy na dvé ¢ésti a potiebujeme uréit, kterd z nich vyhovuje dané nerov-

433 otestovat, zda

nosti. K tomu staci vybrat libovolny bod nelezici na hrani¢ni pfimce
je pro néj nerovnost splnéna ¢i nikoliv. Tyto vyhovujici poloroviny jsou na Obrazku 2.3
vyznaceny Sipkami. Nesmime také zapomenout na pozadavek nezdpornosti obou pro-
ménnych, ¢imZ dostaneme pfipustnou mnozinu X jako priinik jednotlivych polorovin a

prvniho kvadrantu. Vysledkem je pak pétithelnik z Obrazku 2.3.

Obréazek 2.3: Pfipustnd mnozina.

Vrstevnice Gcelové funkce jsou rovnobézné piimky —x; — x, = a ur€ené tymz normaélo-
2

vym vektorem, které se pro @ — oo ,pohybuji“ jihozdpadnim smérem (odpovidajicimu
pravé onomu normélovému vektoru)*4, viz Obrazek 2.4.
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44 Diky rovnobéznosti nam staci
zakreslit pouze jednu vrstevnici a
ostatni pak pouze ,zkopirovat".
Napf. pro volbu @ =cj ¢y (soucin
koeficientd G&elové funkce) bude
odpovidajici vrstevnice vzdy pro-
chazet body [0,c1] a [c2,0].
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Obrazek 2.4: Kompletni vizualizace dané tlohy se zvyraznénim norma-
lového vektoru vrstevnic.

Z tohoto obrazku pak snadno vidime, Ze feSenim dané tlohy je bod C, ktery odpovida
pruseciku pfimek ur€ujici prvni a druhé omezeni, tj. vyhovuje dvojici rovnic x; +2x, = 4
a 4x; +2x, = 12. Snadnym vypoctem zjistime, Ze C = [8/3,2/3] a odpovidajici hodnota
dlohy je f* = —10/3. Jak by se zménilo feSeni a Obrézek 2.4, kdyby ticelova funkce byla
X1+ X2

Pfi méné presném nacrtku dané dlohy (coz je samoziejmé mnohem c¢astéjsi piipad) se miize
stét, Ze neni zcela zfejmé, ve kterém bodé nastdva feSeni. Obvykle dokdZeme identifikovat hranu,

pfipadé je moZzné si pomoci smérnici vrstevnic, kterd md vzdy hodnotu —c¢,/c,, takZe odchylka

z Xz

téchto pfimek od kladné ¢ésti osy x, je

arctg(—c/¢), —c1/c >0,

7w+ arctg(—ci/c), —c1/c, <0.

V prvnim ptipadé pak bude ¢ € (0,7/2), zatimco ve druhém dostaneme ¢ €€ (7/2, 7). Kdyby
¢ =0, pak jsou vrstevnice rovnobéZné s osou x;, zatimco pro ¢, = 0 budou rovnobézné s osou
Xz. Podobnym zptisobem ur¢ime i sklon hrani¢ni pfimky vymezujici mnozinu X a jejich porov-
nanim ziskdme hledany bod, pficemz zde je dobré mit na paméti, zZe vétsi hodnota podilu | ¢,/ ¢, |
znamend vétsi sklon neboli tihel ¢ blize /2. Ov§em nelze a priori fici, zda vétsi sklon je ,lepsi®
nebo ,horsi“. Vzdy totiz zalezi na vzdjemné poloze pfislusné hrany a vrstevnic a také na sméru

jejich pohybu. Toto si mtizeme ilustrovat na ndsledujicim piikladé.

[ Priklad 2.3.2 l

e a
Uvazme tlohu

—5x1 —11x;, — min

X1+2x, <4 & 4x1+2x, <12 & -2x+x<1 & x=20 & x=0.

JelikoZz pfipustnd mnozina je stejnd jako v predchozim ptikladé, mizeme vyuzit Obra-

2

zek 2.3 a zakreslit do néj vrstevnice odpovidajici soucasné ticelové funkci, viz Obrazek 2.5.
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Obrézek 2.5: Kompletni vizualizace dané tilohy se zvyraznénim normé-
lového vektoru vrstevnic.

Odtud je vidét, Ze feSenim je bod B. OvSem pfi béZném nécrtku to az tak zfejmé byt ne-
musi a mtizeme byt na pochybéch, zda feSenim je bod B nebo C (tyto jediné dva potenci-
alni kandidaty bychom méli poznat i pfi velmi hrubém nécrtku). ProtoZe pro vrstevnice
méame ¢; = —5 a ¢; = —11, bude smérnice téchto pfimek rovna arctg(—5/11) = 155,6°.
Hrana pfipustné mnoziny s body B a C odpovida pfimce z prvniho omezeni, takze jeji
smeérnice je arctg(—1/2) = 153,3°. To znamen4, Ze sklon této hrany je o néco malo str-
meéjsi nez vrstevnic (vSak také [-5/11| < |[-1/2]), coZ potvrzuje nads ptivodni zavér ohledni
feSeni vbodé B.

Uvazme jesté také tilohu

5x; —2x, — min

X1+2x<4 & 4x1+2x,<12 & -2x1+x<1 & x3=20 & x,=0.

Opét mame tutéz piipustnou mnozina, takZe dostdvame Obrazek 2.6 niZe.
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Obrézek 2.6: Kompletni vizualizace dané tilohy se zvyraznénim normé-
lového vektoru vrstevnic.

V tomto pfipadé vidime, Ze feSenim je bod A. Pojd’'me si jej potvrdit i pomoci vypoctu
smérnic odpovidajicich pfimek. Bez ohledu na preciznost na¢rtku by mélo byt ziejmé,
Ze feSenim je bud’ bod A nebo B. Tato hrana odpovida tfeti omezeni a smérnice této
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piimky je arctg(2) = 63,4°. Smérnice vrstevnic je arctg(5/2) = 68,2°, takze jejich sklon je
o trochu strméj$i nez pro hranu pfipustné mnoziny (vSak také 5/2 > 2). Proto feSenim
ulohy je skute¢né bod A.

VSechny pfedchozi tlohy mély jedind feSeni. To samoziejmé neplati obecné a tiplné stejné se
muZe stét, Ze feSeni viibec neexistuje — a to bud’ kvtili neohranicenosti ticelové funkce nebo kviili
tomu, ze X = @, viz Obrazky 2.7.a-2.7.b.

Obrazek 2.7.a: Neohranicend tiloha.

Obrézek 2.7.b: Neptipustna tiloha.

Uloha také miize mit nekone¢né mnoho feseni. I zde ale mohou nastat dvé principialné odlisné
situace — bud’ je mnoZina feSeni neohranicend (pfimka nebo polopfimka) nebo je ohranicena
(Gsecka), viz Obrézky 2.8.a-2.8.b. K tomuto je ale kaZzdopddné nutné, aby normadlovy vektor vrs-
tevnic a hrany pfipustné mnoziny (tj. jedné z vymezujicich piimek) byly linedrné zavislé (tj. jeden

néjakym nenulovym ndsobkem druhého).

Obrazek 2.8.a: Nekone¢né mnoho feSeni (polo-
piimka). Obréazek 2.8.b: Nekone¢né mnoho feSeni
(Gsecka).

V obou pfedchozich pfipadech byla mnozina feseni dokonce nepocetna. V této souvislosti se na-
bizi zcela pfirozend otdzka: je mozné, aby tloha linedrntho programovani méla pouze kone¢ny
pocet feSeni vétsi nez jedna? Viz napt. Obrazek 2.9.
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45 A\ Rovnobé&znost obvykle neza-
hrnuje totoznost (splyvani), takze
v takovém pripadé soustava ne-
bude mit reseni.

46\ takovém pripadé bud nadro-
vina splyva (je totozna) s jinou
nebo sice nesplyva, ale jeji pri-
nik s ostatnimi je stejny jako
prinik ostatnich mezi sebou, tj.
tato nadrovina vlastné zadné nové
omezeni nepridava a jeji pripadné
odebrani nema zadny vliv na po-
dobu pfipustné mnoziny.

47 Konvexni mnozina je takova, ze
s libovolnymi dvéma body obsa-
huje i celou Gsecku uréenou témto
body (napf. Gsecka, trojahelnik,
Etverec, kruh, koule atd.)

Obrézek 2.9: Uloha linedrniho programovani

muiiZe mit pravé 2 rizna reseni?

At uzte$enibylo jediné nebo jich bylo nekone¢né mnoho, jedna velmi dtilezita vlastnost vSechny
tyto pfipady spojovala. Vidite ji na obrazcich? Ano, feSeni vZdy nastalo v néjakém vrcholu mno-
hothelniku (a bylo-li to dokonce ve dvou, pak feSenim byly i body leZici na celé hrané spoju-
jici tyto body). Ndhoda? Mohlo by to byt v R? jinak? A v R"? To zjistime v dalsi ¢ésti. Ted’ se
ale podivame, co je pfipustnd mnoZzina X z (2.2.1) v obecném pfipadé. Tato mnoZina je ur-
Cena pomoci soustavy rovnosti a neostrych nerovnosti danych afinnimi funkcemi a podminkami
na znaménko nékterych proménnych. Co to znamené? Kazda z rovnosti v soustavé A;x = by,
tj. {a;, x) = b; pro i = 1,...,k, ur¢uje nadrovinu v R” s normdlovym vektorem a;, takze takové
soustavé vyhovuji body lezici v priniku vSech nadrovin. Pokud zZadné dvé z nich nejsou rovno-

45 ani ,74dn4 z nich neni linedrni kombinaci ostatnich“4® (viz rad&ji také zacatek daldiho

bézné
odstavce), pak s kazdou rovnostni podminkou dojde ke sniZeni dimenze ptivodniho prostoru R”
o jeden stupen, takze dané k-tici rovnosti vyhovuje n — k dimenzionélni nadrovina (afinni mno-
Zina). Oproti tomu kazdé z danych nerovnostnich podminek v soustavé A, x < b, tj. {(a;, x) < b;
pro i = k+1,...,m, udava tzv. poloprostor v R", coZ je jedna ze dvou ¢asti R" ohranicenych
nadrovinou {(a;, x) = b; s normélovym vektorem q;. Priinik téchto poloprostori samoziejmé
miuZe byt neohraniceny (pifimka, polopfimka, pds, kuzel apod.) nebo ohraniceny, v kterémzto
pfipadé ptijde o néjaky (mnohdy nepravidelny) mnohostén. Kone¢né pozadavek nezdpornosti
nékterych proménnych znamen4, Ze se musime omezit pouze na ¢ast R” ohrani¢enou odpovi-
dajicimi osami. Mnozina X je pak prinikem téchto tfi mnozin, tj. typicky ta ¢ast n — k dimenzio-
nélni nadroviny leZici v néjakém (ohrani¢eném/neohraniceném) mnohosténu. Vrstevnice tice-
lové funkce jsou pro kazdé a € R neprazdné mnoziny {x € R" | {c, x) = a}. Lépe feCeno, jednd se o
rovnobézné nadroviny s normdlovym vektorem c, které se pro a — oo ,,pohybuji“ ve sméru vek-
toru c. Tyto vrstevnice vyplni celé R" a feSeni tlohy (2.2.1) opét znamend nalezeni bodu (pfip.
bodi) z X, ktery lezi na vrstevnici s nejmensi moznou hodnotou «, tj. hleddme vrstevnici na nej-
niz$i mozné drovni, kterd m4 jesté neprazdny prinik s mnozinou X. Takovy bod mtze byt jediny
nebo jich mtze byt nekonec¢né (nespocetné€) mnoho a nebo nemusi existovat zadny.

Tento n&s intuitivni pohled na mnozinu X mtZzeme popsat také konvexnim jazykem, ktery hraje
zcela klicovou roli v celé oblasti matematického programovéani a my se jej podrobné naucime
pozdéji v Kapitole 22. Jelikoz kazdé omezeni je ddno pomoci afinni funkce (a tudiZ je uréeno néja-
kou nadrovinou), musi byt odpovidajici mnoZina konvexni*’. Diky tomu je mnozina X (jakoZto
pranik konvexnich mnoZzin) nutné také konvexni — ovS§em ne jen tak ledajakd. KaZdou rovnost
totiZ miizeme nahradit dvojici nerovnosti a celkovy pocet vSech omezeni je kone¢ny, takze se na
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48 \elmi specifickym polyedrem je
i prazdnad mnozina, kterou a priori
z nasich dvah nevylucujeme.

49tj. nejmensi konvexni mnoZina
obsahujici dané body

50 tj. zadna trojice nelezi na jedné
primce, zadna Ctverice bodd nelezi
v jedné roving, atd.

51V tomto kontextu rozumime 0-
thelnikem prazdnou mnozinu, 1-
thelnikem jednobodovou mnozinu
a 2-thelnikem Gsecku

mnozinu X miizeme podivat také jako na prinik kone¢ného poctu poloprostort neboli na po-
lyedr*8. Je-li tento polyedr ohrani¢eny, jedna se o tzv. polytop &i simplex, coz je konvexni obal*®

k + 1 afinné nezdvislych bod®®, které ptedstavuji vrcholy mnoziny X, tj.

k+1 k+1
X:{xe[R" Y Ajui, Ai€0,1] a Z/l,:l},
i=1 i=1

kde u,, ..., ur+1 jsou jednotlivé vrcholy simplexu. Napf. mnoZina X na Obrazku 2.10 je tzv. stan-
dardni (nebo jednotkovy) 2-simplex ureny vrcholy u; = [1,0,0], u, =[0,1,0] a u3 =[0,0, 1].

Obrazek 2.10: MnoZina X pro A; = (1,1,1) a b; = 1, zatimco A; =0, b; =0 (4.
z&dné nerovnosti) a s = 3 (tj. vSechny proménné jsou nezdporné).

VR? bude mnoZina X vzdy né&jaky konvexni /-thelnik, ktery mé v ohrani¢eném p¥ipadé ¢ < m+n
hran a vrcholt®!, zatimco v neohrani¢eném piipadé bude mit £ — 1 hran a ¢ — 2 vrcholt.

K ¢emu to vlastné potfebujeme? Mozné k nicemu a pozdéji to jiZ nevyuzijeme, protoze nase moz-
nosti grafického zndzornéni tloh linedrni programovani (stejné jako kterychkoliv jinych) kon¢iu
R3. Proto chceme vybudovat algoritmus &isté analyticky (abstraktné) a nezavisle na néjaké vizu-
alizaci. Je navic asi celkem ptirozené ocekavat, Ze praktické tilohy budou obsahovat (mnohem)
vice neZ tfi proménné. To by ale bylo aZ p¥ili§ pfikré hodnoceni. Uvedeny geometricky popis mé
preci jen velmi dilezitou dvojroli

(i) intuice:sjeho pomoci miiZzeme na zakladé Gloh v R? &i R ziskat pfedstavu o mozném feseni

PR

obecnych udloh, kterd by se ndm mohla hodit pfi hledadni feSeni obecnych tdloh;

(ii) etymologie: v roce 1948 popsal Danztig sviij algoritmus Motzkinovi, ktery v tom spatfil ja-
kési systematické prochazeni vrchold simplexu, diky ¢emuz ziskal tento algoritmus sviij
nazev — simplexovy algoritmus.

NeZ se pustime do hlubsi analyzy obecnych tloh linedrniho programovéani zodpovime si otdzku
samotné existence feseni takovych tiloh. K tomu budeme potfebovat jeden diisledek nésledujici
velmi diilezitého tvrzeni, které si v tuto chvili uvedeme bez ditkazu. Ne Ze bychom jej nezvladli -
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Kapitoly 22, kde si vS§e uvedeme se vSemi podrobnostmi a v §ir§ich souvislostech, takze samotny % ]

)
diikaz pak uz bude ,snadny“. Nicméné si ukdZeme alespon jednoduchy obrazek, ktery velmi o '%

Y
dobfe ilustruje podstatu tvrzeni v R?. =
£
 E
]
VETA 2.3.3 Necht je ddna matice A € R"™*" a vektor b € R™. Pak bud’ existuje feseni soustavy iy
o X
FARKASOYA Ax=b & x20, 2.3.1) N
MINKOWSKEHO o

nebo existuje feSeni
ATy=0 & (yb)<o. (2.3.2)

Uvazme vektory ay, a, € R? tvo¥ici sloupce matice A abod b € R?. Pak splnéni soustavy (2.3.1) pro
52 Kuzel je mnozina, ktera s kaz- e . . - . 152 ) e . PRSP
dym svym bodem obsahuje i celou néjaké x* = 0 znamend, Ze bod b patii do kuzelu’> vymezeného polopfimkami vychdzejicimi z
polop¥imku vychazejici z pocatku pocétku a se smérovymi vektory a,;, a, (tj. tyto polopfimky prochdzi odpovidajicimi body a,; a
a prochazejici timto bodem. a,). Naopak, je-li pro né&jaké y* splnéna soustava (2.3.2), pak piimka prochdzejici pocatkem a
s normdlovym vektorem y* oddéluje kuzel a bod b. Je tedy ziejmé, Ze bod b ma pravé jednu z
téchto vlastnosti, viz Obrazek 2.11.

S S S S
S S S S

S S S S S S
S S S S S

Obrazek 2.11: Geometricky pohled na Farkasovu-Minkowského
vétupro b = bab=Dh.

Pro nés je ale v tuto chvili diilezity predevsim nasledujici dasledek Farkasovy-Minkowského véty.

DUSLEDEK 2.3.4 Necht’ je ddna matice A € R™*" a vektor b € R". Pak bud’ existuje feseni soustavy

Ax<b & xeR", (2.3.3)

nebo existuje feSeni
ATy=0 & (yb)<0 & y=0. (2.3.4)

Diikaz. Definujme matici A:= (A b) € R"*"*D a vektory b:= (0 —1)T € R"*! pro nulovy vektor



VETA 2.3.5

0 € R" a také x := (}) € R™! pro A € R. Pak vyse uvedené systémy (2.3.3)-(2.3.4) lze postupné
zapsat jako

AX=0 & (X, b)<0 (2.3.5)
Aly=b & y=0. (2.3.6)

Vskutku, je-li x* = (1. ) feSenim (2.3.5), pak
Ax*+A*h<0 & A">0 neboli —%Ax* <b,

tj. — 4= x* je feSenim tilohy (2.3.3). Naopak, je-li x* feSenim (2.3.3), pak X* = (") spliiuje (2.3.5).
Podobné, pokud y* spliuje (2.3.6), pak ATy* =0, b'y* = -1 a y* = 0, takze y* jisté vyho-
vuje i soustavé (2.3.4). Konec¢né, je-li y* feSenim (2.3.4), pak pro —Wy* plati (2.3.6). To tedy
znamend (odmyslime-li si ziménu oznaceni x a y), Ze dloha (2.3.3) je ekvivalentni s tilohou
typu (2.3.2) a problém (2.3.4) s tlohou typu (2.3.1). Pak tvrzeni o feSitelnost pravé jednoho ze

systému (2.3.3)—(2.3.4) ihned vyplyva z Farkasovy—-Minkowského véty 2.3.3. |

Nyni uz mame vSe potiebné k tomu, abychom si dokdzali vétu o feSitelnosti tiloh linedrniho
programovani, kterd fikd, Ze hledani takového reseni miiZe selhat pouze z ocividnych dilvodii.

Je-li v iloze linearniho programovani v zdkladnim tvaru
(¢, x) >min & xeX:={xeR"|Ax=hb}

pro matici A € R™*" a vektory b € R™ a ¢ € R" pfipustnd mnoZzina X neprdzdnd a funkce
f(x) := {c, x) zdola ohrani¢end na X, pak ma tato tiloha alespon jedno feSeni.

Jesté pred samotnym dfikazem tvrzeni jedna velmi dileZitd poznamka: Uloha ve Vété 2.3.5 je
sice ddna v zdkladnim tvaru, ale my jiz vime, Ze je ekvivalentni s tilohou v kanonickém tvaru,
takZe totéZz tvrzeni nutné plati také pro tlohu linedrniho programovani v kanonickém tvaru. ..

Diikaz Vety 2.3.5. Necht X # @ a Gcelova funkce je ohranicend na X, tj. existuje konecné ¢islo

2y we

f* =infcx f(x) > —oo. Pfipustme, Ze dané tiloha neni feSitelnd. To znamen4, Ze neexistuje fe-

Seni soustavy
Axz=b & (c,x)=<f",
coz je ekvivalentni s neexistenci feSeni soustavy
X< , XxeR"™

Proto podle Dtisledku 2.3.4 musi existovat y € R” a A € R takov4, Ze dvojice (j’) fesi systém

y y| [P y

(—AT c) =0 & < , ><0 & =0,

A A\ A

cozZ je ekvivalentni se soustavou

Aly=Ac & (yb)>Af* & y=0 & A=0. (2.3.7)
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53 (mnohdy nepFesné oznaéovﬁ
jako Frobeniova véta): soustava
Ax = b ma alespon jedno reseni
pravé tehdy, kdyz hodnost ma-
tice soustavy je stejnd jako hod-
nost rozsirené matice soustavy, tj.
rank A = rank(A | b). Je-li dokonce
rank A = n, pak je feseni jeding, za-
timco pro rank A < n je reSeni ne-
kone€né mnoho a tvofi afinni pod-
prostor dimenze n—rank A.

54 takové dlohy jsou zcela bé&zné
v pocitacové tomografii, a pokud
matice A nema néjakou velmi spe-
cialni strukturu (napf. velké mnoz-
stvi nulovych prvki), pak je nale-
zeni feSeni prakticky nemozné.

X2

Obrézek 2.12: Soustava
X1—X;=2ax;+x,=0madje-
diné feSeni x* = [1, —1], které
ovSem nespliiuje podminku
nezapornosti, tj. X = @

x
x1

Obrazek 2.13: Soustava
X; + x» = 1méanekonecné
mnoho feSeni, ovSem zadné
z nich nespliiuje podminku

nezdpornosti, tj. X =@

V takovém piipadé pak pro libovolné x € X plati

(2.3.7)

> AfT,

23.7)

Adc, x)={Ac, x) = (ATy,x>=(y,Ax>XE2X<y,b>

z ¢ehoZz vyplyva, ze A > 0 (hodnota A = 0 neni moznd vzhledem k ostré nerovnosti) a souc¢asné
{c, x) = %—w > f*.Jenze odtud dostdvame spor ¢, nebot’ by vzhledem k libovolnosti x € X muselo

platit
b
<y/1 ). o -

fr=infien

2.4 Teoretické zaklady aneb byt, ¢i nebyt BPB

Déle se budeme vénovat problému (2.2.1) s mnoZinou X v kanonickém tvaru, tj.

[ (¢, x) >min & xeX:={xeR"|Ax=b&x=0}, (LP)

pro danou matici A € R™*" a vektor b € R™.

Samoziejmeé v tloze (LP) mé smysl omezit se pouze na situaci, kdy soustava Ax = b ma alespon
jedno feSeni, protoze v opa¢ném pfipadé je nutné X = @ a problém (LP) je tzv. nepripustny. Jeli-
koz mtizeme bez jakékoli Gijmy na obecnosti pfedpoklddat, Ze Zddna z rovnic v soustavé Ax = b
neni nadbyte¢nd, pak podle Rouchéovy—Capelliho véty 53 je nutné rank A = m < n. Oviem za-
jimavy je pfedevsim pfipad m < n, nebot pro m = n je soustava Ax = b jednoznacné fesiteln4,
takZe mnoZina X bude bud’ zase prazdnd (pokud ono jediné feSeni nespliiuje druhou podminku
x = 0) nebo bude jednobodova (a tento bod bude automaticky nasim hledanym feSenim daného
problému linedrniho programovani). Nicméné my nebudeme v naSem vykladu explicitné vyZa-
dovat ostrou nerovnost mezi m a n, nebot’ navzdory jednoduchému vzorci x = A~'b mtiZe byt
nalezeni jediného piipustného bodu vypocetné velmi naroéné, napt. je-li m = n = 10°. >* Navic
je potfeba mit na paméti, zZe iloha muize byt nepiipustnd i pro m < n, protozZe prvky mnoziny X
musi spliiovat také podminku nezdpornosti, viz Obrazek 2.12 a 2.13.

Pro nés algoritmus budeme jesté potfebovat, aby slozky vektoru b byly nezdporné, tj. b = 0. Toho
ale Ize velmi snadno dosdhnout pouhym vynasobenim odpovidajicich fadkt soustavy Ax = b
Cislem -1. Celkem tedy v tiloze (LP) miiZeme bez Gijmy na obecnosti pfredpokladat, Ze

* sloupce matice A jsou a,...,a, € R", tj. A = (ay, ay,...,a,) (pouze ozna-
ceni);

e m < narank A = m (tj. Fddky matice A jsou linedrné nezavislé);

* b =0 (pouze technicky pozadavek).

A co je mnozina X v tomto pfipadé? Je to konvexni podmnozina R” vytvofena prinikem klad-
ného orthantu vR" (kvadrantu v R? a oktantu v R%) uréeného podminkou x = 0 a m-tice nadrovin
urc¢enych kazdou z rovnic v soustavé Ax = b. Tato podmnoZzina mtiZe byt ohrani¢end (polytop/
simplex) jako na Obrazku 2.10 nebo neohranicend jako na Obrazku 2.14 niZe (ta horni hrana je
pouze ,virtudlni“).
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DEFINICE 2.4.1

Lze se setkat také s terminologii

DEFINICE
2.4.2A

Obrézek 2.14: MnoZina X z (LP) pro A= (1,1,-1)ab=3.

K tomu ale budeme potfebovat nékteré dalsi teoretické poznatky o mnoziné X a ticelové funkci.

Pro libovolny bod x = [x3, ..., x,] € R” definujeme jeho nosicjako mnozinu
J(x)={je{l,...,n}| x; >0},

které obsahuje indexy nenulovych soufadnic bodu x = 0.
Je-li navic x € X, pak jej nazveme bazickym pripustnym bodem (déle obvykle jen BPB)
ulohy (LP), jestlize vektory {a; | j € J(x)} jsou linedrné nezdvislé.

l Priklad 2.4.2 |

é N
Uvazme mnoZinu X urc¢enou matici A = ({3348) € R**S, ktera o€ividné spliiuje pod-
minka rank A = 2, a vektorem b = (}}) € R?. Pak napfiklad bod x = [0,2,0,1,0] € X je BPB,
nebot' J(x) = {2,4} a odpovidajici vektory a, = (3), as = () jsou linedrné nezavislé. Na
druhou stranu volbou b = (37) bod x = [0,0,1,0,4] € X neni BPB, nebot J(x) = {3,5} a

odpovidajici vektory as = (3), as = (&) jsou zjevné linedrné zavislé.

Jak ale vlastné BPB vypadaji? A jak je najit? To jsou klicové otdzky, na které se nyni pokusime
najit odpovéd'. Nejdiive ukdZeme ,geometricky“ popis BPB. JiZ jsme se zminili, Ze kazd4 kon-
vexni mnoZina obsahuje v§echny tsecky ur¢ené body z této mnoZiny, tj. pro libovolné x x, € X
a A €[0,1] mame Ax; + (1 - A1) x; € X. To ale znamen4, Ze (s vyjimkou prdzdné a jednobodové
mnoziny) vétSina bod v mnoZziné X lezi ,uvniti“ néjaké usecky s krajnimi body z X. OvSem to
nejsou viechny — spolu s témito body tam jsou body, pro které Zadna takova tisecka neexistuje, tj.
nelze ani ,,0 kousek“ prodlouzit zddnou tsecku vedouci z mnoziny X za tento bod, aniz by toto

prodlouzeni neopustilo mnozinu X. Toto jsou pro nés extrémné dtilezité body.

Necht mnozina Y < R” je konvexni. Pak body, které nelze vyjadfit ve tvaru Ay+ (1 - 1)y
pro néjakda y,y € Y splnujici y # y a néjaké A € (0,1) nazyvame extrémnimi (nebo kraj-
nimi) body mnoziny Y.
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VETA 2.4.3

Obrazek 2.15: Konvexni

mnoZina X jeji vSechny

extrémni body (Cervené) a

nékteré ,neextrémni“ body

(modré).

VETA 2.4.4

Jednim z typickych pfikladi konvexni mnoZiny je n-tihelnik. Jeho extrémni body pak jsou jed-
notlivé vrcholy, viz Obréazek 2.15. OvSem extrémni body mohou vypadat i trochu jinak. Uvazme
napf. kruh. Md extrémni body? A jaké to jsou? Ano, je to cely obvod kruhu, tj. hrani¢ni kruznice.

Bod x € X je BPB pravé tehdy, kdyz je extrémnim bodem mnoziny X.

Diikaz. ,— “ Nejdiive pfredpoklddejme, Ze x je BPB, ale neni extrémnim bodem mnoZiny X, tj.
existuji x,x € X a A € (0,1) takovd, Ze X # X a x = Ax+ (1 — ) X. Pak nutné x; # X; pro j ¢ J(x),
protoZe pro tyto indexy mdme 0 = x; = AX; + (1 — 1) X; a na pravé strané jsou pouze nezdporna
Cisla. Proto plati

n
bZZECdejZ Z Eéjajz Z fjdj, tj. 0= Z (f]—f])a] (241)
j=1 jeJx) JjeJ(x) JEJ(x)

JenZe x je BPB, takze vektory {a; | j € J(x)} linedrné nezdvislé, a tudiZ rovnost (2.4.1) je splnéna
tehdy a jenom tehdy, kdyZ x; — x; =0, tj. X; = X;. To ale znamen, Ze X = X, coZ je spor £.

»<="“ Diikaz opa¢ného sméru se provede podobné. Necht x € X je extrémnim bodem mnoZiny
X, ale soucasné neni BPB, tj. vektory {a; | j € J(x)} jsou linedrné zévislé. Pak tedy existuji Cisla
{c; | j € J(x)} takov4, Ze alesponi jedno je nenulové a Y €jaj=0. PoloZzme c;:=0pro j ¢ J(x)a
ci=1(c1,...,cn) 7. Pakplati Ac = Z;Lzl cja;=0,atedy A(xtac) = Axta Ac= bprolibovolné a = 0.
Navic pro dostatecné mald a = 0 plati také x + @ ¢ = 0 (perturbujeme pouze kladné soufadnice

bodu x; kdyby x = 0, pak nutné ¢ = 0 a vSe je trividlni), tj. x £ a c € X. JenZe soucasné plati
x=3(x+ac)+3(x—ac),
coz je spor s extrémnosti bodu x ¢, nebot’ jsem jej vyjadfili jako konvexni kombinaci dvou riiz-

nych (vyjma ¢ = 0) bodi z X. |

Nez si ukdzeme jakou roli hraji BPB v feseni tlohy (LP), podivdme na jejich existenci, pocet a jak
by se daly najit.

Necht' X # @. Pak mnozina v§ech BPB mnoziny X # 0 je neprazdnd a navic pro libovolné
x € X existuje BPB x takovy, ze J(x) < J(x).

s %z

Diikaz. Vzhledem k predpokladu X # je prvni ¢ast de facto pouze pfimym dtlisledkem druhé
Casti, ktera zarucuje existenci alesponi jednoho BPB. Dokdzeme tedy pouze druhou ¢ast tvrzeni.
Necht' x € X je libovolné. Pak b = Z;’zl x;a; a naSim cilem je najit BPB x € X s nejvySe stejnym
poctem nenulovych prvkd, tj. pro x = 0 takové, ze b = z?e](x) Xja;, J(x) € J(x) a vektory {a; |
j € J(x)} jsou linearné nezavislé. Je-li b = 0, pak vSechny tyto pozadavky spliiuje x := 0, nebot’
Ax=b=0a J(x) = @. Pro ddle uvazujme pouze b # 0:

(i) Jsou-li vektory {a; | j € J(x)} linedrné nezavislé, pak bod x uZ je BPB, a volba x := x bude
jisté spliovat vSechny pozadavky.
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55 Pri takovéto interpretaci musi
byt index v mnoziné B serazeny
vzestupné. Pro libovolné uspora-
dani prvkii v B, pak Ag znamena
matici, ve které prvni sloupec od-
povida sloupci matice A s index
rovnym prvnimu prvku v B, druhy
sloupec je urcen druhym indexem
v B atd.

LEMMA 2.4.5

s w2

(i) Jsou-li vektory {a; | j € J(x)} linedrné zavislé, pak existuji ¢isla {a; | j € J(x)} takovd, Ze ne
v8echna jsounulovd a }. ;¢ @ a; = 0, takZe pro libovolné y € R plati

b= ) (xj-vaya; (2.4.2)
jel o
Navic bez Gjmy na obecnosti miizeme pfedpoklddat, Ze alespoii pro jedno j € J(x) jea; >0
(v opatném piipadeé staci u vech a; zménit znaménko), takZe jisté existuje Cislo

r* ::min{%laj>0, jEJ(X)}>0-

Potom jisté x; —y* a; = 0, pficemZ alespoii pro jedno j € J(x) nastane rovnost. Proto bod x
seslozkami x; := x;—y* a; pro j € J(x) ax; = 0pro j ¢ J(x) je diky volbé y* arovnosti (2.4.2)
aplikované pro y* jisté pfipustny (tj. X € X) a spligje |J(x)| < |J(x)| — 1. Je-li bod x uz BPB,
jsme hotovi. V opa¢ném piipadé mtizeme proces opakovat tak dlouho, dokud
(a) vSechny slozky x nebudou nulové - to by ale vzhledem k jeho pfipustnosti bylo
mozné pouze v piipadé b = 0, coz uz jsme vyloucili ¢;
(b) vektory {a; | j € J(x)} budou linedrné nezdvislé a v takovém pripadé je diikaz hotov,
nebot médme BPB bod spliiujici dokonce J(x) < J(x). [ ]

Uz tedy vime, Ze pro libovolnou pfipustnou mnoZinu X # @ vzdy existuje alespon jeden BPB.
Ale kolik jich je presné? Kolik vlastné mtize mit dany polyedr/simplex extrémnich bodi? Jde to
vibec a priori spocitat? Toto je jedna z klicovych otdzek samotného simplexového algoritmu a k
jeji odpovédi budeme jesté jiny (ekvivalentni) popis extrémnich bodi z nésledujiciho lemmatu.
V ném vyuZijeme znaceni Ap := (a;) jep pro matici vzniklou z matice A vypusténim sloupcii s
indexy mimo danou indexovou mnozinu B%. Podobné budeme pouzivat znaceni xz pro vektor
vytvofeny z x tak, Ze vném vynechame slozky na pozicich s indexy {1,2,...,n}\ B.

Bod x je BPB mnoziny X pravé tehdy, kdyz existuje m-prvkovd mnozina B < {1,2,..., n}
takova, ze

(i) ctvercovd m x m matice Ap je reguldrni, tj. sloupce {a; | j € B} jsou linedrné nezavislé¢;

(i) x;=0proje{l,2,...,n}\B.

Diikaz. ,<“]Je-li x € X a plati-li obé podminky, pak J(x) € B, a tudiz vektory a; jsou linedrné
nezavislé i pro j € J(x), tj. x je BPB.

»—“Necht x € X je BPB. Je-li |J(x)| = m, pak indexovd mnozina B := J(x) jisté spliiuje obé dané
podminky. Je-li | J(x)| < m, pak mnoZzinu B vytvofime postupnym piidavanim m — |J(x)| indext
do J(x) tak, ze vSechny vektory {a; | j € B} budou linedrné nezavislé. To provedeme nésledujicim
postupem. Za¢neme volbou B := J(x). JelikoZ rank A = m < n (tj. existuje m linedrné nezavislych
sloupct matice A), musi existovat (alesponi jeden) sloupec a;, ktery nelze ziskat jako vhodnou
linedrni kombinaci sloupcti {a; | j € B}. Tento index i pfiddme do mnoZziny B a cely krok zopa-
kujeme s touto novou mnozinou B. Ve chvili, kdy jiz takovy krok neni mozny, tj. vS§echny sloupce
matice A jiZ jsou v linedrnim obalu mnoziny {a; | j € B}, pak tyto sloupce tvoii bazi linedrniho
obalu mnoziny {a; | j € {1,..., n}}, takZe nutné | B| = m, jak bylo potfeba. [ ]
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VETA 2.4.6

DEFINICE 2.4.7

Tato charakterizace ndm dava velmi jednoduchy (ale pracny) nédvod na hledani bazickych bodii:
staci vzit indexovou mnozinu B < {1, 2,..., n} urCujici reguldrni matici Ap a vypocitat xp := Agl b,
coz po doplnéni nulovymi hodnotami pro indexy z {1,2,...,n}\ B ddva bod x € R" vyhovujici
podminkdm z Lemmatu 2.4.5. Je-li navic x = 0, pak mdme dokonce BPB x € X. Ov§em miZe se
stét, Ze tato dodatec¢nd podminka neni splnéna, takZe pro danou indexovou mnoZzinu neexistuje
zadny BPB. KaZdopadné m-prvkovych podmnoZin n-prvkové mnoZiny existuje pouze konecny

pocet rovny binomickému &islu () = s,

déva horni odhad po¢tu BPB mnoZiny X, tj. je jich
pouze konecné mnoho.

Mnozina v§ech BPB je jednoznac¢né urcena indexovymi mnozinami B z Lemma 2.4.5, tj.
pro kazdou m-prvkovou mnozinu B < {1,2,..., n} urcujici reguldrni matici Ap existuje
nejvyse jeden BPB x € X.

Diikaz. Necht B < {1,2,...,n} je m-prvkovd mnozina, pro kterou Ag je regularni m x m matice.
Ukédzeme, Ze existuje nejvyse jeden BPB x € X ureny pravé touto mnozinou B. Takovy bod x
musi splriovat x; = 0 pro j € {1,2,..., n}\ B a soucasné

b=Ax= ijaj+ Z x,-aizz:xjaj:ABxB. (2.4.3)

JjEB i€{l,2,..,n}\ B JjEB
Ovsem tato soustava ma diky reguldrnosti matice Ap jediné feSeni xz = Az'b, ¢imzZ je vektor x
jednoznacné urcen. Pokud navic xg = 0, pak toto x je jedinym BPB pfislusnym indexové mnoZiné
B, zatimco v opacném piipadé plyne, Ze BPB pro B neexistuje. |

Ovsem pozor: toto tvrzeni o jednozna¢ném propojeni mezi BPB v X a indexovymi mnoZinami B
neftika viibec nic o jedno-jednoznacnosti prislusného BPB x € X, tj. rliznym indexovym mnoZzi-
nam B muiZe piisluSet jeden a ten stejny BPB. Nicméné to poukazuje na jistou bazickou vlastnost
mnoziny B, kterd je umocnéna i tim, Ze vektory {a; | j € B} tvofi bazi R™.

Mnozinu B popsanou v Lemmatu 2.4.5 nazveme bdzi BPB x € X. V takovém piipadé ho-
vofime o tom, Ze indexy j € B jsou v bdzi bodu x a indexy j € {1,2,...,n}\ B jsou mimo
bdzi bodu x.

BPB x € X nazveme nedegenerovany, jestlize x; > 0 pro vSechna j € B, zatimco v pfipadé
existence alesponi jednoho indexu j € B s vlastnosti x; = 0 hovofime o degenerovaném
bodé. Jsou-li vSechny BPB mnoZiny X nedegenerované, fekneme, Ze tiloha (LP) je nede-
generovand. V opacném pifipadé nazveme tlohu (LP) degenerovanou.

BPB x € X je tedy nedegenerovany praveé tehdy, kdyZ |/ (x)| = m neboli J(x) = B. Navic z definice
ihned vyplyv4, Ze nedegenerovany BPB x € X je vidy jednozna¢né ur€en mnoZinou B (rtizné
baze nemohou dét stejny nedegenerovany BPB vzhledem k druhé podmince v Lemmatu 2.4.5),
tj. mnoZina {a; | j € B} tvoii v jistém smyslu ,bdzi“ BPB x € X — samoziejmé to neni totéZ baze v
linedrni algebte, nebot zde pro rtizné BPB potfebujeme rtizné mnoziny B. Je-li BPB x € X dege-
nerovany, pak jej miiZe byt mozné ziskat pomoci dvou (a vice) riznych mnozin B (to ale zélezi
na linedrni /ne-/zdavislosti vektor faj 1 jeil,2,..., n}\ B} a vektoru a; odpovidajiciho indexu
i € Bs x; = 0). Kazdopadné plati, Ze tloha (LP) je degenerovand praveé tehdy, kdyz vektor b lze
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56 Neboli aloha (LP) je nedegene-
rovana pravé tehdy, kdyz vektor b
Ize vyjadFit jako linearni kombinaci pro alespoii jedno j € B, tj. staci ndm nejvySe m — 1 sloupcti matice A. Naopak, staci-li nejvyse
s nenulovymi koeficienty pomoci
m sloupcti matice A.

vyjadfit jako linedrni kombinaci s nezdpornymi koeficienty pomoci nejvyse m — 1 sloupcti ma-

-

tice A%, Vskutku, je-li tloha degenerovan4, pak existuje x € X abéze B tak,Ze b= Agxgpa x; =0

m — 1 sloupcti matice A, pak doplnénim indexti na m-prvkovou mnozinu B pfi zachovani line-
arni nezavislosti a nulovosti sloZek x, dostaneme degenerovany BPB. To mimo jiné znamens, Ze

-

degenerovany bod miizeme charakterizovat takeé tak, Ze vznikl prinikem vice nez n nadrovin, viz
také Obrazek 2.16.
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Uasdeagramonryy BRD

Obrazek 2.16: MnoZina X ur¢end podminkami Ax < b s degenerovanym bo-
dem, ktery neni dtisledkem nadbyte¢ného omezeni.

Jestlize matice A obsahuje vSechny sloupce m x m jednotkové matice (v libovolném potadi),

pak nalezeni alespori jednoho BPB je celkem snadné: vezmeme bdazi B tvofenou indexy téchto

sloupcti {e; = (0,...,0,1,0,...,0)T | i € {1,..., m}} a poloZime x;=0pro je{l,2,...,n}\B, zatimco
N——

i-1
pro j € B s odpovidajicim sloupcem e; pro néjaké i € {1,..., m} bereme x; jako i-tou sloZku vek-

toru b.

l Priklad 2.4.8 l

s p
Urceme BPB s bazi B = {3,4}, B = {1,4} a B = {1, 2} pro mnozinu X vymezenou podmin-

kami

2x1+x2+x3=1 & x1+3x2+x4=2

3120 & x=20 & x3=20 & x4=0.
V tomto piipadé mame
A= & b= .
1 3 0 1 2

Pro bézi B = {3,4} mdme Ap = (} ?), takze x5 = Az' b=, tj. odpovidaji BPB je

57 Zde pouze staci vyuzit znamého x=10,0,1,2].
ab)'__1 d-b
vzoree | g ~ ad-bc (—c a)'

Pro bézi B = {1,4} mame Ap = (39), takze®” Ap! = 1 (4 9). Proto x3 = Az' b = (12), 4.
odpovidaji BPB je
x=1[1/2,0,0,3/2].




VETA 2.4.9

4

Konetné pro B = {1,2} mame A = (} }), takze A" = £ (3 3'). Proto x5 = Ap' b= (312), tj.
odpovidaji BPB je
x=1[1/5,3/5,0,0].

Kdybychom upravili druhou rovnost v zadani tak, Ze by matice A tentokrat byla

A= ;
1 -3 0 1

pak bychom pro B = {3,4} dostali tentyz BPB, zatimco pro B = {1,2} bychom méli Ag =
(2 1) axp=(2],), takze odpovidajici bod je
x=1[5/7,-3/7,0,0],

coZ je sice bazicky bod, oviem neni pfipustny! Tj. pro tuto bazi neexistuje BPB. V obou
pfipadech byly dané mnoziny nedegenerované, nebot’ vektor b nebyl ndsobkem zad-
ného ze sloupcti matice A (tj. je jej mozné ziskat jako linedrni kombinaci nejméné dvou
sloupcti matice A). Piikladem degenerované mnoziny je tfeba

X1 —2X —X3+9x3+x5=0 & X;—-3x—Xx3+3x3+x=0 & x3+x7;=1

120 & x=20 & x320 & x=20 & x5=20 & x=0 & x7;=0.
V takovém piipadé mame
1 -2 -1 9 1 0 O 0

A=|1 -3 -1 3 0 1 0| & b=]o].
0 0 1 00 0O 1
Pro takovou mnozinu je totiz BPB napf. x = [0,...,0, 1], pro ktery plati J(x) = {7}, zatimco

B = {5,6,7}. Je také zfejmé, Ze pro vektor b nepotfebujeme tii sloupce matice A - staci
nam staci pouze jeden (ten posledni).

Jisté jste si jiz v§imli k tomu, zda néjaky bod je ¢i neni BPB, jsme viibec nepotiebovali ticelo-
vou funkci dlohy (LP), ale 8lo jen o ,geometrii“ samotné mnoziny X. Tak pro¢ jsme tomu tak
podrobné vénovali? ProtoZe ve skutec¢nosti existuje velmi tizkéd souvislost mezi BPB a feSenim
ulohy (LP), jak ndm ukazuje posledni tvrzeni tohoto odstavce.

JestliZe tloha (LP) je feSitelnd, pak existuje BPB, ktery je feSenim.

Pozor: tato véta rozhodné neiiké, Ze kazdé feSeni tilohy (LP) je BPB ¢i extrémni bod. Kdyby napft.
feSenim byla celd hrana néjakého polyedru/simplexu, pak BPB jsou pouze jeji koncové body
(vrcholy), ovsem ostatni body jiz BPB nejsou. Ov§em je-li tiloha jednoznacné fesitelnd, pak tim
FeSenim nutné musi byt néjaky BPB. Odtud a z Véty 2.4.6 dostdvame konecné-krokovy (ackoli
zcela neprakticky) algoritmus (vyuzivajici opravdu velmi hrubé sily) pro feSeni tlohy (LP): staci
uvazit vSechny m-prvkové podmnoziny B < {1,2,..., n}, pro kazdou z nich najit pfislusny BPB
(pokud existuje) a spocitat hodnotu ticelové funkce v téchto bodech. Napt. n = 2m musime uva-
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Zit (2’;") =~ 4™ podmnozin. Tato hodnota pro rostouci m roste exponencialné (tj. s kazdym zvyse-
nim m o 1 dojde ke z&tyfndsobeni po¢tu mnozin B), coz je z praktického hlediska nepfijatelné.
Navic tento ,algoritmus“ déva spravny vysledek pouze v pfipadé fesitelné tlohy (LP), protoze
pfipadnd neohranicenost dané tlohy na jeho vypoctu nic neméni. My ale sméfujeme k mno-
hem efektivnéj$imu algoritmu, ve kterém neni prochazeni BPB ndhodné a ktery funguje spravné
i pro neohranicené tlohy (tj. v priibéhu vypoctu indikuje neohranicenost ticelové funkce na X).

Diikaz Véty 2.4.9. Diikaz si rozdélime na nékolik kroki, které se v komplikovanéjsi podobé ob-
jevi také v simplexové metodé. Proto miizeme tento dikaz povazovat za jistou piipravu. Pii-
pust'me, Ze plati nésledujici tvrzeni

Je-liticelovd funkce tilohy (LP) zdola ohranicend, pak pro kaZdé x, € X existuje BPB (%)
~ _ *
X € X se stejnou nebo mensi funkcni hodnotou ticelové funkce, tj. ¢'x < ¢ " xo.

Potom z kone¢ného poctu BPB plyne, Ze v nékterém z nich musi ticelova funkce nabyt minimalni
hodnoty, a tudiZ byt feSenim tlohy (LP).

Musime tedy dokdzat tvrzeni (x). Uvazme proto libovolné xy € X. Mezi vSemi x € X takovymi,

Tx < ¢"x, vybereme to, které ma nejvétsi mozny pocet nulovych sloZek, a oznacime jej jako

Ze ¢
X (tento bod samoziejmé nemusi byt uréen jednoznacné). Jsou-li vektory {a; | j € J(x)} linedrné
nezévislé, jsme hotovi. V opaéném piipadé musi pro matici A = (a i) jesc existovat vektor v €
R\ {0} takovy, Ze A ¥ = 0. Doplnime vektor v nulovymi hodnotami na pozicich {1,2,..., n}\ J(X)
a vysledek jako v € R". Pak Av = AV = 0 a pfedpokladejme, Ze v navic spliiuje néasledujici dvé

M P

podminky, jejichz platnost si za chvili ovéfime v posledni ¢asti diikazu:

i) c'v=0;

(i) existuje j € J(x) takové, Ze v; <O0.

Pro t = 0 definujme vektor x(t) := x+ ¢t v. Pak plati Ax(t) = Ax+tAv=Ax=Dbprovsechnat=0,
protoZze x € X. Navic x(0) = x ma v8echny slozky s indexy j € J(x) kladné a ostatni nulové. Pro
j-tou slozku vektoru x() mdme x;(f) = x; + t v}, coz v piipadé platnosti (i) ddva x;(f) < 0 pro
dostatecné velké ¢ > 0. Zacneme-lis £ = 0 anechdme-li ¢ rst, pak hodnoty x; () s indexem odpo-
vidajicim v; < 0 jsou klesajici a v jistém okamziku #; dosdhnou nulové hodnoty. V tuto chvili mé
ale x(1,) stéle jesté nezdporné hodnoty, takze je pfipustné a souc¢asné ma o jednu nulovou slozku

vice neZ x. OvSem x(f,) také splituje ¢ 'x(t;) =c'x+fHc'v=<c"

Xp, ¢imz dostdvame spor s pred-
pokladem, Ze x obsahuje nejvétsi mozny pocet nulovych slozek mezi viemi x € X spliiujicimi

c'x<c"x.

Nyni jiZ jen zbyvé dokdzat vlastnosti (i) a (ii). Pokud ¢'v = 0, pak (i) je urcité splnéna a vlast-
nost (ii) dostaneme pfipadnou zménou vSech znamének ve ¢, nebot’ v # 0. Necht tedy dale cv#
0. Opét pfipadnou zménou znamének (je-li tento soucin kladny) dosdhneme c'v < 0, tj. plati (i).
Kdyby (ii) neplatilo, tj. v = 0, pak x(#) = X+ t v = 0 pro vSechna ¢ = 0, a tedy x(¢) € X pro vSechna
t = 0. JenZe v takovém piipadé je hodnota ticelové funkce pro x(¢) rovna c'x(¢) = ¢'x+tc'v — oo
a s rostoucim ¢ — oo bude ¢"x(#) — —oo, tj. tloha (LP) je zdola neohraniten4, a tedy nema fe-
Seni, coZ je spor s pfedpoklady tvrzeni (x). Vzhledem k libovolnosti xj a x je timto celé tvrzeni
dokézéno. |
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58 Oznaceni ,,dudlni" je klasicky
matematicky termin, se kterym
se mizeme setkat v radé oblasti.
Jak oviem oznacit paivodni tGlohu?
Tuto otazku si polozit William
Orchard—Hays nékdy kolem roku
1954 a otec zakladatele linearniho
programovani Tobias Dantzig na-
vrhl oznaceni ,,primarni*. PFiro-
zené? Mozna. ..

2.5 Dualita aneb penize az na prvnim misté

Ted uz sice mame vSe potiebné k vybudovani jiz nékolikrat avizovaného algoritmu, ale pfedtim
si jesté udélame kratkou a z praktického pohledu velmi dtileZitou odbocku. Na dlohy linedrniho
programovani se d4 totiZ podivat i z trochu jiného tihlu pohledu. Co tim mdme na mysli? NeZ si
to ukdZeme na samotné dloze linedrniho programovéni, uvazme klasickou soustavu linedrnich
rovnic

Bx=f (2.5.1)

pro néjakou matici B a vektor f (vhodnych rozmér) a pfipustme, Ze nds v tuto chvili nezajima
celé feSeni soustavy (2.5.1), ale pouze néjakd jeho ¢ast urcend vektorem g, tj.

O(f):=g'x.

Napf. pro g = e; dostaneme i-tou slozku feSeni nebo volba g = (1, ..., )T dava soudet slozek
celého feSeni atd. Jak potom zavisi hodnota ®(f) na samotném f? Co se stane pfi zméné f?

2Nz

Uvéazime-li misto soustavy (2.5.1) ilohu
B'v=g,

pak plati
O(f)=g'x=B"v) x=v'Bx=v'f.

Tedy se znalosti feSeni nové soustavy (2.5) mame jasné danou zdvislost hodnoty ®(f) na pravé
strané f. Proto tlohu (2.5) miizeme povaZzovat za tzv. dudlni®® (téz adjungovanou) k ptivodni
soustaveé (2.5.1). Jak ji ale ziskat? V tuto chvili to byl spiSe Deus ex machina, ale v dalsim piikladu
to jiz uvidime se v§emi podrobnostmi.

UvaZme proto nyni tilohu linedrniho programovani

4x; + 14X, — min,
X1+2x,=23, x1+4x,=4,

3X1+XZ23, XIEO, XZEO.

Tuto tlohu miZeme celkem snadno vyfesit pomoci obrdzku a najit f* = 15 vbodé x* = [2,1/2].
Ale pojd'me to zkusit jinak. Jestlize x;, x, mé byt feSenim této tlohy, pak z prvniho omezeni a
podminky nezdpornosti plyne

4x1+14x, =4(x; +33x) 24 (x; +2x5) 24-3 =12,
tj. f* = 12. Mizeme dostat i lepsi odhad? Ano, pomoci druhého a tfeti omezeni obdrzime
4% +14x; =3 (X1 +4X) + 3 (Bx1 + x) =3-4+ 1 -3=13,
tj. f* = 13, a pomoci prvniho a druhého omezeni dokonce dostaneme
4x;+14x, =23 (X1 +4x) +1(x7+2x5) =3-4+1-3=15,

tj. f* = 15. Jak dobry odhad mtiZeme takovym zptisobem viibec ziskat? A co to vlastné znamena
ytakovym zptisobem“? Za¢néme od konce. Pomoci jednotlivych omezeni se snazime odvodit
nerovnost ve tvaru

dixy+dyx,=h,

-
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kde d, <4, d, < 14 acislo h je nejvétsi mozné. Pak miizeme tvrdit, Ze pro vSechna x;, x, = 0 mame
4x1+14x, =dyx1+drxo = h,

a tudiz h je néjaka dolni hranice minimdlni hodnoty ticelové funkce na X. Jak takovou nerov-
nost ale ziskat? Zkombinujeme vSechny tfi nerovnosti do tvaru podobnému nerovnosti vyse s
néjakymi nezdpornymi koeficienty yi, y», y3 (nezapornost je potieba, aby znaménko nerovnosti
nemohlo byt opac¢né). Potom

(]. 'yl +1 'yg +3‘y3) X1+ (2y1 +4‘y2 + 1y3) Xo = yl (x1 +2x2) +y2 (x1 +4x2) +y3 (3x1 +XZ) = 3y1 +4y2 +3y3,
tedy mdme
di=y1+Y+3ys, do:=2y1+4y,+y3, h:=3y1+4y,+3y;.
Uz jen zbyva zajistit, aby & bylo nejvétsi mozné a d;, d, spliiovala dand omezeni. To nés ale pfi-
vadi k dalsi tiloze linedrniho programovéani
3y1 +4y, +3y3 — max,
M4 +y2+3y3§4, 2y1 +4y2+y3514, y120, y220, y320.

Toto je tzv. dudlni tilohak Gloze (2.5.1), kterd ohranicuje ptivodni problém zdola v tom smyslu, Ze

kazdy pripustny bod [y, y2, y3] dudlni Glohy d4va dolni hranici minima ti¢elové funkce ptivodni
dlohy:.

Dualni dlohou k obecné tloze linedrniho programovani

(¢, x) — min,
n
Zdinijj, l=1,...,k,

=

n
Zainijj, i=k+1,...,m,
=

je maximaliza¢ni tloha linedrniho programovani tvaru
(3, b) — max,

m

Zaijyiscj, j=1,...,S,
i=1
m

Y aijyi=cj, j=s+1,...n,
=1

inO, i=1,...,k.

Zejména tedy dudlni dlohou k tloze (LP) je tiloha v zdkladnim tvaru, tj.

[ (y,b)—max & yeY:={xeR"|A'y<c} ] (LPp)

I]lohy (LP) a (LPp) mtizeme soucasné zapsat do (velmi elegantni a symetrické) Tuckerovy tabulky
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kterd v tom nejobecnéjsim piipadé ma tvar
Primarni tiloha
x120 | xp=20 | -+ | ;=20 Xs+1 Xn
=0 an a2 ais aj,s+1 1n = b
Y2z0 az az azs az, s+1 Qon = by
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sa | SCe || S6 | =6 || =Cn | g
Cc X — min

Diive zminéné ohraniceni dané dudlni dlohou je vlastné obsahem tzv. slabé véty o dualité. Jeji
diikaz stejné jako dtikaz jeji silnéjsi verze zde uvadét nebudeme, nebot jsou pfimym diisledkem
obecnéjsiho tvrzeni z teorie matematického programovéni.

VETA 2.5.1 Pro kazdy ptipustny bod x € X tlohy (LP) a kazdy ptipustny bod y € Y dudlni tilohy (LPp)
SLABAVETA | Pt

) >(y, b). 2.5.2
O DUALITE D= ®.52)

Jinymi slovy, je-li y pfipustny bod pro (LPp), pak hodnota (y, b) udavé dolni hranici mi-
nima utcelové funkce tlohy (LP). Zejména je-li (LP) neohranicend (zdola), dloha (LPp)
musi byt nepfipustnd. Naopak, je-li iloha (LPp) neohranicend (shora), pak priméarni
uloha (LP) musi byt nepfipustna.

Nerovnost (2.5.2) ve skutec¢nosti ukazuje, Ze omezeni hodnot primarni a dudlni tdlohy je vza-

5 ol duali jemné, tj. f* nemuze byt mensi nez hodnota duélni tlohy a zaroven naopak. OvSem jak jsou tyto
angl. duality gap < Ao 4 6 R 1 P . oy 1. .
dvé hodnoty ,vzdalené“ neboli jaky je tzv. dudlni rozdil’®? Nulovy nebo mtize byt i nenulovy?



DUSLEDEK 2.5.2
CERTIFIKAT
OPTIMALITY

VETA 2.5.3
SILNA VETA
O DUALITE

Odpovéd’ na tuto otdzku déava tzv. Silnd véta o dualité, ale jesté pred ni si miizeme zformulovat
jeden velmi jednoduchy (ale ne piili§ prakticky) diisledek plynouciihned z (2.5.2). Pokud se ndm
totiz podafii najit dvojici bodd x* € X a y* € Y takovych, Ze hodnoty odpovidajicich tc¢elovych
funkci jsou stejné, tj. (c, x*) = (y*, b), pak jsme nalezli feSeni obou tloh, nebot’ tcelové funkce
v téchto dvou bodech nabyvaji své nejvétsi a nejmensi hodnoty, kterou mohou nabyt mezi v§emi
xeXayeY.

Pokud pro néjaky piipustny bod x* € X ulohy (LP) a néjaky pfipustny bod y* € Y
ulohy (LPp) nastane v (2.5.2) rovnost, tj. (¢, x*) = (y*, b), pak x* a y* jsou feSenimi
»svych“ dloh.

V tdloze (LP) mohou nastat tfi moznosti:

(i) pripustnd a ohranicena (tj. fesitelnd);
(ii) nepfipustnd (X = @);

(iii) neohranicend (f* = —o0)

a ty stejné moZznosti mohou nastat i pro dudlni dlohu (LPp). To dohromady déva celkem 9 moz-
nosti. Tfi z nich nejsou mozné kviili Slabé vété o dualité (neohranicenost obou tiloh i neohrani-
Cenost jedné tlohy a soucasné fesitelnost druhé tlohy). Navic Ize ukdzat, Ze ani nepfipustnost
jedné ulohy a fesitelnost druhé tilohy nemtiZze nastat. Zbyly ndm tedy pouze 4 moznosti, které
jsou shrnuty v nésledujici tabulce a zaroven popsany v nasledujici vété. Ve skute¢nosti ze Silné
véty o dualité plyne pouze to, Ze primdarni tiloha nemtize byt feSitelnd a soucasné dudlni dloha
nepiipustnd. To, Ze nem{iZe nastat ani symetricka varianta s feSitelnou dudlni tlohou a nepfi-
pustnou primérni dlohou, plyne z toho, Ze dudlni tloha je opét tilohou linedrniho programovani,
takZe tabulka musi byt symetricka.

] NP NO

DU i (=00 | 20| (" = —o0)
NP (¢* = —o00) v ® v
PaO % v %
NO (¢* =00) v b ®

Pro tlohy (LP) a (LPp) miiZe nastat praveé jedna z nasledujicich moznosti:
(i) obé ulohy jsou nepfipustné (tj. X =@ =Y);
(ii) uloha (LP) je neohranicend a tloha (LPp) je nepfipustn;
(iii) dloha (LP) je nepfipustnd a tloha (LPp) je neohranicend;
(iv) obé tlohy jsou pfipustné a ohranicené. Pak existuji jejich feSeni x* a y*, kterd navic
spliuji
(e, x")=(y" b),
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VETA 2.5.3
SILNA VETA
O DUALITE

80 Zvoli-li jiné hodnoty, pak bud
jeho potencialni zisk bude nizsi
nebo jim pozadovana cena bude
vyssi nez kolik by stal nakup su-
rovin

tj. minimum dosazené v (LP) je stejné jako maximum dosazené v (LPp) neboli hod-
noty obou tloh jsou stejné.

Nase tivahy ohledné dudlni tlohy ale nejsou samotcelné. Znalost feSeni duélni tilohy ma totiz
znacny prakticky vyznam, nebot’ poskytuje dalsi informace o ptivodni tloze. Uvazme opét pro-
blém optimélniho jidelnicku ve standardnim tvaru

{(c, xX) >min & Ax=b & x=0.
Pak duélni tiloha je maximaliza¢ni problém
(y,b)—max & A'y<c & y=0.

Proménné x,, ..., x, z pavodni dlohy reprezentuji mnozstvi jednotlivych surovin, ale jaky je vy-
znam dudlnich proménnych y;,..., ¥,»? To se pokusime zjistit pomoci tzv. rozmeérové analyzy. V
dudlnich omezenich Y., a;; y; < c; je c¢; jednotkova cena j-suroviny a a;; uréuje mnoZzstvi i-té
ziviny v j-té suroviné. Aby obé strany byly porovnatelné musi y; udévat jednotkovou cenu i-té Zi-
viny. ProtoZe b; je minimalni poZzadované mnoZstvi i-té ziviny za den, uelovd funkce (y, b) pak
urcuje celkovou cenu poZzadovanych Zivin. V dudlni tiloze tedy hleddme hodnoty y = (y1,..., Ym) "
urcujici ceny zivin tak, aby se maximalizovala celkovd hodnota pozadovaného pifijmu Zzivin za
den za podminky y = 0, pficemz celkova hodnota Zivin v j-tém jidle Y1", a;; y; neni vetsi nez
aktudlni cena c; j-tého jidla.

Ted' si ale pfedstavme, Ze né&jaky obchodnik ndm nabidne pfimy prodej Zivin bez jidla, napf.
ve formé vitaminovych tablet (vSe plyne syntetické, nendro¢né na pfipravu, plnohodnotné na-
hrazujici v§e potfebné atd.). Nabizi ndm prodej i-té Ziviny za jednotkovou cenu y;. Jak by mél
spravné zvolit cenu, abychom na tento obchod pfistoupili? Pfipustme, Ze nds zajimd pouze fi-
nanéni strdnka tohoto obchodu. Pak cena, kterou si Gc¢tuje za mix Zivin nahrazujicich j-té jidlo
by nemeéla byt vyssi nez ptivodni cena j-tého jidla, coZ je pravé omezeni z duélni dlohy. Je-li toto
pravdivé pro vSechna j, pak ma smysl uzaviit obchod. Obchodnik chce samoziejmé vydélat co
nejvice, takze by mél zvolit y,, ..., y,, maximalizujici celkovy zisk (y, b) pfi danych omezeni, tj.
pravé jako feseni dudlni tilohy 0. My sice vzhledem k nulovému duélnimu rozdilu mezi hodno-
tami primdrni a dudlni tlohy Zddné penize neusetiime, ale tento obchod pro nds mtize mit jiné
nehmotné vyhody - tfeba tisporu ¢asu (i kdyZ v tomto p¥ipadé to asi moc velkd vyhra nebude). V
ekonomii se proto hodnoty y, ..., ¥, nazyvaji stinovou cenou jednotlivych Zivin. Slovo ,stinova“
odrazi fakt, ze takovy obchodnik asi neexistuje nebo Ze by se mohlo jednat o komoditu, kterd na
klasickém trhu neobchodovatelnd. Nicméneé stéle v jistém smyslu vyjadiuje ,,cenu“ jednotlivych
zivin ur€enou trznimi cenami jidel a nas§imi pozadavky na skladbu pfijmu Zivin.

( Priklad 2.5.4 l

( 3

Uvazme femeslnika, ktery k vyrobé svych jedinych dvou vyrobki P a Q vyuziva dva stroje.

Jednotlivé detaily jsou shrnuty v nésledujici tabulce

stroj A | strojB | zisk [K¢]

vyrobek P 3 2 300

vyrobek Q 2 2/3 400
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Stroj A nesmi bézet déle nez 13 hodin za den a stroj B vice nez 12 hodin za den. Kolik
vyrobit kust jednotlivych vyrobkti, aby se maximalizoval zisk? To je feSenim tilohy

ize az na prvnim m

300x; +400x, — max

3x1+2x <13 & 2x+3x <12 & x=20 & x=0.

-

arni programovani

z

Resenim jsou 3 kusy vyrobku P a 2 kusy vyrobku Q s maximalnim ziskem 1700K&.

2. Line

Ted ale uvazme takovouto situaci: ¢erstvy absolvent studia matematiky na PfF MU by
chtél zacit podnikat ve stejném oboru. OvSem k tomu je potieba mit pocate¢ni kapital,
ktery pochopitelné nemad a vzhledem k jeho véku a majetku (a taky dvakrat pozdé vra-
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til knihy do knihovny, takze uz mé zdznam v registru) nelze oc¢ekévat, Ze by mu néjaka

banka poskytla rozumny Gvér. Ale doslechl se, Ze nas femeslnik zvazuje odchod do du-
chodu. Nas mlady podnikatel se proto rozhodl chopit pfilezitosti a navstivit femeslnika
s touto nabidkou: pronajme si oba stroje, pficemzZ za hodinu provozu stroje A zaplati y,
K¢ a za hodinu provozu stroje B zaplati y, K¢. Sou¢asné zachova stavajici druh produkce
a vyrobkd, které bude prodavat sam tak, aby mu to pokrylo alespon ndjem. Népad se fe-
meslnikovi pochopitelné libil, nebot’ jiZ nebude muset fesit béZné problémy drobného
zivnostnika (dané, EET atd.) a bude mit ¢as na vnoucata. Soucasné je vyhodny i pro mla-
dého absolventa, nebot’ nemusi draze kupovat nové stroje. Nicméné femeslnik je stéle
nedavéfivy, a tak je nutné vyuzit dosazené vzdélani a presvédcit jej o vyhodnosti celé
nabidky.
Pro vyrobu vyrobku P jsou potfeba 3 hodiny na stroji A a 2 hodiny na stroji B, tedy za néj
zaplati ndjem
3y1+2y,.

Soucasné vsak tento ndjem bude alespon roven jeho aktualnimu zisku z prodeje tohoto
vyrobku, tj.

3y1 +2y, = 300.

Podobné pro vyrobek Q dostaneme
2y1 + 3y, =400.

Remeslnikovi se navrh libil, ale nelibi se mu moZnost prondjmu pouze na ¢ast dne. Chtél
by pronajmout stroje na celou jejich provozni dobu. Jakou nabidku mé mladik udélat,
aby femeslnik souhlasil (on vi, Ze jeho cenni zisk je 1700K¢)?

Mlady absolvent se proto znovu zamyslel. Vi, Ze bude muset zaplatit 13y, + 12y,, oviem
nechce platit vice nez je nutné. TakZe hodnoty y; a y, musi byt feSenim tlohy

13y; + 12y, — min
3y1+2y,=2300 & 2y;+3y,=400 & ;=0 & y»=0.

M4 tato dloha feSeni? Ze Silné véty o dualité plyne, Ze ano. Neni tézké se pfesvédcit, ze
tim je volba y; =20 a y, = 120 s platbou 1700K¢ za den.

%1 Rozdil mezi dualni a primarni . ot e o ) . ) 61 .
je predevdim v typu hledaného Dualitu Ize pfibliZit i z fyzikdlnfho pohledu. Tentokrat ale zacneme z druhé strany®", tj.
extrému. OvSem jiz velmi dobre

vime, ze prechod mezi minima- (¢, x) >max & Ax<b

lizaci a maximalizaci je pouze o

éné énk ) P FEVRRR P p iy o . v 1s
Zmene znamenta s n =3 anecht tato tloha je fesiteln4 (tj. pfipustné a ohranicend). Bod x € R? je prvkem tfidimen-



52 To je jedna ze dvou &asti R3 vy-
mezena danou rovinou

zionélniho prostoru a vektor ¢ chdpejme jako gravita¢ni vektor (ten tedy sméruje doli — oviem
ne nutné vkolmém sméru). Kazda nerovnost v Ax < b uréuje n&jaky poloprostor®? ajejich priinik
je zdola ohrani¢eny konvexni polyedr. Kazdd dvoudimezondlni sténa polyedru je ur¢ena jednou
rovnosti (a;, x) = b;, kde vektory ay, ..., a,, tentokrat bereme jako transponované fadky matice
A. Oznacme sténu urcenou rovnosti {a;, x) = b; jako S; (ovSem ne kaZzd4 nerovnost v soustavé
Ax < b musi odpovidat néjaké sténé, takZe S; nemusi byt definovdno pro vSechnai =1,...,m).

Predstavme si, Ze hranice polyedru jsou vyrobeny z lepenky. Vezmeme miniaturni ocelovou ku-
licku a umistime ji nékam dovnitf polyedru. Kulicka dopadne na sténu a skutéli do nejnize polo-
Zeného vrcholu (proto potfebujeme ohranicenost), pfip. zistane stat na vodorovné sténé. Tuto
pozici oznacime x*. Zde ptisobi nejvétsi sila, takze se jednd o feSeni dané maximaliza¢ni tlohy. V
této stabilni pozici se kulicka dotyka nékolika dvoudimenzionélnich stén (obvykle tii). Oznac¢me
D mnozinu indext i takovych, Ze se kulicka dotykd S;. Pro i € D tedy mame (a;, x*) = b;. Gra-
vitace vyviji na kulicku silu F, kterd je imérna vektoru c. Tato sila je rozloZena mezi sily, jimiZz
kulicka piisobi (tlaci) na jednotlivé stény, kterych se dotyka. Sila F;, kterou kulicka ptisobi na
sténu S; je kolmd na S; s sméfuje ven z polyedru (zanedbame-li tfeni), viz Obrazek XXX

Sily ptisobici na kulicku jsou vrovnovéze, tj. F =Y ;. p F;. Normdlovy vektor stény S; nasmérovany
ven z polyedru je pravé a;, takze sile F; je tmérnd a;. To znamen4, Ze pro néjakd nezdporna cisla
y; musi platit

Y yrai=c.

ieD
Polozime-li y; =0proi€{l1,2,...,m}\ D, mizeme psat Zl’.'il yia;= ATy* = ¢, tj. y* je piipustnym
bodem dudlni tilohy
(y,b)—min & A'y=c & y=0.

Uvazme soucin (y*, Ax* — b). Pro i € {1,2,...,m}\D je i-ta slozka vektoru y* rovna 0, zatimco
pro i € D je i-td slozka Ax* — b rovna 0. Tedy tento skaldrni sou¢in je roven nule, tj. (y*, b) =
(y*, Ax*)y=(ATy*, x*) =(c, x*). Celkem tedy x* je ptipustny bod pro primdrni ulohu, y* je pii-
pustny bod pro dudlni ulohu a (y*, b) = (c, x*). Pak z Certifikatu optimality (Dtisledek 2.5.2)
plyne, Ze y* je feSenim dudlni dlohy.

m Simplexovy algoritmus

Geometricky zdklad metody vyuzivajici tzv. simplexovou tabulku jsme jiz naznacili. Nyni se na to

podivame vice analytictéji (a mnohem méné geometricky). BEhem postupu budeme generovat
posloupnost BPB x!%, x!, ... xPl € X, pficemZ v p-tém kroku zjistime, zda

(i) tloha (LP) je neohranicend;
(i) existuje BPB x!P*! takovy, ze (¢, x'P*1) < (¢, x!P!), tj. tento bod dava lepsi (mensi) hodnotu,
pficemz soufadnice tohoto bodu explicitné vypocteme;

(iii) bod x'”! je fesenim ulohy (LP).

Predpoklddejme, Ze tloha (LP) je pfipustnd (v opacném piipadé se ndm ani nepodaii samotny
algoritmus spustit, tj. najit vychozi BPB x'”'), a mé&jme jiz posloupnost BPB x', x!! ... x[P!, Pro
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jednoduchost oznaéme J := J(x) nosi¢ bodu := x!”! a (ngjakou) jeho bazi B := B(x). Pak pfi zna-

¢eni x = (x1,...,x,)" ac=(cy,...,c,) " plati

Y xjaj=) xja;=b

JjEB JjeJ

a oznacme hodnotu tcelové funkce v bodé x jako zy, tj.

Zoi= ). CiXj=)_ CjxXj.

jeB jeJ

(2.6.1)

(2.6.2)

JelikoZz vektory {a; | j € B} jsou linedrné nezdvislé, libovolny vektor a,, ..., a, mize byt vyjadfen

jejich pomoci s koeficienty A j, tj.
ar=3y Ajxaj, k=1,...,n
JjeB
a definujme cisla

zZei=) Ajkcj, k=1,...,n.
JEB

(2.6.3)

(2.6.4)

Ve vyjadreni (2.6.3) je ziejmé, Ze Ax; = 1 pro vSechna k € B a A, = 0 pro j € B\{k}. Proto téZ

zy = ¢ pro vsechna k € B.

Jaky je vyznam koeficientu A ;;? Pro jednoduchost pfezna¢me poradi vektort ay,..., a, tak, ze

béaze B naseho bodu x je B ={1,..., m} a definujme matici

All Aln
L:= = (Ajk)j=1,0m €R™
k=1,...n
/1m1 /lmn
Rovnost (2.6.3) vlastné znamena
An An
A=(alwvvran):(aly-'-)am) E "- E :AB'LY
A
B
Ami e Amm
tj.
/111 A*ln
L=A3z'A neboli o =A@ a).
Al oo Amm

Pak k-ty sloupec matice L dostaneme dostaneme vyndsobenim ey zprava, tj.

Ak aik

pak z; definované v (2.6.4) mtZeme vyjadfit jako

. T 4-1
Zk=Clﬂ,1k+C2/12k+"'+CmAmk=(Clr---!cm) . :CBAB Q.

(2.6.5)

(2.6.6)
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VETA 2.6.1

Odtud také snadno nahlédneme, Ze pro libovolné y € X plati

(e, x)=(c,y)+ Y (zj—¢))y;. (2.6.7)
j¥¢B

Vskutku, je-li y € X, pak Ay = b neboli pro N:={1,...,n}\ Bmame Ag yg + Ay yn = b, takZe

yp=A5'b- Az Anyn=A5'b-A5' Y y;a;,
JEN

z ¢ehoZ plyne

(¢, y)=(ca, yp)+{cn, yn) = cp (A b= AG' ) yja;)+cyyn =

JEN
T 4-1 T p-1 T T 4-1
=3 A5 b (cf A" X yra;- X cjyp) =chxp— ¥ (ch Az aj—cj) y; =
JEN JEN JEN
=(c,x)= ) (z;—¢))yj
JEN

Potom ale k tomu, aby x bylo feSenim tlohy (LP), je vzhledem k nezdpornosti a libovolnosti slo-
zek y; nutné nekladnost sumy na pravé strané. Vzhledem ke znaménku rozdilu z; — ¢ a ¢isla
Ajx a fesitelnosti tdlohy (LP) jsou pro nés zajimavé pouze 3 situace, které si nyni rozebereme. Je-
jich dtikazy jsou zaloZeny na rovnostech (2.6.1)—(2.6.4), ze kterych pro libovolné a € R odectenim
a-nésobku rovnosti (2.6.3) od rovnosti (2.6.1) dostaneme
Y (xj—adj)aj+aar=b proviechnak=1,...,n (2.6.8)
J€B
a podobné odectenim a-ndsobku (2.6.4) od (2.6.2) a pfiddnim « ¢ na obé strany ziskdme

Z(xj —aldj)ci+tack=zp—a(zx—c;) provéechnak=1,...,n. (2.6.9)
JEB

Jestlize existuje s € {1,2,...,n}\ B takovy, Ze z;— c¢; > 0 a A;; < 0 pro vSechna j € B, pak
dloha (LP) je neohranicena.

Diikaz. Necht index s € {1,2,...,n}\B je takovy, Ze z; — c; > 0 a soucasné A ;; = 0 pro viechna
Jj € B. Pak pro libovolné a > 0 je bod

Xj—alj, JjEB,
x(a) =1 «a, j=s,
0, jg€BU{s}

je pripustny, tj. x(a) € X, nebot m + 1 jeho slozek je kladnych pro B U {s}, ostatni jsou nulové
a z rovnosti (2.6.8) aplikované pro k = s plyne Ax(a) = Yjesuig Xj(@) aj = b. Jelikoz a muze byt
libovolné kladné ¢islo, dostaneme déle z (2.6.9) pro k = s, Ze
(,x(@y= )Y cjxjl@)=z—a(z;—c)——-0c0 proa—oo,
jeBU(s} ’h;)—’

tj. iloha (LP) je neohranicena. |

Dalsi moZnost nds pfivede k situaci, kdy existuje ,lepsi“ BPB. Uvidime, Ze bédze tohoto bodu
xP*1 a bodu x!”! se lii pouze v jediném indexu. Takovym bodiim se ¥kd sousedni. Ponechdme
na Ctendfi, aby si rozmyslel, Ze v pfipadé degenerované tlohy (LP) existuji body, které sousedi
samy se sebou.
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VETA 2.6.2

VETA 2.6.3

Necht tloha (LP) je nedegenerovand. Existuje-li index s € {1,2,...,n}\ B(= J) takovy, Ze
zs— s > 0 a soucasné Ay > 0 pro néjaké k € B, pak existuje novy BPB x € X, pro ktery je
hodnota ticelové funkce mensi nez v bodé x.

Diikaz. Necht pro néjaka s€{1,2,...,n}\B a k € B jsou splnény pfedpoklady véty. Pak diky ne-
degenerovanosti dané tlohy jisté existuje ¢islo a > 0 takové, Ze x; — a A ;5 = 0 pro vSechna j € B.

Vskutku, pro A, < 0 je uvedend nerovnost splnéna trividlng, zatimco v pfipadé A ; > 0 je potieba

vzit a € (0,x;/A ). JelikoZ A5 > 0 je splnéno nejméné pro jeden index j a nejvyse pro n indexd,
miizeme definovat ¢islo

x .

a :=min { L

js

jeB&)Ljs>0}>O.

Oznacime-li index, ve kterém nastava toto minimum, jako r € B, pak pro néj plati x, —a 1,5 = 0.
Navic index r je uren jednoznacné, nebot v opa¢ném piipadé bychom s vyuzitim (2.6.8) pro
k = s a a = a ziskali vyjadfeni vektoru b jako néjakou linedrni kombinaci nejvyse (m — 1)-tice
vektorti {a; | j € (B\{ry,12}) U{s}}, coZje spor .

Jestlize se nyni omezime na «a € (0, a] a definujeme-li bod x(«) se sloZzkami

xj—a/ljs, jEB,
xj(a)=1a, j=s, (2.6.10)
0, Jg€BUls}

pak z prvni ¢4sti a rovnosti (2.6.8) pro k = s vyplyv4, Ze x(a) € X. Navic hodnota tcelové funkce
v takovém bodé podle (2.6.9) pro k = s spliluje

z(a) :={c, x(a)) = zg — a (z5 — c5) < 2, (2.6.11)
——

>0

tj. je mensi neZ v bodé x. Ovsem bod x(a) nemusi byt BPB. To se stane pouze a jenom pro @ = a
vedoucik x, (@) = 0, nebot’ vopaéném piipadé bychom vzdy méli x(a) s (m+1)-tici nezdpornych
slozek. Proto X := x(a) je hledanym ,lep$im“ BPB. [ |

Nastane-li situace popsand v pravé dokazané Vété 2.6.2, pak za dalsi ¢len nasi posloupnosti BPB
bereme x!P*1! := x(@) s bazi B! = (B'P\ {r}) U{s}, pficemZ se mluvi o tom, Ze index r (pfip. vek-
tor a,) vystupuje z baze a sou€asné index s (p¥ip. vektor a;) vstupuje/pfibirdme do baze. Navic
7 (2.6.11) 1ze snadno vidét, Ze praveé tato volby x(a) dava nejvétsi mozné snizeni hodnoty tcelové
funkce mezi vSemi body x(a) pro « € (0, a]. JelikoZ vime, Ze BPB je pouze kone¢ny pocet, bude
tento algoritmus za pfedpokladu nedegenerovanosti tlohy (LP) vzdy kone¢nékrokovy. Jestlize je
ale tiloha (LP) degenerovand, pak se miiZe stat, Ze @ = 0 (pokud by x; = 0 pro né&jaké j € B), takze
by nastalo x(a) = x”!, a tudiz by doslo pouze ke zméné baze BPB x”!. To by mohlo vést az k
zacykleni celého algoritmu, cemuZ se budeme podrobnéji vénovat ve druhé ¢asti nasledujiciho
odstavce.

Necht tdloha (LP) je nedegenerovana. Bod x je feSenim tlohy (LP) praveé tehdy, kdyz z; —
¢ <0 provsechna ke {l,...,n}\B.
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%3 NapF. kdyby 3lo o vyrobu za-
lozenou na nakupu nékterych
zdroji od externich dodavateld,
tak bychom mohli preferovat re-
Seni zalozené na dodavateli, s nimz
se nam lépe obchoduje nebo ktery
by ndm nasledné mohl nabidnout
i né&jakou slevu. To jsou ale fak-
tory, které nelze a priori zahrnout
do samotné formulace problému.

DUSLEDEK 2.6.4

Diikaz. ,— “Vzhledem k pfedpokladu negenerovanosti tilohy (LP) plyne nutnost uvedené pod-
minky z tvrzeni V€t 2.6.1 a 2.6.2.

»<=“Necht y = (y1,...,Y) # X je jiny pfipustny bod mnoziny X, tj. Ay = b a y = 0. ProtoZe
Zr — ¢ = 0 pro vSechna k € {1,...,n}\ B a souCasné z; — ¢; = 0 pro kazdé j € B dle (2.6.4), plati
zx — cx < 0 pro vSechna k € {1,..., n}. Proto

n n
(yz)= ZJ’iZi = ZJ’iCi =(yc)y=2z2"
i=1 i=1

Navic dosazenim vyjadfeni (2.6.3) do rovnosti Ay = b dostaneme

n n n
b=Ay=) yia;= Zyi(zﬁjiaj) =2 ViAjia + A aj, +---+ Aj,i aj,)
i1 izl ‘jeB i=1

neboli )

b=3 (Zitﬁyi) aj. (2.6.12)

Jje€B "i=1
Podobné dosazenim (2.6.4) do nerovnosti < » z) < z* ziskame
(nzy=) yizi= ZJ’i(Z/ljiCj) <z

i=1 i=1 ' jeB
neboli .

Y (X iy =2 (2.6.13)

JEB "i=1
Protoze vektory {a; | j € B} tvofi bazi R™ a protoZe vyjadieni libovolného vektoru pomoci baze
musi byt jednoznacné, koeficienty odpovidajicich vektort v rovnostech (2.6.1) a (2.6.12) si musi
byt rovny, tj. Y1, Aj; ¥i = x; pro viechna j € B. Pak ale z (2.6.13) plyne

n
z' = Z (Z/,leyl) cj= Z XjCj= 2.
Jje€B "i=1 Jj€B
JelikoZ y € X bylo voleno libovolné, vyplyva z posledni nerovnosti, Ze bod x je feSenim tlohy (LP).
|

Vsimavy Ctendf jisté postiehl, zZe pro diikaz implikace ,<“ v pfedchozim tvrzeni nebyl pozada-
vek nedegenerovanosti dané tlohy potieba. To znamen4, Ze podminka , z; — ¢y < 0 pro vSechna
k € {1,...,n}\ B “je postatujici pro nalezeni feSeni libovolné tlohy (LP). OvSem v piipadé fesi-
telnosti mohou nastat dvé diametralné odlisné situace podle jednoznacnosti feSeni: feSeni se
realizuje bud’ v jediném bodé (ten je nutné BPB) nebo ve vice bodech (z nichZ alesponi musi byt
BPB), v kterémZto pfipadé jich bude nutné nespocetné mnoho (nebot’ mnozina feSeni musi byt
konvexni, takZe feSenim bude i kaZdy bod leZici na tsecce spojujici dvé feSeni). OdliSnost téchto
situaci neni ale zajimava pouze z matematického pohledu, protoZe i v praxi jisté mohou nastat
situace, kdy pfeci jen nékteré feSeni bude vyhodnéjsi nezZ jiné, ackoli davé stejnou minimalni
hodnotu téelové funkce®.

Jestlize z; — ¢, < 0 pro vSechna k € {1,..., n}\ B, pak x je jediné feSeni tilohy (LP).

Diikaz. JelikoZ z; — ¢ < 0 pro vSechny indexy k € {1,..., n}\ B, plyne z Véty 2.6.3, Ze x je feSenim
dlohy (LP). Pfedpoklddejme, Ze feSeni dané tlohy neni jednoznacné, tj. existuje dalsi piipustny
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DUSLEDEK 2.6.5

bod y € X spliiujici x # y a (¢, y) = (¢, x). Pak nutné y; > 0 pro né&jaky index j € {1,...,n}\B.
Kdyby tomu tak nebylo (tj. y; = 0 pro vechna j € {1,..., n}\ B), pak by mnoZina B také byla b4zi
bodu y, coz by vzhledem jednoznacnosti BPB nutné znamenalo x = y, a tedy bychom dostali
spor £, viz Vétu 2.4.6. Potom ale z (2.6.7) vyplyva

=0 VjgB
>0 pro néjaké j¢ B

(6, y)=(,x-Y (z—c) 7 > 1),
JjEBN—~—

coZ je opét spor ¢, tj. y nemuiZe byt feSenim, ¢imz je jednoznaénost dokdzana. |

Vsimnéte si, Ze pfedchozi tvrzeni je platné bez ohledu na degenerovanost tlohy (LP). Na druhou
stranu pro nésledujici diisledek je jiz nedegenerovanost potieba. V opaéném piipadé bychom se
totiZ mohli dostat do situace, ve které bychom za alternativni feSeni povaZovali tentyZ degenero-
vany BPB vyjaddfeny pouze pomoci riznych bézi. Z diikazu navic uvidime, Ze v piipadé rovnosti
zs—cs =0 pronéjaké s € {1,..., n}\ B mohou nastat dvé rizné situace podle toho, zda alternativni
feSeni je BPB ¢i nikoli, jak je vidét na Obrazcich 2.17.a-2.17.b. Rozdil mezi témto situacemi lze
popsat také ,v feci bazi“: jde totiZ o to, zda po nalezeni feSeni tlohy (LP) jesté existuje néjaky
index r € B, na jehoz tikor by index s vstoupil do baze.

!

Obrazek 2.17.a: Uloha —x; + X2 — min pro —x; +xp = Obréazek 2.17.b: Uloha x1 + x» — min pro x; + xp = 1,
1, x1 = 0 a x2 = 0, kterd ma nespocetné mnoho fe- xj =0a x2 =0, kterd mé nespocCetné mnoho feseni a
Seni, ale pouze jedno z nich je BPB (tim je bod A). dva z nich jsou BPB (body A a B).

Necht dloha (LP) je nedegenerovana. Jestlize x je feSenim tlohy (LP) a je-li z;— c; = 0 pro
néjaké s € {1,..., n}\ B, pak existuje i jiné (alternativni) feSeni této tilohy. Je-li navic A;; > 0
pronégjaké k € B, pakfeSenim je i jiny BPB, zatimco v opa¢ném piipadé je x jedinym BPB,

s v X2 s

ktery fesi tilohu (LP).

Diikaz. Tvrzeniviceméné ihned vyplyva z konstrukce bodu x(a) v diikazu Véty 2.6.2, nebot ne-
rovnost z;—cs > 0 jsme vyuzili az v jeho zavéru. Vskutku, je-li z;—c; = 0 pro néjaké s€ {1,...,n}\ B
a soucasné ;s > 0 pro néjaké k € B, pak lze zkonstruovat novy BPB x(a) stejné jako v (2.6.10)
s tim rozdilem, Ze tentokrat v (2.6.11) nastane rovnost, tj. hodnoty ticelové funkce v BPB x a x(a)
jsou totozné. Kdyby ale bylo z; — c; = 0 pro néjaké s € {1,..., n}\ B a souCasné A, < 0 pro vSechna
J € B, pak by bod x(a) z (2.6.10) stale byl pfipustnym bodem pro vSechna a = 0 a spliioval by
(¢, x) ={c, x(a)), ale neexistovala by hodnota a > 0, pro kterou by se z néj stal BPB. [ ]
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2.7 Simplexova tabulka

Samotny vypocet feseni tlohy (LP) pomoci simplexového algoritmu je ,organizovan“ do tzv.
simplexové tabulky a, jak se za chvili pfesvédCime, jeho priibéh velmi pfipomina Gaussovu eli-
minaci- ovsem s fizenym vybérem pivota (¢i hlavniho/klicového prvku) a ,,drobnym*“ omezenim
pfitpravach dalsich fadka. V literatufe narazit na rtizné tvary této tabulky, které se 1isi pfedevsim
uspofddanim jednotlivych sloupcti ¢i fadkt a také mirou podrobnosti uvedenych tdajt. Vidy z
nich ale 1ze vy¢ist vSechny informace potfebné pro vypocet.

Abychom nés vyklad zbyte¢né nekomplikovali, zd4 se ndm nejvyhodnéjsi zacit v prvnim kroku s
velmi podrobnou tabulkou o velikosti (1 +4) x (m +4), jak mtiZeme vidét v Tabulce 2.3 nize. K ni
jesté ale musime ptidat nékolik vysvétleni:

(i) prvnitadek je pouze informativni popis a v praktickych vypoctech neni potieba;
(i) cervené jsou uvedena symbolickd oznaceni jednotlivych sloupcti/fadkt, zde nic nedosa-
zujeme;
(iii) zelenou barvou jsou uvedeny proménné s bazickymi indexy, zde misto b;,..., b,, dosa-

dime konkrétni hodnoty;
(iv) Cernou barvou jsou uvedeny proménné ¢i slozky rtiznych vektorti/matic a pii praktickém

vypoctu misto nich uvedeme konkrétni ¢iselné hodnoty.
(v) Sedé bunky ziistavaji prazdné.

V dal$ich krocich jiZ neni potieba takto podrobnd tabulka a ddle se pracuje s tzv. redukovanou
simplexovou tabulkou, ve které jiZ neni potfeba vypisovat sloupec oznaceny cg a faddky oznacené
c a zj.. Néktefi autofi také kviili Gspoie ¢asu/barvy ¢i kviili fyzické ndmaze ignoruji pii vypliio-
vani tabulky nulové hodnoty, takZe jejich tabulka obcas ptisobi netiplné. My tento tizus aplikovat
nebudeme, nebot by se ndm pfi ru¢nim vypoctu mohla tabulka snadno stat velmi nepiehlednou
(a pfi vypoctu na pocitaci se tim nemusime moc trapit).

oznaceni
hodnoty roménnvch hodnota . xp
bazickych g dpovi da]iniCh oznaleni proménnych bazickych | Podil Xjs
slozek indextim a odpovidajici prvky matice L slozek (pro vhodné s)
vektoru ¢ Pl vektoru x
v bézi
Cp Xp X1 X ey Xn Xp xglA
Ch, Xb Ap Apz | = | Abn Xp, Xy I Ay,
Cp, Xp, Aby1 A2 | | Abun Xp, Xp, ! Ay,
Cb, Xp Abut | Abuz | | Abun Xp,, Xp,, | Ab,,,s
C C1 Co tee Cp
Zf 21 V%) cee Zn
2k —Ck Zi—c | Z2=C | - | Zn—Cn | (6 X)

Tabulka 2.3: Vychozi simplexové tabulka
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[ Priklad 2.7.1 l

a A
Uvazme tlohu
X1 — Xp +2x3 +3x4 — min
2x1+x2+x3=1 & x1+3x2+x4=2
3120 & x=20 & x3=20 & x4=0.
Tato uloha je jiZ v kanonickém tvaru a odpovidé dloze (LP) s n =4, m =2 a volbou
T 21 10 T
c=(1 -1 2 3) & A= & b=(1 2) :
1 3 01

Jelikoz vektor b lze ziskat pouze pomoci dvou (libovolnych) sloupcti matice A, jedna se
o nedegenerovanou tlohu. Zvolime-li bazi B = {3,4}, pak Ap = ({9), takze podle (2.4.3)
méme xg = A;' b= b avsouladu s (2.6.6) dostaneme L = A;' A= A. Proto vychozi sim-
plexova tabulku md nésledujici podobu (posledni sloupec s xg/A zatim nechdme by,
nebot jeho vypocet tizce souvisi s prvnim krokem simplexového algoritmu).

Cp XB X1 | X0 | o | x| xB xg/A

2 X3 2 1 1 0 1 X3 /Ag,s

3 X4 1 3 0 2 2 X4/A,4,S

G 1 -1 2 3
2k 7111 2|3
zr—c. | 6 [ 12| 0 0 8
Tabulka 2.4: Vychozi simplexova tabulka k Pfikladu 2.7.1
\ J

Ate

@

2)
3)

4
)

d’ jiZ samotny popis celého simplexového algoritmu:

Danou tlohu linedrniho programovani pfevedeme do kanonického tvaru (LP), tj. vhod-
nymi ipravami z rovnosti udélame nerovnosti a proménné bez omezeni na znaménko na-
hradime novymi proménnymi omezenymi na znaménko atd.

Pokud néjaka slozka vektoru b je zdpornd, vyndsobime pfislu§nou rovnici —1.

Nalezneme vychozi BPB a ur¢ime jeho bazi B. Obsahuje-li matice A vSechna sloupce jed-
notkové matice, pak za bazi bereme odpovidajici indexy. V opacném pfipadé vyuzijeme tzv.
dvoufdzovou simplexovou metodu, které se budeme vénovat v nasledujici Odstavci 2.8. Zde
také zjistime pfipadnou nepfipustnost tlohy,nebot’ se ndm nepodafii najit vychozi BPB.

Sestavime vychozi simplexovou tabulku pro zvoleny BPB.

Jestlize
(i) zx—cr =0provsechna k ¢ B, je vypocet hotov. Zvoleny BPB je feSenim tillohy. | KONEC |.

(i) zs—cs >0 pronéjaké s ¢ B a soucasné
(ii,) Ajs<0provsechna j € B, pak tloha nema feSeni. | KONEC |.
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(iip) Ajs>0pronéjaké j € B, pak existuje novy BPB s ,lepsi“ hodnotou ticelové funkce,
ktery najdeme v dal$ich krocich.

(6) Urc¢ime klicovy sloupec:
(i) pokud z; — ¢ > 0 pro jediny index s ¢ B, pak je to sloupec odpovidajici proménné x;.

(i) pokud z;—c; > 0 pro vice indexti s ¢ B, pak je to sloupce odpovidajici proménné x;, pro
kterou mé rozdil z; — c; nejvétsi hodnotu, tj.

zs—cs=max{zj—c;| j¢ B &z;—c;>0}.

Kdyby i toto nastalo ve vice indexech, vybereme ten nejmensi (tj. ten, ktery je v simple-
xové tabulce nejvice vlevo neboli pravidlo prvni volby), viz Pozndmka 2.7.2 niZe.
Index odpovidajici klicovému sloupci vstupuje do béze. Soucasné z baze vystupuje ten in-
dex r, pro ktery

Xr . xj
— =Mmin< —
Ars

jeB&/ljs>0} 2.7.1)

]S
(k tomu vyuZzijeme posledni sloupec simplexové tabulky), ¢imZ dostaneme tzv. klicovy 7d-
dek. Takto ziskdvame novou béazi B\ {r} u {s} a prvek A, v simplexové tabulce je tzv. klicovy
prvek nebo pivot (prinik klicového fadku a sloupce).

(7) Sestavime novou simplexovou tabulku (bez fadku odpovidajicich c a z;) odpovidajici bazi
B\{r}u{s}. Nemusime ale vSe pfepocitavat od zacatku. Staci upravit stavajici tabulku podle
nasledujicich pravidel (viz Vétu 2.7.3 nize)

(i) klicovy fadek vyndsobime ¢islem 1/A,, abychom na pozici klicového prvku dostali 1;

(ii) v ostatnich fadcich klicového sloupce chceme mit 0, takze od kaZzdého ze zbyvajicich
m —17¥adk pro xp odecteme kliCovy fadek vyndsobeny Cislem A5/ A, ;

(iii) podobnou Upravu provedeme i pro fadek zy — cg, tj. kliCovy fadek vyndsobime (z; —
c)l Ars;

(iv) ve sloupci oznaeném xp s bazickymi proménnymi misto x, napiSeme x; a ostatni ba-
zické proménné ponechdme stejné.

(8) Pokracujeme krokem 5.

Poznamka 2.7.2. Volba klicového sloupce popsana v kroku (6)(ii) je tzv. Dantzigovo pravidlo
(nebo maximdlniho relativniho ocenéni, které je motivovano tim, Ze hodnota z; — ¢, jsou tzv. re-
dukované ndklady, tj. vyjadiuje jednotkovou miru zmény (poklesu) ticelové funkce pfi zméné v
proménné x;. Koeficienty v icelové funkci totizZ reprezentuji jednotkové naklady ,aktivit“ urce-
nych proménnymi. Redukované naklady pak indikuji, jak moc by se musel redukovat k-ty koefi-
cient ticelové funkce, aby soucasné ,aktivita“ reprezentovand k-tou proménnou byla ndkladoveé
efektivni (tzn., Ze by méla kladnou hodnotu v optimalnim feseni). Existuji samozfejmé i jiné po-
stupy, napft.

o lexikografické pravidlo, ve kterém ihned bereme nejmensi index (tj. ten nejvice vlevo). Toto
asi neni piilis efektivni, ale je velmi jednoduché.®*

o pravidlo nejvétsiho vylepseni, ve kterém pfi dané volbé docilime maximalni moZzné zmény
hodnoty ticelové funkce.

vox s

* pravidlo nejvzddlenéjsiho vrcholu, ve kterém se chceme z aktudlntho BPB pfesunout do nej-

N

vzdélenéjsitho BPB (neboli vrcholu simplexu).
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Posledni dveé alternativni pravidla jsou vypocetné velmi ndrocné, nebot’ potiebujeme porovnat
urcité hodnoty ve vSech moznych novych BPB.
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2.7 Simplexova tabulka

JestliZe uloha (LP) neni neohrani¢end ani nepfipustnd a soucasné zvoleny vychozi BPB nent je-

2. Line

jim feSenim, pak v souladu s Vétou 2.6.2 zkonstruujeme novy BPB. OvSem tento bod jiZ nemu-

sime pocitat pomoci rovnosti (2.4.3), povazovat jej za novy vychozi BPB a vracet se az k bodu
(4) s konstrukei nové vychozi simplexové tabulky. VSechny tyto informace totizZ d4dva nova (sim-
plexovd) tabulka ziskand dle pravidel popsanych v bodé (7), takze mtizeme pokracovat pfimo
bodem (5). Korektnost tohoto postupu zarucuje potvrzuje néasledujici véta, kterd nevyzaduje ne-
degenerovanost dané tlohy. Navic body (6)-(7) lze aplikovat i v pfipadé, kdy z;—c; = 0 a soucasné
Aks > 0 pro néjaké k € B, ¢imz nalezneme jiny bod se stejnou funkéni hodnotou. Ten je bud’ al-
ternativnim feSenim nebo soucésti cyklu (je-li iloha degenerovanad).

VETA 2.7.3 Necht x je BPB tlohy (LP) s bazi B. Jestlize z; — ¢; = 0 a soucasné Ay > 0 pro néjakou
dvojici indexti s € {1,2,...,n}\ B a k € B, pak tabulka ziskana podle pravidel popsanych
v bodé (7) simplexového algoritmu je simplexovou tabulkou pro novy BPB X s bdzi B =
B\{r}u{s} ziskanou v bodé (6).

Diikaz. ZVéty 2.6.2 vime, Ze novym bazickym bodem je

Ajs .
Xj—mer, ]EB,

= . Xr .

xj.: = j=s,

0, j¢BuU{st

pro vhodny index r € B, pticemz X, = 0 a soucasné A, > 0, viz (2.7.1). Jelikoz

(2.6.3)
as =Y Ajsaj= Y. Ajsaj+Arsa,
jeB jeBNir)

plyne odtud
1 ;

a, = —a,— Mg, 2.7.2)

Ars jeBNirt

Proto miizeme libovolny vektor a, ..., a, vyjadrit jako

(2.6.3)
ar = Z Ajkaj+/1,ka,=
JjeB\{r}
2.7.2) 1 Ajs —
= Z Ajkaj+/1,k(/1—as— Z A—ﬂa,-)-
jeB\{r} rs jeB\{r}
Ar Ar —
= Y (Ae-a5d)a+ 32 ay, k=1,...,n,
JjeB\{r}

neboli dostdvame vyjadfeni

s koeficienty
X Ajk=Ajs5E, jeB\{r}, ke{l,...,n},

i j=s kefl,...,n},



uréujicimi novou matici L odpovidajici bézi B, viz (2.6.5). Pak ale A;; = 1a A;; =0 pro j € B\{s},
coz odpovida pravé krokiim popsanym v simplexovém algoritmu v bodé (7)(i)—(ii). Nyni jesté
zbyva urcit zj — ¢ a {c, X). Ponévadz plati

A 2.6.4) 2 _ Ark Ark =
Zk—Cr = Zﬂjkcj—ck— Z (Ajk_ﬂjs,l_” Cj+/1—”Cs—Ck—

jeB JjeB\{r}
A A
= (Z/ljkcj—/lrkcr)—ﬁ(ZAjscs—A,Sc,)+ﬁcs—ck=
JEB Jj€B
A
= Y Ajeei—ce=FE( L Ajse-c =
JjEB JEB

=(zk—CK) — 5= Ak
A’rs

a soucasneé také

— . — ;Ljs X, _
(CEEDNIEIEEDY (xj—l—”xr)cj+/l—r’scs—

jeB jeB\{r}
X,

:(zcjxj_crxr)_A—;(ZA]’SC]'—A,SC,—CS) =

jeB jeB
= Ly — X . Ci— =
=2 ¢ A,S(ZA]SC] CS) =

Jj€B JEB
= <C; x) — & Xry

A‘rS

jsou hodnoty zj — ¢ a {c, X) zcela v souladu s vypoctem popsanym v simplexovém algoritmu v
bodé (7)(iii). [ ]

| Priklad 2.7.4 l

[ Nedegenerovana tloha v kanonickém tvaru: & © O https://goo.gl/7TH15Uy ]

l Priklad 2.7.5 l

[ Nedegenerovana tloha: s © L https://goo.gl/7H15Uy J

| Priklad 2.7.6 l

[ Neohrani¢end tiloha: & @ J https://goo.gl/7TH15Uy ]

l Priklad 2.7.7 l

[ Alternativni feSeni #1: )5 © [ https://goo.gl/ 7TH15Uy J

| Priklad 2.7.8 l

[ Alternativni feseni #2: i © [ https://goo.gl/7TH15Uy ]
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l Priklad 2.7.9 l

7

S pomoci simplexového algoritmu vyfesme tilohu

—4x; —6Xxy — min
6x1+4x, <24 & 5x+10x, <40

=20 & 0<sx,<3.
Reseni. Prevodem do kanonického tvaru dostaneme tlohu

—4x; —6Xx, — min
6x1 +4x, +53=24
5x1+10x, + 54 =40

X +855=3

x120 & x=20 & 5320 & =20 & s=0.

Obrazek 2.18: Kompletni vizualizace dané tlohy se zvyraznénim nor-
maélového vektoru vrstevnic.

Odpovidajici matice A a vektor b jsou

6 4 1 0 0 24
A=|5 10 0 1 o0f, b=|40],
0 1 0 0 1 3

z tehoz vidime, Ze tiloha je degenerovand, nebot’ vektor b lze ziskat jako linedrni kom-
binaci pouze dvou sloupcti matice A, viz také Obrazek 2.18. Za vychozi BPB miize vzit
x%'=0,0,24,40,3] s bazi B(x'™) = {s3, 54, 55} a miiZeme pustit do samotného vypo&tu.
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Cp XB X Xo S3 Sa S5 Xp xglA
0 5 6 | 4 1 0 0 | 24 6
0 S 5 110 o 1 o | 40 4
0| s o |(M]| o 0 1 | 3 |3-
cr 4| -6 o0 0 0
Z 0| o 0 0 0
2k — Ck 4 61 0 0 0 0
5 6 | 0 1 0 -4 | 12 2
s |G| o 0 1 10| 10 | 2—
X 0| 1 0 0 1 3 ®
ze—ce | 41| 0 0 0 -6 | -18
53 oo | 1 | -6/5 0o |o0-
x1 1 | o 0 15 | 2| 2 ®
X 0| 1 0 0 1 3 3
ze—ce | 0 | 0 0 | -a5 | 21| -26
S5 o | o | 1/8 | -6/40]| 1 0
x1 1 | o | 174 [-110] 0 2
X o | 1 |-1/8] 320 | 0 3
ze—ce | 0 | 0 | -1/a| -12 | o | -26

Hned ve druhém kroku jsme dostali moznost vybéru pro volbu klicového fadku, coZ je
disledek degenerovanosti stejné jako nulova hodnota s; ve tietim kroku. Postupné jsme
prosly tyto BPB

x'=10,0,24,40,3] ~ x™M =1[0,3,12,10,0] ~ x?' =[2,3,0,0,0] ~ x¥ =[2,3,0,0,0].

V pfedposlednim kroku jsme se dostali do degenerovaného BPB. Nastésti jiz po jednom
dalsim kroku jsme , dorazili do feSeni“. OvSem to je fakticky stejné jako v predposlednim
kroku, pouze jsme zménili bazi B, viz také Obrézek 2.19.
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Obrézek 2.19: Vizualizace pribéhu simplexového algoritmu v ptivod-
nich proménnych.

Takto vzniké tzv. cyklus, ktery v pifipadé kone¢né délky (jako pied chvili) zptisobi pouze od-
ddleni®® nalezeni feseni. JenZe situace muize byt i mnohem horsi nez v predchozim piikladé
a muize dojit i k nekone¢né smycce, skrze niz se nikdy nedostaneme k feseni. Toto ale neni v
rozporu s tvrzenim Véty 2.6.2, kterd de facto zarucuje konvergenci simplexové metody. V dege-
nerovaném piipadé se totiz miiZe stit, Ze navzdory zméné baze a nalezeni nového BPB nedo-
jdeke ,zlepseni“ hodnoty ticelové funkce. Dtlikaz konvergence simplexové metody pochézi od
G. Dantziga a je (nejspiSe) z let 1947-1948. Je samoziejmé snadné zkonstruovat degenerovanou
tlohu (LP), ovSem docilit soucasné néjakého cyklu pfi feSeni simplexovou metodou jiz vyzaduje
nemalé sili. Prvni takovy pfiklad pochézi od Hoffmana z roku 1951 (ackoli byl publikovan az
1953):
cosp—1

Xy + WX+ 2W Xy +4sin® @ x5 + w (2 — 4 cos? @) xg +4sin® g x; + w (1 — 2 cos ) X3 — min
cos

za podminek

)ngl
COS@ X1 — W COS P Xp + COS2¢p X3 —ZLUCOSZ(/)X4+C082([)X5+
+2w cosz<px6+cosgox7+ wcosPxg+x0=0

tg @ sin tg @ sin2
Bysme ('ox1+cosgox2+—g(p (px3+COSZ(PX4—
w w

2sin?

L4 X5+ COS2¢ Xg —

tgp sin
MJ@ +cospxg+x;;=0
w

XIEO, .X'220, X320, X420, X520, XGEO, X720, ngo, .X'QEO, XIQEO, XHEO,
1-cosg

1-2cosgp*
a deséta tabulka jsou totozné) bez toho, aniz by simplexovy algoritmus ukdzal, Ze vychozi BPB s

kde ¢ = 2?” a w je libovolné ¢islo vétsi nez Potom dostaneme cyklus délky 10 (tj. prvni
x'=10,...,0,1,0,0] a v$echny dal$i body davaji minimaélni (tj. nulovou) hodnotu ticelové funkce.
Pti vypoctu se vyuZziva skutecnost, Ze pro ¢ = %” plati (i) cos2¢ = cos 3¢, (ii) sin2¢ = —sin3¢p a
(iii) cos2¢ + cos g = cos ¢ cos 2¢. Také bychom méli poznamenat, Ze hlavni roli prvniho omezeni
X9 = 1 je vyrazné zjednoduSeni nalezeni vychoziho BPB. Navic se pii degenerovanych tlohdch
stavd, Ze mame vice moZnosti pro volbu klicového fadku, takZe pro dosaZeni zminéného cyklu
je nutné pouzit pravidlo prvni volby, tj. voli se ten fadek, ktery je v simplexové tabulce vyse. Lee
se v ¢lanku z roku 1997 snazi objasnit genezi tohoto pfikladu z algebraického i geometrického
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Evelyn Martin Lansdowne Beale
(8. zaFi 1928 — 23. prosince 1985)
byl anglicky matematik a statistik
a jeden z prvnich prikopnikii ma-
tematického programovani. V roce
1979 ziskal za ,,za jeho vyuziti ma-
tematickych a statistickych doved-
nosti v primyslovych problémech
a za jeho prinos k teorii mate-
matického programovani ocenéni
Fellowship of the Royal Society, ¢imz
se stal dozivotnim clenem Kralov-
ské spolecnosti v Londyné.

87 Robert Gary Bland (x 25. Gnora
1948) je americky matematik,
ktery v soucasnosti piisobi jako
profesor operaéniho vyzkumu a
informacniho inzenyrstvi na Cor-
nellové univerzité

pohledu. Matice 2 x 2 vytvofend z prvniho a druhého sloupce ve druhém a tfetim omezeni

CcOoS®p  —WCoSY

tgp sing
~w Cos@

tvofi tzv. cyklickou mnoZinu: A?> odpovida tretimu a &tvrtému sloupci, A% patému a Sestému
sloupci, A* sedmému a osmému sloupci a konetné A% = I. Takové matice konecného fadu lze
vyuzit ke konstrukci dal$ich cyklickych problém.

Po tomto Hoffmanové piikladu byla zvefejnéna jesté celd fada dalsich (a znacné jednodussich)
piiklad zacykleni simplexového algoritmu. Av§ak Hoffmantiv piiklad je kromé prvenstvi uni-
katni také v jiném ohledu - koeficienty jsou ddny pomoci trigonometrickych funkci. Je samo-
zfejmé zcela pfirozenou otdzkou, jak dlouhy/kratky cyklus miiZzeme ziskat v zavislosti na veli-
kosti dané tlohy linedrniho programovéni. V uvedeném piikladé mame 3 omezeni (kromé pod-
minek na znaménko jednotlivych proménnych) a 11 proménnych. Lze jich mit i méné? D4 se
ukdzat, Ze pro tlohu ve tvaru

(¢, x) >min & Iy+Ax=b & x=0 & y=0

s nx n jednotkovou matici I a A € R"*(*=" kde n je celkovy pocet proménnych, x € R*™", y € R"
a m < n, je mozné ziskat cyklus v pfipadé, Ze m = 2, n = m+3 a n = 6. Pro zacykleni v neopti-
malnim bodé je dokonce potfeba m =3, n = m+3 a n = 7. Uloha (LP) s pouhymi 2 nebazic-
kymi proménnymi se nikdy nezacykli. Pro dosazeni cyklu v takové tiloze je potieba mit alespon
6 proménnych, 2 rovnice a alespon 3 nebazické proménné. Pak nejkratsi délka cyklu je 6. My si
tuto situaci ilustrujeme na piikladu z roku 1955 od Evelyna Beale®®, ve kterém jsou 3 rovnice, 7
proménnych a dojde v ném pravé k cyklu délky 6 v neoptimédlnim bodé (tedy vzhledem k pted-
chozimu komentafi mdme ,nejmensi“ moZznou tlohu s takovym chovanim).

( Piklad 2.7.10 )

[ Degenerovand tiloha: s © [ https://goo.gl/7H15Uy ]

Zacyklenti Ize predejit riznymi tpravami pravidel pro vybér klicového prvku v simplexovém al-
goritmu. Nap¥.

(i) pravidlo ndhodného vybéru (navrzeno Dantzigem v roce 1963): mame-li vice vhodnych
kandidatd pro vybér klicového fadku ¢i sloupce, rozhodneme se ndhodné (tfeba pomoci
hodu kostkou);

(ii) Blandovo® pravidlo (1977): v p¥ipadé rovnosti bereme nejnizsi mozny index (pro uréeni
klicového fadku) a v pfipadé klicového sloupce volime ten, ktery je nejvice vlevo a spliuje
zs — ¢s > 0 (tj. ignorujeme Dantzigovo pravidlo ohledné vybéru nejvyssi mozné hodnoty
zs — ¢s). Toto pravidlo sice neni tiplné efektivni a konvergence muize byt velmi pomald, ale
dé se ukazat, Ze s timto pravidlem nedojde k zacykleni.

A jak si s cykly poradi pocitace? V ndmi uvaZovanych pravidlech byly koeficienty pouze raci-
onélni ¢isla a nase vypocty byly vidy ,pfesné“. Je viak zfejmé, Ze rucni vypocty jsou jiné nez
vypocty provadéné pocitacem. V piipadé pouziti néjakého vypocetniho systému nepracujicitho
vraciondlnich ¢islech ale v desetinnych ¢islech s jistym poctem cifer bude nutné dochézet k zao-
krouhlovacim chybdm (obzvlasté v piipadé iraciondlnich koeficientt). V takovém pfipadé miize
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%8\ roce 1949 pozadal Koop-
mans Dantziga, aby néco udé-
lal s pozadavkem nedegenerova-
nosti v dikazu konvergence sim-
plexové metody. V idedlnim pri-
padé aby zkusil dokazat tvrzeni
bez této podminky, kterou Dan-
tzig plvodné povazoval za zcela
smysluplnou. Jenze jaka je vlastné
pravdépodobnost, ze Ctyfi roviny
v R3 se potkaji v jednom bod&? Ale
stalo se néco necekaného. Ukazalo
se totiz, ze ackoli pravdépodob-
nost degenerovanosti problému li-
nearniho programovani je nulova,
kazdy prakticky problém z oblasti
letectva testovany Dantzigovym
oddélenim byl degenerovany. De-
generovanost se neméla stat, ale
déla se. A nebyla to vyjimka, ale
pravidlo! Viz [21].

%® Neni nutné vzdy zavadét
vsechny umélé proménné. Pokud
se proménna x; objevuje pouze
v jedné rovnici (tj. v matici A
mame kladny nasobek néjakého
sloupce jednotkové m x m matice,
vynasobime tuto rovnost tak, aby
koeficient u xj byl +1, a tuto
proménnou x; zavedeme do baze
misto wj, které viibec nevyuzi-
jeme. Dalsi postup je viceméné
stejny, pouze nikde nevystupuje
wj a jiz neplati obecny zapis
omezeni (2.8.1) uvedeny nize.

dochézet také k zacykleni (k tzv. vypocetnim cykliim), coz je ale principidlné néco zcela jiného
nez klasické cykly, které jsme si ptfed chvili popsali. Nicméné dé se ocekdvat, Ze pokud tloha
projevuje klasické zacykleni, bude dochdazet také k vypocetnim cyklim a naopak.

Je$té poznamenejme, Ze cykly jsou z praktického hlediska velmi vzédcné (a podobné pro degene-
rované ulohy - kolik ndhodné vygenerovanych tiloh daného rozméru bude asi degenerovanych?).

Napf. v roce 1952 byl publikovan problém jisté rafinérie, ktery byl degenerovany. AvSak pii jeho
feseni simplexovym algoritmem zadny problém s konvergenci nenastal®.

m Hledéani vychoziho BPB

Simplexovou metodu a jeji realizaci jsme si popsali a podrobné ilustrovali v pfedchozich odstav-

cich. V8echny uvedené piiklady vsak mély jednu spole¢nou vlastnost: matice A z kanonického
tvaru vZdy obsahovala jednotkovou matici, diky cemuz jsme snadno ur¢ili vichozi BPB. V ostat-
nich piipadech to ale tak snadné byt nemusi. Mame sice obecny navod pro vypocet xp a piislus-
nych koeficient A;; pro libovolnou bazi B, jenZe takovy bod nemusi byt piipustny. To mtize pii
vétsim poctu proménnych a omezeni vést k velkému poctu vypocltd, nez se ndm podafi najit né-
jaky BPB. Proto potfebujeme néjaky efektivni néstroj pro urceni vychoziho BPB pro simplexovy
algoritmus. Nejcastéji se mtizeme setkat s dvéma metodami

(i) metoda umelé bdze (téz dvoufdzovd metoda) zaloZzené na feSeni pomocné tlohy linedrniho
programovani.

(ii) metoda velkého M (téZ penalizacni metoda), ve které se do ticelové funkce ptidaji pomocné
proménné s maximdalné nevyhodnou cenou M. Tato metoda sice neni pocetné vyhodnéjsi,
ale je implementovéna ve vétsiné vypocetnich systému.

My se nyni budeme vénovat pouze prvni zminéné metodé. V prvni fdzi simplexovy algoritmus
na problém (LP) s pomocnou Gcelovou funkci. Tim ur¢ime, zda je ptivodni problém pfipustny,
v kterémzto pfipadé soucasné nalezneme néjaky BPB. Tento bod vezmeme jako vychozi BPB pro
simplexovy algoritmus, ktery aplikujeme na ptivodni problém ve druhé fdzi. Tento postup ma
nékolik vyhod:

(i) nejsou potfeba Zadné pfedpoklady na ptivodni systém (mtiZe byt nepfipustny, nefesitelny
a dokonce by mohl mit i duplicitni podminky, coZ ale nedovolujeme);
(ii) vychozi BPB pro prvni fizi nalezneme snadno;

(iii) nakonciprvnifaze mame BPB pro ptvodni tilohu (pokud existuje) a mtize viceméné piimo
pokracovat druhou fazi, aniz bychom museli pfepocitavat koeficienty A;;.

Poté, co danou tlohu linedrniho programovéni pievedeme do kanonického tvaru (LP), tzv. ini-

cializace zahdjime prvni fazi. V ni rozsifime soustavu Ax = b o umélé proménné wy, ..., w, = 089
tak, Ze plati

Ax+Iw = b. (2.8.1)
Poté aplikujeme simplexovy algoritmus na tlohu
wy + -+ Wy, — min
(2.8.2)
Ax+Iw=b & x=20 & ... & x,=20 & w;=0 & ... & w,=0,
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pficemz za vychozi BPB mlizeme vzit x = 0 a w = b. JelikoZ w,..., w,, = 0, tloha nemtZe byt
neohranicend a v zdvislosti na nalezeném feseni x*, w* dlohy (2.8.2) mohou nastat pouze tii
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(i) jestlize ¥.;”, w; >0, pak piivodni tloha je nepfipustn4, tj. pro ptivodni problém v kanonic-

2. Line
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kém tvaru nelze simplexovy algoritmus, nebot pro né€j nenajdeme vychozi BPB. Vskutku,

kdyby totiz néjaké x = 0 bylo pfipustné, pak by dvojice x = x a w = 0 byla piipustnym
bodem pro tilohu (2.8.2) s nulovou hodnotou tcelové funkce, coZ je spor s nalezenym op-
timem uréenym w* /.

(i) jestlize Y72, w; = 0 a vS§echny umélé proménné jsou mimo bézi, pak nutné w* = 0 abod x*
je BPB ptivodni dlohy (LP).

(iii) jestlize Y7, w} = 0 a alespon jedna uméld proménnd je v bazi (nutné s nulovou hodno-
tou), pak vychozi BPB pro ptivodni tdlohu (LP) dostaneme s témito proménnymi jako sou-
¢asti vychozi baze. Toto se stane, ma-li ptivodni problém (LP) nadbyte¢né rovnice a Casto
také ma-li degenerované feSeni. Pochopitelné je ale moZzné chtit pokracovat s prvni fazi tak
dlouho, dokud se ndm nepodafi vyloucit vSechny pomocné proménné z baze (¢imz dosta-
neme pfedchozi pfipad), abychom minimalizovali pocet proménnych v dalsi fazi. Toto se
nam podafizejména v piipadé, ze fddek simplexové tabulky odpovidajici umélé proménné
v bazi bude obsahovat alespoii jedno kladné ¢islo v nékterém ze sloupcti pro ptivodni pro-
ménné tlohy v kanonickém tvaru. Pak totiz mtizeme udélat jesté jeden krok simplexového
algoritmu, ve kterém tuto umélou proménnou vyvedeme z baze a ptivodni proménnou
zavedeme do bdze (uméld proménnd ma v tuto chvili nulovou hodnotu, takZe ve sloupci
»Xg/A“ bude nula a my ji tak vsouladu s podminkou (2.7.1) miZeme vyloucit z baze). Jenze
v pfipadé nadbytecnych omezeni toto nemusi byt viibec moZzné. Napi. kdyby fadek simple-
xové tabulky odpovidajici takové umélé proménné obsahoval pouze nuly ve sloupcich pro
ptavodni proménné z kanonického tvaru. Ovsem v takovém pfipadé mtiZzeme tento fadek
(a umélou proménnou) déle ignorovat, nebot’ se v dalsi fazi rozhodé nezméni, tj. podaii se
nam odstranit jedno omezeni, které je pro dany problém zcela nadbytecné.

Pokud nastal p¥ipad (ii) nebo (iii), pak pokracujeme druhou fdzi. Na jejim zacatku vymaZeme z fi-
nélni simplexové tabulky v§echny sloupce odpovidajici nebazickym umélym proménnym, hod-
notu pomocné tcelové funkce nahradime hodnotou ticelové funkce ptivodni tlohy (LP) v nale-
zeném vychozim BPB a pfepocitame fadek pro zj — cx. Timto dostaneme vychozi simplexovou
tabulku pro ptivodni tlohu (LP) a déle pokracuje simplexovovym algoritmem, pficemZ pokud
nam zustaly v bazi jeSté néjaké umélé proménné (s nulovou hodnotou), pak v dalsich krocich
musime hlidat, aby jejich hodnota nebyla kladn4d, coz by rozbilo p¥ipustnost aktudlniho BPB.

( Priklad 2.8.1 |

[ Dvoufézova metoda #1: & © [ https://goo.gl/ FtYjXx J

[ Priklad 2.8.2 |

Dvoufazova metoda #1: s © 3 https://goo.gl/yyjasa

A\ vektor ¢ uvedeny v case 0:56 md byt (1,—-2,0,0, 0)T, ovéem nema to zadny vliv na dalsi
vypocty
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7 tak tohle asi neni to nejlepsi
slovni spojeni...

l Priklad 2.8.3 l

[ Dvoufizova metoda #3: s © [ https://goo.gl/wuW5t8 ]

( Priklad 2.8.4 l

[ Dvoufazovad metoda #4: & © [ https://goo.gl/x0SKvB ]

m Linedrni lomené programovani

Pomoci dlohy linedrniho programovani umime snadno maximalizovat zisk, tj. rozdil mezi pfi-
jmem a nédklady. Napf¥. je-li pfijem 1100K¢ a ndklady 1000K¢, pak nas zisk ¢ini 100K¢, coz mu-
zeme chépat jako méfitko absolutni efektivity’® naseho snazeni. Ovéem v nékterych situacich
miizZe byt mnohem vyhodnéjsi sledovat a maximalizovat relativni efektivitu, tj. podil zisku a na-
kladd, coz v uvedeném prikladé bylo 10 %. Redlné situace samoziejmeé nejsou takto cernobilé,
nebot’ zalozit podnikdni na aktivité s efektivitou 30 % zni sice hezky, ale taky by se mohlo stéat, ze
jsme tohoto ¢isla dosahli pfi pfijmu 100K¢ a ndkladech 30K¢.

Toto byla ukdzka jednoduché dlohy linedrniho lomeného programovdni, ve které chceme mini-
malizovat podil dvou afinnich funkci na (¢asti daného) polyedru, tj.

fx):= —min & xeX:={xeR"|Ax<b& (d, x)+ >0} (LLP)

(d, x)+p

kde x,c,d e R", b e R™, A e R™" a a, 8 € R. Obecné nelze tlohu (LLP) uvazovat na mnoziné
{x € R" | Ax < b}, nebot’ mtiZze obsahovat nulové body jmenovatele. Soucasné ale nelze vyloucit
pouze body spliujici (d, x) + 8 # 0, protoze bychom v takovém pfipadé rozbili konvexnost pfi-
pustné mnoziny. Proto je v mnoziné X zvolen dodate¢ny pozadavek na kladnost jmenovatele,
diky némuz je tcelova funkce definovana na celém X a soucasné je tato mnozina konvexni. Sa-
moziejmé by bylo moZzné uvaZovat v této podmince i opa¢nou nerovnost, ¢imz bychom dostali
druhou ¢ést polyedru.

Reseni tlohy (LLP) je ekvivalentni s tilohou linedrniho programovani ve tvaru

¢, V)+at— min
< y> (2.9.1)
Aysbt & (d,y)+pt=1 & =0

v proménnych y a ¢. Vskutku, nejdfive si viimnéme, Ze je-1i x € X, pak pro dvojici

X R 2.9.2)

Y=o+ p TP .
plati, Zet>0a
1 (d, x) p

Ax—-bt= b) <o, (d,y)+pt=

d, x)+pB (4x—b)
—— <0

>0

+ =1,
d, xy+p (d,x)+p

tj. tato dvojice y, t je piipustny bod tlohy (2.9.1). JelikoZ sou¢asné mame

(c, x) N a
d, xy+p (d,x)+p

(¢, y)+at= = f(x),

arni programovani
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71 Nastava-li minimum
tlohy (29.1) v bodé yr s
t>0, pak v X umim najit bod se
stejnou funkéni hodnotou. Je-li
minimum pro t =0, pak v X je
posloupnost bodil, pro kterou
Gcelova funkce konverguje k téze
hodnoté.

tj. hodnota ticelové funkce tlohy (2.9.1) pro takovou dvojici y, ¢ je stejnd jako hodnota ticelové
funkce tlohy (LLP) v bodé x, takZe nutné (optimélni) hodnota tlohy (LLP) je rovna nebo vetsi
nez (optimdlni) hodnota tlohy (2.9.1). Naopak, je-li dvojice y, t s t > 0 piipustnd pro (2.9.1), pak
x = y/t je pripustny bod tlohy (LLP) s toutéz hodnotou ticelové funkce, protoze

Ax=1 Ay <b

tv

<bt

fx=fyln=

1
a <d,x>+ﬂ=%(d,y>+,6=;>0

e y)y+a e y)y+ar
Hd,y)+p (dy)+pt
[ —

1

={c, y)+1ta.

Je-li ale dvojice y, t s t = 0 pfipustnd pro (2.9.1) a xo néjaky pfipustny bod tlohy (LLP), pak x =
Xo + py je také pfipustny bod tlohy (LLP) pro libovolné p = 0, protoze

Ax=Axg+p Ay <b a (d,x)+p=({d, x0)+p)+p(d, y)>0,
— =~ —_— ——

=b <0 >0 =1

a navic pro ucelovou funkci f(x) plati

Yot py)+ Xy +a+p{c,

lim f(x) = lim f(x+py) = limM: im (¢, xoy+a+p{c,y) _

p—co p—oco o= (d, xo+py)+ B P~ {(d, xo) + B +p{d,y)
——

=1

~ (¢, xo) + (¢ ) _ _
"0t \(d, x0) + B+p  L((d, x) + P +1 ={ey)=(ey)+at,
>0 ! >0

tj. mGiZzeme najit pfipustné body tlohy (LLP) s hodnotami tcelové funkce libovolné blizkymi
hodnoté ucelové funkce dlohy (2.9.1) vbodé y, t. Odtud vyplyv4, Ze hodnota tlohy (LLP) je mensi

)71, coz dohromady s prvni &asti potvrzuje platnost uvedené

nebo rovna hodnoté dlohy (2.9.1
ekvivalence mezitilohami (LLP) a (2.9.1). Transformace (2.9.2) se také nékdy nazyva Charnesova—
Cooperovapodle autorti ¢lanku z roku 1962, ve kterém byla pouzita pro dtikaz jisté analogie praveé

Xeve

uvedené ekvivalence. Toto tvrzeni lze rozsifit také na ti€elovou funkci

(ciy X) +a;

( Priklad 2.9.1 |

e )
(Von Neumanniiv problém riistu) Uvazme ekonomiku s n-tici segmentti a trovni akti-

oy

vity x; > 0 v i-tém segmentu a v souc¢asném casovém obdobi, zatimco v pfistim ¢asovém
obdobi bude troven aktivity rovna x; > 0 (zajima nés pouze jedno dalsi obdobi). Je spo-
tfebovéavano m vyrobki, které jsou v zévislosti na trovni aktivity vyrabény. Uroven akti-
vity x znamend Bx € R spotfebovanych vyrobki a vyrobu Ax vyrobkd, pficemz v dal-
$im obdobi nelze spotiebovat vice nez kolik se v sou¢asném obdobi vyrobi, tj. Bx* < Ax.
Mira riistu i-tého segmentu je pak dédna podilem x; /x;. Von Neumanntv problém riistu
je tiloha pro nalezeni aktivity x, kterd maximalizuje minimum mfiry ristu mezi vSemi seg-
menty, tj. jedna se o ilohu linedrniho lomeného programovéni ve tvaru

xt
‘min {—’}—»max & Bx"=Ax & x"=0

a doplnéna o pozadavek {[x, x*] | x > 0}. JelikoZ se jedna o homogenni problém v x a x™,
je mozné nahradit implicitni omezeni x > 0 explicitni podminkou x = 1.
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Uvod: s © [ https://goo.gl/n2Zs2C
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Aplikace: s © [ https://goo.gl/koL42H

322

Metoda vétveni a mezi - feseny piiklad #1 & #2: ¥ @ [ hittps://goo.gl/f6inyY

Metoda vétveni a mezi — feSeny piiklad #3 (bindrni problém): == e 0
https://goo.gl/qg2kkQ

Metoda fezii - feseny piiklad: & © [ https://goo.gl/ 7A28hk

A\ téadek pro a, v ase 35:00 md byt 0,0,0,1,1,—3/2,1 (vZdyt' vznikl pouze vy-
nésobenim fadku pro a, v predchozi tabulce ¢islem —3/2)

Zavérecné pozndmky za milion dolarti

4
P=NP
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KAPITOLA

 Riziko portfolia neni linedrni
funkci  vektoru  jeho  slozek.
Spise nez to je rozptyl portfolia
kvadratickou funkci jeho
skladby. To bori intuici vetsiny
analytikii a investorii. Vskutku
podstata rizika miiZe byt jedinym
nejditlezitéjSim argumentem pro
pouZziti kvantitativni analyzy v
fizeni investic. Za tuto skutecnost
nelze obviriovat ani investory, ani
analytiky. Ani Harry Markowitz za
to nemiize. Priroda ucinila riziko
kvadratickou funkci. Markowitz to
pouze objevil.

2William Forsyth Sharpe (* 16.
Cervna 1934) je americky eko-
nom, ktery pisobi jako emeritni
profesor na Stanfordové univer-
zité. V roce 1990 ziskal spolecné
Harrym Markowitzem a Merto-
nem Millerem Cenu Svédské nd-
rodni banky za rozvoj ekonomické
vedy na pamdtku Alfreda Nobela za
jejich ,pritkopnickou praci v ob-
lasti finanéni ekonomie"”. Je také
jednim z tvircd modelu oceno-
vani kapitalovych aktiv. Je auto-
rem tzv. Sharpeho poméru pro mé-
feni rizikové ocisténého vynosu,
prispél k rozvoji binomialni me-
tody ocenovani opci, gradientni
metody pro optimalizaci alokace
aktiv.

Kvadratické programovani
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THE RISK OF A PORTFOLIO IS NOT A LINEAR
FUNCTION OF THE VECTOR OF ITS COMPONENTS.
RATHER, THE VARIANCE OF A PORTFOLIO IS A QUA-
DRATIC FUNCTION OF ITS COMPOSITION. THIS
THWARTS THE INTUITION OF MOST ANALYSTS
AND INVESTORS. INDEED, THE NATURE OF RISK
MAY BE THE SINGLE MOST IMPORTANT ARGU-
MENT FOR THE USE OF QUANTITATIVE ANALYSIS IN
INVESTMENT MANAGEMENT. NEITHER INVESTORS
NOR ANALYSTS CAN BE BLAMED FOR THIS FACT.
NOR CAN HARRY MARKOWITZ. NATURE MADE RISK
A QUADRATIC FUNCTION. MARKOWITZ ONLY DIS-
COVERED IT.!

WILLIAM SHARPE?

Viz Sharpeho webovou stranku https://odkaz.page.link /sharpel.


https://odkaz.page.link/sharpe1

3 Chceme stejné ,vazit" kladné
i zaporné odchylky, proto s ab-
solutni odchylkou. Bez ni by se
nam odchylky s opaénymi zna-
ménky anulovaly.

n Uvod a motivace

V predchozich kapitolach jsme vidéli, Ze tlohy s linedrni ticelovou funkci maji velmi Siroky zabér.
Samoziejmé ale nejsou vSeobjimajici. V praktickych dlohach mtizeme najit i tilohy s kvadratic-
kou tcelovou funkcf, tj.

fx):=3(Cx, x) +(d, x) — min
xeX:={xePl|(a;, x)<b;,i=1,....k & {a;,x)=b;, i=k+1,...,m} (QP)
P={xeR"|x;20&... &x; =0, s€{0,1,...,n}}.

kde C e R*™", d e R", ay,...,a, € R™, by,..., b, € R jsou dané matice, vektory a ¢isla. Navic ne-
dilnou soucasti tlohy (QP) je pozadavek symetri¢nosti a pozitivni semidefinitnosti matice C,
tj. C = CT = 0. Diky tomuto poZadavku mame opét tilohu konvexniho programovani, coZ ndm
umozhuje vyuZit nékteré teoretické vysledky z Kapitoly 22. Uloha (QP) se nazyva tlohou kvadra-
tického programovdni a jedna se o zobecnéni tlohy (2.2.1) odpovidajici volbé C = 0.

Ackoli dlohy kvadratického programovani byly ve druhé poloviné 50. let a ndsledné i v 60. letech
minulého stoleti velmi popularni (z této doby jsou také zdklady algoritmt, které si ukdZeme),
neni jim v dnesni dobé vénovana tak velka pozornost jako v pfipadé linedrniho programovani.
Dtivod je pfedevsim ten, Ze pouze malo dloh ziskanych jako matematické modely optimalizac-
nich problém? z praxe spliuje podminku konvexnosti/konkavnosti (tj. C = 0 ¢i C < 0). Nasim ci-
lem bude vybudovani dvou algoritmi pro feseni tilohy (QP): (i) prvni z nich je zaloZen na duélni
uloze — bude pocetné celkem snadny (dokonce bude sdm korigovat pfipadné pocetni chyby),
ale bude vyZadovat C > 0; (ii) druhy bude zaloZen na simplexovém algoritmu a Karushovych-
Kuhnovych-Tuckerovych podminkach — ten bude pocetné ndro¢néjsi, ale bude fungovat pro
libovolnou matici C = 0. Je$té predtim si ale ukdZeme tii klasické tilohy vedouci na problémy
kvadratického programovdéni.

(i) Regrese (metoda nejmensich ¢tvercti s omezenimi)

Chceme najit pfimku, ktera nejlépe (tj. v normeé) aproximuje dané data, pficemz o nékterych
parametrech a priori vime, Ze spliiuji jistd omezeni. UvaZzme linedrni regresni model

y=PBo+PBrx1+-+ Br Xk,

kde By, ..., Bk jsou regresni koeficienty. Oznacme y; jako vysledek i-tého pozorovani zavislé pro-
ménné pfi hodnotéch x;; nezavislych proménnych, tj.

Vi=Bo+Bixpn+ -+ Prxixte, i=1,..,n,

kde e; je chyba, kterd popisuje odchylku pozorovani od skute¢né regrese (tj. hledané podminéné
stfedni hodnoty). K tomu, abychom docilili nejlepsiho mozného modelu, je potieba odhadnout
Bo, .-, Bx tak, aby byla chyba nejmensi moznda. Toho bychom mohli docilit pouze pomoci abso-
lutni hodnoty?, tj. fe§enim tlohy

n
Y leil — min.
=1

Takova funkce je sice konvexni a my bychom dokdzali takovou tilohu pfevést na problém linedr-
niho programovani, jenZe to by hleddni koeficientti By, ..., 8, vyrazné zkomplikovalo (a vdobéch
pfed objevem simplexového algoritmu v podstaté znemozZnilo). Obvyklym ndstrojem pro feSeni
této tlohy je derivovéni, coz ale v pfipadé absolutni hodnoty narazi na jeji nediferencovatelnost.
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4 Chceme vlastné optimalné rozdé-
lit nase dostupné zdroje (finance)
mezi jednotlivé kanaly.

Proto se k urceni koeficient regresni ptimky uzivd metoda nejmensich ctvercii, ve které chceme
minimalizovat sumu druhych mocnin jednotlivych chyb, tj.

n n
Y ei =Y (yi—Po—P1xin—...— Prxi)* — min,
i=1 i=1

coZ je kvadratickd funkce vzhledem k proménnym B, ..., Br. S vyuZitim vektorti g € R¥*!, v e R"
amatici X € R+ danych jako

1 X11 e X1k
Bo N
1 x5 oo X2k
B:= . Y= . X:=
ﬁk Yn
1 xu ... Xupk

Ize tuto tlohu zapsat ve formé minimalizace euklidovské normy
|Y —XBl?—-min neboli (Y-XB)(Y-XB)=p"X'XB-B'X'Y-Y'XB+Y'Y — min,

coZ po zanedbéni konstantniho ¢lenu YT Y odpovid4 tiéelové funkci z (QP) s volbou C =2 XX
a d=-2Y"X, kterd jisté spliiuje podminku pozitivni semidefinitnosti matice C. V praxi je viak
mnohdy nutné pfidat linedrni omezeni pro nékteré koeficienty §;, tj. napf.

k
Y ajBj=b,, r=1,...m
=0

Boz=0 & pB1=0 & - & Bx=0

pro dand cisla ay, ..., ank € R, coZ je pfesné tloha (QP) v kanonickém tvaru. Nebo pfipadné
muzeme pozadovat, aby hodnoty ; byly pouze v néjakém omezeném rozsahu, tj. §; € [a}, Y]

[ Priklad 4.1.1 l

( )
Uvazme m-tici demografickych skupin, které chceme oslovit reklamou, pficemz poza-

dovany pocet shlédnuti/zaujeti/ , libitek“ v kazdé skuping je uréen vektorem vP°% s klad-
nymi koeficienty. K tomuto tcelu vyuZzijeme n-tici kanélti vhodnych pro $ifeni reklamy
(rizné webové pllatformy, televize, radio, tisk, ...). Matice R € R"*" vyjadfuje vztah mezi
zhlédnutimi v jednotlivych skupinach a 1 K¢ investovanou do jednotlivych kandld, tj. R ;
uddava pocet zhlédnuti v i-té skupiné pii investovani 1 K¢ do do j-tého reklamniho ka-
nélu (tyto hodnoty jsou samoziejmé odhadnuty zcela kvalifikované a jsou vzdy kladné).
Pak j-ty sloupec matice R udava efektivitu nebo dosah j-tého kanalu za 1 K¢, zatimco
i-ty fadek ukazuje, jak jsou které kanély exponované v i-té skupiné.

Celkovy pocet zhlédnuti v kazdé demografické skupiné vektor v = Rs € R™, kde s € R"
popisuje investice do jednotlivych kanalti. Cilem pak je nalezeni pravé vektoru s, aby
platilo v = Rs = vP°?, k éemuZ vyuZijeme metodu nejmensich &tverct, tj. chceme najit s,
pro které

[Rs— v*°*|* — min.

V takovém pripadé ale nemtliZzeme a priori zarucit nezapornost slozek vektoru s a také
splnéni naseho rozpoctového omezeni. Toho docilime pozadavkem

1+ +5, =B,
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5 Plati F = ma, takze vzhledem k
jednotkové hmotnosti mame rov-
nost mezi zrychlenim a pisobici si-
lou F = a. Protoze s(t) = vy t+%at2
a v(t) = vy + at, kvili nulové po-
catecni rychlosti dostaneme apli-
kovanim sily fi v ¢ase t =0 po
jedné sekundé rychlost v(1) =a=
f1- Aplikovanim sily f, v case
t =1, kdy uz mame rychlost fi,
bude rychlost v(2) = vy +afy =
fi+ fo atd. Soucasné po prvni
sekundé urazime drahu s(1) = f1/2.
Po dalsi sekundé to uz bude s(2) =
A2+ A+ /2 =3fil2+ /2 a
o dalsi sekundu pozdéji s(3) =
hAR+A+L2+(i+ )+ f312=
5f1/2+3f/2+ f3/2 atd.

¢ OBRAZEK

7To je specialni pripad metody
nejmensich Ctvercti, kde mame
Y =0 a fip =0, v kterémzto pri-
padé mizeme vzit X =1.

8 DBRAZEK

kde B ur¢uje celkovy dostupny rozpocet?, tj. celkem dostavame tilohu

IRs - vP°%||?> — min
Si+--+$,=B

s120 & & s,=0.

Uloha miize mit i vyrazné fyzikdlni charakter.

[ Priklad 4.1.2 |

7

Uvazme 10-rozmérny vektor f, ktery popisuje posloupnost sil aplikovanych vzdy po
dobu 1 sekundy na hmotny bod jednotkové hmotnosti na pfimce bez tfeni. Na pocatku
mame nulovou rychlost a pozici. Podle Newtonovych zdkonti®bude finalni rychlost a po-
zice

UF=f1+"'+f10

F_ 19 17 1
p=5h+3 L+ +3h

Nasim tikolem je najit takovou posloupnost, aby v = 0 a p© = 1, tj. posloupnost sil, které
zanechaji hmotny bod nehybny v pozici 1 m vpravo. Takovych sil samoziejmé existuje
mnoho, napft.

" =q,-1,0,...,04,

kterd akceleruje hmotny bod na priimérnou rychlost 0,5m/s po 1 sekundé a potom
jej béhem druhé sekundy zpomali na nulovou rychlost, ¢imz dosdhneme pravé pozice
1 m vpravo. Dal§im aplikovdnim nulovych sil dosdhneme pozadovaného cile. Horni in-
dex ,bb*“ odkazuje na tzv. bang-bang, coz znamend, Ze nejdiive aplikujeme velkou silu,
abychom hmotny bod rozpohybovali (prvni ,bang*), a poté jinou velkou silou (druhé
,bang*), abychom jej zpomalili na nulovou rychlost, viz obrazky XXX5.

My bychom ale radi zjistili, jaké ,nejmensi“ posloupnost sil povede k v¥ = 0a p"' =1, kde
,nejmensi“ je ur€eno souctem ctvercti jednotlivych aplikovanych sil, tj.

2_ g2 2
IFI" = fi+-+ fio-
Toto je vlastné podminény problém nejmensi normy’
If1I” — min
1 1 oo 0

=
19/2 17/2 ... 1/2 1

s hledanym vektorem f = (f3, f5, ..., fio) T ReSenim je vektor/posloupnost sil
f*=(9/165, 7/165, 5/165, 3/165, 1/165, —1/165, —3/165, —5/165, —7/165, —9/165)",

viz obrazek XXX8. Hodnota || f*I? = 2/165, coZ je ve vyrazném kontrastu se ¢tvercem
normy ,bang-bang“ posloupnosti || f??||? = 2, kter4 je 165-krat vétsi.

Jesté si mGizeme uvést jednu praktickou dlohu stejného charakteru.
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9 0BRAZEK

[ Priklad 4.1.3 |

. )
Masarykova univerzita by rdda odhadla zaméstnanost svych absolventt. Pro jednodu-

chost se omezme pouze na Piirodovédeckou fakultu a pfipust' me, Ze kazdy absolvent méa
zameéstnani pouze ve vefejném sektoru, primyslu nebo v akademické sféfe. Ignorujeme
nezameéstnanost, kterd beztak u absolventti PfF jisté ani neni. Oznatme symbolem a;
pocet absolventti v j-témroce pro j =1,...,n) a v}, p;, z; pocty absolventii v j-tém roce,
ktefinastoupi do vefejné sféry, priimyslu nebo na akademickou pozici, tj. a; = v;+p;+z;.
Jeden z uvazovanych modelti pfredpokladd, Ze jisty zlomek populace studentti se vzdy
pripoji k zaméstnanecké kategorii v kazdém roce. Oznac¢me tyto zlomky jako 1;, 1, a A3.
Potom odhadované hodnoty nastupti do jednotlivych kategorii zaméstnani v j-tém roce
jsou dany jako
171' =/11a]- & ﬁj =/12aj & Ej =/lgaj.

Smysluplnym méfitkem pro platnost modelu pak miize byt rozdil mezi aktualnimi hod-
notami v;, pj, z; a predpovézenymi hodnotami vj, p;, z; jako v metodé nejmensich
Ctverct, tj.

Y [ = 0%+ (p; - pp?+ (z; - 2))*] — min
=1

za predpokladu, Ze vSichni absolventi jsou zaméstnéni v jedné ze tfi uvazovanych kate-
gorii. Tim se dostavame k tloze kvadratického programovani v proménnych 1;, 15, 13

majici podobu
[(vj—Aiap)?+(p;—Aa))* + (zj— A3 a;)*] — min
=1
AM+A+A3=3
A=0 & A, =0 & A3=0.
\ J

(ii) Support Vector Machines (SVM)

Jedna se o metodu tzv. strojového uceni, coz je podoblast umelé inteligence. Je dana m-tice bodi
v R", z nichZ kazdy patii do jedné z t¥id oznacenych +1 a —1, tj. je ddna mnoZina dvojic {x;, y;} €
R"” x {£1} pro i = 1,..., m. Nasim cilem je nalézt nadrovinu v R", kterd oddéluje body z obou tfid,
tj. hleddme a € R" a b € R takové, ze

(a, x;) —b <0, je-li odpovidajici y; = -1,

(a, x;)—b>0, je-li odpovidajici y; = +1.

JelikoZ se tyto nerovnosti nezméni po vynasobeni dvojice (&, b) libovolnym kladnym ¢islem, mai-

v oy

Zeme ekvivalentné fici, ze hleddme a, b spliujici
(a, x;) —b=-1, je-li odpovidajici y; = -1,
(a,x;y—b=1, je-liodpovidajici y; =+1

neboli
yi({a, x;y—=b)=1 provsechnai=1,...,m.

Body jsou oddéleny pasem {x € R" | -1 = (a, x) — b > 1}, tj. obrdzek XXX 9

Yoy

V tdloze SVM pak chceme nalézt nejen oddélujici nadrovinu, ale i maximalizovat $ifku tohoto
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10 Portfolio Selection Problem

1 Toto je velmi Gzce spojeno pre-
devsim s praci Harryho Markowi-
tze.

2Harry Max Markowitz (* 24.
srpna 1927) je americky ekonom.
V roce 1989 ziskal John von Ne-
umann Theory Prize za jeho pfi-
spévky k rozvoji tfi oblasti: te-
orie portfolia, metod pro Fridké
matice v linedrnim programovani
a simulaéniho programovaciho ja-
zyku SIMSCRIPT, viz [55, 56, 58—
60]. O rok pozdéji obdrzel spo-
le¢né Williamem Sharpem a Mer-
tonem Millerem Cenu Svédské nd-
rodni banky za rozvoj ekonomické
védy na pamdtku Alfreda Nobela za
jejich ,,prikopnickou praci v ob-
lasti finanéni ekonomie”. V sou-
Casnosti je profesorem na Kaliforn-
ské univerzité v San Diegu. Je
zndm predevsim diky jeho praci
vénované moderni teorii portfolia.
Tu zapocal ¢lanky ze Sedesatych
let, kdy pracoval ve spolecnosti
RAND. Zde se setkal s Dantzi-
gem a s jeho pomoci pokracoval
ve studiu optimalizacnich metod
a dalsim rozvoji algoritmu uréeni
kritické primky pro nalezeni port-
folia s optimalni hodnotou roz-
ptylu, pfiéemz vyuzival toho, co
je dnes znamo jako Markowitzova
hranice. V roce 1954 obdrzel dok-
torat na Univerzité v Chicagu s di-
sertacni praci vénovanou praveé te-
orii portfolia. Toto téma bylo tak
nové, ze béhem obhajoby prace
se s nim Milton Friedman do-
hadoval o tom, zda jeho prispé-
vek je vibec o ekonomii. Béhem
let 1955-1956 pobyval na Cowle-
sové nadaci (Cowles Foundation) na
Yaleové univerzité. V roce 1956
publikoval ¢lanek ohledné kritické
primky a cas straveny v nadaci vy-
uzil k napsani knihy o teorii portfo-
lia, ktera vysla v roce 1959. Béhem
50. let dospél Markowitz stejné
jako mnoho ostatnich k nazoru, ze
mnohé praktické problémy se vy-
mykaji analytickému FeSeni a ze
jsou potrebné simulaéni techniky.
Ve spole¢nosti RAND se proto
Gcastnil vytvareni velkych logis-
tickych modelt simulace. Pocat-
kem 60. let vytvoril programovaci
jazyk, ktery byl pozdé&ji pojme-
novany SIMSCRIPT. Misto toho,
aby popisoval kroky, které musi
pocita¢ ucinit, aby uskutecnil si-
mulaci, tento jazyk umoznil pro-
gramatorovi popsat urcitym styli-
zovanym zpisobem systém, ktery
mél byt simulovan, coz omezilo
Cas potfebny na programovani.

pasu, kterd je rovna 2/| a||. OvSem to je stejné jako
lal? = (a, @) — min

za podminek

yi({a,x;y—=b)=1 provsechnai=1,...,m,

coz je opét tloha kvadratického programovani.

(iii) Tvorba portfolia'®!"?

Asi nejdtilezitéjsim prikladem tloh kvadratického programovani je tvorba portfolia. Ten ziskdme

zobecnénim dlohy linedrniho programovani, viz Pfiklad 2.2.3, jestlize jednotlivé koeficienty ¢y, ..., ¢,

budeme povaZzovat spiSe za ndhodné velic¢iny (ptivodné udavaly hodnotu nebo vynos z drzent i-
tého aktiva). Maji-1i tyto ndhodné veli¢iny stfedni hodnotu

T
d = (dlv--'ydn)
a kovarianéni matici
C11 Cin
C= )
Cnl Cnn

pak v takovém piipadé nemd smysl maximalizovat {c, x), nebot’ to je ndhodn4 veli¢ina. Kdy-
bychom pfi danych linedrnich omezenich maximalizovali stfedni hodnotu (d, x), bylo by vy-
sledné rozhodnuti x* zna¢né nespolehlivé, nebot’ by bylo odvozenno bez ohledu na variabilitu
veli¢in ¢, ..., c,. Proto je mnohem vyhodnéjsi snazit se omezit rozptyl (Cx, x) ndhodné veli¢iny
{c, x) a maximalizovat funkci

fx):=a(d, x)—b{Cx, x),

kde a, b = 0 jsou véhy, které vyjadiuji dtilezitost, jakd se pfi rozhodovani priklada vysi ticelové
funkce (koeficient a) a spolehlivosti rozhodnuti (koeficient b). Dokonce se sta¢i omezit pouze na
vahy spliujici a+ b =1.

( Priklad 4.1.4 l

r )
Investor mé k dispozici 1 milion korun, ktery miize vyuzit pro ndkup 3 druhd akcii.

Oznacme S; ndhodnou veli¢inu reprezentujici ro¢ni vynos z 1 K¢ investované do i-té ak-
cie, tj. je-1i S; = 0,12, pak 1 K¢ investovana do této akcie na zacatku roku by méla na konci
téhoZ roku prinést nejhtre 1,12 K¢€. Mdme nésledujici informace stfednich hodnot, roz-
ptyl a kovariance ndhodnych veli¢in

E(S1)=0,14 & E(S;)=0,11 & E(S3)=0,1
Var(5;)=0,2 & Var(S;)=0,08 & Var(S3)=0,18
Cov(S1,8,) =0,05 & Cov(S1,S53)=0,02 & Cov(S,y,S3)=0,03.

Sestavme tlohu kvadratického programovani, jejimz feSenim nalezneme skladbu port-
folia, které dosdhne alespon 12% ro¢niho zhodnoceni a bude mit minimalni rozptyl ro¢-
niho zisku.

Reseni. Oznaéme jako x; mnozstvi penéz [v tisicich K¢] investované do i-té akci pro i =
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1,2,3. Ro¢ni vynos takového portfolia pak je

X181+ X2 Sy + X3 S3
1000

=
o
>
<)
=
I
L
0
<)
£
a
)

4.2 Kdyz staci tuzka a pravitko. . .

a ocekdvany rocni vynos je
X1 E(81) + x2 E(S2) + x3 E(S3)
1000 ’

nebot E(X+Y) =E(X)+E(Y) aE(aX) = aE(X). Ktomu, aby ocekdvany vynos byl alespon
12 %, musime pozadovat

4. Kvadratick

0,14x,+0,11x,+0,1x3 =1000x 0,12 =120.

Soucasné musi také platit x; + x, + x3 = 1000 a samozirejmé13 X1 =0, x3 =0, x3 =0. Nasim

cilem je za téchto podminek minimalizovat rozptyl portfolia, tj.
13 Nepovolujeme zadny krdtky pro-

dej (short sale), tj. spekulace na Var(x; 81 + x» S» + x3 S3) = Var(x; S1) + Var(x, S,) + Var(xs S3) +
pokles ceny.

+ 2COV(X1 Sl, X2 Sg) + 2C0V(x1 Sl, X3 83) + 2COV(.7C2 82, X3 83) =

=0,2x7 +0,08x5 +0,18x3 +0,1x; X + 0,04 x; X3 + 0,06 x3 X3,

coz je tiloha (QP) s d = 0.

n Kdyz sta¢i tuZka a pravitko...

Stejné jako tlohy linedrniho programovani i tilohy (QP) 1ze v pfipadé n = 2 (a s nemalym tsilim
i pro n = 3) fesit pomoci nacrtku piipustné mnoziny a vrstevnic ticelové funkce. Zatimco zakres-
leni pfipustné mnoziny je stejné jako v piipadé tloh linedrniho programovani, s vrstevnicemi

vvvvvv

uz to je trochu slozitéjsi. Jak mohou vrstevnice vypadat? Tentokrat linedrni ¢ast funkce f urCuje

pouze jejich posunuti v R? a hlavni roli hraje kvadratickd ¢4st, takZe to bude néktera ze znamych
kuZelosecek, jejichZ rovnice v kanonickém tvaru jsou

x> x2
elipsy: —;+b—§:1 a,b>0
a
x> x2
hyperboly: —; - b—i =1 a,b>0
a
paraboly: X+2px=0 p#0
x> x2
imaginarni rovnobézky a bod [0, 0]: a—; + b_z =0 a,b>0
x> X2
dvojice riiznobéZek: —; - b—g =0 a,b>0
a
dvojice rovnobézek: x-af= a>0

dvojnasobna pfimka: =0
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My hleddme vrstevnice na riznych trovnich, tj. f(x) = @ pro A € R, coZ znamen4, Ze v zavislosti
na hodnosti matice C miize nastat pouze nékterd z nasledujicich situaci:

=
o
>
[=]
=
I
o
1)
<]
Y
a
)

P

(i) pro nékteré hodnoty a € R to jsou elipsy, které se ,zhrouti“ na bod, a pak uZ jen prazdné
mnoZiny; toto je mozné tehdy a jen tehdy, kdyz C > 0 (nebo C < 0, coZ ale neuvaZujeme);

4.2 Kdyz staci tuzka a pravitko. .

(ii) provSechna a € R to jsou paraboly;

4. Kvadratick

(iii) pro nékterd a € R to jsou dvojice rovnobézek, které se ,zhrouti“ na dvojndsobnou pfimku,
a pak uz jen prazdné mnoziny.

Vzhledem k poZadavku C = 0 nenf situace

(iv) pro nékteré hodnoty a € R se jedna o hyperboly, které se ,zhrouti“ na bod, a pak uz jen
prazdné mnoziny;

moznd, nebot’ pro hyperboly by matice C musela byt indefinitni. To ale neznamen4, Ze nem?i-
Zeme uvazovat i takovou tlohu kvadratického programovéni, kde C je indefinitni nebo negativné
(semi-)definitni. ,Jenom* funkce f nebude konvexni, takZe nebudeme mit uz viibec zaru¢enu
existenci feSeni a nebude mozné pouzit metody, které si za chvili vybudujeme. Navic z pfedchozi
Césti vime, Ze takovy problém bude NP-tplny.

Pokud v ticelové funkci je smiSeny Clen x; x, a nejednd se Gplny Ctverec, je analyza konkrétniho
tvaru vrstevnic vyrazné komplikovanéjsi neZ v pfipadé uloh linedrniho programovani. Mame
k tomu viceméné 3 moZnosti:

(a) diagonalizujeme kvadratickou ¢4ast ticelové funkce a dopocteme vse potiebné;

vz

(b) predchozi postup je pocetné velmi ndro¢ny; mnohem jednodussi je pracovat s celou tce-
lovou funkci jako kvadratickou funkci v proménnych (x;, x,,1) T, coZ nés pfivede k matici

1
Q — Q 2 d € R(n+l)x(n+1]
14" konst.—«a

’

kde Q := %C je skute¢nou matici kvadratické formy a ,konst.“ znaci pfipadny absolutni
¢len ve funkci f. Pak plati nasledujici klasifikace
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e rank(Q) =3 & rank(Q) = 2: elipsy (hyperboly) s kanonickou rovnici §
)
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e rank(Q)=3& rank(@) = 1: paraboly s kanonickou rovnici

[ det
AlyfiZ - AQyZZO;
1

e rank(Q) =2 & rank(Q) = 2: rtiznobézky s kanonickou rovnici

X
2
=
[C)
F
©
(]
>
X
<

MY+ Ay5=0;
e rank(Q) =2& rank(é) = 1: rovnobézky s kanonickou rovnici
Myi+ A2y =0;
e rank(Q) =1& rank(@ = 1: dvojndsobna pfimka s kanonickou rovnici

/11 yf =0.

2 ¥z

(c) uprava kvadratické ¢asti tak, abychom odstranili smiSeny ¢len (vhodnou transformaci do
novych soufadnic, které nemusi byt ortogondlni — obvykle totiZ nepotfebujeme znat zcela
pfesné tvar vrstevnic v ptivodnich soutfadnicich).

Na rozdil od tloh linedrniho programovani zde jiz neplati to, Ze hledany extrém se realizuje v né-
jakém vrcholu mnoZiny X ¢i na néjaké jeho hrané. Toto si ilustrujeme v nékolika nésledujicich
jednoduchych pfikladech.

l Priklad 4.2.1 |

( N
Uvazme

X3+ x5 —4x) — 4%, + 1 — min

na mnozinach

X, = {xeR?|x; €[0,4] & x, € [0,2]},
Xp:={xeR?|x; €[0,1] & x, € [0,1]},
X3:={xeR?|x; €[0,4] & x, € [0,4]}.

Vistevnice ticelové funkce jsou urceny rovnosti
2., .2 _ ; 2 2 _
X;+x;,—4x1—-4x,+1=a neboli (x;1-2)"+(x2-2)"=a+7,

coZ pro a < —7 jsou prazdné mnozZiny, pro a = —7 to je bod [2,2] a pro a > —7 se jedné
o kruznice se stfedem v bodé [2,2] a polomérem Va+7, které se pro a — oo rozpinaji.
Na mnoZiné X, je feSenim bod x; = [2,1] s hodnotou f;* = —6, na mnoZiné X, to je bod
x5 =[1,1] s hodnotou f;* = —5 a kone¢né na mnoZiné Xj to je bod x; = [2,2] s hodnotou
fi =—7,viz Obrézky 4.1.a—4.1.c. V prvnim ptipadé jde o bod leZici na hrané mnoZiny X;
(ovSem uz to neni celd hrana), ve druhém pfipadé to je vrchol mnoziny X, a ve tfetim
pfipadé jde o vnitfni bod pfipustné mnozZiny Xs.
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14 Obecné lze ukazat, ze reseni
bude nejvyse jediné kdykoli sou-
stava

Cz=0 & d'z=0

nema nenulové feseni.

Obrazek 4.1.a: Vrstevnice a Obrazek4.1.b: Vrstevniceamno- Obrézek 4.1.c: Vrstevnice a
mnoZzina Xj. zina Xo. mnozina X3.

Uz jsme se zminili, Ze vrstevnice mohou byt i elipsy (coZ vlastné zahrnuje i kruznice jako velmi
specidlni pfipad). Jednou z jejich velmi dilezitych charakteristik jsou poloosy, které mimo jiné
urcuji vrcholy elipsy (prinik elipsy a poloos). Nicméné je asi celkem ziejmé, Ze neexistuje zddna
souvislost mezi témto vrcholy a feSenim pfislusné dlohy (QP), viz Obrézek 4.2.

Obrazek 4.2: Uloha (QP) a vrcholy elipsy.

Ve vSech pfedchozich pfipadech bylo feSeni vZdy jediné. Mohlo by jich byt nekone¢né mnoho?
Jsou-li vrstevnice elipsy (kruZnice), tak to moZné neni. JelikoZ se to stane praveé tehdy, kdyZz ma-
tice C je pozitivné definitni, je takové ticelovd funkce f ostre konvexni, a tedy nutné existuje
nejvyse jediné globalni minimum na mnoziné X. Ov§em v pfipadé singuldrni matice C = 0 uz
feseni miiZe byt nekone¢né mnoho, jak ukazuje nasledujici ptiklad .

l Priklad 4.2.2 '

7

Uvazme
X3 +2 X X + X5 — min
na mnoziné
X:={xeR*|x;+Xx>1&x; =0&x, >0}
Ucelovd funkce odpovida matici C = (3 3) splitujici C = 0 a det C = 0. Vrstevnice jsou dény
rovnici

xf +2 X1 X + xg =a neboli (x+x)=q,

=
®
>
1)
£
®
S
&0
<)
Y
=
Q

4. Kvadratick

4.2 Kdyz staci tuzka a pravitko. . .
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15 Toto je jedno z velmi mala mist
dosavadniho vykladu, kde by se
hodila znalost nékterych pojmi
z konvexni analyzy v Kapitole 22.
Nicméné pro tuto chvili postaci
s jistou mirou predstavivosti ale-
spon to, co jsme si pripomnéli
ve Vété 1.2.6. Ackoli tam zadné
nerovnosti ani podminky nezapor-
nosti nebyly.

takze pro a < 0 to jsou prazdné mnoziny, pro a = 0 mame piimku x, = —x; a pro @ >0
méme dvojici rovnobéznych ptimek x, = +\/a — x;. ReSenim pak je celd isecka spojujici
body [1,0] a [0, 1], viz Obrazek 4.3.

Obrézek 4.3: Uloha (QP) a C = 0 s nekone¢né mnoha fesenimi.

N z ¥4

Ve zbyvajicich tfech pfikladech se podivdme na sloZitéjsi situace, ve kterych jiz kvadraticka ¢ast
bude obsahovat i smiSeny ¢len a zaroveii se nebude jednat o tGplny ctverec.

l Priklad 4.2.3 l

[ Grafické feseni - feseny piiklad #1 (elipsy): s © 0 https://go0.gl/519Wx6 ]

| Priklad 4.2.4 l

[ Grafické feseni - feseny piiklad #2 (paraboly): & @ L https://goo.gl/DdVbau ]

l Priklad 4.2.5 l

[ Grafické feseni - feseny piiklad #3 (piimky): s @ [ https://goo.gl/zHWFEX ]

S I Teoretické zaklady

Napi$eme-li vektory ay, ..., a,, z (QP) jako fddky matice Aa b:= (by,...,b,)", pak Ize jednotliva
omezeni ziskat pomoci souc¢inu Ax a vektoru b, takze k této tiloze mtizeme pfitadit (reguldrni)
Lagrangeovu funkci'®

L(x,y) = 2(Cx, x) +(d, x) + (), Ax=b) = 1 (Cx, x) + (AT y +d, x) = (y, b),

=
®
>
1)
=
®
S
80
o
™
=
)

4. Kvadratick

4.3 Teoretické zaklady
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16 ODKAZ

17 PODROBNOSTI

VETA 4.3.1

kde ye Q:={y=,....ym) €ER™ |y, =20 & --- & y; = 0} jsou Lagrangeovy multiplikdtory.
Funkce L(x, y) je jisté diferencovatelnd a neni tézké se presvédcit o tom, ze

grad, L(x,y)=Cx+ Aly+d.

Proto diky pozadavku C = 0 vyplyvé z Karushovych-Kuhnovych-Tuckerovych podminek v dife-
rencidlnim tvaru nasledujici tvrzeni, viz Vétu XXX16.

Bod x* € X je feSenim tlohy (QP) praveé tehdy, kdyz existuje y* € Q takové, Ze plati

(Cx*+A"y*+d, x—x*)=0 proviechnaxeP, (4.3.1)
(v, Ax" =b)=0. (4.32)

Analogicky postupu zndmému z linedrniho programovani lze libovolnou tlohu (QP) pfevést do
libovolného do libovolného z diive zminénych specidlnich tvarti, pficemz opét plati, Ze situace
xinR" a Ax = b je pro nas nezajimava. OvSem tentokrdt se timto pfechodem mtZe zménit ta

vvvvvv

A jak v téchto specidlnich pfipadech vypadaji podminky (4.3.1)-(4.3.2)?

(i) Standardnitvar: P={xeR"|x=0}a X ={xe€ P| Ax < b}. Pak (4.3.1) je splnéna praveé tehdy,
kdyz Cx* + ATy* + d = 0 a zdroven

(Cx*+ATy* +d, x*)=0.

Podminka (4.3.2) zlistdva beze zmény. V takovém piipadé je feseni tilohy (QP) ekvivalentni
s nalezenim FeSeni soustavy
Cx+A'y—u=-d
Ax+v=>b
(x,y+(y, v)=0
x=0 & u=0 & y=z0 & v=0.

(i) Kanonicky tvar: P ={x e R" | x 20} a X = {x € P | Ax = b}. Pak podminka (4.3.1) je opét
splnéna praveé tehdy, kdyz Cx* + ATy* +d = 0 a zdrovenl

(Cx*+ATy* +d, x*) =0,

zatimco podminka (4.3.2) je splnéna vzdy. V takovém piipadé je feSeni tlohy (QP) ekviva-
lentni s nalezenim feseni soustavy

Cx+A'y—u=-d
Ax=Db
(x,uy=0

x=0 & u=0.

(iii) Zakladnitvar: P=R"a X ={xe P | Ax < b}. Pak (4.3.1) se redukuje na

Cx*+A'y* +d=0,

-

z
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zatimco podminka (4.3.2) zlistavd beze zmény. V takovém pfipadeé je feSeni tilohy (QP) ekvi-
valentni s nalezenim feSeni soustavy

Cx+A'y+d=0

Ax+v=>b
(yv)=0
y=0 & v=0.

Nyni se blize podivdme na dudlni tilohu v pfipadé pfipustné mnoZziny dané v zdkladnim tvaru.
Pro ni je Q = RY" a dudlni tloha, kterd mé v obecném piipadé podobu

¢(y)—max & yeQ & ¢(y):=infLlxy),
bude v takovém pfipadé mit tvar
%(Cx, W+{ATy+d, x)-(y,b)—max & Cx+A'y+d=0 & y=0
coz diky druhé podmince miize zapsat jako
@) =-3(Cx,x)—(y,b)—max & Cx+A'y+d=0 & y=0. (4.3.3)

Kdyby bylo C > 0, lze z druhé podminky pfimo vyjadfit x a dosadit do ticelové funkce, ¢imz
bychom jej vyeliminovali z ticelové funkce a méli bychom dudlni tlohu pouze v proménné y.
Toto ale v pfipadé det C = 0 nemusi byt mozné, takZe dudlni tiloha m4 spiSe vySe uvedeny tvar s
proménnymi x a y. Mimochodem ona druhd podminka plyne z faktu, Ze hodnotu

—inf (1 _ -
¢(y) = inf (3(Cx, ) +(d, )= (y, Ax— b))
nalezneme pfimo derivovanim vzhledem k x, tj. infimum se realizuje ve staciondrnim bodé ur-
ceném prave rovnici
Cx+A'y+d=0.
Podobné mtizeme ukdzat, zZe v pfipadé tlohy v kanonickém tvaru mé dudlni iloha podobu
—1(Cx,x)—=(y,b) ~max & Cx+A'y+d=0
a pro ulohu ve standardnim tvaru obdrZime

-1(Cx,x)—(y,b)—max & Cx+A'y+d=0 & y=z0.

Poznamka 4.3.2.

(i) Jezfejmé, Ze dudlni tloha k tloze (QP) bude vZdy opét tiloha kvadratického programovéni.

(ii) Volbou C = 0 dostaneme dvojice primdarnich a dudlnich dloh zndmé z Kapitoly 2, tj. tyto
dvojice jsou specidlnimi piipady dvojic priméarnich a duélnich dloh pro (QP).

(iii) Tentokrat ale uvedené dvojice dudlnich tloh nevykazuji Zddnou symetrii. Té 1ze docilit po-
moci dlohy kvadratického programovani ve tvaru

1(Cx, x)+(d, x)+3(Dz,z) ~min & Ax+Dz=-b & x=0,

kde C a D jsou symetrické a pozitivné semidefinitni matice, viz [16]. Pak odpovidaji dudlni
ulohou je

—-31(Cx,x)=(y, b)—3(Dy,y)—min & Cx-A'zz-b & y=0,

takze v porovnéni primdarni a duélni tlohy Ize nalézt jistou formu symetrie. Opét specidlni
volbou C = 0 = D dostaneme dvojici symetrickych tloh linedrniho programovani.
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18 ODKAZ nebo DOKAZ

VETA 4.3.3
SLABA VETA
O DUALITE

VETA 4.3.4
SILNA VETA
O DUALITE

Vratme se nyni zpét k tloze (4.3.3) a pfipust'me, Ze matice C je regularni. Pak z druhé podminky
dostaneme
x=-C'ATy+ad),

coz po dosazeni do tcelové funkce v této dudlni tloze dava

Aly+d, C'(ATy+ad)—(y, b) =

ATy, C ATy) = 3(ATy, Cld) ~3(d, C'(ATy + d)) ~(y, b) =
AC'ATy,y)-(AC'd+Db,y)-1(C'd,d) =

Gy, y)=(hy)+7,

oy)=-

1
2
1
2
1
2
1
2

N N N

kde
G:=AC'A", h=AC'd+b, y=-1(C"'d, d).

Jelikoz konstanta v ticelové funkci nema vliv na feSeni tilohy, mtizeme duélni tlohu v tomto pfi-
padé zapsat jako
~3(Gy, y)~(h, y) —max, y=0

neboli
3(Gy,y)+(h,y) - min, y=0. (4.3.4)

Jelikoz C > 0, pak také C™! > 0, coz implikuje G = 0 a navic diagonalni prvky matice G splfiuji
gi={(C'a;a;)>0proi=1,...,m.

Jesté nez z téchto tvah odvodime prvni metodu pro feseni tloh kvadratického programovani,
potfebujeme znét vztah mezi primarni a dudlni dlohou. To opét vyplyva z obecné teorie duality
v matematickém programovani a plati pro véechny dvojice, které jsme pied chvili odvodili.'®

Uvazme (libovolnou) dvojici primérni a dudlni tlohy kvadratického programovani. Je-li
x € X a (z,y) je pfipustny bod dudlni tlohy, pak plati

1(Cx, xy+(d, x) = —1(Cz,2) - (3, b).

Odtud (opét) vyplyvaji néasledujici skutecnosti.
(i) Jsou-li obé tlohy pfipustné, pak obé maji také feseni.

(i) Je-li v nékteré z téchto tloh ticelova funkce neomezend (zdola/shora), pak druhd tloha je
nepiipustna.

Pro (libovolnou) dvojici primérni a dudlni dlohy kvadratického programovani plati:
(i) Je-li x* feSenim primdrni dlohy, pak existuje y* € Q takové, ze [x*, y*] je feSenim
dudlni dlohy.

(i) Je-li [x*,y*] feSenim dudlni dlohy a zarovenn C > 0, pak x* je feSenim primarni

dlohy:.
V obou pripadech pfitom plati rovnost

min (3 (Cx, x) +(d, x)) =max (- 3 (Cx, x) - (y, b)).
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VETA 4.3.5

24 Clifford George Hildreth (8.
prosince 1917 — 15. srpna 1995)
byl americky ekonometr. Byl také
vedoucim Ustavu ekonomie na Mi-
chiganskeé statni univerzité. V roce
1973 byl prezidentem Americké
statistické asociace (American
Statistical Association).

22 75dné podrobn&jsi informace
o ném nemame. Jeho profesni
draha nejspise Sla jinym nez ma-
tematickym smérem, nebot se mi
pod jeho jménem podarilo dohle-
dat pouze 3 odborné ¢&lanky.

LEMMA 4.4.1

Tvrzeni Véty 4.3.4(ii) lze jesté vice zesilit tak, Ze vlastné obdrzime podobné tvrzeni jako v dloze
linearniho programovéni.

Pro (libovolnou) dvojici primérni a dudlni tlohy kvadratického programovéni plati:

(i) Ma-li jedna z tiloh feseni, pak ma feSeni i druhd tloha.

(ii) Je-lijedna z iloh nepfipustnd, pak druhd tloha je bud’ také nepfipustnd nebo tice-
lové funkce je na pfipustné mnoZiné neohranicena (zdola/shora).

Pro dvojice primdrni a dudlni tlohy kvadratického programovani tedy plati stejnd tvrzeni jako
v pfipadé linedrniho programovani. Vlastneé lze ¥ici, Ze teorie duality linedrniho programovani je
specidlnim pfipadem teorie duality kvadratického programovéni.

n Hildrethova®>-d’Esopova®® metoda

Prvni metoda, kterou si ukdZeme, je ur€ena pro tilohu kvadratického programovani v zdkladnim

tvaru
3(Cx,x)+(d, x) > min, Ax<b (4.4.1)

s matici C > 0. V pfedchozi ¢ésti jsme ukdzali, Ze pfislusnd dudlni tloha je ekvivalentni s tlo-
hou (4.3.4), ktera je vZdy pfipustnd. Potom z ¢asti (i) pozndmky za Vétou 4.3.3 plyne, Ze je-li také
uloha (4.4.1) ptipustnd, pak obé maji feSeni. V takovém pfipadé plyne z Véty 4.3.4(ii), Ze je-1i y*
fesenim ulohy (4.3.4), pak x* := —~C™1(ATy* + d) je feSenim primarni tlohy (4.4.1). Toto feSeni je
kviili podmince C > 0 jediné, tj. pro libovolné feSeni tlohy (4.3.4) dostaneme totéZ x*.

abod y = [yiV,..., y}] zis-

kame tak, Ze postupné feSime m minimalizac¢nich tloh s podminkou yl[”

Princip algoritmu je velmi jednoduchy. Zaéneme v néjaké bodé y™*

> 0, pficemz (obvykle)
postupujeme od i = 1 az k i = m a v kazdém kroku povazujeme ostatni proménné za konstanty.
Podrobnéji si algoritmus popiseme za chvili.

Jes$té se ale pozastavme nad jednim problémem souvisejicim s timto iterativnim procesem. Jeho
pomoci ziskdme body y!V,..., které jsou pfipustnymi pro dudlni tilohu (4.3.4) a aproximuji feseni
¥*. Nabizi se proto otédzka, kdy odpovidajici x!! := —~C~!(ATy"! +d), atd. bude pfipustnym bodem
tlohy (4.4.1)?

Je-liy=0a Gy+h =0, potom
x=-C'ATy+d) (4.4.2)
je pfipustnym bodem tlohy (4.4.1).
Diikaz. Vzdyt plati
b-Ax=b+AC ' (ATy+d)=Gy+h. [

Toto ndm davd jednoduché kritérium pfipustnosti pfiblizného feeni x ur¢eného vztahem (4.4.2)
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23 To ale v mnoha praktickych dlo-
hach nemusi predstavovat zadné
askali, nebot A a b mohou byt
dany jen s uritym stupném pres-
nosti (odhad atd.).

24 ODKAZ DO KONVEXNI ANALYZY

bez toho, aniz bychom samotné x vypocitali. Je-li totiz (Gy + h); = —¢; <0, pak plati{a;, x) = b; +

su

€, t.€;,>0,i=1,...,m, urCuje ,miru poruseni“ i-tého omezeni primdrni tlohy (4.4.1). Jinymi
slovy, jsou-li €,...,€, pfedem dané tolerance poruseni jednotlivych omezeniz3 dlohy (4.4.1),
pak pii feseni tlohy (4.3.4) staci najit y = 0 takové, ze

Gy+h+e=0.

Pak odpovidajici x bude e-pfipustnym bodem tilohy (4.4.1). Jesté jinak feCeno, potfebujeme, aby
existovaly takové pfipustné body tlohy (4.4.1), Ze

(a;j, x)<b;—06, i=1,....m

pro & > 0. To ale neni nic jiného nez tzv. Slaterova podminka®*, ktera zaru¢uje, Ze tloha (4.4.1)
je tzv. reguldrniilohou konvexniho programovani, a tedy i konvergenci Hildrethovy-d’Esopovy
metody.

Snadno si mtiZzeme v§imnout, Ze volné minimum ticelové funkce tilohy (4.4.1) se realizuje vbodé
x=-C"d.
Tedy vztah x = C~}(ATy + d) urcuje volné minimum X v pfipadé y = (0,...,0)T. Navic plati
b-Ax=b+AC ' (AT-0+d)=AC'd+b=h,

tj. slozky vektoru h urcuji ,odchylku“ bodu x od Ax = b, pficemz h; urcuje ,odchylku“ pro
{(a;, x) = b;. Pokud h = 0, pak y = 0 je feSenim tlohy (4.3.4), nebot’ G = 0, takZe x je feSenim
ulohy (4.4.1). V opacném pitipadé ,nastupuje” néasledujici algoritmus.

Krok 0 (inicializace): Zvolime ng&jaké y' = 0. Obvykle se voli y' = 0, jelikoZ ve vysledku byva

nékterd z proménnych nulové (vzhledem k pfedchozimu komentafi). V dal§im kroku je potfeba

vypocitat y atd., . urit minimalizujici posloupnost {y™

}io- V¥potet se zastavi ve chvili,
kdy je dosazeno pozadované presnosti mezi dvéma nésledujicimi €leny posloupnosti {y'*'}, ne-
bot plati p(y™*) < p(y'*1), tj. posloupnost {p(y"™)};_, je nerostouci, kde p je tcelové funkce
dlohy (4.3.4), tj.

P = 3(Gy, y)+(h y).

Mgjme jiz vypocteny y©, y, ...y~ Nyni chceme vypocitat y¥ := (yI¥,..., yi¥)T. To se pro-

vede pomoci nasledujiho schématu.

Krok 1 (vypoget y'*'): Resime dlohu

pt, ¥, y¥y — min, £=>o0.
Tato funkce p je kvadratickou (konvexni) funkci jedné proménné ¢. Proto minimum nastavd bud’
ve staciondrnim bodé nebo pro ¢ =0, tj. y{k] = max{0, t{k]}, kde tl[k] znaci staciondrnibod, tj. feSeni
ulohy

d . m _
Ep(t,yék],...,y,[fj]) =0 neboli gnt+ Z gljy}k Uy h; =0,
j=2
coz dava

1 m
[k] _ [k-1]
n'=——| L gy +h
g \j=
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Krok i (vypotet yI', i =2,..., m): Resime tlohu

k k k k .
e,y YY) — min, =0,

Opét dostavame yl[.k] =max{0, tl[k]}, kde tl[k] je staciondrni bod, tj.

1 i-1 m
[kl _ [k] [k-1]
= 28V +hit Y gijy;

123 ]:1 i

Jj=i+l

V jednotlivych iteracich je mozné zaménit pofadi vypoctu 1,2,..., m-té slozky y'*!. Princip me-
tody se tim nikterak nezméni, ale mtize to mit vliv na konvergenci metody, kterd obvykle neni
piilis rychla (pochopitelné to velmi zavisi na po¢atecni volbé y!%). Jistou vyhodou této metody
je ,autokorekce“ pfipadnych numerickych chyb a zaokrouhlovani. Jednotlivé body y'¥! 1ze totiz
povaZovat za nové vychozi body bez ohledu na ,historii“ jeho vzniku y'%,..., y*~1. Navic p¥ vy-
poctu neni nutné ihned pocitat vS§echny iterace tiplné pfesné. Diky zminéné autokorekéni vlast-
nosti stac¢i zacit s jednim desetinnym mistem a dalsi pfidat az v pfipadé, kdy se hodnota ustali
atd. Toto zjednoduseni ocenime obzvlasté pti ru¢nich vypoctech. Na druhou stranu jednou z vy-
raznych nevyhod této metody je nutnost vypo&tu C™}, coz muiZze byt pofetné velmi narotné —
obzvlasté v pfipadé, kdy hodnota det C je blizka nule.

Realizace vypoctu: Danou pfevedeme do zdkladniho tvaru a ur¢ime (4.3.4), tj. vypocteme ma-

tici G a vektor h. Vypocet je pak realizovan pomoci jednoduché tabulky. Do zdhlavi napiSeme
jednotlivé slozky matice G a vektoru h tak, Ze vSechny €leny na stejném fadku podélime dia-
gondlnim prvkem, zménime znaménko a misto diagondlniho prvku napiseme 0. Do prvniho
1 3 &islo 1. Potom potitdme yi", yl',... tak, ze pro jejich i-tou

slozku potfebujeme i-ty fadek zéhlavi, jehoZz slozkami postupné vynasobime predchozich m—1

fadku tabulky zapiSeme vychozi y

predchozich prvki (véetné téch, které jsou o fadek vyse). Jednotlivé souciny seCteme a pficteme
posledni prvek i-tého fadku v z&hlavi. Je-li vysledek kladny zapiSeme jej jako yl[k]
padé zapipSeme 0. Na konci kaZzdého radku pak jesté napiSeme 1. Nésledujici tabulka ilustruje

, vopacném pii-

vypocet yék] v ptipadé m =4.

0o &2 88 _gu | M

81 81 811 81

8, 8 _8u | I

822 822 822 822

j—g | 8 _82 o _8u | I

833 833 833 833

8 82 g | _Ta

844 844 814 814
yo y {0] J’g)] J’éo] Y 4[10] 1
k=1 : : yék—l] yf{“‘” 1

B I T N )

Tabulka 4.1: Ilustrace jednoho kroku Hildrethovy-d’Esopovy metody.
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Philip Starr ,,Phil* Wolfe (11.
srpna 1927 — 29. prosince 2016)
byl americky matematik, ktery je
povazovan za jednoho z ,otcil za-
kladatel” teorie konvexniho pro-
gramovani. Na zakladni skole pa-
tfil mezi vynikajici zaky a milo-
val védu, ale na stredni Skole se
pro néj stala prekazkou na al-
gebre a geometrii. Nastésti si pre-
Cetl Euklidovy Zdklady, diky ce-
muz (jak sam Wolfe fikal) se z
néj a Euklida ,stali kolegové".
V roce 1943 nastoupil na Ka-
lifornskou univerzitu v Berkeley,
ale studium musel prerusit kvdali
nastupu do armady kratce pre
koncem druhé svétové valky. V
roce 1947 se na Berkeley vratil
a v roce 1954 zde ziskal dokto-
rat, kdyz se ve své disertaéni praci
chtél vénovat predevsim teorii her.
Tento zajem jej privedl k Projektu
SCOOP a k setkani s Dantzigem,
ktery jej ponoukl k vyfeSeni pro-
blému s moznym zacyklenim sim-
plexového algoritmu. To se Wol-
femu povedlo, viz [25], s vyuzi-
tim lexikografického pravidla, které
se stalo soucasti jeho disertaéni
prace. Po zisku doktoratu prijal
Wolfe pozici na univerzité v Prin-
cetonu, kde se vénoval problémiim
kvadratického programovani. Spo-
le€né s Marguerite Frank(ovou)
navrhli tzv. Frankové-Wolfeho al-
goritmus pro reSeni tloh kvadratic-
kého programovani, ktery Ize apli-
kovat i na dlohy konvexniho pro-
gramovani, viz [40]. Ve stejném
Cisle Casopisu Naval Research Lo-
gistics Quarterly (vlastné hned na
dalsi strané) vysel i Markowitziv
¢lanek [57] ohledné minimalizace
kvadratické funkce s vyuzitim kri-
tické primky. Pred nastupem na
Princeton dostal i nabidku ze spo-
le€nosti RAND, kteou ale tehdy
odmitl. V roce 1957 RAND svoji
nabidku zdvojnasobil, a tak se
Wolfe vratil do Kalifornie, kde spo-
le€né s Dantzigem a dalSimi praco-
vali na zlepseni simplexového algo-
ritmu. Z této doby je i jeho modi-
fikace simpelxového algoritmu pro
feseni Gloh kvadratického progra-

Cislo (%) pak ma bud’ nulovou hodnotu nebo

k- k-1 834 hs 81 k8
P08y S0 b e,
833 833 833 833

je-li tento vyraz kladny.

[ Priklad 4.4.2 l

[ Hildrethova-D’Esopova metoda — feSeny piiklad #1: s © O https://goo.gl/aPhpA]J ]

m Wolfeho metoda v kratkém tvaru

Jakkoli je princip pfedchozi metody snadny, je za néj velmi draze zaplaceno velmi silnymi po-

zadavky zahrnujici C > 0 a Slaterovu podminku. Je proto potfeba mit k dispozici i algoritmus
pro feSeni obecnéjsich tiloh (QP), zejména dovolujici i singuldrni matice C = 0. To nés pfivadi k
algoritmu Philipa Wolfeho?® z roku 1959 zalozeném na Karushovych-Kuhnovych-Tuckerovych
podminkdch z pozndmky (i) za Vétou 4.3.1 a upraveném simplexovém algoritmu, viz [80]. Ackoli
podobné jako v pfipadé linedrniho programovani dnes uZ existuji efektivnéjsi metody (at’ jiz za-
loZené na simplexovém algoritmu nebo na zcela jinych zdkladech), my u této metody ztistaneme
kvili jejimu pfirozenému navédzani na simplexovy algoritmus a také jeji ndzornost (a celkem
»snadny“ vypocet). Toto jsou vlastné také diivody ospravedliiujici velké rozsifeni a popularitu
tohoto algoritmu v 60. letech. Tato metoda byly ptivodné rozpracovédna pro tilohu kvadratického
programovani v kanonickém tvaru a jeji popis lze v takovém pfipadé nalézt v fadé monografii a
také ve skriptech [30, Sekce 7.5]. JenZe my se touto cestou nevyddme, a to miniméalné ze dvou
divodl

X,

(i) potfebnd modifikace simplexové metody ubira této metodé na ,Cistoté*;

(ii) vétSina (zajimavych) dloh v R?, které umime vizualizovat (a tedy fesit i geometricky), by
vyZadovaly pro pfevod na kanonicky tvar zavedeni pomocnych pfidavnych proménnych,
coZ by nutné vedlo k pouZiti tzv. dlouhého tvaru Wolfeho metody (odpovidajici ticelova
funkce by byla vzhledem k novym proménnym singuldrni). Toto ale v naSem pojeti Wolfeho
metody potieba nebude. Pro tiplnost jesté dodejme, Ze bude-li ptivodni tiloha v zdkladnim
tvaru, pak jeji feSeni Wolfeho metodou bude vzdy vyZadovat dlouhy tvar (bez ohledu na to
zda pouzijeme ptivodni algoritmus nebo ten ,vylepseny*).

Nasim vychozim bodem tedy je tiloha kvadratického programovani

3(Cx, x)+(d, x) > min, Ax<b, x=0, 4.5.1)
s matici C = 0 a odpovidajicimi Karushovymi-Kuhnovymi-Tuckerovymi podminkami
~-Cx-A'y+u=d (4.5.2a)
Ax+ v=>b (4.5.2b)
x=z0 & y=0 & u=0 & v=0 (4.5.2¢)
(x,uy=0 & (yv)=0 (4.5.2d)

Pfipustme nyni, zZe b = 0. V opacném piipadé bude opét nutna tzv. prvni fdze Wolfeho metody,
kterou si ukdZzeme pozdé&ji. Najdeme-li feSeni [x*, y*, u*, v*] soustavy (4.5.2), pak odpovidajici x*
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movani z [80]. V roce 1964 zavi-
tal na pozvani svého pritele Go-
moryho na pilroéni staz do spo-
leénosti IBM, do které nasledné
nastoupil, a stravil v ni zby-
tek své profesni kariéry. V roce
1992 ziskal spoleéné s Hoffma-
nem John von Neumann Theory
Prize za ,,jejich prispévky k inte-
lektualnim zakladiim matematic-
kého programovani* (their contri-
butions to the intellectual foun-
dations of mathematical progra-
mming). Na webovych strankach
INFORMS je dokonce dostupny
i zaznam velmi zajimavého rozho-
voru s Wolfem z kvétna 2001, viz
https://odkaz.page.link /wolfel.

267de symbol |d| zna& bod
[ldil,...,1dnll. ,,Bazickost" uvede-
ného bodu plyne ihned z toho, ze
odpovidajici ¢ast matice na levé
strané (4.5.4) je (‘} g), ktera ma pl-
nou hodnost n+ m.

bude feSenim tlohy (4.5.1) dle Véty 4.3.1 a ndsledného rozboru. Podminky 4.5.2a-4.5.2c jsou li-
nedrni, zatimco podminka 4.5.2d je nelinearni. Z posledni podminky vyplyva, Ze z kazdého paru
proménnych x;,u; a y;, v; je alespon jedna slozka nulovd, a tedy nejvySe n + m proménnych
v (x,u,y,v)" € R%"™M je nenulovych. Avsak to je pravé tolik, kolik ma soustava (4.5.2a)—(4.5.2b)
rovnic, tj. nejvyse tolik proménnych je nenulovych, kolik mé soustava rovnic. JelikoZ plati, Ze mé-
li soustava linedrnich rovnic nezdporné feSeni, pak mé i nezdporné bazické feseni, staci se pfi
feSeni (4.5.2a)—(4.5.2d) omezit na nezdporné bazické feSeni (tzv. simplexovy algoritmus, srovnej
s linedrnim programovanim).

Hlavni myslenka dalsiho postupu je nésledujici (tzv. druhd fdze Wolfeho metody): Zavedenim
pomocnych umélych nezapornych proménnych rozsifime soustavu (4.5.2a)-(4.5.2¢c) do podoby,
ve které bude snadné urcit vychozi BPB splnujici (4.5.2d). Potom simplexovym algoritmem anu-
lujeme umélé proménné, pficemz stdle mame na paméti podminku (4.5.2d). Pokud se ndm takto
podafi vyloucit vSechny umélé proménné z baze, pak kone¢nd simplexové tabulka bude urcovat
feSeni soustavy (4.5.2a)—-(4.5.2d).

Nyni si to rozebereme trochu podrobnéji. Soustavu (4.5.2a) roz§ifime o umélé proménné z € R"
tak, Ze dostaneme soustavu

~Cx-A"y+u+Dz=d

Ax+ v=>b (4.5.3)
x=z0 & y=0 & u=0 & v=0 & z=0,
kde D € R™" je diagonélni matice s diagnalnimi prvky
-1, d,’ <0, X
diiz l=1,...,l’l,
1, di >0,
tj. d;; = sgnd; pro d; # 0. Toto lze maticove zapsat jako
X
y
-C -AT I 0 D d
u =
A 0 0 I O b
v
z
n m n m n X
——— A A A
nj -C -AT I 0 DJ||y
m d
A 0 o I 0 ul= . (4.5.4)
b
v
z

Potom [x, y, 1, 1, z] = [0,0,0, b, |d|] je BPB28, ktery zaroven spliiuje i (4.5.2d). Nyni za ticelem anu-
lovani umeélych proménnych fesime tilohu

zZ1+--+2z,—min zapodminek (4.5.3). (4.5.5)
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27 Vypocet v této fazi lze vyrazné
urychlit tim, ze zavedeme pouze
tolik pomocnych proménnych z;,
kolik ma zapornych slozek vek-
tor d, tj. pokud d; =0 pro né-
jaké i€ {1,...,n}, pak misto za-
vedeni z; ponechame v bazi u;.
V takovém pripadé bude vychozim
BPB A:=[x,y,u,v,2]=[0,0,%,b,2],

VETA 4.5.1

WOLFEHO
kde = [T, ..., Tin] a Z=[Z1,...,Zn]
jsou dana jako

_ 0 d;<0, iefl,...,n},
u; =
" ldp di=0, iefl,...n},
_ _|lai| ai<o, ieq,...,n},
Zj=
"“lo  d;z0, iefl,...nh.

Potom hodnota celové funkce
tlohy ve druhé fazi v bodé A je
nejvySe rovna hodnoté této ce-
lové funkce v ,klasickém" vycho-
zim BPB popsaném vyse. Proto
staci zavést pouze takova z;, pro
ktera je z; # 0. Kdybychom méli
dokonce danu alohu s d =0, pak
neni potfeba zavadét zadné z; a
mame ihned reseni. Jaké? V tako-
vém pripadé je bod [0,0,0,b,d] fe-
Senim soustavy (4.5.3), takze x* =
0 je feSenim pavodni Glohy (4.5.1).
To je zrejmé z toho, ze C = 0,
d=0, b=0 a x>0 znamena, ze
nejmensi mozna hodnota Gcelové
funkce je 0, kterou dava pravé bod
x*=0.

28 Toto provedeme bez Gjmy na

obecnosti — staéi pouze preho-
dit poradi jednotlivych omezeni
v Ax<b.

OvSem ne kazdé feSeni dlohy (4.5.5) musi vyhovovat podmince (4.5.2d). Pro je nutné doplnit
simplexovy algoritmus o

Wolfeho pravidlo: Je-1i x; (nebo y;) bazickou proménnou, pak pfi pfechodu
k dalsi simplexové tabulce a novému BPB se nesmi u; (nebo v;) stat bazickou
proménnou a naopak, tj. je-li u; (nebo v;) v bazi, nesmi do baze vstoupit x;
(nebo ;).

Toto pravidlo ndm zarucuje, Ze v Zddném kroku x; a u; (stejné jako y; a v;) nebudou nikdy
soucasné bazickymi proménnymi. Pokud se ndm pomoci tohoto upraveného simplexového al-
goritmu podaii ziskat FeSeni tlohy (4.5.5) spliiujici "', z; = 0, potom posledni simplexova ta-
bulka urcuje feseni [x*, y*,u*, v*] soustavy (4.5.3), a tedy odpovidajici x* je feSenim ptivodni
tlohy (4.5.1). Toto je tzv. krdtky tvar Wolfeho metody?” .

Konverguje viibec tato metoda? Nemohlo by se stat, Ze nastane }"!_, z; > 0 a kvtili Wolfeho pravi-
dlu by nebylo moZné pokracovat? Odpovéd’ dava nasledujici véta, kterd je ,ukryta“ i ve Wolfeho
clanku [80].

Je-li C > 0 nebo d = 0, pak je dloha (4.5.5) feSitelnd simplexovym algoritmem soplnénym
o Wolfeho pravidlo, tj. po kone¢ném poc¢tu krokti dostaneme Y7, z; = 0.

Samoziejmé je mozné, Ze tento algoritmus bude fungovat i v pfipadé, kdy C=0,detC=0ad #0,
ovsem pro diikaz konvergence je potfebné C > 0 nebo d = 0. Alespon zatim. ..

( Priklad 4.5.2 l

[ Wolfeho metoda (kratky tvar) — feseny piiklad #1: s © CJ https://goo.gl/G2tAsa ]

V pfipadé b # 0 je situace komplikovanéjsi a je nutné nejdiive provést pruni fdzi Wolfeho me-
tody, abychom nasli vychozi BPB pro druhou fazi (to je vlastné analogie dvoufazové metody pro
linedrni programovéni). Karushovy-Kuhnovy-Tuckerovy podminky Ize schématicky zapsat jako

n+m n+m
—_—
.baze“ | x y u v
<] -C -AT|I o0|d
| v A 0 |0 I|b

Tabulka 4.2: Schématickd tabulka pro omezeni (4.5.2a)-(4.5.2b).

Bod [x,y,u,v] = [0,0,d, b] je bazickym, nebot’' ma m + n bazickych proménnych a odpovidajici
¢ast matice ur€ujici omezeni v (4.5.2a)—(4.5.2b) je ({ %), ovSem pro b # 0 neni ptipustny (kdyby
bylo, pak by x* = 0 muselo byt feSenim). ,Rozdélime“ vektor b na?® dvé ¢4sti (Z; ), kde b, =0a
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29 A\ Pozor! Nelze se omezit pouze
na druhé omezeni a pracovat je-
nom s nim podobné jako v prvni
fazi pro reseni alohy linearniho
programovani. Potfebujeme najit
hodnoty x, v tak, aby platilo druhé
omezeni a zaroven byli schopni na-
jit vychozi BPB pro druhou fazi.
Neni totiz mozné upravovat jenom
druhé omezeni a nasledné pokra-
Covat druhou fazi jako v predcho-
zim pripadé, nebot ten byl zalozen
na volbé vychoziho BPB s x =0,
coz asi nebude vysledkem prvni
faze. Nebo ano? Na zacatku druhé
faze proto potfebujeme pracovat
s novymi omezenimi, kterd zis-
kdme tim, ze v prvni fazi upravu-
jeme celou soustavu.

b < 0. Analogicky rozdélime také matici A, tj. mdme

Alxsbl, bl >0,

A, x<by,, by<O.

Stejnym zptsobem rozdélime také vektory y, v a zavedeme umélé proménné w;, wy,..., jejichz
pocet je dan poctem zdpornych sloZek vektoru b. Takto dostaneme novou vychozi tabulku

,baze* X N Vo u v v | w
u -C -Al -A|I 0 070 d
41 A 0 0 0 I 0 |0]| bh=0
w —-A; 0 0 0 0 -—-I| 1| -b>0

Tabulka 4.3: Vychozi tabulka pro prvni fazi Wolfeho metody.

BPB tlohy (4.5.1) pak dostaneme feSenim pomocné tilohy

wiy +-+-+ w, — min

Aix+uv = bl
(4.5.6)
—Azx— U+ Ww= —bz

x=0 & =0 & 1nL=0 & w=0

s vychozim BPB [x, v, v,, w] = [0, by, 0, —b,]. Ve vychozi tabulce ponechdame i prvni ,fadek” re-
prezentujici omezeni (4.5.2a), ale pfi urcovani klicového fadku se omezujeme jen a pouze na
proménné vystupujici v pomocné tloze (4.5.6), tj. x, vy, Vo, w. Jinymi slovy, v prvni fazi zddna z
proménnych y,..., ¥, nevstoupi do baze a zddné u,, ..., u, nevystoupi z baze. Nicméné tipravy
popsané v simplexovém algoritmu provddime s celou tabulkou??. Cilem je vylouéit w z béze.
Pokud se nam to nepodaii, znamena to, Ze ptivodni tloha (4.5.1) je nepiipustna. Pokud se nam
podafii vyloucit w z baze, pak pokracujeme druhou f4zi Wolfeho algoritmu tak, jak jsme ji popsali
v pfedchozi ¢4sti: zavedeme proménné z; podle prvniho ,bloku“ posledni simplexové tabulky
v prvni fazi, tj. u; nahradime z; a zavedeme matici D. OvSem tentokréat jiz neplati, Ze z; zavadime
pouze pro zapornou pravou stranu — musime totiz respektovat i Wolfeho pravidlo, tj. pokud je
pravé strana kladnd, ale odpovidaji slozka vektoru u nesmi byt v bazi kviili Wolfeho pravidlo (tj.
v bazi uz je x;), musime misto ni také zavést z;.

l Priklad 4.5.3 l

[ Wolfeho metoda (kratky tvar) — feseny piiklad #2: s © LI https://goo.gl/WnaKlx ]

m Wolfeho metoda v dlouhém tvaru

V pfipadé, kdy nejsou splnény pfedpoklady Véty 4.5.1, tj. detC = 0 a d # 0, pak miZe nastat

situace, Ze pfi feSeni tlohy vySe popsanym zptsobem jiz nebude mozné kvili Wolfeho pravidlu
provést dalsi krok simplexového algoritmu, ackoli stale Y , z; > 0. Z tohoto dtivodu se takové
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31Vse by fungovalo zcela analo-
gicky s tim, ze chceme ziskat pu =
v, tj. zvySovali bychom hodnotu
uaz k v;.

VETA 4.6.1

tlohy fesi pomoci tzv. dlouhého tvaru Wolfeho metody*°. Tato verze Wolfeho metody se sklada
ze tii fazi, pficemz princip prvnich dvou je shodny s témi v kratké varianté.

Zakladni myslenka je v parametrizaci linedrni ¢asti tcelové funkce f(x) = % (Cx, x) +{d, x) tak,
Ze misto ni budeme pracovat s funkci

3(Cx, x)+p(d, x)

pro = 0. Pak diky Vété 4.5.1 mtizeme najit feSeni tilohy odpovidajici y = 0 kratkym tvarem Wol-
feho metody. OvSem feseni ptivodni Glohy odpovida u = 1. Proto ve tfeti fazi vyjdeme z feSeni pro
1 = 0 a pii stdlém zachovani Karushovych-Kuhnovych-Tuckerovych podminek zacneme zvétso-
vat hodnotu y, dokud nedosdhneme pozadované hodnoty ¢ = 1. Timto zplisobem lze dokonce
fesit dlohu (4.5.1), kde tcelova funkce f(x) = % (Cx, x) +v {d, x) zavisi na néjakém parametru v
nabyvajicim rznych hodnot 0 < v; < v, <--- < v,, My ale pro jednoduchost zlistaneme u pfi-
padu’! v=1.

UvaZme tedy dlohu
1(Cx, x)+p(d, x) —min, Ax<b, x=0, (4.6.1)

s odpovidajicimi Karushovymi-Kuhnovymi-Tuckerovymi podminkami

—Cx-A'y+pu=d (4.6.2a)

Ax+ v=>b (4.6.2b)

x=z0 & y=z0 & u=0 & v=0 & pu=0 (4.6.2¢)
(x,uy=0 & (y,v)=0. (4.6.2d)

Pokud b # 0, je nutné zacit s prvni fazi a pokracovat do druhé faze, po jejimz skonceni chceme
mit vyeliminovany vSechny proménné z,,..., z, z baze, tj. v piipadg, Ze jiZ madme feSeni spliiu-
jici X1 ; z; = 0, ale z dlivodu degenerovanosti této pomocné tlohy zistaly nékteré proménné
z; v bazi, je nutné ve druhé fazi pokracovat tak dlouho, dokud v§echna z; nebudou vyloucena
z baze. Az se ndm to povede, mizeme zahdjit tfeti fazi s vijchozim BPB urc¢enym posledni sim-
plexovou tabulkou ze druhé faze. Kdyby b = 0, pak Ize ihned pfistoupit ke tieti fazi s vychozim
BPB [x, y,u,v,u] = [0,0,0,v,0] a bazi tvofenou proménnymi u, v. Na zacatku tfeti faze zacneme
zvétSovat hodnotu , pficemz musime dbat na viechny podminky (4.6.2), tj. ve tieti fazi feSime
dlohu

—g—min & (4.6.2a)-(4.6.2¢) (4.6.3)

a soucasné dodrzujeme Wolfeho pravidlo. Pfi tomto postupu mohou nastat 3 moznosti:

(i) Nalezneme BPB ulohy (4.6.3) s kladnym ¢islem v A-fadku (tj. neni feSenim), pficemz pfi-
slusny sloupec Ize v souladu s Wolfeho pravidlem zavést do baze, ovSem tento sloupec s vy-
jimkou A-fadku neobsahuje zadné dalsi kladné ¢islo, tj. nelze provést dalsi krok simplexo-
vého algoritmu. V takovém p¥ipadé neni ticelova funkce ulohy (4.6.3) ohrani¢end zdola, tj.
1 — oo.

(ii) Nalezneme feSeni tlohy (4.6.3), tj. A-fddek neobsahuje kladné ¢islo.
(iii) Nalezneme BPB ulohy (4.6.3) s kladnym ¢islem v A-fadku (tj. neni feSenim), ale kviili Wol-
feho pravidlu nelze pokracovat déle.

(a) Jestlize pfifeSenitlohy (4.6.3) simplexovym algoritmem doplnénym o Wolfeho pra-
vidlo nastane situace (ii) nebo (iii) popsanéa vySe, potom hodnota proménné p v
posledni simplexové tabulce je nutné nulova.
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VETA 4.6.1

32 Neni to pravidlo v tom klasic-
kém smyslu — simplexovy algorit-
mus vam totiz nic moc jiného ne-
dovoli, nez podle néj postupovat.

33 Vylouéili jsme viechna z; z baze
a kvili Wolfeho pravidlu tam tyto
proménné nemohou byt soucasné,
jenze v bazi musi byt pravé n+m
prvkil, takze tak z kazdé dvojice
musi byt pravé jeden.

(b) Jestlize pfifeSenidlohy (4.6.3) simplexovym algoritmem doplnénym o Wolfeho pra-
vidlo nastane situace (ii), potom hodnota tcelové funkce dlohy (4.5.1) neni zdola
ohranicens, tj. tato iloha miize mit feSeni pouze v situaci (i) nebo (iii).

Z Césti (a) této véty vyplyvd, Ze pokud pfi feSeni tlohy (4.6.3) je v nékterém kroku p > 0, pak
lovat. Pokud nastane (i) nebo (ii), pak bud’ miizeme urcit feSeni ptivodni dlohy, nebo vime, Ze
ptvodni tloha je zdola neohrani¢end. Navic v pfipadé (ii) je hodnota ticelové funkce v feSeni

zjevné nulova.

Lze také ukdzat, Ze pro matici C > 0 nemiize situace (iii) nastat. OvSem obecné nemiiZzeme v
situaci (iii) rozhodnout, zda tdloha (4.6.3) ma feSeni ¢i nikoli (mé-li feSeni, tak ho kvili g =0
nemuzeme urcit). Tedy v pfipadé singuldrni matice C by se mohl dlouhy tvar Wolfeho metody
zaseknout. Vskutku? Nastésti tomu lze zabranit tzv. Shettyho pravidlem3?, které vylu¢uje situaci
(iii). Ve vychozi tabulce pro treti fazi je z kazdé dvojice x;, u; a y;, v; pravé jedna proménnd v bazi
a druha mimo bazi3. Proto zavedeme v prvnim kroku této fize proménnou g (jinou moznost
ani neméame). Oznacime-li si dvojice x;, u; a y;, v; pomoci

_ Xi, i=1,...,n, U, i=1,...,n,

Xi = U=
Vip, i=n+1,...,2n, Vien, I=n+1,...,2n,

pakna zacétku tieti faze je v bazi pravé jedna proménnd z dvojice X;, u; a v prvnim kroku néktera
z nich béazi. OvSem kviili Wolfeho pravidlu existuji pouze dvé proménné, které mohou v dal$im
kroku vstoupit do baze: bud’ bude vracena zpét proménnd vystoupivsi z baze nebo tam vstoupi
druhd proménna z dvojice x;, u;, coz plati i pro vSechny dalsi kroky tteti faze. Tyto dvé proménné
tvoti tzv. nebazickou dvojici. Oznacime-li odpovidajici hodnotu v A-fadku nové simplexové ta-
bulky jako A a A, pak pro proménnou vystupujici z baze je nutné A < 0, takze &isla A a A nemo-
hou byt kladnd zaroven, tj. nema smysl tam ihned vracet zpét proménnou vyloucenou z béaze.
V kazdém kroku tfeti faze tak 1ze jednoznacné urcit proménnou, kterd ma vstoupit do béze

Shettyho pravidlo: opustilo-li bazi x; (nebo u;), pak v dalsim kroku do baze
musi vstoupit #; (nebo x;) bez ohledu na to, zda odpovidajici hodnota v A-
fadku je kladn4 ¢i nulova.

Protoze lze také ukdzat, Ze ¢isla A a A nemohou byt ani soucasné zdporné, je jasné, Ze tento
proces nutné skonci bud’ situaci (i) nebo (ii).

Nyni se podivdme na situaci (i), kdy ¢ — oo, tj. kdyZ tcelova funkce tlohy (4.6.3) neni zdola
ohranicen4, a tedy tloha (4.5.1) mé feSeni. V takovém p¥ipadé dostaneme pfifeSeni (4.6.3) upra-
venym simplexovym algoritmem kone¢nou posloupnost BPB soustavy (4.6.2a)-(4.6.2¢), tj.

K [k KKKk
XM= [yt M R ke=0,1,., 7

a nakonec polopiimku
x"i+rX, 120, (4.6.4)

""" )T této poloptimky

je urceny tim sloupcem posledni simplexové tabulky, ktery mé v A-fadku kladné ¢islo, tzv. kri-
ticky sloupec. Takovy sloupec je nutné jediny v dlisledku Shettyho pravidla a ostatni prvky tohoto
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sloupce jsou nekladné, protoZe jsme v situaci (i). Tento smér proto dostaneme tak, Ze proménné
odpovidajici tomuto sloupci (tzv. kritickd proménnd, kterou bychom v poslednim kroku chtéli
zavést do baze) pfiradime hodnotu 1, ostatnim nebazickym proménnym kritického sloupce pfi-

s w2z

fadime hodnotu 0 a bazickym proménnym pfifadime hodnoty odpovidajici ¢isltim z kritického
sloupce vynasobeného —1, tj. X obsahuje pouze nezéporna &isla.

Wolfeho pravidlo ndm zarucuje nejen nulovost skaldrnich sou€inti (x, u) a (y, v) vkazdém kroku,
ale také plati

(xR Yy = 0 = (WY e =0,1,..., -1,
(yH, Ry = g = (I Ry ke =0,1,...,7 -1,
(x", @)y =0=(x u"y,

(", 7) =0= (30",

tedy podminky ortogonélnosti jsou splnény i pro libovolnou konvexni kombinaci dvou po sobé
jdoucich BPB a vSechny body polopfimky (4.6.4), o cemzZ se 1ze snadno pfesvédcit vzhledem
k linearité skaldrniho soucinu, tj. napf.

(ax™+ g1 gy 4 gyl =

— 052 <)C[k], u[k]>+ﬁ2 <x[k+1]’ u[k+1]> +a,B((x[k], u[k+1]>+<x[k+l], u[k])) =0,

kdea+pf=1,a=0,=0ak=0,1,...,r — 1. Stejny vypocet miZeme zopakovat i pro dvojici y, v
a konecné

(M u +ra)y= (", XY+ 73 @y + (7, @)+ (x, X)) =0,

Pro nalezeni feSeni tlohy (4.5.1) pak musime rozlisit 3 mozné pi¥ipady:
(i) Je-li u™® =1 pro n&jaké 0 < k < r, pak odpovidajici X' je fesenim soustavy (4.6.2) su=1,a
tedy slozka x[k] je feSenim tlohy (4.5.1), tj. x* = x'¥.
(ii) Je-li ulk] <1 < u**Y pro né&jaké 0 < k < r — 1, pak konvexni kombinace

[k+1] _ 1

H <1

* . g% ylkl — ) x k1 fm
X' =2X"+1-2)X"", kde0<A Tk gk

tvoti feSeni soustavy (4.6.2) s u = 1, takze x* = 1* x!¥ + (1 — 1*) x!**1 fe&i dlohu (4.5.1).

(iii) Je-li u™ <1, pak
1-— 'u[r]

— ’

X =X"+1*X, kdet*:=

je feSenim soustavy (4.6.2) s =1, a tedy x* = x'"! + 7* X je feSenim tilohy (4.5.1).

[ Priklad 4.6.2 l

( )
Vyfesme tlohu

X5+ X5 +2X) Xp + X — 2X, — min
X1+ X2 <5,
2X1+ X =4,

x1=20 & x,=0.
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Reseni. PrepiSeme-li druhé omezeni do tvaru —2x; — x, < —4, pak mame

2 2 =2 -2 -1 —4
JelikoZ b # 0 budeme potiebovat prvni fazi Wolfeho metody. Souc¢asné mame C = 0 a
det C = 0, takZe je potfeba pouZit dlouhy tvar Wolfeho metody.
Faze 1
Mame pouze b, < 0, takze v této fazi pfiddme pouze proménnou w;, tj. w = (0, wy)', a
fesime tlohu
Wy — min
X1+Xo+UV = 5
2X1+ X —Vr+wr, =4

x120 & x220 & U120 & U220 & w220.

Cp B X1 X2 |y Y| U | 10 U w| w || x xglA
0 U 2 2 -1 2 1 010 0 -1 0 0 x
0 U -2 -2 -1 1 0 1 0 0 2 0 0 x
0 U, 1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 5 5

Ck 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

Z 2 1 0 0 0 0 0 -1 0 1

Uy 0 -1 -1 2 1 0 0 -1 -1 X 4

U 0 /721 0 0 0 0 1 1/2 | 0 X 3

X1 1 /21 0 0 0 0 0 -1/2 |0 X 2

KONEC prvni faze. Nalezli jsme feSeni s w, = 0, takze tloha je pfipustnd a mtizeme se-
strojit vychozi BPB pro druhou fazi.
Faze 2

Nyni zavedeme proménné z;,z, a zvolime D = (}9). Pak chceme najit feseni dlohy
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s omezenimi z posledni simplexové tabulky z prvni faze, tj.

Z1 + Zp — min,
—Xo—Y1+2Y+ U1 —Vr— U+ 2 =4,
—Xo=Y1t+YotUp—Vr+2U+2p =4,

Xo 2+ V1 +1,/2=3, > (4.6.5)
X1+ X/2—-15/2=2,

x1=20 & =20 & _}/120 & yZZO & u;=0

u=0 & =0 & 1L=0 & pu=0 & z,=20. & z=0.

Za vychozi BPB pak vezmeme x; =2, X, = Y1 =)o = U = Uy =0, 1 =3, 1, =0, u =0,
z1 =4, zp = 4, tj. v bézi je x1,v1, 21, 2. V takovém piipadé mame vychozi simplexovou
tabulku

Cp B X1 X2 n Y2 u Uy 141 Uy 14 21 Z2 XB XB/A,

1 z) 0 -1 -1 2 1 0 0 -1 -1 1 0 4

0 U 0 1/2(0 0 0 0 1 /72 { 0| 0O O 3

0 X1 1 120 0 0 0 0 -1/21 0] 0 O 2

Ci 0 0 0 O 0 0 0 0 0 1 1

2k 0 2 -2 3 1 1 0 -2 1 1 1

Cilem této faze je vyeliminovat proménné z; a z, z béze, coz bude vyZadovat nejméné
2 kroky. OvSem v souladu s tvodnim poznamkou to mtizeme udélat s pomoci mensiho
poctu proménnych. V posledni simplexové tabulce v prvni fzi mdme na pravé strané
(ve sloupci oznaceném xg) kladna cisla, takZe za vychozi BPB pro tilohu ve druhé fazi
bychommohlivzitxl =2,%=n=)=0u1=4u,=4v,=3,1,=0,u4=0,2,=0,2, =0,
tj. nepotfebujeme z;, z,. Mohli bychom tedy tuto fazi preskocit a pokracovat rovnou tieti
fazi. Jenze tento BPB je v rozporu s Wolfeho pravidlem - jelikoZ x; ndm vyslo na konci
prvni faze v bazi, nesmime u; zavést do béze. Proto misto néj zavedeme proménnou z;.
Soucasné u, v bazi nechat mizeme, takze nepotfebujeme z,. Proto staci ve druhé fazi
feSit ilohu
Z; — min,
—X2— )1 +2y2+ U —v—u+2z =4,
—Xo— Y1+ Yot Uy— Vo +2u=4,
Xo/24+ V1 +12/2=3,
X1 +XZ/2— U2/2 =2,
x1=0 & x=0 & _)/120 & y220 & u;=0
u=z0 & =0 & 1L=0 & pu=0 & z=0,
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svychozim BPBve tvarux; =2, x,=y1 =)o =1 =0upy =4, 11 =3, 1, =0, u=0, z; =4, tj. s O
.. -
v bazije x1, uy, vy, 2. §° s
L
“Q =
. B . . X 3
Cp B X1 X2 " Vo U u | n U, u 21 xg || xg/A ..‘:’. QE,
[¢]
1 ) ) ) ) - T 0o
z || o 1 1 @ 1 oo 1 1 |1l 4| 2 8 2
Y =
0 U 0 -1 -1 1 0 1 0 -1 2 0 4 4 . 9
< =2
©
0 [ 0 1/2 0 0 0 0 1 1/2 0 0 3 X <+
0 X1 1 1/2 0 0 0 0 0 -1/2 0 0 2 X
Ck 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
Zk 0 -1 -1 2 1 0 0 -1 -1 1
A 0 -1 -1 21 1 0 0 -1 -1 0 4
V2 0 -1/2 | -1/2 1 1/2 0 0 -1/2 | -1/2 X 2
U 0o -1/2 | -1/2 0 -1/2 1 0 -1/2 | 5/2 X 2
12 0 1/2 0 0 0 0 1 1/2 0 X 3
X1 1 1/2 0 0 0 0 0 -1/2 0 X 2
A 0 0 0 0 0 0 0 0 0 X 0

KONEC druhé fize. Uplné stejnou findlni tabulku bychom dostali i pfi feSeni
dlohy (4.6.5), ale potfebovali bychom k tomu 2 kroky. Nyni tuto findlni tabulku vyuzijeme
pro sestrojeni tlohy ve tfeti fazi.

Faze 3

Ve treti fazi fesime tlohu

— U — min,
—X2/2= 1124 Yo+ /12— 1,12 —pul2=2,
X2 /2= 12— w2+ up— v, /2+5u/2=2,
Xo/24+ V1 +1,/2=3,
X1+ X2+ —-12/2=2,
X120 & x=0 & =0 & y,=0
u=0 & up=20 & =20 & 1L=20 & p=0.

Tfeti fazi zahdjime zavedenim proménné p do baze (jinou moznost ani neméame).
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cs || B X X ooy | W w | v U Xg xXglA 5 :
“Q =]
X 0O
o1l » o -1/2|-172 1|12 o |o 12| -2l 2 x el
©c £
0 || w 0 -1/2|-172 of-12 1 |o -12 <:> 2 4/5 — S o
[0] — (>B .q:,
u==0 N
(=]
0o || v 0 1/2 o o o o |1 12 0 5 x < 32
0 || x 1 1/2 0 0 0 0 0 -1/2 0 2 x g
cr 0 0 o o o o o o 1
Shetty:
" Zi 0 0 0o o o o o o 0
? A 0 0 0 o] o 0o |o o 11 0
B
g‘ L] [ ] L]
X s 0 -3/5|-355 1|25 1/5|0 -355| o |12/5 x
M 0 -1/5|-1/5 o0 |-1/5 2/5|0 -1/5]| 1 4/5 x
v, 0 1/2 o o o o |1 12 0 3 6

1] —
p =415 x 1 <:> o o o o o -12| o 2 4—

A 0 /517 1/5 0 1/5 -2/5 | 0 1/5 0 -4/5

V2 6/5 0 -3/5 1 2/5 1/5 0 -6/5 0 24/5

u 2/5 0 -1/5 0 | -1/5 2/5 0 -2/5 1 8/5

4} -1 0 0 0 0 0 1 1 0 1
u =

X 2 1 0 0 0 0 0 -1 0 4

A -2/5 0 1/5 0 1/5 -2/5| 0 2/5 0 -8/5

KONEC tieti fize, nebot’ u! < 1 < u'?. JelikoZ plati

_p¥-1 8/5-1 3
SRyl 8/5-4/5 4

xMW=p20, x?=[04 a A*

je hledanym optimélnim feSenim dané dlohy

=AMy a-19x®=13/2,1).
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l Priklad 4.6.3 l

P
Vyfesme tlohu
X5 + X5 +2X1 X +20x; — 40X, — min
X1+ X, <5,
2X1+ X =4,

x1=20 & x=0.

ReSeni. Dané tiloha se od predchoziho ptikladu lisi pouze tim, Ze tentokrdt mame d =
(20,-40)T, coz je 20-nasobek vektoru d v pfedchozim ptikladu. Proto prvni a druh4 faze
budou zcela totozné s tim, Ze sloupec pro y musime vyndsobit 20. Mtizeme tedy ihned
pokracovat tieti fazi.

Faze 3

Ve treti fazi fesime tlohu

— M — min,
=X /2=y 12+, + U /2-1v,/2-10pu =2,
X /2=y 12— uy/2+ Uy —v,/2+50u =2,
Xo/24+ V1 +1,/2=3,
X1+ X/2+—-15/2=2,
X120 & x%=0 & ;120 & =0
mw=0 & up=20 & =20 & 1L=20 & p=0.

Tteti fazi opét zahdjime zavedenim p do baze (jinou moznost ani neméme).
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4. Kvadratick
4.6 Wolfeho metoda v dlouhém tvaru
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c 0
. . . . g ©
| cp B ” X1 X n Vo u; Uy v 123 | 7 | Xp ” xg/A | S >
2 ®
0 — \
p =0 0| » 0 -1/2 -1/2 1 1/2 0 0 -1/2 | -10 2 x 2 3
L%
0 || u 0 -1/2 -1/2 0 -1/2 1 0 -1/2 2 2/50 — -E £
< o
0 || v 0 1/2 0 0 0 0 1 1/2 0 3 x S =
Y =
0 || x 1 1/2 0 0 0 0 0 -1/2 0 2 x . ©
< 2
cr 0 0 0 0 0 0 0 0 -1l ©
Shetty: <
2 0 0 0 0 0 0 0 0 0
123
1 A 0 0 0 0 0 0 0 0 1t 0
B
X 2 0 -3/5 -3/5 1 2/5 1/5 0 -3/5 0 | 12/5 x
u 0 -1/100 | -1/100 0 -1/100  1/50 0 -1/100 | 1 | 2/50 x
u =2/50
v 0 1/2 0 0 0 0 1 1/2 0 3 6
Shetty: x 1 @ 0 0 0 0 0 172 0 2 4
X1
3 | || A || 0 1/1001 | 1/100 0 | 1/100  -1/50 | 0 1/100 | 0 | -2/50 || |
B
u w || 6/5 0 -3/5 1 @ 1/5 0 -6/5 0 | 24/5 12 —
p || 1/50 0 -1/100 0 -1/100  1/50 0 -1/50 1 | 4/50 x
w? =4/50
v -1 0 0 0 0 0 1 1 0 1 x
Shetty:
X2 2 1 0 0 0 0 0 -1 0 4 x
Y2
B | || A || -1/50 0 1/100 0 1/1001  -1/50 0 1/50 | 0 | -4/50 || |
B
v, u, 3 0 -3/2  5/2 1 1/2 0 -3 0 12 x
w || 1720 0 -1/40 1740 0 1/40 0 -1/20 1 1/5 x
8l —
-;1 =1/5
n| -1 0 0 0 0 0 1 D | o 1 1—
Shetty: n | 2 1 0 0 0 0 0 1 0 4 x
51
1 | || A || -1/20 0 1/40  -1/40 0 -41/200| 0 1/201 | 0 | -1/5 || |
B
" u, 0 0 312 5/2 1 1/2 3 0 0 15 x
U 0 0 -1/40  1/40 0 1/40 1/20 0 1 1/4 x
(4] —
pr=1/4 v || -1 0 0 0 0 0 1 1 0 1 x
X 1 1 0 0 0 0 1 0 0 5 x
| || A || 0 0 1/401 -1/40 0 -41/200 | -1/20 0 | 0 | -1/4 || |
KONEC tteti faze. Podle Shettyho pravidla mé nyni vstoupit do bdze proménna y;. To je
v souladu s Wolfeho pravidlem, ov§em sloupec pro y; neobsahuje kromé A-fadku zadné
kladné ¢islo, takZe neni moZné urcit, kterou bychom z baze vyloucili. Sou¢asné méame
x =10,5], u" = 1/4 a z posledni tabulky uré&ime
X =(0,0,1,0,3/2,0,0,0,1/40)",
. - - - [4] - . 7 z A4 z. 2z
tj. x =[0,0] a 1 = 1/40. Pak 7* = ! L‘ = 30, a tedy hledanym optimalnim feSenim dané
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KAPITOLA

1 Optimdlni strategie md tu vlast-
nost, ze at' je pocdtecni stav a po-
cdtecni rozhodnuti jakékoli, zbyva-
jici rozhodnuti musi tvorit optimdlni
strategii vzhledem ke stavu vyplyva-
jiciho z pruniho rozhodnuti.

2 Mym prvnim tkolem v dynamic-
kém programovdni bylo vybudovdni
rigoroznich zdkladii. Zjistil jsem, Ze
pordd dokola vyuZivdam stdle tu stej-
nou metodu k odvozeni funkciondlni
rovnice. Rozhodl jsem se tuto metodu
nazvat ,Principem optimality“. Oli-
ver Gross mi jednoho dne tekl: , Ten
princip neni rigorézni.“ Odpovedél
jsem mu: ,Samozrejmé, zZe ne. Neni
dokonce ani presny.“ Sprdvny prin-
cip by mél nasmérovat intuici.

Richard Ernest Bellman (26. srpna
1920 — 19. bfezna 1984) byl ame-
ricky matematik, v roce 1953 po-
lozil zaklady dynamického progra-
movani. V roce 1975 ziskal John
von Neumann Theory Prize za ,,jeho
vice nez dvacet let trvajici vidéi
roli v oblasti, kterou sam vytvoril:
dynamické programovani'.

Dynamické programovani

5.1 MOTIVACE ..ot i 130
5.2 Konecnékrokovy deterministicky PrOCeS ...........c.oveuueeieiineeinenneennnn. 132
5.3 SIOCRASLICKY PTOCES ... oiiiiii i e i 138
5.4 Nekonecnékrokovy deterministicky proces ...............ccoueiiiieeiiiniein.. 139

AN OPTIMAL POLICY HAS THE PROPERTY THAT WHA-
TEVER THE INITIAL STATE AND THE INITIAL DECISION
ARE, THE REMAINING DECISIONS MUST CONSTITUTE AN
OPTIMAL POLICY WITH REGARD TO THE STATE RESUL-
TING FROM THE FIRST DECISION.!

MY FIRST TASK IN DYNAMIC PROGRAMMING WAS TO
PUT IT ON A RIGOROUS BASIS. | FOUND THAT | WAS
USING THE SAME TECHNIQUE OVER AND OVER TO DE-
RIVE A FUNCTIONAL EQUATION. | DECIDE TO CALL THIS
TECHNIQUE, “THE PRINCIPLE OF OPTIMALITY.” OLIVER
GROSS SAID ONE DAY, “"THE PRINCIPLE IS NOT RIGO-
ROUS.” | REPLIED, “OF COURSE NOT, IT IS NOT EVEN
PRECISE.” A GOOD PRINCIPLE SHOULD GUIDE THE IN-
TUITION.?

RICHARD BELLMANS3

Viz ,,bibli* kazdého dynamického programovace [10, str. 83] a také Bellmanovu
autobiografii [11, str. 174].
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V Gvodni ¢asti Kapitoly 2 jsme hovofili o tom, Ze Dantzig postradal v ptivodnim Leontiefové mo- g v
delu dynamiku umoznujici zmény v pribéhu ¢asu. O dynamice jsme se zminili i v souvislosti =
* 0DKAZY s von Neumannovou praci z roku 1932. Hledani optimadlni strategie pro procesy, které se vyvijeji D
To]

v ase, jsme si také ukazali v nékolika p¥ikladech, viz 4. OvSem ne vzdy je feseni takovych pro-

blémti pomoci linedrniho programovéani mozné ¢i efektivni. My si v této kapitole ukdZeme jiny
mozny piistup k takovymto dlohdm, a to s vyuzitim tzv. dynamické programovdni, jehoz zaklady
polozil Bellman na pocatku 50. let a v priibéhu nésledujicich desetileti jej (spole¢né s mnoha
dalsimi) Gspésné rozvijel. Hlavnim néstrojem této oblasti je tzv. Bellmaniiv princip optimality.

[ Priklad 5.1.1 l

é )
Uvazme Sjednocené piskové zavody Brno, které prodévaji pisek do celého svéta (tj. mezi

Brnem, Rajhradem a Kufimi). Tento pisek je mozné t&Zit bud’ v Cernovicich nebo v Hru-
Sovanech u Brna, pficemz kvalita pisku je zcela totozné. Kazd4 koruna investované do
piskovny v Cernovicich na za¢atku roku ptinese na konci roku a v kazdém dal$im roce
2 tuny pisku a 0,5 K¢ zisku. Podobné kazdé koruna investovand v HruSovanech pfinese
1 tunu pisku a 0,9 K¢. Nasim tikolem je urceni rozdéleni finan¢nich prostfedkd, které jsou
vzdy na pocatku roku k dispozici, mezi oba zavody tak, aby celkova produkce v obdobi
nésledujicich péti let byla maximalni. Nas pocatecni kapitél ¢ini y K¢.

Reseni. Oznatme symbolem x¢ celkové investi¢ni prostfedky vynalozené v Cernovi-
cich do konce n-tého roku a podobné investice v Hruovanech oznat¢ime jako x!. Dale
oznacme volné investi¢ni prostfedky na konci (n —1)-ho (tj. na zac¢atku n-tého) roku jako
v, a pomérnou &ést volnych prostiedkt reinvestovanych v Cernovicich na zacétku n-
tého roku jako 0 < r,, < 1. Pak pro investice plati

h h

c
=X, 1tV a X,=Xx, ;+{0-r1)v,

(g
Xn

¢ h
v,=0,5x,_,+0,9x,_,,

pron=1,2,...,5, pficemz bereme x = 0 = x! a v; = y. Velikost produkce na konci n-tého
roku je 2x¢ + xI! tun pisku. Cilem proto je stanoveni r4, ..., 1, tak, Ze

5 5
Y @xt+x%) —max neboli Y [2(x5_; + 71, vn) + X + (1= 1,) V] — max.
n=1 n=1

To asi nebude tiloha linedrniho, celo¢iselného ani kvadratického programovani...

\ J
‘ Priklad 5.1.2 l
s )

Uvazme ndsobeni matic Aj,..., A, vhodnych rozmért. Velmi dobfe vime, Ze tato ope-
race neni komutativni, ale pouze asociativni. OvSem pro vypocet tohoto soucinu je velmi
dilezité poradi jednotlivych soucinii a nasim cilem je minimalizace celkového poctu po-
tfebnych soucinti, pficemz neodliSujeme ndsobeni nulou, jednickou nebo jakymkoli ji-
nym &islem. Napf. pro trojici matic

A eR & A eRY™ & A;eR*?
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pfiuzdvorkovani (A;-Ay)-A; celkem (5-6-4)+(5-2-6) = 180 potiebnych soucin,

5.1 Motivace

zatimco pro  A;-(Az-A3) tojejenom (5-2-4) + (4-2-6) = 88 potiebnych soucinti.

5. Dynamick

Navic, vzhledem k rovnosti mezi pocty fadki a sloupcti sousednich matic, neni nutné
si pamatovat kompletni rozméry vSech matic. Sta¢i pracovat pouze s posloupnosti

P1, P2, .-+, Pns1 Urcyjici pocty ftadk matic Ay, ..., A, a pocet sloupcti matice A,. Jak ale
pomoci této posloupnosti najit optimalni pofadi jednotlivych soucinti?

Tyto dva motiva¢ni pfiklady jsou ukdzkou tzv. viceetapovych/vicekrokovych rozhodovacich pro-
cesit, tj. procest, piinichz dochazi k rozhodnuti vkazdém kroku. My pak hleddme jednotlivé dil¢i
rozhodnuti, kterd ndm spole¢né vytvoii optimdlni strategii, kterd pfinese maximalni uzitek/zisk
apod. Tyto procesy obvykle zahrnuji zmény v ¢ase — dynamicnost, a proto oblast vénovana témto
ulohdm se nazyva dynamické programovdni.

Zakladnim jednotkou kazdého procesu je etapa ¢i krok (v pfedchozich pfikladech to byl 1 rok a
1 ndsobeni). Kazdy proces se pak rozdélen do nékolika dil¢ich etap, tj.

RS o

| EraeA ﬂ~——>\ Enatim

Obrazek 5.1: Etapy rozhodovaciho procesu.

Dynamické programy miiZeme klasifikovat do nékolika tfid.

(i) Diskrétni: rozhodovaci proménna mtize nabyvat pouze diskrétnich (tj. spocetné mnoha)
hodnot.
Spojité: rozhodovaci proménnd mtze nabyvat libovolnych hodnot z néjakého intervalu
(tj. nespocetné mnoha).

(ii) Konecnekrokovy (tj. konecny horizont) vs. nekonecnékrokovy (tj. nekonecny horizont).

(iii) Deterministicky: budoucnost je urcits, tj. vysledek kazdého rozhodnuti je a priori zndm.
Stochasticky. budoucnost je neurcita, tj. existuji i jisté vnéjsi vlivy, které mohou ovlivnit vy-
sledek u¢inéného rozhodnuti (zndme alespon miru pravdépodobnosti jednotlivych moz-

nych vysledkti kazdého rozhodnuti).
(iv) Jednoparametricky proces vs. viceparametricky proces (napt. rozdéleni dvou na sobé ne-
zévislych zdroju velikosti X a Y do n ekonomickych aktivit).

5 Princip divide et impera (rozdél a

panuj. Hlavni myslenkou feseni téchto problémt je tzv. dekompozice®, kdy se ptivodni komplexni pro-

blém rozdéli na fadu (z jistého pohledu) jednodussich tloh. Vysledek pak ziskdme kombina-

Yxz

ci/slozenim feSeni téchto jednodussich udloh, pficemz

(i) rozhodovaci situace nastava v piipadé, kdy existuje vice neZ jedno pfipustné feSent;

(ii) cilem rozhodovani (nebo optimaliza¢niho problému) je urceni jednoho rozhodnuti (fe-
Seni, politiky, strategie), které dava optimadlni vysledek (tj. Zddnd jind strategie nedava
lepsi vysledek).
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6 /A Pozor na znaceni: funkce r
vyzaduje 3 proménné, ovsem za-
pis (X, D) znamena, ze k tomu ve
skuteénosti postacuje znat pouze
2 proménné X a D, tj. vstupni a
rozhodovaci proménna.

Nyni se podivame bliZe na jednu etapu rozhodovaciho procesu:

@)

(i)

(iii)

(iv)

W)

S vyuzitim transformacni funkce mtzeme vyeliminovat Y z tcelové funkce, ¢imz dostaneme

D
\
= l ‘A(l‘\\/ﬂ l—vY
Y
!

Obrazek 5.2: Podrobny vhled do jedné etapy rozhodovaciho procesu.

vstupni veli¢ina (vektor) X predstavuje popis vychoziho (pocédtecniho) stavu systému a
obsahuje v§echny relevantni informace;

vystupni veli¢ina (vektor) Y popisuje systém v kone¢né trovni a obsahuje vSechny infor-
mace o vystupu;

rozhodovaci proménnd D (téZ vektor Tizeni) charakterizuje operace probihajici v pribéhu
jednotlivych etap;

ticelovd funkce r je jednorozmérna funkce vstupu, rozhodovani a vystupu, tj.

r=r(X,D,Y);

transformacni funkce y vyjadfuje kaZdou komponentu vystupni proménné jako funkci
vstupu a rozhodnuti, tj.
Y=yX,D),

a ve stochastickém programovani bude zédviset i na ndhodné veli¢ing, tj.
Y=y(X,D,Q).

(9

r=r(X,D,y(X,D)) =r(X,D).

Jednokrokovy optimaliza¢ni problém pak spociva v nalezeni max/ min tcelové funkce jakoZto

funkce vstupni veli¢iny. Oznac¢ime-li tuto optimdlni (maximdlni) hodnotu jako f* a odpovidajici

optimdlni rozhodnuti jako D* = D(X), pak plati

f*=rX,D"=f(X,DX)) = mDaxr(X,D) =r(X,D).

m Kone¢nékrokovy deterministicky proces

Yz %

V dalsi ¢ésti se blize podivime na N-krokovy rozhodovaci proces, jehoz schéma lze znazornit

néasledovné

€ programovani

5. Dynamick
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7V tuto chvili to mozna vy-
pada jako dalsi zbytecna komplice,
ovSem vyznam této zmeény oce-
nime za chvili. Snad. ..

8 Stale mé&jte na paméti poznamku
ohledné znaceni a poctu promén-
nych.

9 Toto z4visi na interpretaci funkce
r.

) | D ‘\ < E’f"f o \ D) 5 ; D’\
F \ \ ) \f’ T ( Q/ ] \\/
: : - Yoo T R
s D) jt% 1 S 2 ’VE’ i(ﬂ b—v\\&z@l@z\\'—7 \ U ) |9 %o
= \ (ND»\}——)\\&,-\L\FN = \

= ¥ir i | ‘ FoRRRE

¥ ‘ Y l < C
N 1 <N~2_ | 2 \ \

AL = NN

Obrazek 5.3: Podrobny rozbor vSech etap vicekrokového procesu.

Jednotlivé etapy jsou ve schématu imyslné indexovany od N po 0, tj. Xy je vychozi stav a X,
je cilovy stav’. JelikoZ vystupni veli¢ina k-tého kroku je totozna se vstupni veli¢inou (k — 1)-ho
kroku, plati

Xi-1=Yk(Xx,Dx) prok=N,N-1,...,1 (5.2.1)

avynos v k-tém kroku je
Tk = 1'(Xk, D).

Pak ale z (5.2.1) vyplyv4, Ze X; zavisi na rozhodnutich, kterd pfedchdzeji k-tému krokuy, tj. na
Dy,Dn-1,..., Dg+1 a Xy neboli®

Xk = Vi1 Xiw1, Dics1) = Vi1 Yir2(Xies2, Dics2)s Die+1) = Yier1 Xiew2) Dies2, D) =
= Vi+1 (Vi3 (X3, Dica3), Dics2y Dis1) = YVier1 (X3, Dicasy Dis2, Di1) =
== Yr1(Xn, Dp, ...y, Diy1)-

Dosazenim do tcelové funkce pak ziskdme
re = 1e(Xe, Di) = re(yke1(Xn, D, ..., Dic1), Die) = 1e(Xn, D, ..., Di), (5.2.2)

tj. vynos s k-tém kroku je ovlivnén poze rozhodnutimi v N-tém, (N —1)-nim, ..., k-tém kroku.
Nemaji na néj tedy (pochopitelné) zZadny vliv rozhodnuti z budoucnosti. Cilem dynamického
programovani pak miize byt nalezeni strategie takové, Ze napf-.

M=

N
g(re(Xk, Dy)) —opt  nebo  g( > r(Xe, Di)) — opt,
k=1

k=1

g(Xp) —opt nebo ri(Xg,Dg) —opt (prok=N,...,1).

Necht proto celkovy ,vynos“? Ry celého procesu je néjakou funkci jednotlivyich hodnot tielo-
vych funkci, tj.

Ry =Rn(Xp,...,X1,Dn, ..., D)) = g[rn(Xn, Dn), rn-1(Xn-1, DN-1), ..., 11 (X1, DY) . (5.2.3)
Nyni ov§em mtzeme z (5.2.3) vyeliminovat Xy_1,..., X; pomoci (5.2.2), ¢imz ziskdme
RN = RN(XNrDNr---»Dl) = g[rN(XNrDN)r rN—l(XNrDNrDN—l))---! rl(XNrDNr---rDl)]

neboli optimaliza¢ni problém, ve kterém chceme optimalizovat celkovy vynos pomoci dil¢ich
rozhodnuti Dy, ..., D; pfi po¢atecnim stavu Xy. Oznacime-li ddle jako fy(Xy) optimdalni feSeni
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5. Dynamick
5.2 Konecnekrokovy deterministicky proces
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° 0BRAZEK

N-krokového procesu s vychozi hodnotou Xy a Dy = Di(Xy), X;_, = yx(Xg, Dy) optimdlni roz-
hodnuti a odpovidajici vystupni hodnotu, potom

fN(XN) = g[rN(XNyD]*\I)) rN—l(X;]_l’D;(V_l))---yrl(Xl*yDI)] =
p, 8[rn(Xn, D), 'n-1(Xn-1,Dn-1), ..., 11 (X1, Dy)]

.....

za podminky
X1 = yx(Xi,Dy) prok=N,...,1,

a tudiz také

.....

Hlavnim néstrojem feSeni iloh dynamického programovéni je Bellmaniiv princip optimality
zminény na zacdtku této kapitoly. Zde je jeSté nékolik dalsich alternativnich formulaci:

Je-li ke kazdému subproblému nalezeno optimdlni feseni, pak existuje i opti-
mdlni TeSent ptivodniho problému (a to je z nich sloZeno).

KaZdd podstrategie optimdlni strategie je opét optimdlni.

Je-li posloupnost {Dy, ..., Dy} optimdlni strategii (N — k)-krokového rozhodo-
vaciho procesu s pocdtecnim stavem Xy, kde D; = D;(X;) zdvisi pouze na ak-
tudlnim stavu proi = N, ..., k, pak posloupnost {Dy, ..., D1} tvori optimdlni
strategii (N — k — 1)-krokového rozhodovaciho procesu.

Celou ,filozofii“ Bellmanova principu je moZné oznacit za pouzivani zdravého rozumu a ilustro-
vat na vlemi jednoduchém piikladu.

( Priklad 5.2.1 l

( 3y
M¢éjme za ukol najit optimélni cestu z bodu A do C.

\ €

Ly - Nijee
we\“cvg}w

Obrazek 5.4: Optimaélni cesta a Bellmantv princip optimality.

Pfipust'me, Ze feSeni vede pfes bod B. Pak ale cesta z B do C, kterd je soucésti nalezeného
feSeni, také musi byt optimélni. Kdyby totiZ existovala vyhodnéjsi cesta z B do C, pak

spojeni této cesty s cestou z A do B davalo lepsi feseni, nez ptivodni nalezené feSeni. A to
je spor./

Pfipustme nyni, Ze celkova ticelové funkce je aditivni, tj.

g[rn(Xn, D), rv-1(Xn-1, Dn-1), ..., 11 (X1, D1)] = rn (X, DN) +Tn-1(Xn-1, Dn-1) ++ -+ 11 (X1, D1),
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19 Proto to indexovani v opacném
poradi.

a pro urcitost se dohodnéme, Ze budeme hledat maximum, tj.

.....

za podminky Xy = yx(Xk, Di) pro k = N,...,1. Hodnota ry(Xy, Dy) nezavisina Dy_4,..., Dy,
proto diky rovnosti

1313X[h1(u1) + ho(up)] = n}laX[hl (uy) + n}laxhz(ul, u)] (5.2.4)
plyne z (5.2), Ze
In(Xn) = I%aX{TN(XN,DN) +  max [rN-1(Xn-1,Dn-1) + -+ 11(X;, D) |}

za podminky Xj_; = yx(Xi, Di) pro k = N,...,1. Pak z definice fy(Xy) a Bellmanova principu
vyplyva
nXy) = max [rv(Xn, D) + fv-1(Xn-1)]

za podminky Xj_; = yx(Xi, D) pro k= N,..., 1, tj.
nXn) = max [rnv(Xn, DN) + fy-1(yn(Xn, D))
N
Polozme nyni
Qn(Xn, D) = rn(Xn, D) + fn-1(yn Xy, D).

Pak urceni fy(Xy) a odpovidajictho D}, = Dy(Xy) je snadné, pokud jiZ zndme fn_;(Xy-1), tj.
méme jednoduchy optimaliza¢ni problém se vstupni proménnou Xy, rozhodnutim Dy a vyno-
sem Qpy neboli

InXn) = I%%XQN(XN:DN)-

Podafilo se ndm tak rozdélit N-krokovy problém na dva mensi subproblémy:
(i) (N -1)-krokovy optimaliza¢ni problém

v (Xy-1) = pnax [rn-1(Xn-1,Dn-1) + -+ 11 (X1, D1)]
N—1r:er 1

za podminky Xj_; = yx (X, Dy) prok=N-1,...,1;

(ii) jednorozmérny problém
n(Xn) = I%%XQN(XN, Dy) = I%ix [rv(Xn, Dn) + fv-1(yn(Xn, Dn))]-

Analogicky miizeme pokracovat i déle a fy_;(Xn-1), fv-2(Xn-2),... fo(X2) rozdélit na subpro-
blémy, ¢imz ziskdme rekurentni schéma

fk(Xk)zn‘baka(Xker)r prOk:Nw--vlykde
k

Q rk(Xk!Dk)) k: 1»
k:
(X, Di) + fi-1 (v (X, D)), k=2,...,N.

Pak pomoci tohoto schématu nalezneme optimalni feseni ptivodni problému tak, Ze jej zacneme

10 a7 po k = N. Tim nalezneme vynos fy(Xy) v N-tém kroku,

fesit pro k = 1 a pokracujeme
odpovidajici optimdlni rozhodnuti D}, = Dy(Xy) a rozhodovaci funkci Dy = Dy(Xy) pro k =

N-1,...,1. Nasledné ziskdme optimdlni rozhodnuti a aktudlni stavy jakozto funkce Xy, tj.

Xx_1 = ynXn, DY) = yn(Xn, Dn(XN)) = yn(Xn)
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Dy, =Dn-1(Xy_1) = Dn(yn(Xn, Dy)) = Dy-1(Xn)

arekurzivné dale

X]:_1=J’k(Xk;D1t)=J’k(Xk); D]t_l=Dk—l(X]:_1)=Dk'—1(XN)) k=N—1Y"')1'

Specidlnim pfipadem takového rozhodovaciho procesu je optimalizace cilového stavu. Jedna se
o ulohu, jejimZ cilem je

za podminky Xj;_; = yx(Xy, D) pro k = N,...,1. V takovém piipadé mtzeme vyuzit pfedchozi
schéma, kde poloZime

rv(Xn,Dn) = ryo1(Xn-1,Dn-1) = =12(X2, D) =0 a1 (X1, Dy) = g[y1(X1, D1)] = g(Xo).

Potom plati
8§Xo) =rny(Xn,DN) + -+ + 11 (Xq, D)

avlastné tedy chceme vyftesit problém

za podminky X;_; = yx(Xi, Dy) prok=N,..., 1.

Podobnym postupem lze fesit také tilohy, kdy funkce g neni aditivni. Ov§em abychom mohli
aplikovat Bellmantv princip, nemiiZe byt funkce g zcela libovolna. Musi byt tzv. separovatelnd,
tj.

g[rn(Xn, D), ..., 11(X1, D1)] = g1{rn(Xn, Dn), 82 [rn-1(Xn-1, Dn-1), ..., 11 (X1, DD |}
a musi zaroven spliiovat podminku monotonie:

g1 je neklesajici funkci proménné g, pro libovolnou hodnotu ry;,

viz (5.2.4). Potom lze optimaliza¢ni problém opét rozlozit a ziskat rekurzivni schéma

SeXp) = Hll)aXQk(Xk,Dk), prok=N,...,1,kde
k

rk(Xk»Dk)) k:].,
rx(Xe, Di) o fi1 (v (X, Di)), k=2,...,N,

kde o je operator ,skladani“ (dfive tam bylo znaménko +), protoZe diky separovatelnosti ma-
zeme Ry = g(rw,..., 1) zapsatjako Ry = g1[ Xy, &2(ry-1,...,71)| neboli Ry = ryoRy-;. V takovém
piipadé mame
fnv(Xy) =max{ry(Xy,Dx)o max_[ry-1(Xn-1,Dn-1)0---or(X;,D)]} = optp,...p,
Dy Dn-1,..,D1
za podminky Xj._; = yx (X, Dy) pro k= N,...,1 neboli
nXn) = I%ax[rN(XN;DX) o fn-1(Xn-1)].
‘N

Napf. misto ZQ’:I rr muzeme mit H;C\’:lrk nebo In(ry +--- +r;) atd.
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1 Nikoli ,,windows" — to by alohu
ucinilo nefesitelnou. . .

12V pripadé nekritickych cinnosti
mame jistou Casovou rezervu pro
jejich dokonceni.

l Priklad 5.2.2 l

s N
Rozhodnéme, ktera z funkci

@ryn-ry-1--n (b) r3-rp+ 17

(c)r3+r2-r1 (d)r4+r3-r2+r1

spliiuje podminku separovatelnosti a monotonie.

Nyni si ilustrujeme vyziti dynamického programovani na nékolika pfikladech. Prvni z téchto
uloh je nalezeni optimdlni cesty v grafu.

[ Priklad 5.2.3 l

Problém dostavniku: &5 © [ https://odkaz.page.link/video_DP1
= © https://odkaz.page.link/zapisnik_DP1

Predchozi piiklad mtizeme interpretovat také jako problém kritické cesty. To je tloha, ve které
jednotlivé uzly pfedstavuji urcité ¢innosti a jsou uspofadany tak, jak musi ndsledovat za sebou
(napf. p¥i stavbé domu je je nutné pied instalaci oken!! nejdfive postavit zed), tj. spojeni uzlii
pak vyjadiuje ¢asovou souslednost jednotlivych ¢innosti. Cilem je nalezeni kritickych cinnosti
(tj. téch, jejichz zdrzeni bude mit za nasledek zdrzeni celého projektu)'? a maximalniho nutného
casu pro dokonceni projektu a pfipadné i identifikovat ¢innosti, které mohou probihat soucasné.

Ve vétsiné tloh fesenych pomoci dynamického programovani 1ze nalézt feseni i jinymi meto-
dami (viz pfedchozi pfiklad). Ov§em vyuziti dynamického programovani pfind$i mnohdy zna¢né
zjednoduseni (zejména v tlohdch varia¢niho poctu). Uvazme napiiklad N-krokovy rozhodovaci
proces, kde v kazdém kroku Ize uginit k rozhodnuti. Celkem mame k" moznych variant, jenze
pfi pouZiti dynamického programovani madme pouze k- N variant. V situaci ilustrované na ob-
razku neni rozdil pfili§ markantni 2* = 16 vs. 2-4 = 8. JenZe nap¥. pro k =2 a N = 100 mdme
2100 ~ 1,267-10% vs. 2-100 = 200. Na druhou stranu Bellmaniiv princip neni exaktni matema-
tické tvrzeni, ackoli je intuitivné pfijatelné. Také neexistuje Zddna univerzalni metoda feSeni (na
rozdil napf. od linedrniho programovani a simplexové metody). Kazda dlohy (nebo typ tdloh) ma
sviij vlastni pfistup k Feseni.

Samoziejmé ne v kazdé tloze, kterou lIze fesit pomoci dynamické programovani, musi byt dyna-
mika celého procesu zptisobena pfitomnosti néjakého ¢asového tidaje. Nékdy je mozZné zavislost
na case do daného problému implementovat uméle, tak jako to udélame v nasledujicim feSeni
problému batohu, s nimz jsme se uz nékolikrat setkali v pfedchozich kapitolach. To je typicky a

Yz

zéroven nejjednodussi priklad tohoto typu.

[ Priklad 5.2.4 l

Problém batohu: &= @ [ https://odkaz.page.link/video_DP2
1z © [Q https://odkaz.page.link/zapisnik_DP2
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Uz vime, Ze problém batohu je velmi specidlni pfipad alokacniho problému, takze se nyni podi-
vame, jak lze fesit i obecnéjsi tilohy pomoci dynamického programovani.

[ Priklad 5.2.5 l

Alokaéni problém: &5 @ [ https://odkaz.page.link/video_DP3
15 ©[Ahttps://odkaz.page.link/zapisnik_DP3

VSechny dosavadni fesené problémy byly ukdzkou diskrétnich rozhodovacich procest, ve kte-
rych jsme mohli uvazit ,vSechny“ dostupné moznosti pomoci jednoduchych vyctovych tabulek.
Toto ale jiZ neni moZzné v pfipadé spojitého procesu a my si v ndsledujicim ptikladu ukdZeme
feSeni jednoho z nich.

( Priklad 5.2.6 l

Spojity rozhodovaci proces: & © [ https://odkaz.page.link/video_DP4
= © https://odkaz.page.link/zapisnik_DP4

%3 Stochasticky proces

Jesté jedna mald ukdzka stochastického rozhodovaciho procesu, ve kterém uz samoziejmé neni
mozné nalézt jednoznacnou optimdlni strategii jako v pfedchozi ¢asti. Pfesuneme se proto do
kasina v Las Vegas. Na pocatku si koupime V Zetonli. Budeme hrét celkem N-krat jednoduchou
hru, ve které je pravdépodobnost vyhry p. a prohry pfirozené p_ = 1 — p,. Pii vyhie se vyhra
zdvojnésobi, zatimco pro pii prohfe nasi sdzku ztratime. Nasim cilem je nalezeni takové opti-
malni strategie (tj. té s nejvétsi pravdépodobnosti), Ze na konci budeme mit alesponi Z Zetona.
Pro k= N,...,1 si oznacime jako

X ...pocet zetond na zacdtku k-té hry (tj. jesté jsme nevsadili;
Dy ...pocet Zetonti vsazenych v k-té hie.

Jedno kolo hry budeme brét jako jeden krok v dynamickém procesu, jehoz zacatek je schéma-
ticky zakreslen na obrazku nize.

Obrazek 5.5: Zacétek stochastického rozhodovaciho procesu.
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Potom fi (X, D) vyjadfuje pravdépodobnost, Ze po k hrach (tolik ji zbyva dokonce pii nasem
zpétném cislovani) budeme mit alespon Z Zetont, pokud na zac¢atku k-té hry mdme X; Zetont a
do této hryjich vsadime Dy, pficemzaz ,doposud” (tj. vkrocich N, ..., k+1) jsme délali optimalni
rozhodnuti. My chceme v tomto kroku najit

Xi) = X, Dy).
Sie(Xi) Dker{[(%?f,(Xk}fk( & Dk)

Vyjadfeni fi (Xg, Dy) musi zohlednovat skute¢nost, Ze je mozné mit alesponi Z Zetontiiv piipadé
prohry v k-té hire. Pokud v k-té hie prohrajeme, pak budeme mit X;_; = Xy — Dy a pravdépodob-
nost tispéchu je fi_; (Xx—Dy). Podobné v piipadé vyhry bude X;_; = Xi+ Dy s pravdépodobnosti
uspéchu fi_1 (Xi + Dy). Proto plati

Jie(Xie, Di) = p+ fie1 (Xi + Di) + p- fie-1 (X — Dy),

pficemzZ bereme

0, jeliXo<2Z,
folxo) =
1, jelliXo=2,

viz obrazek nize.

Obrézek 5.6: Jeden krok stochastického rozhodovaciho procesu.

Dostavame tak rekurzivni schéma

filXy)= max_ p,fio1 Xk + D) + p- fie1 (Xk — Dy)
Dy€{0,..., Xk}

prok=N,...,1as fy(Xp) definovanym vyse.

l Priklad 5.3.1 l

Stochasticky rozhodovaci proces: & © [ https://odkaz.page.link/video_DP5
= © https://odkaz.page.link/zapisnik_DP5

m Nekonecnékrokovy deterministicky proces
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KAPITOLA

1 Vase feSenti isoperimetrického pro-
blému neponechdvd nic, co by se
melo jesté objasnit, a jd jsem ne-
smirné rdd, ze Stastny los pripadl
na Vds, abyste reseni problému do-
tdahl na nejvyssi stuperi dokonalosti
a vytvoril teorii, kterou jsem od sa-
mého pocdtku rozvijel jen jd. Diile-
Zitost tohoto tématu mé podnitila za
pomoci Vasich k vybudovdni analy-
tického reseni, které budu drzet v taj-
nosti tak dlouho, dokud Vase roz-
vahy nebudou publikovdny, abych
Vdm neubral cdst sldvy, kterou si za-
slouZite.

(Your solution of the isoperimetric
problem contains, insofar as | can
see, all that may be desired in this
area, and | am extremely happy
that this theory, which | hardly
touched upon after my first at-
tempts, has been brought to such
very great perfection by you. The
importance of that subject has sti-
mulated me to develop, aided by
your lights, an analytical solution
which | will keep secret as long as
your own meditations are not pu-
blished, lest | take away from you
a part of the glory which you de-
serve.)

2 Mné se zdd, Ze Berlin, dokud tam
Jje pan Euler, by pro mé nebyl viibec
vhodny.

3 Kdybych byly bohaty, pravdépo-
dobné bych se nevénoval matema-
tice.

VariacCni pocet

6.1 Nenito jen o nejrychlejSi kKlouzacce ............o.ouveuveuiiiieiiniiineneennnn. 142
6.2 Variuji, variujes, Variljemie .........o..e e euie ettt i, 142
6.3 Zdkladni tiloha varialniRo POCEU . ......ovuuvenie ettt 147
6.4 Uloha 0 brachisStoCRIONE ..............couiiie i i 153

Tua solutio problematis isoperimetrici continet, ut video, quidquid in hac
questione desiderari potest; et ego maxime gaudeo hoc argumentum,
quod fere solus post primos conatus tractaveram, a te potissimum ad
summum perfectionis fastigium esse evectum. Rei dignitas me excitavit
ut tuis luminibus adjutus, ipse solutionem analyticam conscripserim quam
tamen celare statui, donec ipse tuas meditationes publici juris feceris, ne

ullam partem gloriae tibi debitae praeripiam.!

Leonhard Euler

It seems to me that Berlin would not be at all suitable for me while M

Euler is there.?

If | had been rich, | probably would not have devoted myself to mathe-

matics.3

Eulertiv vyrok pochazi z dopisu Lagrangeovi datovaném 2. fijna 1759, viz soupis jejich
vzajemné korespondence https://odkaz.page.link/EulerLagrange. Dalsi dva vyroky pochazi
z Lagrangeovy biografie https://odkaz.page.link/Lagrangel, pfi€emz ten prvni je Gryvkem
z Lagrangeova druhého odmitnuti pozice na Kralovské Pruské akademii véd v Berliné z roku
1766 (poprvé mu byla tato pozice nabidnuta jiz v roce 1756 — kdepak asi v té dobé byl pan
Euler?).


https://odkaz.page.link/EulerLagrange
https://odkaz.page.link/Lagrange1
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(daléi historicky vyvoj variatniho poctu

2

6.1 Neni to jen o nejrychlejsi klouzacce

n Variuji, variujes, variujeme

Problémy varia¢niho poctu zminéné v tivodni kapitole patfi mezi tzv. zdkladni iilohy, ve kterych
ma funkciondl ¥ [-] velmi specificky tvar. Nez se ale pustime do jejich feSeni, musime si vybudo-
vat alespon nékteré zakladni teoretické néstroje, které vlastné budou analogii tvrzeni zndmych z
diferencidlniho poctu vice proménnych. Pfipomenme, Ze funkci f : R” — R definovanou v néja-
kém okoli bodu x; nazveme v tomto bodé diferencovatelnou, jestliZe pro funkci w : R” — R danou
vztahem

w(h) = f(xo+h)— f(x0) = (@ by +--+apx,) = f(xo + h) = f(x0) —<a, h)

existuje n-tice a = (ay, ..., a,)" € R" takova, Ze

im @ =0 (6.2.1)
h=0 |kl

Takovy vektor a pak je nutné urcen jednoznacné. Nazyvame jej gradientem funkce f v bodé xg
a pro jeho slozky plati a; = fx, (x0), ..., an = fx,(x0), zatimco odpovidajici skaldrni soucin ja-
kozto funkce (a, h) : R" — R se nazyva (fotdlnim, silnym nebo Fréchetovym) diferencidlem. To
znamend, Ze v okoli bodu x, plati

Af(xo) = f(xo+ h) — f(x0) ={a, h) + w(h), (6.2.2)

tj. mame prirtistek zdvisle proménné f na levé strané vyjadieny pomoci linedrniho ¢4sti {a, h) a

P

nelinedrni ¢asti w(h), kterd je v jistém smyslu ,,mala“.

Nasim cilem nyni bude zobecnit vyjadfeni (6.2.2) pro funkciondly a s jeho pomoci odvodit né-
ktera tvrzeni dilezita pro feSeni optimalizac¢nich dloh. OvSem nase vysledky budou muset byt
formulovany trochu jinak, neZ jsme to délali v zdkladnich kurzech matematické analyzy. V nich
jsme totiZ podminky pro lokdlni/globdlni extrémy budovali pomoci (parcidlnich) derivaci nikoli
pomoci diferencidlu, ktery jsme si zavedli ,tak trochu bokem“. Budete-li mit ale stale na paméti
spojeni mezi (totdlnim) diferencidlem a (parcidlnimi) derivacemi, tak analogie snad bude vice-
méné zfejma (alespori na zacétku). Také bude potieba zohlednit to, Ze uz obecné nebude mozné
perturbovat nezdvislou proménnou libovolnym ,vektorem®, jak jsme to délali v pfipadé x; + h,
tj. budeme se moci pohybovat pouze v jisté pfipustné mnoziné.

Méjme nyni dan funkciondl ¥[-]: 7" — R na normovaném vektorovém prostoru %" s normou ||
Nasim tkolem je najit minimum/maximum tohoto funkciondlu na pripustné mnoziné N < V.
Takovd mnoZina ov§em samoziejmé nemusi byt vektorovym podprostorem, jak Ize snadno vidét
na piikladu N ={y eV | y(a) = @, y(b) = p} s volbou a # 0 nebo S # 0. Pak totiZ pro y;,y» € N a
c1,¢ €eRméme ¢; y1(a) + 2 y2(a) = (c1 + co) a ac; y1(b) + ¢, y2(b) = (1 + ¢2) B, z CehoZ 1ze snadno
vyvodit, Ze vyjma nékolika velmi specidlnich voleb plati ¢; y; + ¢, y» € N. Spole¢né s mnoZinou
N budeme potiebovat jesté také tzv. ptipustné variace nezavisle proménné, jejichz pfictenim
k y € N se neporusi pfipustnost, tj. funkce n € V" takové, ze y +n € N pro libovolné y € V. Tuto
mnozinu ozna¢ime jako M. Napf. pro vy$e zminénou mnozinu N budou pfipustné variace tvofit
vektorovy podprostor Ny = {n €V | n(a) =0 =n(b)}.
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DEFINICE 6.2.1

VETA 6.2.2

Pfed nésledujici definici jesté bude uZzitecné pfipomenout, Ze (spojitym) linedrnim funkciond-
lem na normovaném vektorovém prostoru N, rozumime zobrazeni ¢ : Ny — R spliiujici

@lc1n+c21m2) =1 Mm1) + c2p(n2)  prolibovolnd ¢, c, eRang,na €N

a spojité pro vSechna n € N, tj. pro kazdé n € N, a libovolné ¢ > 0 existuje § > 0 takové, Ze
|(p(17) — (p(f])| < ¢ pro v8echna 7} € N spliiujici || — 77| < §. Takovymi funkcionély jsou napf.

(i) 1) :=n(x) pro néjaké pevné dané x; € [a, b],
(i) @)= f:n(x) dx pron € Cla, bl,
(iii) @) = f: a(x)n(x)dx pro n € Cla, b] a pevné zvolenou funkci a € Cla, b],

(iv) @@ = fab [ao()N(x) + a1 ()N (xX) + -+ + @, (x)n" (x)] dx pro n € C"[a, b] a pevné zvolené
funkce ay,...,a, € Cla, b].

Necht y € N je dédno. Piirtistek funkciondlu ¥[y] odpovidajici ptirtstku n € N
v ,hezévislé proménné*“ y oznacime jako

AFyml =AFlynl=Fly+nl-Flyl
Funkciondl ¥[-] nazveme diferencovatelnymv y, jestlize
AFylnl =@m) +w@) lnl, (6.2.3)

pro vSechny piipustné variace 1 € Ny, néjaky linearni funkciondl ¢(n) a nelinearni funk-
ciondl w(+) splnujici w(n) — 0 pro |||l — 0. Funkcional ¢ se nazyva variace (nebo diferen-
cidl) funkciondlu ¥[-] v y aznacise ¥'[y;n], ptip. jen ¥'[y] nebo § f [y].

Variace ¥'[y;n] diferencovatelného funkciondlu ¥ [-] je uréena jednoznaéné.

Diikaz. Nejdfive ukdzeme, Ze jedinym linedarnim funkciondlem ¢ spliujicim ¢(n)/|Inll — 0 pro
Inll — 0 je nulovy funkciondl, tj. ¢ = 0. Pfipustme proto, Ze @(1n)/|Inll — 0 a soucasné ¢(no) # 0
pro néjaké 1o € Ny \ {0}. Pak A := ¢(10) /170l # 0 a pro nenulovou posloupnost 17, := %Tlo plati

7l = % Inoll =0 pro n— oo,
takZe vzhledem k linearité funkcionélu ¢ mame

@) _ 5 PMo) _
Il Elnoll

A#0,
coz je ve sporu s pfedpokladem ¢ (n)/[In|l — 0. ¢

Necht’ nyni plati

AFy =1 +wi () lInl,
AFy ) = @2(m) +wo(m) 7]
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DEFINICE 6.2.3

pro né&jaké funkciondly ¢, ¢, w;, w, spliiujici pozZadavky Definice 6.2.1. Pak

0=p1(M) —p2(n) + w1 (1) —w2(] Nl

PR3

takze [ (1) — @21/ 1INl = w1 () — w2 (1)) — 0 pro |Inl| — 0. Z prvni ¢asti diikazu proto vyplyva, Ze
@1 —p2(n) =0, tj. p1(n) = p2(n), coZ dokazuje uvedenou jednoznacnost. |

Pro funkci f : R" — R definujeme lokdlni extrémy v bodé x;, pomoci nerovnosti f(xp) < f(y)
a f(xy) = f(y) platné pro vSechna x z néjakého okoli ©(x,). Zcela analogicky to u¢inime i pro
funkciondly.

Funkciondl ¥[-] na nabyvd na mnoziné N lokdlniho extrému pro funkci y € N, pokud
vyraz ¥ [yl — ¥[y] neméni znaménko v néjakém okoli y, tj. pro v§echny funkce y € N
spliujici ||y — 71l < € pro néjaké € > 0.

Ackoliv po formdlni strdnce jsou definice lokdlnich extrémi pro funkci f a funkcional ¥ ,toto-
7zné“, je mezi nimi jeden zasadni rozdil. Ten tkvi v pojmu okoli bodu x; € R” a funkce ye N =/,
které je vzdy urceno néjakou metrikou ¢i normou. VR” to je typicky eukl(e)idovskd norma, avsak
lokdlni extrém se nezméni, pokud zvolime jinou normu, nebot’ k kone¢né dimenzionalnim pro-
storu jsou vSechny normy ekvivalentni. JenZe vektorovy prostor 7" je nekone¢nédimenzionélni,
takZe volba konkrétni metriky zde jiz miize hrat zcela zasadni roli. Toto si ilustrujeme v nésledu-
jicim velmi dfilezitém p¥ikladé s prostorem spojité diferencovatelnych funkci C![a, b], se kterym

budeme pracovat v dalsich ¢éstech této kapitoly.

l Priklad 6.2.4 |

( B
Na prostoru spojitych funkci Cla, b] mtizeme zavést maximdlni normu

Iyllo:= max ly],
takze funkce y lezi ve vzdélenosti € od funkce 7, jestlize
|y(x) — }7(x)| <& provsechnaxe€ [a,b],

tj. ,funkéni hodnoty na [a, b] lezi dostatecné blizko“, viz Obrazek 6.1.

Obrazek 6.1: Funkce ¥ a jeji e-okoli zahrnujici i funkci y.

Na prostoru spojité diferencovatelnych funkci C![a, b] mtiZzeme také zavést tuto normu,
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4V literatufe se lze setkat i s de-
finici okoli pomoci hodnot funkce
a jeji derivace nikoli jako souétu
obou maxim, ale pozadavku aby
obé maxima byla mensi nez ¢, jak
jsme to pred chvili ¢aste¢né ucinili
my. Snad neni prilis tézké se pre-
svédé&it o tom, ze v kontextu lo-
kalnich extrémi jsou tyto pfistupy
ekvivalentni.

5 Na intervalu (0,7/4] mame (x—
sinx)’ = 1-cosx > 0, tj. funkce
x—sinx je na daném intervalu ros-
touci. Podobné (1-cosx)’ =sinx >
0 pro x€(0,7/4].

% Vsak také mingso{c+1/c} =2.

avsak mnohem vyhodnéjsi je vyuzit v normé i derivaci funkce y, tj.
— !
Iyl = max [y(x)| + max |y ()]
Pak funkce y lezi ve vzddlenosti € od ¥, jestlize
lyx)-y)|<e/2 a |y (x)-y'(x)|<e/2 proviechnax€ [a,b],

tj. ,funkéni hodnoty a hodnoty derivace na [a, b] lezi dostate¢né blizko “4 viz také Obra-
zek 6.2.

Obrazek 6.2: Funkce ¥’ a jeji e-okoli zahrnujici i derivaci funkce y.

Napf. pro vzdalenosti funkci y; (x) = x a y»(x) = sin x na intervalu [0, /4] plati®

Iy1—¥allo= max |x—sinx|=n/4—V2/2,
x€[0,7/4]

zatimco derivaci dostaneme vzdalenost

ly1 —y2llh = max |x—sinx|+ max |[l-cosx|=n/4+1— V2.
x€(0,7/4] x€(0,7/4]

Avsak situace muaze i vyrazné odli$nd. Uvazme napf. funkci
y(x) = csin(x/c?)

na intervalu [a, b] jisté patfi do e-okoli nulové funkce y = 0 pro libovolné 0 < ¢ < € vzhle-
dem k normé ||-|lo, nebot’ ||y —0llp = maXye(q,p |y(x)| < c. Av3ak jiz nemusi nepatii do ¢-
okoli nulové funkce y = 0 uréeného normou |-||;, nebot’ z rovnosti y'(x) = % cos(x/c?)
plyne

—0ll; = max |y(x)|+ max |y (x)|=c+1/c.
ly =0l xe[a,hlly( )| xe[a’blly()l

Zejména je-li knc® € [a,b] a (m/2+ mm)c® € [a,b] pro n&jaké k,m € Z, pak dokonce
ly—0ll; = ¢+ 1/c. M4-li ale byt splnéno ¢+ 1/c < € neboli ¢? - ce +1 < 0, pak nutné
e2-4>0,48e>2.
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7Méné vhodnych kandidaté =
,slaba terminologie™.

8 Také Lagrange se ve své praci vé-
noval praveé slabym extrémam. Po-
catky studia silnych extrémi jsou
spojeny az s praci Weierstrasse.

VETA 6.2.5

Obréazek 6.3: Okoli nulové funkce vs. ya y' proc=0,7a¢e=0,8.

Funkce y ukazuje, Ze okoli ur¢ené normou |-|ly obsahuje vice funkci nez nez v piipadé
normy |||y, tj. O, () 2 6., (). Budeme-li pak chtit ovéfit, zda y je lokdlnim extrémem,
budeme mit pro |-||p vice funkci k testovdni neménnosti znaménka vyrazu ¥ [yl — F[¥],
a tudiz i vice moznosti v nichz miize byt tato podminka porusena. Proto se v této souvis-
losti hovofti o |||l jako o silné normé a odpovidajicim y jako o silném lokdlnim extrému,
zatimco v pfipadé ||-||l; se hovofi o slabé normé a slabém lokdlnim extrému. Jaka je mo-
tivace pro pravé tuto terminologii’ 2 Odpovédi je vztah mezi silnymi a slabymi lokalnimi
extrémy. Je-1i ¥ silnym lokdlnim extrémem, pak je nutné i slabym lokdlnim extrémem
diky vySe popsané inkluzi okoli y, tj. pokud ¥[y] — ¥ [¥] neméni znaménko pro vSechna
y € Clla, b] splitujici |y — ¥llo < €, pak totéZ jisté plati i pro funkce vyhovujici dokonce
nerovnosti |y — y|l; < €. Opacnd implikace uz samoziejmeé neplati, ovSiem kontrapozici
alespon dostaneme, Ze v piipadé absence slabého extrému nebude existovat ani silny
extrém. Proto kazdé postacujici podminka pro silny extrém je i postacujici podminkou
pro slaby extrém, zatimco kazd4 nutnd podminka pro slaby extrém je nutnou podmin-
kouipro silny extrém. Vzhledem k vySe uvedenému snad nepfekvapi, Ze nalezeni slabych
extrémtl je jednodussi a Ze se pravé na né zaméfime®.

Pro tplnost jesté dodejme, Ze analogicky miizeme pro funkce y € C"[a, b] definovat ma-
ximdlni normu k-tého rddu pro k € {0,...., n} jako

k
o o
Iyl = j§:0, nax |y (x0)].

Bez ohledu na konkrétni volbu prostoru 7" a jeho normy musi kazdy lokalni extrém nutné spl-
novat nasledujici podminku.

Necht’ funkciondl ¥[-] je diferencovatelny a ma na N lokdlni extrém v y. Pak ¥'[y;n] =0
pro vSechny pfipustné variace ) € Np.

Diikaz. Necht pro jednoduchost ¥[-] mé na N lokalni minimum v y. Pak z Definic 6.2.1 a 6.2.3
vyplyva, ze

0<Fly+nl-Fyl=A%Mn =F y;n+om)inl (6.2.4)
pro vSechny p¥ipustné variace 1 € N, vyhovujici podmince ||77]| < € pro néjaké € > 0. Ptipust'me,
ze F'1y,m0l # 0 pro néjaké ng € N\ {0}. Pak pro libovolné § € (—¢/lInqll,€/lInoll) bude 619 € Ny
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DEFINICE 6.2.6

°To znamena, ze existuje k >0
takove, ze $"(7in = kinl® pro
vsechny pripustné variace ne N.

spliiovat |57l < € a z rovnosti (6.2.4) diky linearité ¢(-) = ¥'[¥;-] dostaneme
0 < AF61m0] =6 p(1n0) +w(610) 161 IMoll  neboli 0 < sgn(d) ¢ne) +w(Eno) lInoll,

kde vyraz sgn(6) ¢(1)o) je konstantni, zatimco hodnota w(d 7o) 7ol se pro § — 0 blizi k nule. Pak
ale jisté lze nalézt 6 dostatecné malé a s opacnym znaménkem nez ¢(n,) tak, Ze posledni nerov-
nost nebude splnéna. ¢ [ |

Podobné jako jsme v piipadé funkci f : R” — R pojmenovali body spliujici nutnou podminku
prvniho fadu staciondrnimi, bude i nyni velmi uZite¢né zavést si pro funkce spliiujici nutnou
podminku z Véty 6.2.5 ,zvlastni“ terminologii.

Funkce y € N splnujici '[y;n] = 0 pro vSechny piipustné variace 1 € Ny se nazyva extre-
mdlou.

Jak ale ovéfit, zda nalezend extremadla je lokdlnim extrémem? K tomu budeme potfebovat po-
jem kvadratického funkciondlu. Zobrazeni ¢ : Ny x Ny — R, které je linedrni v obou slozkéch, se
nazyva bilinedrni funkciondl, tj. ¢(n,{) pro pevné { € N, alibovolné ¢, c; € R, 1,712 € Ny splituje

plein+ 62120 =19, ) + 2912,()
a podobné pro pevné n € N alibovolné ¢, c; € R, {1,{, € N plati
@M, c1(1+c0) =crp®, 1)+ e, ).

Kvadraticky funkciondl pak ziskdme volbou n = (, tj. jako ¢(n,n). S timto jsme se jiZ setkali v ko-
nec¢nédimenziondlnim p¥ipadé (matice), kdy jsme hovofili o kvadratickych formdch.

Je-li navic k (6.2.3) mozné ziskat dokonce vyjadieni

AFLy;nl = @1(m) +@2(m) + ) Inl?

pro né&jaky linedrni funkciondl ¢, (), kvadraticky funkcionadl ¢, () a nelinedrni funkcionél w(:)
spliiujici w(n) — 0 pro [Inll — 0, pak o funkciondlu ¥[-] fekneme, Ze je dvakrdt diferencovatelny, a
kvadraticky funkcional ¢, (n) nazveme jeho druhou variaciv y a ozna&ime ji " [y;n] p¥ip. 62§ [y].
Také ¥"[y;n] je urCena jednoznacné a s jeji pomoci ziskdme nutnou i postacujici podminku pro
lokalni extrém. Je-li totiz ¥ lokdlni minimum funkciondlu ¥[-], pak nutné

F"ly;ml =0  proviechnan € .

Na druhou stranu, je-li y extremala a §"[7;7] je pozitivné definitni®, pak ¥ je lokalni minimum.
Pochopitelné analogické podminky plati pro lokdlni maximum.

6.3 Zéakladni dloha variacniho poctu

Nyni s vyuzitim pfedchozich vysledkd odvodime nutné a postacujici podminky pro feseni tilohy
o brachistochroné a dalsich podobnych tloh, ve kterych mezi véemi funkcemi y € C![a, b] vyho-
vujicim podminkdm

ya)=«a y(b) =P (6.3.1)
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LEMMA 6.3.1

hleddme takovou, Ze )
Fyl ::f F(x,y(x),y'(x))dx — opt (6.3.2)
a

pro danou spojitou funkci F : R> — R se spojitymi parcidlnimi derivacemi az do druhého fadu
vzhledem ke v§em tfem proménnym. Funkce F se nazyvd lagrangian a pravé tomuto typu tloh
se Lagrange ve své praci vénoval. Nase feSeni ma proto mnoho spole¢ného s Lagrangeovym Cisté
analytickym pfistupem nevyzadujicim zadné geometrické ndstroje, ktery poprvé piedstavil Eu-
lerovi v dopise z 12. srpna 1755. V tomto dopise ilustroval silu své metody na feSeni tfech tloh z
Eulerovy knihy [35] a nésledné s jeji pomoci v dopise z 20. listopadu 1755 vyfesil i tlohu o bra-
chistochroné s tzv. volnym koncem, viz [41] a https://odkaz.page.link/EulerLagrange. Toto je sice
z dedniho pohledu zna¢né zjednoduseni, nebot’ mame velmi specifické pocatecni podminky,
fad derivaci i tvar lagrangianu, ale v praxi se fada fyzikdlnich nebo geometrickych tloh redukuje
pravé do této podoby. Pfipomernime, Ze feSeni tlohy (6.3.1)-(6.3.2) zavisi na volbé normy v pro-
storu C![a, b]. Tomuto problému jsme se podrobné vénovali jiz v Pfikladu 6.2.4 a my se v nasich
nésledujicich tiivahdch omezime na hledéni slabych extrém?.

Abychom mohli vyuzit tvrzeni Véty 6.2.5 budeme potiebovat par pomocnych vysledki tykajicich
se ,nulovosti nékterych integral“.

Necht «a € Cla, b]. Pokud f: a(x)n(x)dx = 0 pro vSechna 7 € Cla, b] splilyjici n(a) =0 =
1(b), pak a(x) = 0 pro vSechna x € [a, b].

Diikaz. Pripustme, ze @ # 0 na [a, b], tj. existuje x, € [a, b] takové, Ze a(xp) # 0. V takovém pfi-
padé ale ze spojitosti funkce a(-) vyplyva, Ze musi byt a(x) # 0 na néjakém netrividlnim podin-
tervalu [x1, x»] € [a, b]. Bez jmy na obecnosti vezméme a(x) > 0 na [x;, x,]. PoloZime-li
(x—x1) (2 —x), x€[x1,X],
n(x) =
0, jinak,

pak jisté n € Cla, b] a n(x;) = 0 = n(x,), takze podle pfedpokladti by mél byt f:a(x)n(x) dx=0.
Jenze a(x) > 0 an(x) >0 na (x, xp), coZ znamend, Ze dostdvame spor, nebot’

b X2
fa(x)n(x)dxzf a(x)n(x)dx>0.#

X1

Proto nutné a = 0 na [a, b]. ]

Tvrzeni pfedchoziho lemma ziistane v platnostiiv pfipadé, Ze uvazujeme n € C"[a, b]. V takovém
piipadé ale nelze v dtikazu vzit totéZ 7)(-), protoze i)' (x) = —2x+x1+ X, # 0 pro x € {x1, xp} implikuje
n ¢ C!la, b]. Misto toho je potieba zvolit

(x—x)™ (- 0", x€ Xy, %],
n(x) =
0, jinak,
coZjiz vyhovuje pozadavku n € C"[a, b].

Nasledujici tvrzeni byva v literatufe oznacovén jako fundamentdlni lemma variacniho poctu.
Avsak pro nds bude mnohem dutlezitéjsi jeho dtsledek.
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cet

LEMMA 6.3.2 Necht' a € Cla, b]. Pokud fab a(x)n'(x) dx = 0 pro véechna i € C'[a, b] spliiujici n(a) =0 =
1n(b), pak a = c na [a, b] pro vhodné c € R.
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6.3 Zakladni aloha variacniho poctu

6. Varia

Diikaz. Necht c je stftedni hodnota funkce a(:) na [a, b], tj. ¢ := ﬁ ah a(x)dx a vzhledem ke

spojitosti a(-) dokonce mame c = a(x,) pro néjaké x € [a, b, viz [31, Disledek 2.36]. Polozime-li
n(x) := f; [a(t) — c]ldt, pak ze spojitosti a(x) — c plynen € Clla, b, viz [31, Véta 2.39]. Navic Zjevné
mame 1(a) =0 a také

b b
n(b) :f [a(x)—c]dx = f a(x)dx—c(b—a)=0.
a a
Odtud s vyuzitim pfedpoklad® lemma ziskdme pfimym vypoctem
b b b b b

f [a(x) —c]*dx =f [a(x)—cn (x)dx = f a(x)n'(x) dx—cf n'(x)dx=—c[nx)], =0,

a a a a

=0

jenze [a(x) — c]? je spojitd a nezdporn4 funkce na [a, b], tudiz nutné [a(x) — c]? = 0 na [a, b] neboli
a(x)=c. |

DUSLEDEK 6.3.3 Necht @, § € Cla, b]. Pokud
b
| Tatonea + poon o] dx =0

pro viechna 7 € C![a, b] spliiujici (@) = 0 = n(b), pak funkce S je diferencovatelna (do-
konce e Clla, b)) a plati B'(x) = a(x) pro vSechna x € [a, b].

Diikaz. Necht A(x) je primitivni funkce k a(x), tj.
A(x) = fxa(t)dt, x € la,bl,
a
viz [31, Disledek 2.40]. Pak s vyuzitim integrace per-partes ziskime
b

b
= [r(x)A(x)]Z—f A (x)dx = —f AX)n'(x)dx,

v=Ax) vV =ak) T’ a

b =nx) u' =17k
fa(x)n(x)dx HEME =

diky cemuz méame

b b
o:f [a(x)n(x)+ﬁ(x)n’(x)]dx:f [- A + 0] 7' (x)dx.

JelikoZ posledni rovnost plati pro libovolnou funkci n vyhovujici danym pfedpokladtim, plyne
zlemma 6.3.2, e — A(x) + B(x) = cna [a, b]. TudiZ § € C![a, b] a §'(x) = A’ (x) = a(x) pro viechna
x€la,bl. |

VSechna tfi uvedend tvrzeni jsou platnd dokonce i jako ekvivalence, pficemZ opacny se snadno

vvvvv

sledku 6.3.3 pro volbou a = ' dostaneme

b b
f[ﬁ’(x)n(x)+,6(x)17’(x)]dx:f [ﬁ(x)n(x)]'dx=[ﬁ(x)n(x)]z.
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10 Abychom predesli pripadnym
nejasnostem, méli bychom zdi-
raznit, Ze vyrazem Fz(x,y,y") ro-
zumime parcialni derivaci funkce
F(-,-,-) vzhledem ke treti proménné
vyé&islenou v ,,bodé&" [x,y,7'].

Nyni uréime prvni variaci funkciondlu z dlohy (6.3.2). Pfipomefime, Ze ¥ = C![a, b], N = {y €
V0y@=a,yb) =paN={neV |nla=0=n(b)} Pak

b
AFlyml =Fly+n-Fy =f [F(x,y+n,y +1n)—F(x,y,y)]dx,

na coz miizeme diky spojitosti parcialnich derivaci aplikovat Taylorovu vétu, &imz obdrzime!®

b
AFly;nl = f [Fe(x,5,¥) (x—x)+F,(x,,¥") (y+1-y)
a ~Y~— [
=0 =n
+F(x,y,Y) () +10' = y)+R(*,n'*)] dx
[ ———

=n'

b b
:f [Fy(x,y,y’)n+Fz(x,y,y/)1]/]dx+f R(n%n")dx.

a a

Toto vyjadifeni odpovida rovnosti (6.2.3), pfiCemz prvni integrél na pravé strané je linearni vzhle-
dem k 7, zatimco druhy integrdl obsahuje kvadratické a smiSené cleny. Proto variace daného
funkciondlu je rovna

b
F'lynl = f [Fy(x,y, Y )n+F(x,y,y")n'] dx.

M4-li tedy y € C'[a, b] byt lokdlnim feSenim tilohy (6.3.1)—(6.3.2) musi dle Véty 6.2.5 platit

b
0=F'ly;nl =[ [Fy(x,7,7)n+F.(x,y,7)n'] dx (6.3.3)

—~ =

pro vSechna n € AN. Volbou a(x) = F,(x,7,) apx) = F.(x,y,y) v Disledku 6.3.3 pak vyplyva,
Ze rovnost (6.3.3) je splnéna pravé tehdy, kdyz B je diferencovatelnd a §'(x) = a(x) pro vSechna
X € [a, b, tj. funkce y musi byt feSenim Eulerovy-Lagrangeovy rovnice

%Fz(x,f/,jf) =F,(x,y,y) nala,b). (6.3.4)

Resenim této rovnice obdrzime vSechny (silné i slabé) extremaly tilohy (6.3.1)—(6.3.1). Obecné se
jednd o nelinedrni diferencidlni rovnici 2. fadu. Podafi-li se ndm najit jeji feSeni, pak bude zavi-
set na dvou konstantdch, k jejichZ urc¢eni vyuZijeme okrajové podminky. Eulerova-Lagrangeova
rovnice tak pfevadi tilohu varia¢niho poctu (6.3.1)-(6.3.1) na tlohu nalezeni partikuldrniho fe-
Seni pfislusné diferencidlni rovnice (pfipadné zjisténi, zda viibec takové feSeni existuje). To ale
v obecném piipadé mize byt dosti obtizné. V tloze (6.3.1)-(6.3.1) neni nic vyzadovéno pro ",
ovsem pokud budeme mit zarucenu jeho existenci, mtizeme levou stranu rovnice (6.3.4) rozpo-
¢itat pomoci derivace slozené funkce, ¢imz ziskdme explicitni tvar zminéné nelineédrni diferen-
cidlni rovnice 2. fadu

Fy(,3,7) - Fx(,7,7) - Fy (x,7,7) ¥ - F..(x,7,7) 7" = 0. (6.3.5)

At uz je to s existenci y” jakkoli, skytaji nékteré specidlni typy funkce F vyrazné zjednoduseni
Eulerovy-Lagrangeovy rovnice:

(i) Pokud F explicitné nezavisi na y, tj.
b —
Flyl= f F(x,y"dx,
a
pak Fy(x,¥,¥) = 0 a Eulerova-Lagrangeova je tvaru
d S
— F.(x,y,y)=0 nala,b],

dx

tj. F,(x,¥,7") = konst., coZ je diferencidlni rovnice 1. fadu.
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(ii)

(iii)

(iv)

Pokud F explicitné nezavisi na y/, tj.

Flyl = f ’ F(x,y)dx,
pak F,(x,¥,¥") = 0 a a Eulerova-Lagrangeova je tvaru
Fy(x,y,)=0 nala,b),
neboli F(x,¥,7') = konst., coZ je dokonce ,pouze“ algebraicka rovnice.

Pokud F explicitné nezavisi na x, tj.

b/\
Flyl = f F(y,y"dx,

pak lze s vyuZitim podobnych tprav jako v (6.3.5) pfepsat Eulerovu-Lagrangeovu rovnici
do tvaru

= d _
0=y'[Fyx,7,7)- 3 e 7| =
= J"[Fy(x.?,f/) -V Ey(x,3,9)-7"For(x, 7,9 | + 7' E.(x, 37, 7) - V' F.(x,7,7) =
d
=4 [Py -V E(0 7]
z ¢ehoZz ihned plyne tzv. Beltramiho rovnost

F(x,7,9) -7 F,(x,7,7) =konst. na [a,b].

Je-li F linearni vzhledem k y, tj. F(x, y,y") = A(x,y) ¥’ + B(x, y), pak Eulerova-Lagrangeova
rovnice méa podobu

Ac(, )+ Ay, 0V =Ay(x, 7)Y +By(x,y) neboli A.(x,¥) = By(x,).

To vlastné neni diferencidlni rovnice, ale spiSe implicitni vyjadfeni, které urcuje funkci y
promeénné x.

l Priklad 6.3.4 l

7

Urceme extremadly variacniho problému
2
Flyl= f y (1+x*y)dx—opt, yeC'[1,2], y(1)=4, y@) =3.
1

Reseni. Mame F(x,,y") = F(x,y") = y' 1+ x*y"), tudiz F,(x,y,y) = 0 a Fy(x,y,y") = 1+
x?y'+y' x?. VyuZijeme-li pfimo Eulerovu-Lagrangeovu rovnici, musi kazd4 extremaéla y €
C![1,2] dané ulohy vyhovovat diferencidlni rovnici

d
an(x, y,Y)=4xy +2x*y"=0=F,(x,5,y) neboli x*y"+2xy =0.
To je tzv. Eulerova diferencidlni rovnice, k jejimuz feSeni vyuzijeme substituci ¢ = In|x|.
JelikoZ x € [1,2], je x = e a plati
dy dydr .1 d .1 1y .dgl 1 . .
! '
== — =1 — = — -] =4y — |- =— — .
Y dx dr dx yx ay dx(yx) x dx ydx(x) x2 ¥=7
Dosazenim do Eulerova diferencidlni rovnice dostaneme linedrni diferencidlni rovnici s

konstantnimi koeficienty

0=x*y"+2xy =j+7,
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cet

jejiz charakteristickd rovnice A2 + 1 = 0 ma kofeny A = 0 a A = —1, takZe jeji obecné feseni
je

-

cni po

yB)=cre "+, c,cER.

Zpétnym dosazenim a vyuzitim danych okrajovych podminek obdrzime
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C)
y(x)=;+62, 4=y =c+c; & 3=y@R)=c1/2+c,

¢emuz vyhovuje pouze funkce

A(x)—2+2
y =t

Z ptedchdzejici pozndmky vime, Ze funkciondl v dané tloze nabizi vyrazné zjednodu-
Seni Eulerovy-Lagrangeovy rovnice, které jsme ale v tuto chvili nevyuZili. Kdybychom tak
ucinili, hledali bychom pouze fesenti diferencialni rovnice 1. fadu F,(x, y, ') = ¢ neboli

s el e —
coz pfimym integrovanim vede k funkci

c—1
=—_ " +d,
Y 2x *

z niZ opét s vyuzitim danych okrajovych podminek ziskdme hledané feSeni odpovidajici
volbé c=-3ad=2.

Toto by chtélo odvodit. Pro dany funkcionadl z (6.3.2) je jeho druhd variace

b
7'ty = [ [Peon® + QU] dx

pro P(x) := % (6,1, Y)aQx) = %[Fyy(x, »y) - % vz(x, ¥, ¥')]. Potom nutnd podminka pro to,
aby extremadla y byla slabym lokdlnim minimem je tzv. Legendreova podminka

F..(,7,7)=0 provsechna x € [a, b].

V ptipadé ostré nerovnosti hovoiime o zesilené Legendreové podmince. Legendre se (netispésné)
snazil ukazat, Ze tato zesilend podminka je postacujici pro slabé lokdlni minimum. Jenze to neni
pravda a je potfeba k ni jesté jeden pozadavek doplnit.

VETA 6.3.5 Necht' y € N je piipustna funkce takovd, Ze

(i) je splnéna Eulerova-Lagrangeova rovnice (6.3.4),
(i) F..(x,7,7)=2P(x)>0provsechna x € [a, b],

(iii) existuje feSeni Jacobiho diferencidlni rovnice

d i
Q) n- a[P(x)n ]=0

vyhovujici poéateénim podminkdam n(a) = 0 an’(a) = 1, pro které je x = a jedinym
nulovym bodem, tj. n(x) # 0 pro x € (a, b].
Potom ¥"[y;n] > 0 pro vSechny ptipustné variace n € Ny, tj. ¥ je slabym lokdlnim mi-
nimem funkcionalu ¥[-] neboli slabym lokdlnim feSenim minimaliza¢ni tlohy (6.3.1)—
(6.3.2).




1)
(=
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e S
g s
Posledni podminku v pfedchozim tvrzeni Ize nahradit existenci feSeni tzv. Riccatiho rovnice o =
) g
F (x) yr V) -—w .9 ==l
w?=P(x)[Q(x)+w'] nebo w'=F,(x,7,7)- [y — ] £ o
Fo.(x,5,¥) S ©
;
Toto rozhodné jesté nenf hotové! definovaného na celém intervalu [a, b]. = =)
<
©
l Priklad 6.3.6 l
s )

Ovéime, Ze extremdla nalezend v Piikladé 6.3.4 je slabym lokdlnim extrémem a urcete
jeho charakter.
ReSeni. Jedinou nalezenou extremélou je funkce ¥ = 2/x + 2. Pak

F.(x,7,7)=2x*>0, x€[l,2],

tj. je splnéna zesilend Legendreova podminka. Jelikoz P(x) = F,.(x,y,7)/2 = x*aQx) =

5 =

%[Fyy (x,9,9)— %Fyz(x, 7,71 =0, mame Jacobiho rovnici

d
— (x¥*n)=0 meboli x°n'=c,

jejimZ obecnym feSenim je n(x) = —c/x + d. S vyuZitim pocdtecnich podminek pak na-

lezneme jeji feSeni n(x) = —1/x + 1, které jisté na intervalu (1, 2] nemd Zadny nulovy bod.

= =/

Ponévadz F,,(x,¥,¥') > 0 jedna se o slabé lokdlni minimum.
Kdybychom misto Jacobiho rovnice chtéli vyuZit Riccatiho rovnici dostaneme

/

Cw
w?=x>w' neboli — =x%
w2

Jejim obecnym feSenim je funkce w(x) = x/(1 — cx), kterd je pro libovolnou volbu inte-
gracni konstanty c € (—oo, 1/2) U (1,00) definovand na celém intervalu [1,2].

m Uloha o brachistochroné

Nyni uz je na ¢ase pustit se do fe§eni slovutné tlohy o brachistochroné.

11 Pro urditost volime b > 0,

abychom se pohybovali smérem 5 L 5 i o o
doprava od A (mohli bychom ale Zemé startujici v bodé A = [0,0], kterd se md pri zanedbdni tieni a s nulovou

volit i b < 0). V nasem feSen pocdtecni rychlosti dostat v nejkratsim case do bodu B = [b, ], kde b > 0 a
si otoCime orientaci osy y, takze

podminka B = 0 zaruluje, Ze ne-
chceme, aby kulicka dojela vyse
nez byl vychozi bod, coz totiz
vzhledem k predpokladu nulové Celou situaci mame zakreslenu na Obrazku 6.4 niZe, kde jsme pro prehlednost otocili orientaci

pocateéni rychlosti neni mozné. 0sy .

Uvazme proto kulicku (tedy spise hmotny bod) o hmotnosti m v tihovém poli

B =0'L. Po jaké drdze toho docilime?
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12 Soucet téchto energii musi byt
konstantni. Jenze vzhledem k po-
cateénim podminkdm y(0) =0 a
v(0) =0 mame Ei(0) =0= Ep(O),
takze tento soucet je dokonce nu-
lovy.

137de se pochopitelné& slusi pri-
pomenout nékteré uzite€né rov-
nosti pro goniometrické funkce:

1 _ 2. —
ey cos“ ¢ = (1+ cos2¢)/2,

sin2¢p = 2 sing cos ¢, fcoszqad(p =
(2¢ +sin2¢)/4, sin(r —t) = sint a
cos(r—t) =—cost.

2
%HAGO%&*_ A%ZWI X/\* A‘Ai{?‘ Ax

GAlweo: N= 3= Yooy
= ! A S ,_ahe_\é};"
O Iy AR

e

‘Q\/

Obréazek 6.4: Situacni obrazek pro tlohu o brachistochroné.

Podle definice rychlosti plati

d d
V(t):d_i neboli dt=7$,

kde ds znaci délku dréhy urazené za €as d¢. Také vime, Ze pro délku segmentu kiivky urené ¢4sti
grafu funkce y = y(x) v rozsahu dx plati

ds=1+/1+y?(x)dx.

Rychlost v pohybujiciho se hmotného bodu v tthovém poli Zemé dokédZeme stanovit pomoci
zdkona zachovdni energie pro izolovany systém. ProtoZe soudet kinetické energie E, = mv?/2 a

potencidlni energie E, = mgy se neméni, musi vzhledem k otoCené orientaci osy y platit!?

0=mv*-mgy neboli v=.,/2gy,

kde g = 9,8 m/s? predstavuje tithové zrychleni na Zemi. Proto celkovd doba pohybu kulicky po
dréze je rovna
1+ y2(x)
28y (x)
Nasim cilem je tedy nalézt mezi vemi funkcemi y € C![0, b] spliiujicimi y(0) = 0 a y(b) = 8 mini-
mum funkcionélu

ktery explicitné nezavisi na x. V takové pfipadé se Eulerova-Lagrangeova rovnice redukuje na

Beltramiho rovnost

1+y2 y? .
\/ - =c neboli /y(l+y?)=K
28y V2gy(+y?)

pro néjaké ¢ > 0 a K := (Cy/2g)"!. Nahradime-li y' = tg¢, pak z pfedchozi rovnosti ziskdme
Vy A +tg2 ) = K, coz dava parametrické vyjadieni y-ové soufadnice hledaného fesenti jako!'3

KZ

=——— =K?cos?@=L(1+cos2¢)/2
Ty cos” @ (1+cos2¢)

y
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14 Toto je jiné ,,t" nez na zacatku,
tj. neni to Cas.

pro L:= K?. Derivovanim podle x odtud dostaneme diferenciélni rovnici

LZsin(p cos dg =

—2Lcos* pde,
tgy

d
tgp =y =—L¢ sin2¢ = —Lsin2¢ d—‘i, . dx=-
z ¢ehoz pfimym integrovanim ziskdme parametrické vyjadieni x-ové osy ve tvaru
x==2L[p/2+ (sin2¢)/4]+C=—-L(2¢ +sin2¢)/2+C.

Zavedeme si nyni dva nové parametry'# ¢ a r tak, Ze polozime t := 7 — 2¢ (proménnd) a r := L/2
(konstanta). Potom

x=-rr—-t+sinm-)]+C=r({-sint)+C—-rx a y=r(l-cosi).
Jelikoz x(0) = 0, plati C = r, takZe mame parametrické vyjadieni feSeni
x=—rm—-t+sin@-)]+C=r(t-sint) a y=r(l-cosi),

coZ je rovnice cykloidy ur¢ené kruznici o poloméru r. Podminka y(0) = 0 znamen4, Ze vychozi
hodnota parametru ¢ je 2kn pro néjaké k € Z. Pro jednoduchost mtizeme zvolit k = 0 a jakakoli
jind volba k # 0 v§e pouze posune o 2kz. Maximdalni hodnotu parametru ¢ pak ziskdme feSenim

rovnice
¥ (tmax) _ E _ 1 —COS fipax

X(tmax) b Imax — Sin tmax'
které bude i« € (0,27). Odtud také dostaneme polomér vymezujici kruznice

__ s __ b

1-COStmax  max — COS fmax

ev v

JestliZe tyx < 7w neboli g > %, tak kulicka podél celé drahy pouze kles4, a to az do nejnizsiho bodu
B.]Je-li t;ax = 7 neboli g < %, tak kulicka podél brachistochrony klesd do nejnizsiho bodu [rm,2r]

odpovidajiciho ¢ = 7 a pak stoupd azZ do bodu B.

v \
K¢ %

Obrézek 6.5: Ilustrace situaci tma S 7.

Napf. pro B = [1,1] je tmax = 2,412011 a r = 0,5729. Cas potfebny pro cestu z A do B pak je
roven 0,5831927828s. Podobné pro bod B = [, 2] dostaneme fy,,x = 7 a r = 1 s potfebnym casem
0,7705s.
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