Prvni aplikaci parcialnich derivaci je vypocet diferencialu funkce dvou proménnych, kterému se
také tika totalni diferencial. Definice je uvedena na str. 44. Srovname-li vztah 4.5 s definici
diferencialu jedné proménné z prvniho semestru, vidime, Ze je to velmi podobné. Je dana funkce,
bod a v tomto piipadé dva pfirtistky nezavisle proménnych. Postupujeme stejné jako u funkce jedné
proménné. V piikladu 4. 12 neni zadan konkrétni bod, ani konkrétni pfiristky. Diferencial je
vypocitan obecné, nyni bychom mohli dosazovat riizné body (tady s vyjimkou pocatku [0,0]) a
pracovat s riznymi prirtistky. UZ z prvniho semestru vime, Ze nékdy nemusi byt pfirtstky zadany
Ciselné, pak ve vysledku nechame jen dx a dy.

Konkrétni zadani najdeme v druhém priloZeném souboru priklady_chemici_2. VSe si procvicte na
prikladu 5, str. 60.

JiZ v prvnim semestru jsme vidéli, Ze diferencial je moZno pouZit k pribliZnému vypoctu hodnoty
funkce. Tak je tomu i zde. Princip je zfejmy z ptikladu 4. 14. Zname funk¢ni hodnotu v néjakém
bodé [xo,y0] a potfebujeme s dostatecnou presnosti odhadnout hodnotu v bodé [x, + dx, y,+ dy]. Ma-
li funkce rozumné vlastnosti a prirtstky dx a dy jsou malé, pak plati ,,pfiblizny vzorec“ 4.7 . Oba
priklady jsou srozumitelné, podivejte se jeSté na priklad 3 v souboru priklady_chemici_2. Procvicte
si na uloze 6 na str. 60.

Na str. 55 se ve Vété 4. 13 skryva vzorec tecné roviny ke grafu funkce dvou proménnych. Je to
velmi podobné tecné ke grafu funkce jedné proménné. Vime, Ze grafem funkce dvou proménnych je
v nasich pripadech n€jaka plocha. Predstavte si napt. rotacni parabolickou plochu, o které jsme na
cviCeni mluvili, ,,povrch rotacniho paraboloidu®. Na této ploSe zvolime bod a hledame rovnici
roviny, kterd se v tomto bodé dotyka plochy. Neni to néjaka presna definice, ale pro predstavu to
staci. Priklad 4. 15 ukazuje, jak rovnici tecné roviny najdeme. Z analytické geometrie na stfedni
Skole vite, Ze obecna rovnice roviny je ax + by +cz +d = 0. Do tohoto tvaru vysledek upravujeme.
Priklady na procviceni najdete v tiloze 7 na str. 60. Vypocet diferencialu a jeSté castéji tecné roviny,
byvaji v prvni casti zkouskové pisemky.

Jednim ze zékladnich prikladti zkouskové pisemky ve druhém semestru byva vypocet extrémi
funkce dvou proménnych. Tomu je vénovana cela kapitola 5, od str. 62. Postup vypoctu je opét
podobny vypoctu extrémii funkce jedné proménné. Nyni si ovSem situaci opravdu mtizeme
predstavit tak, Ze nasi funkci je ,,nadmorska vySka“ bodu zadaného pomoci dvou zemépisnych
souradnic. Mozna jste ve $kole vidéli plastickou mapu Ceské republiky a nebo néjakého pohofii. To
je nyni nas graf. Jsou na ném vrcholky hor, ale také udoli, sedla, ,,doliky“. Stojime-li na vrcholu
Seraku v Jesenikach, vSude tésné kolem nés jsou body s nizsi nadmoiskou vyskou. Jsme v lokalnim
maximu. Na mapé je ale i Pradéd, ktery predstavuje absolutni maximum pro Jeseniky.

Matematicky je toto presné popsano v Casti 5.1 Pfiklad 5.2 ukazuje, jak je moZno lokalni extrémy
urcit v nékterych pripadech funkci pfimo z definice. VétSinou to ale nejde, takZe musime funkci
zderivovat, obé prvni parcialni derivace poloZit rovny nule a stanovit stacionarni body. V nich
miZe, ale také nemusi byt lokalni extrém. To vime z prvniho semestru pro funkci jedné proménné.
Tam jsme rozhodli tak, Ze jsme zkoumali, jak se funkce chovéa v okoli stacionarnich bodi — kde
roste, kde klesa. To u funkci dvou proménnych jednoduse nejde (zamyslete se jeSté jednou nad
plastickou mapou Jesenikd, jakd by byla situace v pfipadé Cervenohorského sedla). U funkce jedné
promeénné jsme ale mohli také rozhodovat podle druhé derivace. To udélame zde. Spocitame
vSechny Ctyfi, dosadime do nich stacionarni bod, vypocteme hodnotu vyrazu D(xo,y,) ve vztahu 5.3.
Pokud vyjde kladné cislo, je ve stacionarnim bodé lokalni extrém. O tom jaky bude, rozhodne
znaménko derivace f,. . Je-li kladné, je v bodé lokalni minimum, je-li tato derivace zaporna, je v
tomto bodé lokalni maximum. Pokud je vyraz D(x,,ys) zaporny, pak v tomto stacionarnim bodé
extrém neni. Pokud vyjde 0, nelze timto zptisobem rozhodnout. Nékdy se nam podarti rozhodnout
podle definice extrému. Toto v pisemkach nebyva.



Pozor, studenti Casto pisi, Ze kdyZ je vyraz D(xo,yo) kladny, je v tomto bodé lokalni minimum. To
nemusi byt pravda, musime zkoumat znaménko derivace fi.
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stacionarnich boda. V ptipadé obvyklych polynomt parcialni derivace zvladneme bez problémd, ale
kdyZ je poloZime rovny nule, FeSime soustavu dvou rovnic o dvou neznamych. Musi byt totiz
soucasné obé derivace rovny nule. Ze stfedni Skoly znate soustavu dvou linearnich rovnic o dvou
neznamych. Tomu odpovida nalezeni prisecikii dvou pfimek. Znéte také tilohu najit priseciky
primky a paraboly. V obou pripadech vyjadiime z rovnice pfimky jednu neznamou a dosadime do
druhé rovnice. V pr. 5.6 na str. 63 soustava odpovida hledani priseciki dvou parabol. Zbyvajici
priklady_chemici_2, pak zkusit vyteSit pf. 1) a, b, ¢, e a f. na str. 69. Pak se vrat'te zpét k feSenym
prikladiim ve skriptu. Pokud vam neptijdou, v tuto chvili se tim netrapte.

Absolutni extrémy najdete v casti 5.2 od str. 65. V prvnim semestru jsme hledali absolutni extrémy
funkce jedné proménné na néjakém intervalu <a,b>. Misto pojmu absolutni extrémy je mozZna lepsi
fikat ,,nejvétsi a nejmensi hodnota funkce® na intervalu <a,b>. Tyto hodnoty leZely bud’ ve
stacionarnich bodech uvnitf intervalu, nebo v jeho krajnich bodech. Definici absolutnich extrémt
najdete na str. 65. Nasleduje popis, jak tyto extrémy najit na uzavrené a ohranicené mnoziné M. My
budeme uvazovat napr. obdélnik (¢tverec), kruh a trojuhelnik. Nejprve budeme hledat stacionarni
body uvnitf mnoZiny M. Vypocteme v nich funk¢ni hodnoty. Pak budeme studovat chovani funkce
na hranici mnoziny M. V naSich pripadech budou hranici tvorit tusecky nebo polokruznice. Jejich
rovnice jiZ zname. Pro kazdou cast hranice postupujeme takto. Vyjadiime z rovnice jednu
proménnou a dosadime do funkce f(x,y), tim ziskame funkci jedné proménné na néjakém intervalu a
hledame jeji nejvétsi a nejmensi hodnotu (hodnoty). Ty porovname s hodnotami ve stacionarnich
bodech a s podobné ziskanymi hodnotami na zbyvajicich castech hranice mnoziny M. Vybereme
body s nejvétsi a nejmensi z nich. MtZe jich byt vic.

V pi. 5.11 feSime na trojihelniku s vrcholy [0,0], [3,0] a [0,3]. Obrazek je vidy dobré udélat.
Dostatecné veliky, aby do néj bylo mozZno vyznacit dileZité body a hodnoty v nich. Spocitame
prvni parcialni derivace a z nich ziskame stacionarni bod. Z obrazku bychom vidéli, Ze leZi uvnitf
trojuhelnika. Neni nutno urcovat, zda je v ném extrém. Jen vypocteme funkcni hodnotu. Strany I a
I1T jsou kolmé na osy, jejich rovnice jsou zfejmé. Pro stranu II, ktera spojuje vrcholy [3,0] a [0,3],
miZeme urcit rovnici pomoci smérového vektoru. Nebo porovname tuto tsecku s piimkou y = -x.
Dalsi vypocet je myslim zfejmy. Doporucuji postupovat tak, Ze po vypoctu funkcnich hodnot ve
stacionarnich bodech, ur¢ime funkéni hodnoty ve vrcholech trojihelnika (jindy obdélnika, nebo
bodech, ve kterych se stykaji polokruznice). Pak teprve pomoci prvni derivace funkce jedné
proménné zkoumame chovani uvnitf jednotlivych tsecek nebo polokruznic.

Prostudujte si pak priklad 7 v souboru priklady_chemici_2, kde je mnoZinou M obdélnik. Tam jsou
vSechny strany kolmé na osy a s vyjadfovanim jejich rovnic neni problém. Teprve pak se podivejte
na pr. 5.12 s kruhem. Priklad 5. 13 nedé€lejte.

VSse si procvicte na prikladu 2) a, b. Soustred'te se ale predevsim na lokalni extrémy. Ty musite
zvladnout velmi dobre. Priklady na absolutni extrémy jsou pro nas v tuto chvili uZitecné predevsim
v tom, Ze se na nich pracuje s obdélniky, trojuhelniky a kruznicemi. To budeme potfebovat u vSech
dalsich integrala. Pokud vam absolutni extrémy v tuto chvili neptijdou, pockejte na pfipadné
skupinové konzultace.



