V tomto textu se bude zabyvat prvnimi castmi Kapitoly 6, ktera je vénovana dvojnému integralu. V
casti 6. 1 je definovan dvojny integral na mnozZiné M a jeho geometricky vyznam. V casti 6. 2 je
vyslovena Fubiniova véta, pomoci které se dvojny integral prevede na integral dvojnasobny. V
tomto textu se budeme zabyvat i ¢asti 6. 3 , kde jsou zavedeny poléarni souradnice. Transformaci a
vypocet dvojného integralu v polarnich souradnicich v casti 6. 4 nechame az do dalSiho textu. V
Casti 6. 5 jsou popsany néjaké aplikace dvojného integralu. To bude také pristé.

Vypocet dvojnych integrali ma v podstaté tfi faze. Nejprve je tfeba popsat mnozinu M. Tak
stanovime meze dvojnasobného integralu, ktery pomoci Fubiniovy véty sestavime. V posledni fazi
dvojnasobny integral vypocteme.

Popis mnoziny M déla studenttim casto potiZe, proto se jim v priloZzeném textu priklady_chemici_3
bude zabyvat zvlast.

Zacneme obdélnikem (Ctvercem), ktery byva zadan Ctyfmi vrcholy. Viz pr. 6. 3, str. 72. Zvyknéte si
mnoZinu M vZdy nakreslit, nebyva to pokazdé nutné, ale opakujeme si tim dovednosti, které
potfebujeme i jinde. Popsat mnoZinu M znamena najit hranice pro obé souradnice vSech bodi [x,y],
které tuto mnoZinu tvori. Tyto hranice jsou pak i mezemi dvojnasobného integralu. Vyjimecné
mohou byt tyto meze stanoveny pfimo v zadani prikladu, napf. cv. 1c na str. 83. Pak mtiZeme
rovnou sestavit integral.

V pripadé obdélnika nemame s popisem mnoziny M problém. Zakladnim pripadem pro nas je
situace, kdy pro x na néjakém intervalu <a,b> jsou definovany dvé funkce, jejichZ grafy tvori horni
a dolni mez pro proménnou y. Zakladni priklady vidite v priloZeném textu. JiZ v pripadé
trojuhelnika, pr. 2 v textu, jde o tuto situaci. Studenti se mnohdy domnivaji, Ze i v tomto pfipadé pro
souradnici y také plati, Ze je od ,,0 do 2. Je tfeba pochopit, Ze pokud by tomu tak bylo, pak by opét
Slo o obdélnik. Prosté horni hranice pro y zavisi na x. Hodnoty 2 dosahuje pouze pro x=1. V
prikladu 5 je uveden i druhy moZny popis mnoZiny M. Pro y z intervalu <0,2> je definovana funkce
x =1-1Yy, jeji graf tvori ,pravou” hranici oblasti. Tuto druhou moZnost vyuZijeme na obrazku 6 v
textu. Zde trojuhelnik nemiiZeme popsat tak snadno jako v prikladu 2. Museli bychom mnoZinu M
rozdélit na dvé Casti a také pocitat dva integraly. My ovSem miZeme vyuZit toho, Ze strany AB a
jeden integral. Tato mySlenka je ve skriptu popsana v prikladu 6. 8 na str. 75. Ja volil co
nejjednodussi situaci. Nékdy se ale rozdéleni mnoZiny M nevyhneme, viz obr. 7 v doprovodném
textu.

Velmi Casto, nejen v naSich prikladech, je mnoZinou M ¢ast kruhu. V tom pfipadé popiSeme
mnoZinu M v polarnich soufadnicich a integral do nich transformujeme. Nyni se ale budeme
zabyvat pouze samotnou mnoZzinou. Dosud jsme pracovali v soufadnicich kartézskych. Pokud
dostaneme za tikol znazornit body [1,3], [-2,1], [2,2] vSichni to dokaZeme. Poloha bodu ale miiZe
byt urcena i jinak. Viz ¢ast 6. 3 ve skriptu, str. 76. U kazdého bodu mtiZeme urcit jeho vzdalenost od
pocatku [0,0]. Tuto vzdalenost oznac¢ime p . Toto ale nestaci, bodd, které maji napt. p=2 je ,cela
kruznice“. KdyZ ovSem dodame, Ze priavodic tohoto bodu (spojnice bodu s pocatkem) svira navic s
kladnym smérem osy x thel ¢ = n/4 , pak uZ je jen jeden bod, ktery toto spliiuje. Snadno odvodime
vztahy mezi x , resp.ya p a o.

Je-1li naSi mnoZinou M kruh se sttedem v pocatku (s jinym stfedem v tuto chvili pracovat nebudeme,
tulohu 6. 18, str. 80, a cviceni 2d a 3b, str. 83 vysvétlim pripadné zajemctim na konzultaci) a
polomérem tfeba 3, miZeme tento kruh popsat jak v kartézskych, tak v polarnich souradnicich. Je
dilezité si uvédomit, znate ze stfedni skoly, Ze kruzZnice neni grafem Zadné funkce jedné proménné
y= f(x). Vidime ale, Ze grafem funkce uZ jsou horni a dolni polokruznice. Pak jsem schopni kruh v
kartézskych souradnicich rovnéz snadno popsat. Horsi je to jiz s vypoctem integrald, které mohou



byt zbytecné sloZité. Proto se zamyslime nad vyjadfenim v polarnich souradnicich. To je ovSem
snadné bez néjakych odvozovani. Libovolny bod kruhu ma vzdalenost od pocatku ,,mezi nulou a
trojkou” a jeho prtivodic svira s kladnym smérem osy x tihel z intervalu <0,2r>. Pozor! Uz 30 let v
pisemkach vidavam, Ze néktery student napise, Ze p je z intervalu <-3,3>. p je vzdalenost, ta nemtize
byt zaporna.

MnoZinou M miZe byt i ¢ast kruhu, pfipadné mezikruzi. Z obrazkd je snad jasné, jak v tomto
pripadé mnoZinu M v polarnich souradnicich popiSeme. Porad uvaZzujte tak, Ze si uvédomite co je p
acoje .

A nyni pristoupime k vlastnimu vypoctu dvojného integralu. Vracime se tedy do casti 6. 2 ve
skriptu. Nejprve je feSena situace, kdy mnozinou M je obdélnik. Trochu jiny zapis znamena, Ze
proménna x se pohybuje v intervalu <a,b> a proménna y v intervalu <c,d>. Vzorec (6.2) udava, jak
prevedeme dvojny integral na integral dvojnasobny. V pripadé obdélnika mame dvé mozZnosti,
integrovat nejprve podle proménné y a poté podle proménné x. Nebo v obraceném poradi.
Pomahame si zavorkami, nejprve feSime integral v zavorce. PopiSeme si to na prikladu ve skriptu
6.3 na str. 72. Podivejte se pak na mtij prvni integral v pfiloZeném textu.

PT. 6. 3 Nejprve popiSeme mnoZinu M, to je snadné, tim ziskame meze pro dvojnasobny integral.
Priklad je neprve feSen tak, Ze integrujeme v zavorce podle proménné y. Podobné jako u parcialnich
derivaci se na vyraz x’ divame jako na konstantu, kterou opiSeme a integrujeme vyraz y. Mame
meze, tedy vysledek integrace napiSeme do hranaté zavorky a pak dosadime nejprve horni mez za y
a pak dolni mez (odecteme!). Dostaneme uZ integral, kde neni a nesmi byt y. Integral je proménné x
a integrujeme jako urcity integral s mezemi O a 2.

Mohli jsme integrovat také nejprve podle proménné x, pak podle proménné y. Pokud je mnoZinou
M obdélnik, jen tehdy, a soucasné integrovana funkce dvou proménnych je takova, Ze je v soucinu
funkce proménné x a funkce proménné y, miZeme pouZzit jednodussi postup. Proménné
»separujeme” do dvou ur€itych integrald, kazdy spocitame zvlast’ a jejich vysledky vynasobime.
MiiZe se stat, Ze jeden z nich je nula, pak druhy, tfeba néjaky obtiZny, uZ nemusime pocitat. Pozor,
opravdu lze pouZit jen pro obdélnik (Ctverec) a pro soucin. Pokud bychom tfeba na obdélniku
integrovali funkci f(x,y) = x + y, pak bychom to takto udélat nemohli.

Podivejte se nyni do mého textu na druhy integral, dale napr. 6. 6 a 6. 7 (podivejte, jak je tam
zadana hyperbola y = 1/x ) do skripta. V téchto pfikladech uz musime vyuZit vzorce (6. 3) na str.
73. LichobézZnik v prikladu 6. 6 se mnoho nelisi od trojihelnika, ve zbyvajicich pripadech uz
musime nakreslit jednotlivé kiivky, odhadnout a nebo spocitat priiseciky a tim stanovit meze pro
proménnou x. Podle ni budeme integrovat naposledy, jsou tam konstantni meze a vysledek musi byt
Cislo. Integrujeme nejprve podle proménné y, meze integralu jsou funkce proménné x, kdyz je
dosadime, pak y zmizi. Snad je to z prikladu jasné.

Treti integral v mém textu ukazuje situaci, kdy mnoZinu M miiZeme, ale nemusime, rozdélit do
dvou mnoZin, integral spocitat pres kazdou z nich a vysledky secist, feSeni a). Podobné je feSen
priklad 6. 8 ve skriptu na strané 75. Zacnete ale ,,mym prikladem®, ktery je mnohem snadné;jsi.
Ukazuji tam i druhou mozZnost, feSeni b), tedy divat se na kfivky jako na grafy funkci proménné y.
Pak integral miZeme spocitat prfimo.

Jako cviceni si spocitejte priklady 1 a — f na str. 83. Pokud vam FeSeni dvojnasobného integralu
pijde, neni tfeba pocitat vSe, ale u zbyvajicich zadani si namalujte mnoZzinu M a dvojnasobny
integral napiste.



