JiZ jsme se naucili pocitat dvojny integral v kartézskych soufadnicich a umime mnoZinu, pres
kterou integrujeme, vyjadrit v polarnich souradnicich. Nyni si ukaZzeme, jak do polarnich soufadnic
transformovat cely integral. Tomu je vénovana cast 6. 4 ve skriptu od str. 77.

KdyZ jsme pocitali integraly v prvnim semestru, pouZivali jsme substitu¢ni metodu pfi vypoctu
urcitého integralu jedné proménné. V podstaté mtizeme Fict, Ze se nam vZdy zménily meze
integralu, za proménnou ,,x“ jsme dosadili novou proménnou, tfeba ,,t“, a zménilo se nam i ,,dx“.

Na transformaci dvojného integralu se mtize divat podobné. MnoZinu M vyjadfime v polarnich
souradnicich, coZ se ndm projevi v mezich dvojnasobného integralu. Dosadime za proménné x a y
do integrované funkce a nahradime ,,dxdy“. Pfitom hraje roli jakobian transformace, ktery je pro
polarni souradnice odvozen na konci casti 6. 3. Studenti na jakobian p Casto zapominaji, musime na
to stale myslet.

Fubiniova véta pro transformaci do polarnich soufadnic 6. 10 je na str. 77. V minulém textu s
priklady jsme vidéli, Ze v pripadé casti kruhu a mezikruZi se stfedem v pocatku dostavame pro nové
proménné p a ¢ konstantni meze. Pak si miiZeme vybrat, podle které proménné budeme integrovat
jako prvni. DrZzme se vSak poradi ve skriptu. Je to proto, Ze v pripadé, kdy meze nejsou konstantni,
pak vzdalenost od pocatku p zavisi na thlu ¢. To vidime v prikladu 6. 18. Potom musime nejprve
integrovat podle p. V pripadé, Ze navic jednotlivé proménné jsme schopni ,,separovat“ (vCetné
jakobianu) do jednotlivych integral(i, pak dvojny integral miizeme pocitat jako soucin dvou urcitych
integralti jedné proménné. Tak je ukazano poprvé v pripadé prikladu 6. 12 na str. 78.

Zacnéte ovSem prikladem 6. 11 a pak tfeba priklady v mém textu. MnoZina M je kruh se stfedem v
pocatku a poloméru 3. Vyjadreni v polarnich souradnicich je tedy velmi snadné. Meze obou
integralt jsou konstantni. Dosazeni za x a y, ale také za dxdy probéhlo ve skriptu bez rozepsani, ale
snad je jasné, kde se vzalo p°. Vypocet jednotlivych integrali také problém neni. Nejprve
integrujeme p?v mezich od 0 do 3, vysledek 9 vytkneme pfed druhy integrél a integrujeme podle ¢.
I v tomto prikladé jsme mohli pfevést na soucin dvou integrali. Udélejte si to a mozna fada z vas
vysledek ,,nula“ odhadne brzy. Staci se jen zamyslet na tim, co je integralem funkci sinus a kosinus
na intervalu <0,2r>. To vime z prvniho semestru.

Priklad 6. 12 je pocetné sloZitéjsi, je tam substituce, ale mnoZina M je opét jednoducha pro popis.
Vyskytuje je tam vyraz x* + y?, ktery je v polarnich soufadnicich roven p°. Musite byt schopni
bezpecné odvodit a nejlépe si pamatovat vysledek. V pisemkach je to casto.

V prikladu 6. 13 si vSimnéte, jak je v kartézskych souradnicich vyjadreno mezikruzi s poloméry
kruznic 1 a 2. Zamyslete se i nad nerovnosti y > |x|. Z obrazku je pak jiZ vyjadreni mnoZiny M v
polarnich soufadnicich vcelku snadné. V textu je odvozen vypocet mezi pro proménnou ¢, nicméné
vime, ramena tihlt ptili kvadranty, je tam tedy 45 stupfiti a tedy 774 a tedy ... . I tady je x* + y?,
nesmime zapomenout na jakobian a vyhodné rozdélime na soucin dvou integrald.

Zbytek Casti 6. 4 je jen pro vazné zajemce o transformaci dvojného integralu. Predchazejici tfi

priklady jsou pro budouci pisemku zakladni. Dopliite si je o priklady z mého textu a pocitejte

priklady 2a,c,f,g na str. 83. 2c je nejtézsi, je tam tfeba nezapomenout na jakobian a pouZit substituci
2

za -p-.

Poslednim tikolem je naucit se vyuZziti dvojného integralu. JiZ v ivodni Casti na konci str. 71 je
fecCeno, Ze dvojnym integralem je moZno vypocitat objem télesa V, které je definovano na
poslednim radku této stranky. Vysvétlim na konzultaci. Objemy téles ovSem budeme pocitat pomoci
trojnych integrald, takZe ptiklad 6. 19 na str. 81 si ukdZeme az tam a uvidime, Ze po dvou krocich se
dostaneme k vypoctim zachycenym na poslednich dvou fadcich str. 81. Dvojny integral ovSem



poslouZzi k urceni obsahu (miry) mnoZiny M. Staci integrovat na mnoZiné M ,,jednicku”, tedy
polozZit funkci f(x,y) = 1. Je-li napt. mnoZinou M kruh, pak vypocteme obsah kruhu. V pfikladu 6.
17 je odvozen vzorec pro obsah kruhu o poloméru R. Pochopitelné v polarnich souradnicich.
Priklad tedy ukazuje, ,,k Cemu nam to je“. Zapamatujte si ho, presné v takovém zadani byva v
pisemkach. Opét nezapomeiite na jakobian.

N 24

rovnice najit stfed a polomér doplnénim na ctverec. V tomto pripadé pak meze pro p nejsou
konstantni. Priklad je obtiZny i ve vlastnim vypoctu. TrebaZe vSe v ném mate znat, je urCen jen
zajemctim. Podobné jako 6. 20, ktery ukazuje fyzikalni aplikaci pro vypocet hmotnosti velmi tenké,
tedy vlastné dvojrozmeérné, desky (tfeba plechu), kde hustota neni v kazdém bodé desky stejna, ale
je vyjadrena funkci dvou proménnych.

Priklad 3a si muZete zkusit spocitat dvojnym integralem, ale brzy zjistite, Ze takové tilohy jsme
délali jiz v prvnim semestru. Kdo zvladl priklad 6. 18, mtize zkusit priklad 3b.

V mém textu najdete Ctyfi priklady. Zminim jen posledni, ktery se nepocita, jen mame integral
transformovat z kartézskych soutradnic do polarnich. Takovy tkol se miiZe v pisemce objevit. Ze
zbyvajicich prikladi je zfejmé, co musime umét. Nakreslit spravny kruh, podle zadéani vybrat
poZadovanou Cast, umét se orientovat v thlech n/4, /2, n, 2n. V téchto a z nich ,,odvozenych*
uhlech musime umét spocitat hodnoty funkci sinus a kosinus.



