Dnes dokoncime trojny integral tim, Ze se ho naucime transformovat do valcovych soufadnic.
Podivejte na priklady 3) a 4) v mém textu priklady_chemici_5. Postupovali jsme v nich tak, Ze jsme
téleso V promitli kolmo do roviny xy. Dostali jsme trojuhelnik, resp. ¢tverec. V technické praxi je
télesem velmi Casto valec, koule, kuZel nebo rotacni paraboloid (resp. jejich casti). KdyzZ je vhodné
umistime do soufadného systému a promitneme do roviny xy, primétem je kruh, resp. ¢ast kruhu. V
prikladech 3) a 4) jsme vZdy postupovali tak, Ze jsme nejprve popsali tento primeét télesa.
Namalovali jsme si pro nazornost dokonce samostatny obrazek. Pokud je to kruh, vime jiz z
dvojného integralu, Ze je vyhodné tento kruh popsat v polarnich souradnicich. Nyni bude situace
podobna.

Podivejte se na obrazek na strané 87. Tam jsou zavedeny valcové (cizim slovem cylindrické)
souradnice bodu v prostoru. Misto soufadnic [x,y,z] zavedeme souradnice [p,p,z]. z je stale
vzdalenost bodu od roviny xy. p a ¢ jsou poléarni souradnice primétu bodu do roviny xy. Obrazek je
snad dostatecné nazorny. Studentim vzdy fikam: ,,Pfedstavte si v ose z jetab. Jefabnik musi nejprve
otoCit jefab o urcity uhel ¢, pak do vzdalenosti p vysune hak a nakonec predmét zvedne do vysky z.
Tim je poloha bodu jednoznacné urcena.

Priklad 7. 7 je pouhy popis valce, resp. casti koule do valcovych souradnic. BohuZel chybi obrazky,
ale obé télesa mame i v naSich prikladech.

V casti skripta 7. 3 je popsana transformace trojného integralu do valcovych souradnic. Je to
podobné, jako kdyZ jsme dvojny integral transformovali do polarnich souradnic. Téleso popiSeme
ve valcovych soufadnicich, tim ziskame meze trojnasobného integralu. Do integrované funkce
dosadime za proménné x = p cos @, y = p sin ¢. z zlstane stejné. Nesmime zapomenout na jakobian.
Misto dxdydz tedy piSeme p.dpdedz .Vidime, Ze transformacni rovnice jsou stejné, jakobian je
stejny. Nic nového si pamatovat nemusime. Také vime, Ze v polarnich a tedy i ve valcovych
soufadnicich plati x°+ y*= p°.

V prikladu 7. 9 je télesem rotaCni paraboloid x° + y* < 2z. Dvojka zptisobuje, Ze je $irsi nez
paraboloid x*+ y? < z, ktery zname. Shora je sefiznut rovinou z=2. Jeho povrch vidime na obrazku
7.2 c), kde je Spatné popsan, chybi tam ta dvojka. Znak nerovnosti < v zadani télesa tika, ,,Ze jde o
body uvniti“. Je nam asi jasné, Ze primétem tohoto télesa do roviny xy je kruh se stfedem v
pocatku. Jaky ma ale polomér? Stejny, jako ma kruZnice, ve které rovina z=2 sefizne povrch
paraboloidu. Do rovnice x°+ y? = 2z dosadime za z dvojku a dostdvame rovnici kruznice x>+ y* =
4. Polomér je tedy 2. Tato uvaha je v prikladu popsana. Dostavame tedy kruh se stfedem v pocatku
a polomérem 2. Ten popiSeme v polarnich souradnicich. To umime. JeSté si musime poradit s
ohranicenim proménné z. Uvédomime si, Ze téleso tvori body uvnitf, tedy mezi parabolickou
plochou, ktera je popsana pomoci proménnych p a ¢, a rovinou z=2. Ziskali jsme meze jednotlivych
integrald, dosadili jsme do funkce. Pouzili jakobian.

V prikladu 7. 10 nachdzime nerovnici x* + y* < 1. Na cviCenich se vzdy ptam, ,,co to je?“ Néktefi
studenti feknou kruZnice, ti chytrejsi freknou kruh. Spravna odpovéd’ je otazka, ,,jsme v roviné nebo
v prostoru?“ My jsme v prostoru, takze jde o body [x,y,z], kde pro soufadnice x, y plati xX*+ y°<1a
z je libovolné. Je to tedy ,,nekonecny“ valec s osou, kterou je souradnicova osa z. V prikladu ale
neni ,,nekonecny“, stoji v roviné xy (z=0), protoZe v zadani je z > 0, a shora je sefiznuty rovinou.

Kdo porozumél prikladiim 7. 9 a 7. 10, ten si snad poradi s télesem v prikladu 7. 11. Podivejte se
soucasneé na ,,mé priklady“, pak zkuste spocitat cviceni 4ac , kde mame valec stojici v roviné xy a
shora je sefiznut rovinou. V ptikladech 4bd je télesem jakasi trubka, s vnitfnim primérem 1 a
vnéjsim 2. Primétem je mezikruzi 1 <x*+)?<4.



Vime, Ze zakladni aplikaci trojného integralu je vypocet objemu télesa V. Pocitame integral z
»jednicky“. Ve cviCeni 3a je t€lesem valec o poloméru 1, ktery stoji v roviné xy a shora je priklopen
paraboloidem z = 3 — x’ — y°. Ve cviCeni 3b mame vélec o poloméru 2, ktery lezi v kouli o poloméru
3.

Pripravil jsem nékolik feSenych prikladt.

Priklad 1: Zde nepocitame integraly, jen popiSeme ve valcovych souradnicich dana télesa. Je tam
vzdy valec a z néj vybrana cast. Nejlépe si je rovnou prekreslit obrazek v roviné xy. Tam uZ spravné
,kvadranty“ najdete

Priklad 2: Pfesné takto byva v pisemkach. Meze jsou vSechny konstantni, miZeme tedy v tomto
pripadé pocitat jako soucin tfi integrald.

Priklad 3: Toto uZ je téZsi, ale lepsi z vas by to méli minimalné pochopit. Je zde dtileZité znat
rovnici kulové plochy, umét popsat horni a dolni polokouli (dolni by méla pfed odmocninou minus).
I tady umét vyjadrit r* — x* — y° ve véalcovych soutadnicich.

Priklad 4: Nejprve mame cast valce, takZe meze jsou konstantni a vypocet se zjednodusi. Druhou
Cast si dobfe promyslete, to pro pisemku celkem zakladni priklad.



