Dnes zaciname devatou kapitolu skripta, ktera se zabyva kfivkovymi integraly. Ty jsou dvou druhd,
pochopitelné zacneme kiivkovym integralem prvniho druhu v casti 9.2 od strany 105.

Predchazi tomu stru¢ny tivod 9. 1 s nazvem Parametrické rovnice kfivek. S parametrickymi
rovnicemi jste se setkali na stfedni Skole, ale uz i v tomto semestru, kde jsme si zopakovali
parametrizaci pfimky a usecky.

MiiZete se znovu podivat do souboru cvicenil.pdf. Tam jsme parametrizovali usecku KL.
Doporucuji na cvicenich postupovat vZdy tak, Ze za smérovy vektor volim ,,cely“ vektor KL. I kdyZ
je zfejmé, Ze bych mohl zvolit i polovicni, tedy (1,2). KdyZ totiZ vZdy pouZiji vektor urCeny obéma
koncovymi body, pak parametr ¢ je vZdy z intervalu <0,1> a nemusim prfemyslet o tom, co by
zpusobilo to kraceni dvéma. Podivejte se také na parametrizaci usecek, které jsou rovnobézné s
nékterou osou, viz lomena ¢ara ABC.

Ve skriptu v ¢asti 9. 1 jsou priklady krivek a jejich parametrizace, takovymi se zabyvat nebudeme,
jen si uvédomime, Ze ani mnohem jednodussi kfivku — kruznici — nemizeme popsat jako graf jediné
funkce y = f(x).

Pokud jsme v roviné, pak pro kazdy bod [x,y] néjaké kfivky musime najit parametrické rovnice pro
jednotlivé proménné, x = x(t), y = y(t). To je stejné jako u primky, jen tvar funkci x(t) a y(t) mize
byt mnohem sloZitéjsi, jak vidime u jednotlivych obrazki. NasSe kfivky budou tsecka, lomena ¢ara,
kruzZnice (nebo jen jeji ¢ast) a pak graf néjaké nam vétSinou zndmé funkce. Treba parabola nebo
hyperbola. Na str. 104 vidime, Ze v pripadé grafu funkce y = f(x) na néjakém intervalu <a,b>
provedeme parametrizaci snadno. PoloZime x = t, y = f(x) a pripiSeme, Ze t je z intervalu <a,b>.
Vidime to v prikladu 9. 1, kde bereme celou parabolu, tedy predpokladame, Ze t je libovolné realné
Cislo. To nebude nas pripad, my musime mit jen cast paraboly. Také vidime, Ze moZnosti
parametrizaci je vic. My ale budeme pouZivat vidy x = t, y = f(x).

V prikladu 9. 2 je prfipomenuta parametrizace usecky a ukazana parametrizace kruZnice se stredem
[a,b] a polomérem r . Orientaci kfivky se budeme zabyvat aZ u krivkového integralu druhého
druhu, to zatim mtiZete preskocit.

Cést 9. 1 kon¢i vzorcem, ktery ukazuje, jak miiZeme pomoci urcitého integralu jedné proménné
vypocitat délku kfivky, kdyZ zname jeji parametrizaci na intervalu <a,b>.

Cast 9. 2 je tedy vénovana kfivkovému integralu prvniho druhu. Ten je definovéan v ramecku 9. 3 na
str. 105. Integrujeme podél kiivky C, ktera musi mit jisté vlastnosti, ale to v naSich prikladech berte
automaticky. Vidime, Ze kiivkovy integral prevadime na urcity integral na intervalu <a,b>. Zaxay
dosadime z parametrickych rovnic kfivky C, které musime nejprve sestavit. Vidime, Ze pokud
funkce f(x,y) bude rovna 1, pak dostaneme vzorec pro délku kiivky. Je to porad stejné. Dvojny
integral ,,z jednicky“ vyjadroval obsah plochy, trojny integral objem télesa, nyni kfivkovy ,,z
jednicky“ udava délku krivky. To je geometricky vyznam tohoto integralu. Fyzikalni je v textu
zminén, pokud by funkce f(x,y) vyjadfovala hustotu latky, ze které je vyroben tenky drat,
vypocitame krivkovym integralem prvniho druhu jeho hmotnost. Drat nikdy neni krivka, ale jisté je
lepsi tenky drat povazovat za krivku, nez za tenky ,,néjak zakriveny“ valec.

Podobny priklad, jako 9. 5 bychom délali na cviceni. Na tiseCku se divame jako na cast linearni
funkce a parametrizujeme ji jako bylo zminéno vyse. Vypocitdme derivace funkci x = x(t), y = y(t) a
dosadime do urc¢itého integralu. V ptipadé tisecky jsou derivace konstanty a odmocninu mtizZeme
vytknout pred urcity integral. Vypocet je jasny.



V prikladu 9. 6 jsou kfivkou strany trojuhelnika. KaZdou z nich parametrizuje, pocitame tfi
integraly. V tomto pripadé rikame, Ze je kfivka uzavrena.

V prikladu 9. 7 je kfivkou cela kruznice. Asi i my budeme vZdy mit v naSich prikladech kruZnici se
sttedem v pocatku. KdyZ se podivate na parametrické rovnice, jisté vam to pripomene polarni
souradnice. KruZnice jsou v tomto pripadé vSechny body, které maji vzdalenost od pocatku 3. Tedy
Zadné proménné p. Misto ¢ mame nyni ¢, ale plni stejnou roli. ProtoZe jde o celou kruznici, pak t je
z intervalu <0,2>. Parametrické vyjadreni zderivujeme, derivace umocnime (takZe, kdyz
popleteme znaménka, chyba nevznikne) a dosadime pod odmocninu. I tady nakonec pod
odmocninou ztstane jen konstanta, kterou miZzeme vytknout pred integral.

Podobnym zptisobem jako v roviné miiZeme pocitat i kfivkovy integral prvniho druhu pres
prostorovou krivku. UZ ze stfedni Skoly vite, Ze parametrické rovnice pfimky jsou nyni tfi. Nic

jiného neZ tsecku v prostoru nedélame. Priklad 9. 8 ukazuje, Ze je vSe opravdu stejné.

Podivejte se na mé priklady a muiZete si vypocitat vSechny priklady ze cviCeni 1 na strané 113.



