Samoadjungované operatory na euklidovskych prostorech

Necht (U, +,:) a (V,+,-) jsou euklidovské prostory, tj. vektorové prostory
nad télesem R redlnych ¢isel konecnych dimenzi se zadanymi skalarnimi souciny.
Necht «, resp. 3 jsou zvolené ortonormdlni béze v (U, +, "), resp. ve (V,+,-).
Necht ¢ : U — V je linedrn{ zobrazeni. Necht A = (¢)s, je matice linedrniho
zobrazeni ¢ v bazich « a § uvedenych euklidovskych prostoru. Uvazujme linearni
zobrazeni ¢* : V — U definované tim, ze transponovans matice A" je jeho ma-
tici v bazich # a « uvazovanych euklidovskych prostori, to jest urcené tim, ze
plati AT = (¢*)a,5. Vezméme dale libovolné vektory u € U a v € V a uvazme
jejich soufadnice (u), a (v)z ve zminénych ortonormélnich bazich uvedenych
euklidovskych prostoru. Uvazme rovnéz souradnice (¢(u))s a (¢*(v)), obrazu
téchto vektoru pii vyse uvedenych linearnich zobrazenich, samoziejmé v od-
povidajicich bazich danych euklidovskych prostori. Vsechny soufadnice zapisu-
jeme jako sloupce. Vime, ze pak plati

(pu)s=A-(W)a a (P'(V))a=4""(v)s

Dale vime, ze pro libovolné vektory u,u’ € U a v,v' € V a pro jejich skaldrni
souc¢iny v euklidovskych prostorech (U, +,-) a (V,+,-) plati

(wu) = (), (W) a (v,v)=(v)s (V).

Odtud plyne, ze pro vektory u € U a v € V plati

Dostavame tedy rovnost

(p(u),v) = (u,*(v))

platnou pro vsechny vektory u € U a v € V, kde nalevo vystupuje skalarni
soucin v euklidovském prostoru (V,+,-) a napravo vystupuje skaldrni soucin
v euklidovském prostoru (U, +, ). Touto podminkou je pfitom linedrni zobra-
zeni ¢* : 'V — U k danému linearnimu zobrazeni ¢ : U — V urcéeno jedno-
znacné. Nezavisi tedy toto linearni zobrazeni ¢* : V. — U na pocatecni volbé
ortonormalnich bazi «, resp. § euklidovskych prostoru (U, +,-), resp. (V,+,-).
Linearni zobrazeni ¢* : V — U se nazyva adjungované zobrazeni k linearnimu
zobrazeni ¢ : U — V.

Méjme nyni jeden euklidovsky prostor (U, +, ) se zadanym skaldarnim souéi-
nem. Necht « je libovolné ortonormdlni baze v (U, +, -). Mé&jme déle linedrn{ zob-
razeni ¢ : U — U, to jest linedrni operator na euklidovském prostoru (U, +, -).
Necht A = (¢)a. je matice tohoto linedrniho operdtoru ¢ v bazi . Pochopi-
telné tak jako vyse existuje i tady adjungované linedrni zobrazeni ¢* : U — U,
tj. linedrni operator ¢* na prostoru (U,+,-) adjungovany k linedrnimu ope-
ratoru . Matici tohoto adjungovaného linearniho operatoru v bazi a je pak



matice AT transponovand k matici A, takze mame A" = (¢*)4.0. Adjungo-
vany linearni operator ¢* je prostfednictvim skalarniho souc¢inu v euklidovském
prostoru (U, +, ) jednoznacné uréen rovnosti

{p(u), v) = (u,¢*(v))

platnou pro vsechny dvojice vektoru u, v € U. Znovu tedy nezavisi tento adjun-
govany linedrni operdtor ¢* na volbé ortonormélni baze o euklidovského prostoru
(U, +,-). Nyni linedrni operator ¢ : U — U na euklidovském prostoru (U, +,-)
se nazyva samoadjungovany, jestlize plati ¢ = ¢*, to jest, plati-li rovnost

<g0(11),V> = <u7 90<V)>

pro vSechny dvojice vektoru u, v € U. Je jasné, ze linearni operator ¢ : U — U
je samoadjungovany pravé tehdy, kdyz pro jeho matici A v ortonormalni bazi «
prostoru (U, +,-) plati rovnost A = AT. Ctvercovd matice A nad R spliujici
zminénou rovnost A = A" se nazyvéa symetrickd.

Je zndmo, ze vSechna vlastni ¢isla symetrické matice A nad R jsou realn4,
a to i tehdy, kdyz tuto matici A chapeme jako matici nad C. Navic pro kazdé
vlastni ¢islo symetrické matice A nad R plati, ze jeho algebraicka nasobnost je
rovna jeho geometrické nasobnosti. Vlastni vektory pfislusné ruznym vlastnim
¢islum symetrické matice A jsou navzajem ortogonalni.



