
Samoadjungované operátory na euklidovských prostorech

Necht’ (U,+, ·) a (V,+, ·) jsou euklidovské prostory, tj. vektorové prostory
nad tělesem R reálných č́ısel konečných dimenźı se zadanými skalárńımi součiny.
Necht’ α, resp. β jsou zvolené ortonormálńı báze v (U,+, ·), resp. ve (V,+, ·).
Necht’ ϕ : U → V je lineárńı zobrazeńı. Necht’ A = (ϕ)β,α je matice lineárńıho
zobrazeńı ϕ v báźıch α a β uvedených euklidovských prostor̊u. Uvažujme lineárńı
zobrazeńı ϕ∗ : V→ U definované t́ım, že transponovaná matice A> je jeho ma-
tićı v báźıch β a α uvažovaných euklidovských prostor̊u, to jest určené t́ım, že
plat́ı A> = (ϕ∗)α,β. Vezměme dále libovolné vektory u ∈ U a v ∈ V a uvažme
jejich souřadnice (u)α a (v)β ve zmı́něných ortonormálńıch báźıch uvedených
euklidovských prostor̊u. Uvažme rovněž souřadnice (ϕ(u))β a (ϕ∗(v))α obraz̊u
těchto vektor̊u při výše uvedených lineárńıch zobrazeńıch, samozřejmě v od-
pov́ıdaj́ıćıch báźıch daných euklidovských prostor̊u. Všechny souřadnice zapisu-
jeme jako sloupce. Vı́me, že pak plat́ı

(ϕ(u))β = A · (u)α a (ϕ∗(v))α = A> · (v)β.

Dále v́ıme, že pro libovolné vektory u,u′ ∈ U a v,v′ ∈ V a pro jejich skalárńı
součiny v euklidovských prostorech (U,+, ·) a (V,+, ·) plat́ı

〈u,u′〉 = (u)>α · (u′)α a 〈v,v′〉 = (v)>β · (v′)β.

Odtud plyne, že pro vektory u ∈ U a v ∈ V plat́ı

〈ϕ(u),v〉 = (ϕ(u))>β · (v)β

= (u)>α · A> · (v)β

= (u)>α · (ϕ∗(v))α = 〈u, ϕ∗(v)〉.

Dostáváme tedy rovnost

〈ϕ(u),v〉 = 〈u, ϕ∗(v)〉

platnou pro všechny vektory u ∈ U a v ∈ V, kde nalevo vystupuje skalárńı
součin v euklidovském prostoru (V,+, ·) a napravo vystupuje skalárńı součin
v euklidovském prostoru (U,+, ·). Touto podmı́nkou je přitom lineárńı zobra-
zeńı ϕ∗ : V → U k danému lineárńımu zobrazeńı ϕ : U → V určeno jedno-
značně. Nezáviśı tedy toto lineárńı zobrazeńı ϕ∗ : V → U na počátečńı volbě
ortonormálńıch báźı α, resp. β euklidovských prostor̊u (U,+, ·), resp. (V,+, ·).
Lineárńı zobrazeńı ϕ∗ : V → U se nazývá adjungované zobrazeńı k lineárńımu
zobrazeńı ϕ : U→ V.

Mějme nyńı jeden euklidovský prostor (U,+, ·) se zadaným skalárńım souči-
nem. Necht’ α je libovolná ortonormálńı báze v (U,+, ·). Mějme dále lineárńı zob-
razeńı ϕ : U→ U, to jest lineárńı operátor na euklidovském prostoru (U,+, ·).
Necht’ A = (ϕ)α,α je matice tohoto lineárńıho operátoru ϕ v bázi α. Pochopi-
telně tak jako výše existuje i tady adjungované lineárńı zobrazeńı ϕ∗ : U → U,
tj. lineárńı operátor ϕ∗ na prostoru (U,+, ·) adjungovaný k lineárńımu ope-
rátoru ϕ. Matićı tohoto adjungovaného lineárńıho operátoru v bázi α je pak
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matice A> transponovaná k matici A, takže máme A> = (ϕ∗)α,α. Adjungo-
vaný lineárńı operátor ϕ∗ je prostřednictv́ım skalárńıho součinu v euklidovském
prostoru (U,+, ·) jednoznačně určen rovnost́ı

〈ϕ(u),v〉 = 〈u, ϕ∗(v)〉

platnou pro všechny dvojice vektor̊u u,v ∈ U. Znovu tedy nezáviśı tento adjun-
govaný lineárńı operátor ϕ∗ na volbě ortonormálńı báze α euklidovského prostoru
(U,+, ·). Nyńı lineárńı operátor ϕ : U→ U na euklidovském prostoru (U,+, ·)
se nazývá samoadjungovaný, jestliže plat́ı ϕ = ϕ∗, to jest, plat́ı-li rovnost

〈ϕ(u),v〉 = 〈u, ϕ(v)〉

pro všechny dvojice vektor̊u u,v ∈ U. Je jasné, že lineárńı operátor ϕ : U→ U
je samoadjungovaný právě tehdy, když pro jeho matici A v ortonormálńı bázi α
prostoru (U,+, ·) plat́ı rovnost A = A>. Čtvercová matice A nad R splňuj́ıćı
zmı́něnou rovnost A = A> se nazývá symetrická.

Je známo, že všechna vlastńı č́ısla symetrické matice A nad R jsou reálná,
a to i tehdy, když tuto matici A chápeme jako matici nad C. Nav́ıc pro každé
vlastńı č́ıslo symetrické matice A nad R plat́ı, že jeho algebraická násobnost je
rovna jeho geometrické násobnosti. Vlastńı vektory př́ıslušné r̊uzným vlastńım
č́ısl̊um symetrické matice A jsou navzájem ortogonálńı.
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