Priklady na precvicovanie — Singularne body
autonomnych systémov

Pojmom autonomny systém sa oznacuje systém (vo vSeobecnosti nelinear-
nych) diferencidlnych rovnic prvého radu, v ktorom sa explicitne nevyskytuje
nezavisla premenn4, t.j., premenné, podla ktorej sa v danych rovniciach de-
rivuje. Konkrétne, jedné sa o systém n rovnic tvaru

) = filwy, ..., @),
vy = falwy, ..., @),
(1)
= foa(Ty, oo, 1),
z = fulzy, ..., x),
kde funkcie f;(zq, ..., x,), ¢ = 1,...,n, si spojité na nejakej otvorenej
mnozine  C R™ a z;(t), ¢ = 1,...,n, st nezname (skaldrne) funkcie ne-

zévislej premennej ¢. Uvedeny systém sa spravidla studuje za predpokladu
existencie a jednoznacnosti kazdej jeho zaciatocnej tlohy v mnozine €2, t.j.,

kazdy zaciatoény bod [zo1, Zog, - - -, Ton] € 2 generuje prave jedno rieSenie
x1(t), ..., z,(t) systému (1) spliiajice zaciatoéni podmienku
21(0) = o1, x2(0) = zg2, ..., ,(0) = zg,.

Naviac, toto jediné rieSenie je definované pre kazdé ¢t € R (tzv. maximélne
rieSenie). V praktickych aplikdciach sa premennd ¢ ¢asto interpretuje ako cas
a funkcie z4(t), ..., x,(t) predstavuju nejaké veli¢iny vyvijajice sa v zavis-
losti na ¢ase podla nejakého zdkona, ktory je reprezentovany systémom (1).
Postupnym zakreslenim bodov [z1(t), ..., x,(t)] daného rieSenia pre t € R
zrejme dostaneme nejaku krivku v mnozine 2. V tomto kontexte sa mnozina
Q nazyva fdzovy priestor daného systému a dand vykreslena krivka trajekto-
riou, resp. orbitou daného rieSenia x1(t), ..., z,(t) v Q. Vdaka predpokladu
existencie a jednoznacnosti rieSeni systému (1) kazdym bodom fazového pries-
toru ) prechadza préave jedna trajektdria systému (1), a teda tajektorie od-
povedajice dvom réznym rieSeniam systému (1) sa nikde nepretinaja (samy



si to premyslite :)). Dalsim dosledkom uvedeného predpokladu je klasifika-
cia trajektorii systému (1). Kazda trajektdria je bud jednobodova (odpoveda
konstantnému rieseniu systému (1)) alebo uzavreta krivka, tzv. cyklus (odpo-
ved4 nekonstantnému periodickému rieseniu systému (1)), alebo nikde nepre-
tina samu seba (odpoveda neperiodickému rieseniu systému (1)). Z hladiska
kvalitativnej tedrie autonémnych systémov (1), t.j., skimania vlastnosti rie-
Seni systému (1) bez znalosti ich explicitného tvaru, maju prvorady vyznam
prave jednobodové trajektdrie a cykly. Bod A = [ay,...,a,] € Q sa nazyva
singuldrny bod (alebo aj rovnovazny bod, staciondrny bod, kriticky bod, ekvi-
librium) systému (1), ak je nulym bodom pravych stran rovnic (1), t.j., platia

rovnosti f;(A) = 0 pre kazdé i = 1,...,n. Nechdvame na citatela, aby si sdm
premyslel, ze bod A = [ay,...,a,] €  je singularnym bodom systému (1)
prave vtedy, ked systém (1) ma konstantné riesenie z;(t) = a;, i = 1,...,n

:). Rozlisujeme niekolko zékladnych typov singuldrnych bodov systému (1)
— stred (Speciélny pripad tzv. bodu rotdcie), ohnisko, uzol (vlastny alebo ne-
vlastny) a sedlo. Tato klasifikdcia je podmienend spravanim sa trajektorii
systému (1) na istom okoli daného singularneho bodu. Napriklad typickou
vlastnostou singuldrneho bodu typu ohnisko je skutoc¢nost, ze kazda trajek-
toria, ktora je k nemu dostatocne blizko, méa tvar Spiraly so stredom v tomto
bode. V pripade, ak sa takéto trajektorie s rasticim argumentom ¢ navijaja
na dany singularny bod, hovorime o stabilnom ohnisku, kym v pripade, ze
trajektorie sa s rasticim t odvijaji od singularneho bodu, sa jedna o ne-
stabilne ohnisko. V pripade singularneho bodu typu uzol kazda dostatocne
blizka trajektéria bud vchadza do tohto bodu alebo kazda blizka trajekto-
ria vychédza z tohto bodu pod nejakym koneénym uhlom (resp. s nejakou
polodoty¢nicou). Potom hovorime bud o stabilnom alebo nestabilnom uzle.
V pripade, ak systém (1) je rddu n = 2 s konstantnymi koeficientami, t.j.,

' =ax+by, Yy =cr+dy, a,bcdecR, (2)

u(: )

je reguldrna, je klasifikicia singularnych bodov pomerne jednoducha. Systém
(2) mé iba jeden singularny bod [0,0] (samy overte :)), pri¢om jeho druh

pricom matica systému



zéavisi na vlastnych ¢islach A\;, Ay matice M. Konkrétne, plati:

nevlastny nestabilny uzol, ak Ay, Ay > 0,
A1, A st redlne rézne = { nevlastny stabilny uzol, ak A, A2 < 0,

sedlo, ak A1, A2 maju opacné znamienka.

stred, ak ReA; = Re Xy =0,
A1, Ao s neredlne komplexne zdruZzené = nestabilné ohnisko, ak ReA; = Re Ay > 0,

stabilné ohnisko, ak Re A\; = Re Ay < 0.

nevlastny nestabilny uzol, ak M nie je diagonédlna a A\ = A2 > 0,

nevlastny stabilny uzol, ak M nie je diagonalna a \; = Ay < 0,
)\1 = )\2 =
vlastny nestabilny uzol, ak M je diagonalna a A\; = Ay >0

vlastny stabilny uzol, ak M je diagonalna a A\ = A\s < 0.

Samy nad tym kriticky porozmyslajte, hlavne nad klasifikdciou vlastnych
Cisiel matice M ;). Uvedené vysledky tykajice sa linedrneho systému (3)
sa daju za istych predpokladov vyuzit i pri skimani singuldrnych bodov
vseobecného nelinearneho rovinného autonémneho systému

x’:f(:v,y), y'zg(x,y). (4)

Nech A = [ay, as] je izolovany singularny bod systému (4), t.j., plati f(A) =
0 = g(A), a nech funkcie f(z,y) a g(z,y) su analytické v bode A, t.j., na
nejakom okoli bodu A st rozvinutelné do mocninového radu (so stredom v
bode A). Dalej predpokladajme, Ze matica

(R (A
J(A) = (g;<A> g;<A>>

je reguldrna. Poznamenajme, ze J(A) je zrejme Jacobiho matica zobrazenia
[z, y] = [f(z,vy),9(x,y)] (samy si premyslite :)). Uvazujme linedrny auto-
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némny systém s maticou J(A), t.j.,

(- ()

Vdaka regularnosti matice J(A) méa systém (5) jediny singularny bod [0, 0].
Potom typ singuldrneho bodu A systému (4) je rovnaky ako typ singularneho
bodu [0, 0] systému (5), konkrétne plati:

bod [0,0] je nevlastny (vlastny) uzol, resp. ohnisko, resp. sedlo vzhladom na (5)

¢

bod A je nevlastny (vlastny) uzol, resp. ohnisko, resp. sedlo vzhladom na (4)

bod [0,0] je stred vzhladom na (5)

¢
bod A je stred alebo ohnisko vzhladom na (4)

Pri vySetrovani charakteru stacionarneho bodu A systému (5) nam teda staci
preskimat singularny bod [0, 0] linedrneho systému (4) pomocou vlastnych
¢isiel matice J(A). Systém (4) sa nazyva linearizdaciou systému (5) na okoli
bodu A. Je to vlastne linedrna aproximdcia vo vSeobecnosti nelinearneho
systému (5) na istom okoli bodu A. Skuto¢ne, vdaka predpokladu sa funkcie
f(z,y) a g(z,y) spojito diferencovatelné, a teda na dostatocne malom okoli
bodu A ich mézeme aproximovat ich prvymi diferencialmi v bode A, t.j.,

f@,y) = f(A) +df(A 2 y) = F(A) + [L(A) - (z — a1) + [,(A) - (y — a2),
(

9(x,y) = g(A) +dg(A, z,y) = g(A) + g,(A) - (x — a1) + g,(A) - (y — az)

(samy si premyslite :)). AvSak f(A) =0 = g(A), kedZe A je singularny bod
systému (4). Preto mame

(o) = G- —an it -on) = () 30 ) G20)

Pre systém (4) dostavame na dostato¢ne malom okoli A aproximéciu

)~ G 20 )-Goa)

J(A)
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Zavedenim novych premennych v = x — a; a v = y — ap napokon méame

!/
(Z/) ~ J(A)- (Z) pre u, v z malého okolia bodu [0, 0]
(pozorne si premyslite :)). Posledné formula tak ukazuje, Ze systém (5) je sku-
tofne linedrnou aproximéaciou pdvodného systému (4) na dostatoéne malom
okoli bodu A. Je teda mozné oc¢akéavat, ze charakter singularneho bodu [0, 0]
vzhladom na systém (5) bude vhodnou ,aproximéciou“ charakteru vysetro-
vaného singuldrneho bodu A systému (4), ¢o vyjadruji hrubo zvyraznené
implikécie vyssie.

Poznamenajme este, ze vyssie uvedené sktimanie a klasifikacia singular-
nych bodov autonémneho systému (4) platia za predpokladu regularnosti
Jacobiho matice J(z,y) v danom singularnom bode. V pripade, ak pre ne-
jaky singuldrny bod A systému (4) je matica J(A) singuldrna, hovorime o
tzv. neelementdrnom type singularneho bodu A. Spravanie trajektorii v okoli
bodu A je v tomto pripade podstatne zlozitejsie.

Riesené priklady

Priklad 1
Uréme typ singularneho bodu [0, 0] pre linedrny autonémny systém

¥ =2x+y, v =3r+4y.

Riesenie:
Matica daného linearneho systému

2 1
M =
je zrejme reguldrna, preto staci vySetrit jej vlastné Cisla (samy overte :)).
Charakteristicky polyném matice M ma tvar

‘2—)\ 1

3 4_)\’:)\2—6)\+5:(A—1)(>\—5),



a preto vlastné cisla st \;y = 1 a Ay = 5. St rdzne, obidve redlne a kladné,
preto singularny bod [0, 0] je nevlastny nestabilny uzol.

Priklad 2

Charakterizujme vsetky singuldrneho body linedrneho autonémneho systému

¥ =3x+5y, vy =-2x—3y.

Riesenie:
Matica systému v zadani prikladu

=5 05)

je regularna (samy overte ;)), a teda ma jediny singularny bod [0,0]. Pre
vlastné ¢isla matice M mame

REES) 5

0 —2 —3-A

’:)\2+1 = A =i A=-i

(i toto samy overte :)). Vlastné ¢isla st rydzo imaginarne, preto singularny
bod [0, 0] je typu stred.

Priklad 3
Stanovme vsetky singularneho body a ich typ pre linearny autonémny systém

¥ =-3r+2y, vy =-2x+y.

Riesenie:
PredloZeny systém mé jediny singularny bod [0, 0], nakolko matica systému

v=(37)



je regularna (samy overte :)). Pre jej vlastné ¢isla plati

3= x 2

0 -2 1-A

=N+20+1=0+1)? = N=)=-1

(samy skontrolujte vypocty :)). Matica M ma teda jedno dvojnésobné za-
porné vlastné cislo. Oc¢ividne M nie je diagonalna, a preto singularny bod
[0, 0] je nevlastny stabilny uzol.

Priklad 4
Zistime typ singuldrneho bodu [0, 0] pre linedrny autonémny systém

¥=6x—4y, Yy =-2x-1y.

Riesenie:
V tomto pripade pre vlastné c¢isla prislusnej matice systému dostavame
0= 6_’; _ffA =N -BA—14=A+2)A-T7) = M =-2, =T
(samy overte ;)). Matica M je preto reguldrna (preco? :)). A nakolko ziskané
vlastné cisla st rozne realne s navzajom opacnymi znamienkami, singularny
bod [0, 0] mé charakter sedla.

Priklad 5
Overme, Ze singularneho bodu [0, 0] je typu nestabilné ohnisko pre linedrny
autonémny systém

¥ =-3r+2y, vy =-2r-3y.

Riesenie:
Vlastné ¢isla matice systému st nerealne s nenulovou realnou castou, nakolko
C-3-x 2

0= ","7 7 |=XN+6A+13=(A+3-2)(A+3+2) = M\p=-3+2i



(samy overte :)). Singularny bod [0, 0] je teda skuto¢ne ohniskom, a to sta-
bilnym, pretoze Re \; » = —3 < 0.

Priklad 6

Vysetrime singularne body linedrneho autonémneho systému

Riesenie:
Ihned vidime, Ze matica M predlozeného systému je identickd matica radu 2,
a teda mé dvojnasobné vlastné ¢islo \; o = 1. Existuje teda jediny singularny
bod [0, 0] daného systému typu vlastny nestabilny uzol, kedze A; o > 0.

Priklad 7
Vysetrime typ singularnych bodov linearneho autonémneho systému

¥ =5x+5y—3, vy =3r—3y—5.

Riesenie:
Predlozeny systém je linedrny autonémny, avsak nehomogénny. Jeho singu-
larne body stanovime riesenim dvojice linednych rovnic

5r+5y—3=0, 3x—3y—5=0.

Nechdvame na ¢itatela, aby sa presveddil, Ze tato ststava ma jediné rieSenie
r=Yay= —1%. Systém v zadani prikladu ma teda jediny singularny bod

A= ‘[5%, —%}. V pévodnom systéme teraz vykondme zdmenu premennych

17 8

1_57 U::y+_

Ziskame tak novy, transformovany systém s premennymi u a v tvaru

w =5u+5v, v =3u—3v



(samy overte detaily vypoctov ;)). Tento linearny systém je uz homogénny s

regularnou maticou
M= 5 5
- \3 -3

(i toto samy overte :)). M4 teda jediny singularny bod [0,0]. A kedZe vyko-
nana transformacia geometricky znamena len posun premennych, jedné sa
vlastne o vyjadrenie singularneho bodu A v novych premennych. Preto staci
vySetrit charakter bodu [0, 0] vzhladom na novy homogénny systém (samy si
to dobre premyslite :)). Vlastné ¢isla matice M spliiaji

5—A 5

22 _ 9\ _ _
0="," 37 | |=X¥-22-30 = Ap=1+£V3l

(samy overte ;)). St rdzne, obidve reédlne, s navzajom opacnymi znamien-
kami. Preto singularny bod [0, 0], a teda i singularny bod A, je typu sedlo.

Priklad 8

Vysetrime typ singuldrnych bodov autonémneho systému

P =y(l+z—19y?), v =2(1+y—2?.

Riesenie:
Sktimany autonémny systém je nelinearny a v stlade s oznacenim v (4) mame

Néjdeme vsetky jeho singuldrne body, t.j., rieSenia stistavy
y(l+z—y*) =0, z(1+y—2a*)=0.

Samy ukéazte, ze tento algebraicky systém ma celkovo 7 rieseni, a teda systém
v zadani prikladu ma sedem singularnych bodov, konkrétne

A1 =10,0], Ay =1[0,1], As=1[0,-1], A;=[1,0], As=][-1,0],

1+v5 1+45 1-v5 1-v5

As =
6 2 2 2 2

) A7:




Kazdy z tychto bodov vysetrime pomocou odpovedajicej linearizacie pévod-
ného systému. Prislusnd Jacobiho matica funkcii f(z,y) a g(x,y) ma tvar

_( L(xy) fyzy) \ _ y 1+ 2 — 3y?
S = (g;(x,y) 9,(%,y) ) - (1+y—3fc2 x )

(samy overte :)). Pre body Ay, Ay, A3, A4, As postupne dostavame

J(Ay) = <(1) (1) ) = vlastné ¢éisla A\ o = %1,

1 -2

1+iv1
J(Az) = (2 0 ) —>  vlastné ¢isla A\j o = ;\/_5’

2

J(As) = ( 0 0 ) — vlastné ¢isla Ay =0, Ay = —1,

(en]
)

1+iv15

) — vlastné tisla Ay = —

J(A5) = (_01 _02 ) —  vlastné ¢isla \; =0, Ay =—1

(samy overte :)). Bod A; je teda sedlo, body A, a A4 st nestabilné ohniské a
body Az a Ajs st neelementéarne typy singularnych bodov (i toto samy overte
;)). Preskiimame teraz body Ag a A7. Plati

= (7 5 )

|l vlastné ¢isla |

_ 736 546

A S
! 9 2 2
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(samy overte :)). Bod Ag je teda typu sedlo. Podobne méame

0= (7 _?l@

|l vlastné cisla |

(samy overte ;)). Bod Az je teda tiez typu sedlo.

Priklad 9
Vysetrime typ singuldrnych bodov autonémneho systému

¥=xz—y+1, ¢ =—siny.

Riesenie:
Jednd sa opiit o nelinearny autonémny systém s pravymi stranami

fla,y)=z—y+1, glz,y) = —siny.
Singularne body tohto systému stanovime riesenim ststavy rovnic
r—y+1=0, —siny=0.

Zrejme y = km, anasledne x = kr—1, kde k € Z (samy overte :)). Predlozeny
autonémny systém mé teda nekonecne vela singuldrnych bodov tvaru

Ay = lkn =1, kn], k€ Z.

Prislusnéd Jacobiho matica J(z,y) zobrazenia [x,y] — [f(z,y), g(x,y)] je

10 = (5 ey )
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(samy overte ;)). Pre jednotlivé singularne body Ay potom mame

100= (o _oompr ) =0 (apr )0 keZ

(i toto samy overte :)). V8imnime si, Ze pre kazdu celo¢iselnt hodnotu & je
matica J(Ag) reguldrna. Charakteristicky polyném matice J(A;) ma tvar

a preto hladané vlastné &isla st Ay = 1 a Ay = (—1)*"! (samy si premyslite
:)). V pripade parneho k je zrejme Ay = —1, a teda singularny bod Ay je
typu sedlo. Na druhej strane, pre neparne k je Ao = 1 = \;. Nakolko matica
J(Ag) nie je pre ziadne k € Z diagonalna, v tomto pripade je singularny bod
Ay, nevlastny nestabilny uzol (samy overte vSetky tieto zévery ;)).

Priklad 10 (fazsi)
Ukazme, ze autonémny systém ekvivalentny s tzv. van der Polovou rovnicou

" +e(l—aH’ +2=0

mé jediny singularny bod [0, 0] a vySetrime jeho typ v zavislosti na readlnom
parametri €.

Riesenie:
Predlozend diferencidlna rovnica je nelinedrna druhého radu a bohuzial ju
nevieme explicitne vyriesit :(. Vieme ju vSak prepisat na systém dvoch rovnic
prvého radu. Standardne zavedieme novd premennt y := 2/, a nasledne po
dosadeni do rovnice v zadani prikladu dostaneme

/

Y +e(l—aPy+2=0 <= ¢y =—c(1-2")y—n2

Ziskali sme tak nelinearny autonomny systém

/

=y, Y =—c(l-2*)y—u (6)

s pravymi stranami f(z,y) =y a g(z,y) = —&(1 — 2*)y — x (samy si pozorne
premyslite jednotlivé argumenty :)). Tento systém ma jediny singuldrny bod
A =10,0], kedZe ststava rovnic

y=0, —<c(1—-aHy—2=0
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ma jediné rieSenie x = 0 = y (samy overte ;)). Pomocou linearnej aproximacie
daného autonémneho systému preskiimame charakter bodu A. Odpovedajica
Jacobiho matica J(z,y) funkeii f(x,y) a g(z,y) ma tvar

I(z.y) = (25;1:;)— 1 —5(11— z?) )

J(A4) = (—01 —15)

(samy overte vypocty :)). Charakteristickd rovnica matice J(A) potom je
—A 1 —e+t+Ve2 -4
2

0:‘—1 —£— A

‘:)\2—|—€)\—|—1 — )\172:
Poznamenajme, ze matica J(A) je pre kazdé € € R regularna. Budeme teraz
diskutovat zavislost vlastnych ¢isiel A\; a Ay na parametri . Pre €2 — 4 > 0,
t.j, pre € € (—o0, —2) U (2, +00), st vlastné ¢isla A\;, Ag tvaru

€2 —4—¢ Ve2—4+¢
)\1:—7 )\2:——2 .

2
St rozne, obidve si redlne, pri¢om pre € € (—oo, —2) plati A\ > 0, Ay > 0,
a pre € € (2,+00) plati \; < 0, A2 < 0 (samy overte; uvedené nerovnosti
vyplyvaji z redlnosti A, Ay a z Vietovych vztahov pre korene kvadraticke;
rovnice, konkrétne v nasom pripade A\; + Ay = —g a A\; - Ay = 1 :)). Teda
v tomto pripade je bod A nevlastny uzol, nestabilny pre ¢ € (—o0,—2) a
stabilny pre € € (2,+00). Ak € —4 =0, t.j., e = £2, potom \; = —5 = Ay,
konkrétne

Al=X=1 pree= -2, resp. Al=X=—-1 pree=2.

A kedZe matica J(A) nie je diagonalna, singularny bod A je i v tom pripade
nevlastny uzol, nestabilny pre ¢ = —2 a stabilny pre ¢ = 2. Napokon, ak
g2 —4 < 0, tj., e € (—2,2), vlastné ¢isla A\, Ay st neredlne, vzajomne
komplexne zdruzené, konkrétne

e . \4—¢e2 e . AJA—e2
2 2 )
13



V pripade € € (—2,2) \ {0} sa zrejme jedna o ohnisko, nestabilné pre ¢ < 0
a stabilné pre ¢ > 0. Pre ¢ = 0 mé& linedrna aproximéacia systému v zadani
prikladu, t.j., systém (5), v singuldarnom bode [0, 0] stred. Povodny systém
(6) ma teda v singuldrnom bode A bud stred alebo ohnisko. AvSak pre e =0
je samotny systém (6) linedrny, a teda splyva so svojou linearizaciou (5) :).
Preto nutne bod A je stredom i pre systém (6) (samy si pozorne premyslite
tieto argumenty ;)). Ziskané vysledky mozeme teda zhrnat takto:

nevlastny nestabilny uzol, & € (—o0, —2],

nevlastny stabilny uzol, £ € [2,400),

Singularny bod A = [0, 0] je nestabilné ohnisko, e €(—2,0),
stabilné ohnisko, e €(0,2),
stred, e=0.

Neriesené priklady
1. Vysetrite singularne body nasledujtcich linedrnych systémov.
a)r' =3z +4y, v =2z+y b)a' =6z+2y, v =-3r+3y
c)x' =br+8y—36, ¥ =2rx+5y—18 d)z'=x—-2y—1, y =br—y—23
2. Stanovte singularne body a ich typ pre nasledujice autonémne systémy.

a) ¥ = —y+2% Y =x—y*+ 22"

)
b) o =a* 443, v =3w+y>+2y
c)r'=Q2+z)y—-2), y=0Al-2)y+2)
d) /=1—y, y =2°>-19°

e) o' =z(1—2*—6y%), v =y(l—32*—3y?
f) o/ =x+224+y* ¢y =y—uay
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3.

4*.

Ukazte, Ze bod [0, 0] je pre autonémny systém
v =e"" —sing —1, 3y =In(l+2%) +9°+ 2,

singularnym bodom a urcte jeho typ.

Nech a, b, ¢ st realne &isla spliiajice podmienky ¢ > 0 a b > 0. Ukézte,
Ze autonomny systém ekvivalentny s tzv. Duffingovou rovnicou

2 +ar’ +VPx+cx® =0

mé jediny singularny bod [0, 0] a vySetrite ho v zavislosti na paramet-
roch a, b, c.
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