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Úvod

Dostali jste do rukou sb́ırku př́ıklad̊u k přednášce Matematika 2. Tato sb́ırka je doplněńım
textu Matematika 2. Navazuje na teoretický výklad látky z této knihy. Zároveň jsem se ale
snažila uvést do této sb́ırky všechny d̊uležité vzorce, které při řešeńı př́ıklad̊u využ́ıvám,
abyste po prostudováńı př́ıslušných kapitol z knihy Matematika 2 mohli sb́ırku použ́ıvat
i samostatně. Je zde řada př́ıklad̊u řešených detailně, u daľśıch jsou uvedené výsledky,
př́ıpadně rady a návody.

Studijńı jednotky jsou navrženy tak, aby obsahovaly látku, která spolu úzce souviśı, a
je možné je pochopit a nastudovat najednou jako celek.

Předpokládám, že jste už úspěšně zvládli předmět Matematika 1, ovládáte základy
diferenciálńıho a integrálńıho počtu funkce jedné proměnné, diferenciálńı počet funkce
v́ıce proměnných a máte základńı poznatky o řadách.
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STUDIJNÍ JEDNOTKA

FUNKCE VÍCE PROMĚNNÝCH

Ćıle studijńı jednotky. K zvládnut́ı této studijńı jednotky potřebujete znát dife-
renciálńı počet funkce jedné proměnné. Zavedeme pojem funkce v́ıce proměnných a ukážeme,
jak se poč́ıtaj́ı parciálńı derivace prvńıho, ale i vyšš́ıho řádu. Potom soustřed́ıme naši po-
zornost na funkci dvou proměnných a nauč́ıme se poč́ıtat rovnici tečné roviny k ploše. Na
konci této jednotky najdete metodu na hledáńı lokálńıch extrémů funkćı dvou proměnných.

1 Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných

1.1 Parciálńı derivace funkce v́ıce proměnných

Funkce n proměnných — funkce f : Rn → R, která zobrazuje bod (x1, . . . , xn) ∈ Rn

do bodu y ∈ R. Znač́ıme y = f(x1, . . . , xn).

Definičńı obor funkce n proměnných — množina A ⊂ Rn bod̊u, pro které má de-
finičńı předpis funkce smysl.

Funkce dvou proměnných — funkce f : R2 → R. Znač́ıme z = f(x, y). Definičńım
oborem takové funkce je část roviny. Grafem je zpravidla plocha.

Parciálńı derivace funkce n proměnných podle xi — je derivace funkce jedné proměnné

g(x) = f(x1, . . . , xi−1, x, xi+1, . . . , xn). Znač́ıme
∂f

∂xi
nebo také f ′xi .

Parciálńı derivace druhého řádu — f ′′xixj(x1, . . . , xn) = (f ′xi(x1, . . . , xn))′xj . Je to parciálńı

derivace funkce f ′xi(x1, . . . , xn), podle proměnné xj. Znač́ıme také
∂f 2

∂xi∂xj
.

Gradient funkce f v bodě A — vektor gradf(A) = (f ′x1(A), . . . , f ′xn(A)). Znač́ıme
také ∇f(A). Je to směr, ve kterém funkce nejrychleji roste.
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Poznámka. Při poč́ıtáńı parciálńıch derivaćı f ′xi považujeme za proměnnou pouze xi,
na ostatńı proměnné se d́ıváme jako na konstanty. Pro výpočet parciálńıch derivaćı plat́ı
pravidla o derivováńı součtu, součinu a pod́ılu funkćı.

Poznámka. Můžeme poč́ıtat i parciálńı derivace vyšš́ıch řád̊u. Parciálńı derivace n -
tého řádu je parciálńı derivace funkce, která sama vznikla jako (n − 1)-ńı derivace. Při
poč́ıtáńı parciálńıch derivaćı vyšš́ıch řád̊u nezálež́ı na pořad́ı, v jakém poč́ıtáme derivace
podle jednotlivých proměnných, jsou-li tyto derivace spojité.

Tečná rovina k ploše

Tak jako u funkce jedné proměnné jsme mohli využ́ıt derivaci v bodě k zapsáńı tečny v
tomto bodě, můžeme využ́ıt parciálńıch derivaćı při hledáńı tečné roviny k ploše. Někdy
se jedná o plochu, která je grafem funkce dvou proměnných z = f(x, y). V tomto př́ıpadě
ř́ıkáme, že plocha je daná explicitně. Někdy z rovnice plochy neumı́me vyjádřit proměnnou
z, např́ıklad u kulové plochy. V tomto př́ıpadě ř́ıkáme, že plocha je daná implicitně.

Rovnice tečné roviny ρ k ploše z = f(x, y) v bodě T = [x0, y0, z0 = f(x0, y0)] :

ρ :
∂f

∂x
(T )(x− x0) +

∂f

∂y
(T )(y − y0)− (z − z0) = 0.

Tečná rovina k ploše dané implicitně rovnićı F (x, y, z) = 0 v bodě T = [x0, y0, z0],
pro který plat́ı F (x0, y0, z0) = 0, má rovnici:

ρ :
∂F

∂x
(T )(x− x0) +

∂F

∂y
(T )(y − y0) +

∂F

∂z
(T )(z − z0) = 0.

Př́ıklad 1.1.1. Najděte definičńı obor funkce:

a) f(x, y) =
√

4− x2 − y2 b) f(x, y) = arcsin
x2 + y2 − 6

3

Řešeńı: a) Přirozený definičńı obor této funkce tvoř́ı body, pro které plat́ı
4− x2 − y2 ≥ 0, tedy Df = {[x, y] ∈ R2 | x2 + y2 ≤ 4}, což je uzavřený kruh

se středem v počátku a s poloměrem 2.

Grafem funkce je horńı polovina kulové plochy x2 + y2 + z2 = 4, z ≥ 0.

b) Zde muśı platit
x2 + y2 − 6

3
≥ −1 a

x2 + y2 − 6

3
≤ 1. Po úpravě dostaneme

definičńı obor Df = {[x, y] ∈ R2 | x2 + y2 ≥ 3 a x2 + y2 ≤ 9}, což je

mezikruž́ı ohraničené kružnicemi s poloměry
√

3 a 3 se středem v počátku.
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Př́ıklad 1.1.2. Najděte parciálńı derivaci funkce z =
y

x+ y
.

Řešeńı: Nejdř́ıve spoč́ıtáme
∂z

∂x
. Při poč́ıtáńı považujeme y za konstantu a

derivujeme z jako funkci jedné proměnné x.

∂z

∂x
=

0 · (x+ y)− 1 · y
(x+ y)2

= − y

(x+ y)2
.

Podobně při poč́ıtáńı
∂z

∂y
považujeme x za konstantu a derivujeme z jako

funkci jedné proměnné y.

∂z

∂y
=

1 · (x+ y)− y · 1
(x+ y)2

=
x

(x+ y)2
.

Př́ıklad 1.1.3. Najděte parciálńı derivace funkce z podle jednotlivých proměnných

a) z = x2 + y2 − 3xy + 4x+ 5y − 7 b) z = y sin(2x− y)

c) z = x2 cos(x+ 3y) d) z = xy, x > 0

e) z = arccos
y

x
f) z = arctg

x+ y

x− y

g) z = ln sin (x− 2y) h) z = ln (x+
√
x2 + y2)

Řešeńı: a) z′x = 2x− 3y + 4, z′y = 2y − 3x+ 5; b) z′x = 2 y cos(2x− y),
z′y = sin(2x− y)− y cos(2x− y); c) z′x = 2x cos(x+ 3y)− x2 sin(x+ 3y),
z′y = −3x2 sin(x+ 3y); d) z′x = yxy−1, z′y = xy lnx; e) z′x = y

x
√
x2−y2

,

z′y = −1√
x2−y2

; f) z′x = −y
x2+y2

, z′y = x
x2+y2

; g) z′x = cotg (x− 2y),

z′y = −2 cotg (x− 2y); h) z′x = 1√
x2+y2

, z′y = y

x2+y2+x
√
x2+y2

.

Př́ıklad 1.1.4. Dokažte, že funkce z = e
x
y2 vyhovuje rovnici 2x

∂z

∂x
+ y

∂z

∂y
= 0.

Řešeńı:
∂z

∂x
= e

x
y2

1

y2
;

∂z

∂y
= e

x
y2

(
−2x

y3

)
.

Dosad́ıme do rovnice:

2x e
x
y2

1

y2
− 2xy

y3
e
x
y2 = e

x
y2

(
2x

y2
− 2x

y2

)
= 0.
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Př́ıklad 1.1.5. Dokažte, že funkce z = ln(
√
x+
√
y) vyhovuje rovnici x

∂z

∂x
+ y

∂z

∂y
=

1

2
.

Př́ıklad 1.1.6. Dokažte, že funkce z = e
x
y ln y vyhovuje rovnici x

∂z

∂x
+ y

∂z

∂y
=

z

ln y
.

Př́ıklad 1.1.7. Dokažte, že funkce z = ln(x2+xy+y2) vyhovuje rovnici x
∂z

∂x
+y

∂z

∂y
= 2.

Př́ıklad 1.1.8. Najděte parciálńı derivace funkce u podle jednotlivých proměnných

a) u = x2y2 − yz2 − 4xy + 6xz b) u = zex
3 cos(x−y2)

c) u = esin (z−2xy) d) u = arctg (
x− y
z

)

e) u = ln
y√

x2 + z2
f) u = 2x3 − y2w − z2w2 + 5yzw

Řešeńı: a) u′x = 2xy2 − 4y + 6z, u′y = 2x2y − z2 − 4x, u′z = −2yz + 6x;

b) u′x = x2z ex
3 cos(x−y2)[3 cos(x− y2)− x sin(x− y2)], u′z = ex

3 cos(x−y2),
u′y = 2x3yz sin(x− y2) ex

3 cos(x−y2); c) u′x = −2y esin(z−2xy) cos(z − 2xy),

u′y = −2x esin(z−2xy) cos(z − 2xy), u′z = esin(z−2xy) cos(z − 2xy); d) u′x =
z

x2+y2+z2−2xy
, u′y = − z

x2+y2+z2−2xy
, u′z = y−x

x2+y2+z2−2xy
; e) u′x = − x

x2+z2
,

u′y = 1
y
, u′z = − z

x2+z2
; f) u′x = 6x2, u′y = −2yw + 5zw, u′z = −2zw2 + 5yw,

u′w = −y2 − 2z2w + 5yz.

Př́ıklad 1.1.9. Dokažte, že funkce u = x+
x− y
y − z

vyhovuje rovnici
∂u

∂x
+
∂u

∂y
+
∂u

∂z
= 1.

Př́ıklad 1.1.10. Najděte parciálńı derivace funkce f v bodě A podle všech proměnných

a) f(x, y) =
x+ y

x− y
, A = [3, 2] b) f(x, y, z) = ln(x2 + y2 + z2), A = [3, 2, 1]

c) f(x, y) =
x

y
+
y

x
, A = [1, 1] d) f(x, y, z) =

x

y
+
y

z
− z

x
, A = [1, 1, 1]

Řešeńı: a) f ′x(A) = −4, f ′y(A) = 6; b) f ′x(A) = 3
7
, f ′y(A) = 2

7
, f ′z(A) = 1

7
;

c) f ′x(A) = 0, f ′y(A) = 0; d) f ′x(A) = 2, f ′y(A) = 0, f ′z(A) = −2.

Př́ıklad 1.1.11. Najděte hodnotu součtu
∂u

∂x
+
∂u

∂y
+
∂u

∂z
v bodě A = [1, 1, 1] pro funkci

f(x, y, z) = ln(1 + x+ y2 + z3).

Řešeńı:

∂u

∂x
+
∂u

∂y
+
∂u

∂z

∣∣∣
A

=
1

1 + x+ y2 + z3
+

2y

1 + x+ y2 + z3
+

3z2

1 + x+ y2 + z3

∣∣∣
A

=
3

2
.
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Př́ıklad 1.1.12. Najděte gradient funkce f v bodě A

a) f(x, y) = x3 + y3 − 3xy, A = [2, 1] b) f(x, y, z) = x ez+2y, A = [1,−1, 2]

c) f(x, y, z) =
x

x2 + y2 + z2
, A = [1, 2, 2] d) f(x, y, z) = xyz, A = [1, 2, 3]

Řešeńı: a)
∂f

∂x

∣∣∣
A

= 3x2 − 3y
∣∣∣
A

= 9,
∂f

∂y

∣∣∣
A

= 3y2 − 3x
∣∣∣
A

= −3.

Z toho gradient funkce v bodě A je vektor gradf(A) = (9,−3).

b)∇f(A) = (1, 2, 1); c)∇f(A) = 1
81

(7,−4,−4); d)∇f(A) = (6, 3, 2).

Př́ıklad 1.1.13. Napǐste rovnici tečné roviny k následuj́ıćım plochám v bodě T = [x0, y0, z0]:

(a) z =
x2

2
− y2, T = [2,−1, ?]

(b) x3 + y3 + z3 + xyz − 6 = 0, T = [1, 2,−1]

(c) z =
√
x2 + y2 − xy, T = [3, 4, ?]

(d) 3x4 − 4y3z + 4xyz2 − 4z3x+ 1 = 0, T = [?, 1, 1]

(e) z = 2x2 − 4y2, T = [2, 1, ?]

Řešeńı: a) Nejdř́ıve spoč́ıtáme třet́ı souřadnici bodu T. Bod lež́ı na ploše, a
proto z0 = f(2,−1) = 1. Dále

∂z

∂x
= x,

∂z

∂x
(T ) = 2;

∂z

∂y
= −2y,

∂z

∂y
(T ) = 2.

Rovnice tečné roviny ρ k ploše z = x2

2
− y2 v bodě T=[2, -1,1]:

ρ : 2(x− 2) + 2(y + 1)− (z − 1) = 0.

Po úpravě dostaneme rovnici tečné roviny ρ : 2x+ 2y − z − 1 = 0.

b) Plocha je daná implicitně. Bod T lež́ı na dané ploše, protože souřadnice
tohoto bodu splňuj́ı rovnici plochy: 1 + 8− 1− 2− 6 = 0. Spoč́ıtáme parciálńı
derivace funkce F (x, y, z) = x3 + y3 + z3 + xyz − 6 :

F ′x = 3x2+yz, F ′y = 3y2+xz, F ′z = 3z2+xy; F ′x(T ) = 1, F ′y(T ) = 11, F ′z(T ) = 5.

Potom
ρ : 1(x− 1) + 11(y − 2) + 5(z + 1) = 0.

Po úpravě dostaneme rovnici tečné roviny ρ : x+ 11y + 5z − 18 = 0.

c)T = [3, 4,−7] a ρ : 17x+ 11y + 5z − 60 = 0; d) 3x4 − 4 + 4x− 4x+ 1 = 0
⇒ 3x4 = 3 ⇒ x = 1 anebo x = −1 ⇒ T1 = [1, 1, 1] a ρ1 : 3x − 2y −
2z + 1 = 0 a také T2 = [−1, 1, 1] a ρ2 : 3x + 4y − 1 = 0; e) T = [2, 1, 4] a
ρ : 8x− 8y − z − 4 = 0.
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Př́ıklad 1.1.14. Najděte všechny parciálńı derivace druhého řádu funkce f podle jednot-
livých proměnných

a) f(x, y) = x ey b) f(x, y) = x+ y + xy
x−y

c) f(x, y) = xy + cos(x− y) d) f(x, y) = ln(x2 + y2)

e) f(x, y, z) = xyz − 3x+ 7y + 5z f) f(x, y, z) = ln

(
y z2

x

)
Řešeńı: a) Nejdř́ıve spoč́ıtáme parciálńı derivace prvńıho řádu dané funkce:

∂f

∂x
= ey,

∂f

∂y
= x ey.

Potom
∂2f

∂x2
= 0,

∂f 2

∂y2
= x ey,

∂f 2

∂x∂y
=

∂f 2

∂y∂x
= ey.

b) f ′′xx = 2y2

(x−y)3
, f ′′xy = − 2xy

(x−y)3
, f ′′yy = 2x2

(x−y)3
; c) f ′′xx = − cos(x − y),

f ′′xy = 1 + cos(x− y), f ′′yy = − cos(x− y); d) f ′′xx = 2y2−2x2

(x2+y2)2
, f ′′xy = −4xy

(x2+y2)2
,

f ′′yy = 2x2−2y2

(x2+y2)2
; e) f ′′xx = 0, f ′′yy = 0, f ′′zz = 0, f ′′xy = z, f ′′xz = y, f ′′yz = x;

f) f ′′xx = 1
x2
, f ′′yy = − 1

y2
, f ′′zz = − 2

z2
, f ′′xy = 0, f ′′xz = 0, f ′′yz = 0.

Př́ıklad 1.1.15. Dokažte, že funkce z = ex(x cos y − y sin y) vyhovuje diferenciálńı rov-
nici z′′xx + z′′yy = 0.

Př́ıklad 1.1.16. Dokažte, že funkce z = arctg(2x − y) vyhovuje diferenciálńı rovnici
z′′xx + 2z′′xy = 0.

Př́ıklad 1.1.17. Dokažte, že funkce f(x, y) =
xy

x− y
vyhovuje diferenciálńı rovnici

f ′′xx + 2f ′′xy + f ′′yy =
2

x− y
.

Př́ıklad 1.1.18. Dokažte, že funkce u =
1√

x2 + y2 + z2
vyhovuje diferenciálńı rovnici

u′′xx + u′′yy + u′′zz = 0.

Př́ıklad 1.1.19. Najděte z
(4)
xxxy kde z = y ln(xy).

Řešeńı: z′x = y
1

xy
y =

y

x
, z′′xx = − y

x2
, z′′′xxx =

2y

x3
⇒ z(4)

xxxy =
2

x3
.

Př́ıklad 1.1.20. Najděte z′′′xyy kde z = ln(x2 + y2).

Řešeńı: z′′′xyy = 4x(3y2−x2)
(x2+y2)2

.

Př́ıklad 1.1.21. Dokažte, že funkce z = x ey + y ex vyhovuje diferenciálńı rovnici
z′′′xxx + z′′′yyy = xz′′′xyy + yz′′′xxy.
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1.2 Lokálńı extrémy funkce dvou proměnných

Lokálńı maximum (resp. minimum) funkce z = f(x, y) je hodnota z0 = f(x0, y0) v bodě
T = [x0, y0], jestliže v libovolném bodě nějakého okoĺı bodu T jsou funkčńı hodnoty funkce
f menš́ı (resp. větš́ı) než z0.
Při hledáńı bodu extrému funkce 2 proměnných postupujeme podobně jako při hledáńı
extrému funkce jedné proměnné: Najdeme stacionárńı bod funkce f (bod ve kterém je gra-
dient funkce rovný 0), potom pomoćı druhých parciálńıch derivaci zjist́ıme, zda v tomto
bodě existuje maximum nebo minimum, ev. že v stacionárńım bodě nemá funkce extrém.

Hledáńı extrému funkce z = f(x, y) :

1. Spoč́ıtáme
∂f

∂x
a
∂f

∂y
a polož́ıme je rovny nule.

2. Najdeme stacionárńı bod T = [x0, y0], ve kterém
∂f

∂x
(T ) = 0 a zároveň

∂f

∂y
(T ) = 0.

3. Spoč́ıtáme
∂2f

∂x2
(T ),

∂2f

∂y2
(T ),

∂2f

∂x∂y
(T ) a z těchto tř́ı derivaćı vytvoř́ıme jedno č́ıslo:

D(T ) =
∂2f

∂x2
(T )

∂2f

∂y2
(T )−

(
∂2f

∂x∂y
(T )

)2

.

4. Podle znaménka D(T ) rozhodneme o existenci extrému v bodě T = [x0, y0].

(a) Pokud D(T ) < 0, funkce nemá v tomto bodě lokálńı extrém.

(b) Pokud D(T ) > 0, funkce má v bodě T extrém. V tomto př́ıpadě ještě muśıme
rozhodnout, zda jde o maximum nebo minimum:

(i) Je-li
∂2f

∂x2
(T ) > 0, funkce f má v bodě T lokálńı minimum z0 = f(x0, y0).

(ii) Je-li
∂2f

∂x2
(T ) < 0, funkce f má v bodě T lokálńı maximum z0 = f(x0, y0).

(c) Pokud D(T ) = 0, nemůžeme na základě této metody rozhodnout o existenci
extrému v bodě T.

Poznámka. Rovnice
∂f

∂x
(T ) = 0 a

∂f

∂y
(T ) = 0 vlastně tvrd́ı, že gradf(T ) = 0.

Př́ıklad 1.2.1. Najděte lokálńı extrémy funkce f(x, y) = x3 + y3 − 3xy.

Řešeńı: Hledáme stacionárńı body – body, ve kterých má funkce nulový
gradient:

gradf = (3x2 − 3y, 3y2 − 3x) = 0 ⇒
{

3x2 − 3y = 0 ⇒ y = x2,

3y2 − 3x = 0 ⇒ x = y2.
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Po dosazeńı za y do druhé rovnice máme

x = x4 ⇔ x(x3 − 1) = 0.

Potom x = 0 nebo x = 1. Dopoč́ıtáme př́ıslušné hodnoty y a dostáváme dva
stacionárńı body A = [0, 0], B = [1, 1].

Vypoč́ıtáme druhé parciálńı derivace funkce:

∂2f

∂x2
= 6x,

∂2f

∂x∂y
= −3,

∂2f

∂y2
= 6y.

V bodě A = [0, 0] máme
∂2f

∂x2
(A) = 0,

∂2f

∂x∂y
(A) = −3,

∂2f

∂y2
(A) = 0.

Potom D(A) = 0 ·0−(−3)2 = −9 < 0. Funkce nemá v bodě A lokálńı extrém.

Ted’ vyšetř́ıme bod B = [1, 1] :
∂2f

∂x2
(B) = 6,

∂2f

∂x∂y
(B) = −3,

∂2f

∂y2
(B) =

6.

Z toho D(B) = 6 · 6− (−3)2 = 27 > 0, a funkce má v bodě B lokálńı extrém.

Vid́ıme, že
∂2f

∂x2
(B) = 6 > 0. V bodě B nastane minimum.

Ještě spoč́ıtáme hodnotu funkce v tomto bodě: f(B) = 1 + 1− 3 = −1.

Př́ıklad 1.2.2. Najděte lokálńı extrémy funkce f(x, y) = e−x
2−y2.

Řešeńı:

gradf =
(

e−x
2−y2(−2x), e−x

2−y2(−2y)
)

= (0, 0) ⇒
{

x = 0,

y = 0.

Bod A = [0, 0] je jediný stacionárńı bod. Vypoč́ıtáme druhé parciálńı derivace:

∂2f

∂x2
= 2e−x

2−y2(2x2 − 1),
∂2f

∂x∂y
= 4xy e−x

2−y2 ,
∂2f

∂y2
= 2e−x

2−y2(2y2 − 1).

V bodě A = [0, 0] máme
∂2f

∂x2
(A) = −2,

∂2f

∂x∂y
(A) = 0,

∂2f

∂y2
(A) = −2.

D(A) = −2 · (−2) = 4 > 0

a zároveň
∂2f

∂x2
= −2.

Funkce má v bodě A = [0, 0]

lokálńı maximum; f(A) = 1.

Na obrázku je graf funkce v

okoĺı stacinárńıho bodu.
f(x, y) = e−x

2−y2
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Př́ıklad 1.2.3. Zjistěte, zda funkce z = x4 + y4 − 2x2 − 4xy − 2y2 má lokálńı extrémy v

bodech A = [
√

2,
√

2] a B = [−
√

2,−
√

2].

Řešeńı:
∂z

∂x
= 4x3 − 4x− 4y,

∂z

∂y
= 4y3 − 4x− 4y.

Dosad́ıme bod A = [
√

2,
√

2] :
∂z

∂x
(A) = 4 · 2

√
2− 4

√
2− 4

√
2 = 0,

a
∂z

∂y
(A) = 4 · 2

√
2− 4

√
2− 4

√
2 = 0. Bod A = [

√
2,
√

2] je stacinárńı bod.

Podobně můžeme dosadit i bod B = [−
√

2,−
√

2] do prvńıch parciálńıch de-
rivaćı a ukázat, že i bod B je stacionárńı bod.

Druhé parciálńı derivace funkce jsou
∂2z

∂x2
= 12x2 − 4,

∂2z

∂y2
= 12y2 − 4,

∂2z

∂x∂y
= −4. Tedy D = (12x2 − 4)(12y2 − 4)− (−4)2.

V bodě A = [
√

2,
√

2] máme
∂2z

∂x2
(A) = 20 a D(A) = 400 − 16 > 0. Funkce

má v bodě A = [
√

2,
√

2] lokálńı minimum.

V bodě B = [−
√

2,−
√

2] máme také
∂2z

∂x2
(B) = 20 a D(B) = 400 − 16 > 0.

Funkce má i v bodě B = [−
√

2,−
√

2] lokálńı minimum.

Př́ıklad 1.2.4. Najděte lokálńı extrémy následuj́ıćıch funkćı z = f(x, y)

(a) z = x2 − xy + y2 − 2y + 1 (b) z = x+ y + 1
xy

(c) z = 2x3 + 3x2 + y3 − 3y − 12x (d) z = 2x3 + xy2 − 216x

(e) z = x2 − 2xy + 2y2 + 4x (f) z = 8
x

+ x
y

+ y

(g) z = x4 + 8x2 + y2 − 4y (h) z = 12xy − x3 − y3

(i) z = x2 + xy − 3y2 + y + x− 1 (j) z = 5xy + 25
x

+ 8
y

Řešeńı: (a) gradf = (2x− y, −x+ 2y− 2) = (0, 0) ⇒ T = [2
3
, 4

3
] stacionárńı

bod. Dále f ′′xx = 2, f ′′yy = 2, f ′′xy = −1 a D(T ) = 2 · 2− (−1)2 = 3 > 0.
Funkce má v bodě T lokálńı minimum 1

3
.

(b) gradf = (1− 1
x2y
, 1− 1

xy2
) = (0, 0) ⇒ T = [1, 1] jediný stacionárńı bod.

f ′′xx = 2
x3y
, f ′′yy = 2

xy3
, f ′′xy = 1

x2y2
; D(T ) = 2 · 2− 12 = 3 > 0, f ′′xx(T ) = 2 > 0.

Funkce má v bodě T = [1, 1] lokálńı minimum 3.
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(c) gradf = (6x2 + 6x − 12, 3y2 − 3) = (0, 0) ⇒
{

(x+ 2)(x− 1) = 0,

y2 = 1.
Potom x = −2 nebo x = 1 a y = −1 nebo y = 1.

Stacionárńı body jsou A = [−2, 1], B = [−2,−1], C = [1, 1] a D = [1,−1].

f ′′xx = 12x+ 6, f ′′yy = 6y, f ′′xy = 0 a D(x, y) = 36 y (2x+ 1).

D(A) = 36 (−3) < 0 ⇒ neexistuje extrém v bodě A = [−2, 1].

D(B) = −36 (−3) > 0, f ′′xx(B) < 0 ⇒ v B = [−2,−1] lokálńı maximum.

D(C) = 36 (3) > 0, f ′′xx(C) > 0 ⇒ v C = [1, 1] lokálńı minimum.

D(D) = −36 (3) < 0 ⇒ neexistuje extrém v bodě D = [1,−1].

(d) gradf = (6x2 +y2−216, 2xy) = (0, 0). Z druhé rovnice x = 0 nebo y = 0.

Je-li x = 0 ⇒ y = ±
√

216 = ±6
√

6. Je-li y = 0 ⇒ x = ±6.

Stacionárńı body jsou A = [0, 6
√

6], B = [0,−6
√

6], C = [6, 0] a D = [−6, 0].

f ′′xx = 12x, f ′′yy = 2x, f ′′xy = 2y a D(x, y) = 4 (3x2 − y2).

D(A) = 4 (−216) < 0 ⇒ neexistuje extrém v bodě A = [0, 6
√

6].

D(B) = 4 (−216) < 0 ⇒ neexistuje extrém v bodě B = [0,−6
√

6].

D(C) = 4 (3 · 36) > 0, f ′′xx(C) > 0 ⇒ v C = [6, 0] lokálńı minimum.

D(D) = 4 (3 · 36) > 0, f ′′xx(D) < 0 ⇒ v D = [−6, 0] lokálńı maximum.

e) minimum −8 v [−4,−2], f) minimum 5 v [4, 2], g) minimum −4 v [0, 2],

h) minimum 64 v [4, 4], i) nemá extrémy, j) minimum 30 v [5
2
, 4

5
].

Př́ıklad 1.2.5. Najděte rozměry baĺıku tak, aby jeho kombinovaná délka, tzn. obvod pod-
stavy plus výška, byla nanajvýš 108 cm a zároveň měl maximálńı objem.

Řešeńı: Rozměry podstavy baĺıku označ́ıme x, y a výšku z. Chceme aby
objem byl maximálńı, a tak můžeme předpokládat, že kombinovaná délka je
2x + 2y + z = 108. Z toho z = 108 − 2x − 2y. Baĺık je kvádr a proto jeho
objem je V = xyz = xy(108− 2x− 2y). Nav́ıc muśı platit, že x, y, z > 0.

Hledáme maximum funkce f(x, y) = xy(108−2x−2y) = 108xy−2x2y−2y2x.

gradf = (108y − 4xy − 2y2, 108x− 2x2 − 4xy) = (0, 0) ⇒ x = y.

Stacionárńı body řeš́ı rovnici 108x− 6x2 = 0.

Máme 6x(18−x) = 0 ⇒ x = 0 nebo x = 18. Ale délka podstavy nemůže být
0. Zaj́ımá nás jediný stacionárńı bod A = [18, 18]. Vypoč́ıtáme druhé parciálńı
derivace:

∂2f

∂x2
= −4y,

∂2f

∂x∂y
= 108− 4x− 4y,

∂2f

∂y2
= −4x.
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V bodě A = [18, 18] máme f ′′xx(A) = −4 · 18, f ′′xy(A) = −36, f ′′yy(A) = −4 · 18.

D(A) = 36 · 182 − 4 · 182 > 0. Funkce má v bodě A lokálńı maximum.

Rozměry hledaného baĺıku budou x = 18 cm, y = 18 cm a výška z = 36 cm.

Př́ıklad 1.2.6. Najděte rozměry otevřené obdélńıkové krabice o objemu 1 m3 tak, aby jej́ı
povrch byl minimálńı.

Řešeńı: Hledáme minimum funkce f(x, y) = xy+2x
1

xy
+2y

1

xy
= xy+

2

y
+

2

x
,

kde x, y jsou rozměry podstavce baĺıku a z =
1

xy
je jeho výška.

Tato funkce má lokálńı minimum v bodě A = [ 3
√

2, 3
√

2].

Rozměry hledané krabice jsou x = 3
√

2 m, y = 3
√

2 m a výška z =
3
√

2

2
m.
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STUDIJNÍ JEDNOTKA

DIFERENCIÁLNÍ ROVNICE PRVNÍHO ŘÁDU

Ćıle studijńı jednotky. K této studijńı jednotce potřebujete znát diferenciálńı a in-
tegrálńı počet funkce jedné proměnné. Začátek je krátký úvod do teorie diferenciálńıch
rovnic. Procvič́ıte si základńı pojmy jako diferenciálńı rovnice, obecné řešeńı, partikulárńı
řešeńı. Potom se nauč́ıte řešit dva typy rovnic prvńıho řádu: separovatelnou a lineárńı. Na
konci této jednotky najdete r̊uzné úlohy, kde si můžete vyzkoušet, zda dokážete jednotlivé
typy rovnic nejen řešit, ale také od sebe rozlǐsit.

2 Diferenciálńı rovnice prvńıho řádu

2.1 Základńı pojmy

Obyčejná diferenciálńı rovnice — rovnice, v ńıž se vyskytuje derivace neznámé funkce
jedné proměnné.

Řád diferenciálńı rovnice — řád nejvyšš́ı derivace, která se v rovnici vyskytuje.

Řešit diferenciálńı rovnici — naj́ıt všechny funkce, které vyhovuj́ı dané rovnici.

Obecné řešeńı diferenciálńı rovnice n-tého řádu — řešeńı, které záviśı na n r̊uzných
parametrech takovým zp̊usobem, že všechna řešeńı rovnice můžeme źıskat vhodnou
volbou těchto konstant.

Partikulárńı řešeńı diferenciálńı rovnice n-tého řádu — řešeńı, které dostaneme z
obecńıho řešeńı konkrétńı volbou všech n parametr̊u.

Integrálńı křivka — řešeńı diferenciálńı rovnice, graf řešeńı diferenciálńı rovnice.

Počátečńı úloha — problém naj́ıt partikulárńı řešeńı diferenciálńı rovnice, které splňuje
tzv. počátečńı podmı́nky.

Může se stát, že diferenciálńı rovnice nemá žádné řešeńı. Diferenciálńı rovnice, s nimiž se
zde setkáte, řešeńı maj́ı. Obecné podmı́nky pro existenci řešeńı najdete v Matematice 2.
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Př́ıklad 2.1.1. Najděte obecné řešeńı diferenciálńı rovnice y′′′ = 18 e3x + sinx.

Řešeńı: Je to obyčejná diferenciálńı rovnice třet́ıho řádu, velmi speciálńı,
protože pravá strana záviśı pouze na x. Řešeńı dostaneme postupným inte-
grováńım.

y′′′ = 18 e3x + sinx ⇒ y′′ =
∫

(18 e3x + sinx) dx = 6 e3x − cosx+ C1,

y′ =
∫

(6 e3x − cosx+ C1) dx = 2 e3x − sinx+ C1x+ C2.

A konečně obecné řešeńı bude

y =

∫
(2 e3x − sinx+ C1x+ C2) dx =

2

3
e3x + cosx+

C1

2
x2 + C2x+ C3.

Protože šlo o rovnici třet́ıho řádu, jsou v obecném řešeńı tři parametry. Do-
sazeńım konkrétńıch hodnot za konstanty C1, C2, C3 se dostanou partikulárńı
řešeńı této rovnice.

Př́ıklad 2.1.2. Najděte partikulárńı řešeńı diferenciálńı rovnice y′′ = 12x3 + 8, které
splňuje počátečńı podmı́nky y(0) = 0, y′(0) = 1.

Řešeńı: Je li y′′ = 12 x3 + 8, potom y′ =
∫

(12 x3 + 8) dx = 3 x4 + 8 x+C1.

Obecné řešeńı bude y =
∫

(3 x4 + 8x+ C1) dx = 3
5
x5 + 4 x2 + C1x+ C2.

Konstanty budeme poč́ıtat dosazeńım počátečńıch podmı́nek do y a y′ :

0 = y(0) =
3

5
05 + 4 · 02 +C10 +C2 = C2; 1 = y′(0) = 3 · 04 + 8 · 0 +C1 = C1.

Z této soustavy rovnic dostaneme C1 = 1, C2 = 0.

Hledané partikulárńı řešeńı je y =
3

5
x5 + 4x2 + x.

Př́ıklad 2.1.3. Najděte integrálńı křivku rovnice y′ = tg x, která procháźı bodem [0,1].

Řešeńı: Integrálńı křivka procházej́ıćı daným bodem je partikulárńı řešeńı
splňuj́ıćı počátečńı podmı́nku y(0) = 1.

y′ = tg x ⇒ y =

∫
tg x dx =

∫
sinx

cosx
dx = −

∫
(− sinx)

cosx
dx =

= −
∫

(cosx)′

cosx
dx = − ln | cosx|+ C.

Obecné řešeńı je y = − ln | cosx|+ C, x 6= π
2

+ kπ, k celé.

Dále 1 = y(0) = − ln | cos 0|+ C = 0 + C. Dostali jsme, že C = 1.

Potom hledané řešeńı je y = 1− ln | cosx|.
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Př́ıklad 2.1.4. Ukažte, že funkce y = C1 + C2 x + C3 e3x je obecné řešeńı rovnice
y′′′ − 3 y′′ = 0, a najděte partikulárńı řešeńı, pro které y(0) = 3, y′(0) = 6, y′′(0) = 18.

Řešeńı: y′ = C2 + 3 C3 e3x, y′′ = 9 C3 e3x, y′′′ = 27 C3 e3x.

Po dosazeńı y′′′ − 3 y′′ = 27 C3 e3x − 3 · 9 C3 e3x = 0.

Dále 3 = y(0) = C1 + C3, 6 = y′(0) = C2 + 3 C3, 18 = y′′(0) = 9 C3.

Řeš́ıme soustavu rovnic: C1 + C3 = 3, C2 + 3 C3 = 6, 9 C3 = 18.

Z toho C1 = 1, C2 = 0, C3 = 2. Hledané partikulárńı řešeńı je y = 1 + 2 e3x.

Př́ıklad 2.1.5. Ukažte, že funkce y = C1 (x2 + 1) + C2 (x + (x2 + 1) arctg x) je obecné
řešeńı rovnice (x2 + 1) y′′ − 2y = 0, a najděte partikulárńı řešeńı této rovnice, pro které
plat́ı y(0) = 1, y′(0) = 0.

Řešeńı: y′ = C1 ·2x+C2

(
1 + 2x arctg x+ x2+1

x2+1

)
= C1 ·2x+C2(2+2x arctg x),

y′′ = 2C1 + C2

(
2 arctg x+ 2x

x2+1

)
.

Po dosazeńı dostaneme:
(x2 + 1) y′′ − 2y =

2(x2+1)C1+C2

(
2
(
x2 + 1

)
arctg x+ 2x

)
−2C1(x2+1)−2C2

(
x+

(
x2 + 1

)
arctg x

)
= 0.

Funkce řeš́ı diferenciálńı rovnici. Dále dosad́ıme počátečńı podmı́nky

1 = y(0) = C1 + C2 · 0 = 1 ⇒ C1 = 1,

0 = y′(0) = 2 · 0 · C1 + 2 C2 = 2 C2 ⇒ C2 = 0.

Hledané partikulárńı řešeńı je y = x2 + 1.

Př́ıklad 2.1.6. Ukažte, že funkce y = C1 cosx + C2 sinx + e2x je obecné řešeńı rovnice
y′′ + y = 5 e2x, a najděte partikulárńı řešeńı, pro která plat́ı

a) y(0) = 6, y′(0) = 6 b) y(0) = 1, y′(0) = −1

c) y(0) = 3
2
, y′(0) = 5

2
d) y(π

2
) = eπ, y′(π

2
) = 2eπ − 1

Řešeńı: a) y = 5 cos x+ 4 sinx+ e2x; b) y = e2x − 3 sinx;
c) y = 1

2
cosx+ 1

2
sinx+ e2x; d) y = cosx+ e2x.

Př́ıklad 2.1.7. Ukažte, že funkce y = C1ex + C2xex + C3e−2x je obecné řešeńı rovnice
y′′′− 3y′+ 2y = 0, a najděte partikulárńı řešeńı rovnice, které splňuje počátečńı podmı́nky
y(0) = 0, y′(0) = 1, y′′(0) = 11.

Řešeńı: y = −ex + 4xex + e−2x

Daľśı část této jednotky bude věnovaná diferenciálńım rovnićım prvńıho řádu. Nauč́ıte
se řešit dva typy rovnic prvńıho řádu.
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2.2 Separovatelné diferenciálńı rovnice

Separovatelná diferenciálńı rovnice — rovnice, která se dá upravit na tvar

y′ = f(x) · g(y).

Pokud rozpoznáte separovatelnou rovnici postupujte při řešeńı následovně:

1. y′ nahrad’te výrazem dy
dx

;

2. celou rovnici vynásobte dx;

3. odseparujte proměnné, tzn. členy, které obsahuj́ı y, převed’te na levou stranu rovnice
spolu s dy a členy, které obsahuj́ı x, převed’te na pravou stranu spolu s dx;

4. integrujte obě strany posledńı rovnice.

Př́ıklad 2.2.1. Řešte separovatelnou diferenciálńı rovnici y′ =
1− 2x

y3
.

Řešeńı: Postupujeme podle návodu: 1.)
dy

dx
=

1− 2x

y3

2.) dy =
1− 2x

y3
dx

3.) y3 dy = (1− 2x) dx

4.)

∫
y3 dy =

∫
(1− 2x) dx

Z toho po integrováńı dostaneme y4

4
+ C = x − x2 + K, kde C a K jsou

integračńı konstanty. Převedeme-li konstantu C na pravou stranu, dostaneme
řešeńı ve tvaru y4

4
= x − x2 + K − C. Označ́ıme konstantu K − C = c a

dostaneme obecné řešeńı rovnice

y4

4
= x− x2 + c.

Tuto úpravu s konstantami můžete udělat pokaždé, a proto stač́ı psát integračńı kon-
stantu pouze jednou (obyčejně ji ṕı̌seme do pravé strany).

Řešeńı, která se dostanou při řešeńı separovatelné rovnice, jsou obvykle v implicitńım
tvaru. Úpravou se někdy podař́ı źıskat explicitńı tvar řešeńı y = ϕ(x).

Př́ıklad 2.2.2. Řešte separovatelnou diferenciálńı rovnici (1 + y2) dx+ (1 + x2) dy = 0.

Řešeńı: Uprav́ıme na (1 + x2) dy = −(1 + y2) dx a pokračujeme 3. krokem:

1

(1 + y2)
dy = − 1

(1 + x2)
dx;

∫
1

(1 + y2)
dy = −

∫
1

(1 + x2)
dx;

arctg y = −arctg x+ C. Obecné řešeńı bude arctg x+ arctg y = C.
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Př́ıklad 2.2.3. Řešte separovatelnou diferenciálńı rovnici y′ tg x = y.

Řešeńı: 1.) tg x
dy

dx
= y; 2.) tg x dy = y dx; 3.)

1

y
dy =

cosx

sinx
dx;

4.)

∫
1

y
dy =

∫
cosx

sinx
dx;

∫
1

y
dy =

∫
(sinx)′

sinx
dx.

Po integrováńı dostaneme

ln |y| = ln | sinx|+ c.

Źıskané řešeńı uprav́ıme: |y| = eln | sinx|+c = eln | sinx| · ec = ec | sinx|.
Označ́ıme C = ±ec. Obecně takové C 6= 0. Někdy můžeme připustit i C = 0,
jako v tomto př́ıkladě. Můžeme tedy napsat obecné řešeńı naši rovnice ve tvaru

y = C sinx.

Př́ıklad 2.2.4. Najděte partikulárńı řešeńı separovatelné diferenciálńı rovnice

(1 + ex) y y′ = ex, y(0) =
√

2.

Řešeńı: 1.) (1 + ex) y
dy

dx
= ex; 2.) (1 + ex) y dy = ex dx;

3.) y dy =
ex

(1 + ex)
dx; 4.)

∫
y dy =

∫
ex

(1 + ex)
dx.

Dostali jsme obecné řešeńı ve tvaru y2

2
= ln(1 + ex) + C.

Hledáme partikulárńı řešeńı:
√

2
2

2
= ln(1 + e0) + C. Potom C = 1− ln 2.

Partikulárńı řešeńı je
y2

2
= ln(1 + ex) + 1− ln 2.

Po úpravě y =
√

2 ln(1 + ex) + 2− ln 4.

Př́ıklad 2.2.5. Řešte separovatelné diferenciálńı rovnice

a) x y y′ = 1− x2 b) y′ = y tg x c) y′ +

√
1−y2√
1−x2 = 0

d) y′ = (y − 1)(y − 2) e) y′ = ex+y f) (xy2 + x) dx + (y − x2y) dy = 0

Řešeńı: a) y2

2
= ln |x| − x2

2
+ c, po úpravě x2 + y2 = lnCx2, C > 0;

b) y = C
cosx

; c) C = arcsin x+ arcsin y, y = 1, y = −1;
d) integrál dle dy poč́ıtejte rozkladem na parciálńı zlomky.
Řešeńı je ln |y−2

y−1
| = x+c. Po úpravě y−2 = Cex(y−1). Daľśı řešeńı je y = 1;

e)Využijte vztah ex+y = exey a e−y = 1
ey
. Řešeńı bude ex + e−y = C;

f) 1
2

ln(y2 + 1) = 1
2

ln |x2 − 1|+ c. Po úpravě y2 + 1 = C(x2 − 1).
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2.3 Lineárńı diferenciálńı rovnice prvńıho řádu

Lineárńı diferenciálńı rovnice prvńıho řádu — rovnice, která se dá upravit na tvar

y′ + f(x) · y = g(x). (LR)

Homogenńı lineárńı dif. rovnice prvńıho řádu — rovnice tvaru y′ + f(x) · y = 0.

Metoda variace konstanty — metoda na řešeńı nehomogenńı lineárńı diferenciálńı
rovnice 1. řádu, při které se nejdř́ıv metodou separace proměnných najde řešeńı
homogenńı rovnice

y′ + f(x) · y = 0.

Toto řešeńı se uprav́ı na tvar y = C ·F (x). Potom se předpokládá, že C = C(x), tj.
konstanta záviśı na x, a řešeńı lineárńı rovnice hledáme ve tvaru

y = C(x) · F (x).

Předpokládaný tvar řešeńı se dosad́ı do diferenciálńı rovnice (LR). Vznikne rovnice
typu C ′(x) = φ(x). Z toho se vypoč́ıtá konkrétńı funkce C(x).

Př́ıklad 2.3.1. Řešte lineárńı diferenciálńı rovnici y′ + 2xy = e−x
2

.

Řešeńı: Nejdř́ıv vyřeš́ıme homogenńı rovnici y′ + 2xy = 0 :

y′ = −2xy;
dy

dx
= −2xy;

1

y
dy = −2x dx;

∫
1

y
dy =

∫
−2x dx; ln |y| = −x2+c.

Potřebujeme vyjádřit y, a proto muśıme dál upravovat:

|y| = e−x
2+c; |y| = e−x

2 · ec; y = C · e−x2 , kde C = ±ec.

Našli jsme obecné řešeńı lineárńı homogenńı rovnice y′ + 2xy = 0. Obecné
řešeńı lineárńı nehomogenńı rovnice budeme hledat ve tvaru y = C(x) · e−x2 .
Abychom mohli určit C(x), muśıme dosadit do diferenciálńı rovnice, a k tomu
muśıme nejdř́ıv y derivovat.

y = C(x) · e−x2 ; y′ = C ′(x) · e−x2 + C(x) · e−x2 · (−2x).

Po dosazeńı dostaneme podmı́nku pro C ′(x) :

C ′(x) · e−x2 + C(x) · e−x2(−2x) + 2x · C(x) · e−x2 = e−x
2

.

C ′(x) · e−x2 = e−x
2

; C ′(x) = 1.

Z toho integrováńım dostaneme, že C(x) =
∫

1 dx = x+K.

Zbývá už jenom dosadit za C(x). Hledané obecné řešeńı bude

y = C(x) · e−x2 = (x+K) · e−x2= K · e−x2 + x · e−x2 .
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Př́ıklad 2.3.2. Řešte lineárńı diferenciálńı rovnici y′ − xy

1 + x2
= x, y(0) = 2.

Řešeńı: y′ =
xy

1 + x2
;

∫
1

y
dy =

1

2

∫
2x

1 + x2
dx.

ln |y| = 1
2

ln(1 + x2) + c = ln
√

1 + x2 + c, potom y = C ·
√

1 + x2.

Variace konstanty: y = C(x)·
√

1 + x2; y′ = C ′(x)·
√

1 + x2+C(x)· x√
1 + x2

.

Po dosazeńı: C ′(x)
√

1 + x2 = x; C ′(x) =
x√

1 + x2
; C(x) =

∫
x√

1 + x2
dx.

Substituce 1 + x2 = t2 vede na C(x) =
√

1 + x2 +K.

Obecné řešeńı dané rovnice je y = K ·
√

1 + x2 + x2 + 1.

Dosad́ıme počátečńı podmı́nku: 2 = y(0) = K ·
√

1 + 1 = K + 1.

Z toho K = 1 a hledané partikulárńı řešeńı bude y =
√

1 + x2 + x2 + 1.

Př́ıklad 2.3.3. Najděte obecné řešeńı rovnice xy′ + y − ex = 0.

Řešeńı: Rovnice neńı ve tvaru lineárńı diferenciálńı rovnice. Nejdř́ıv ji muśıme
upravit. Převedeme ex na pravou stranu a pak celou rovnici vyděĺıme x. Do-
staneme

y′ +
y

x
=

ex

x
.

Tato rovnice už je ve tvaru (LR) a vyřeš́ıme ji metodou variace konstanty.

y′ +
y

x
= 0; y′ = −y

x
;

∫
1

y
dy = −

∫
1

x
dx; ln |y| = − ln |x|+ c; y =

C

x
.

Variace konstanty: y =
C(x)

x
; y′ =

C ′(x) · x− C(x)

x2
.

Po dosazeńı:
C ′(x)

x
=

ex

x
; C ′(x) = ex; C(x) = ex+K. Pak y =

ex +K

x
.

Př́ıklad 2.3.4. Je dán elektrický RL obvod s ćıvkou o samoindukčnosti L, ohmickým
odporem R a napět́ım E. Dle Kirchhoffova zákona závislost proudu I na čase t vyjadřuje
diferenciálńı rovnice

L
dI

dt
+ IR = E.

Najděte vzorec pro řešeńı I(t), jestlǐze v́ıte, že na počátku byl proud nulový.

Řešeńı: Rovnici uprav́ıme na tvar
dI

dt
+
R

L
I =

E

L
a řeš́ıme jako (LR):

dI

dt
+
R

L
I = 0,

dI

dt
= −IR

L
,

1

I
dI = −R

L
dt,

∫
1

I
dI = −

∫
R

L
dt.

Řešeńı homogenńı rovnice bude ln |I| = −R
L
t+ c ⇒ I = C e−

R
L
t.
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Variace konstanty: I = C(t) e−
R
L
t, I ′ = C ′(t) e−

R
L
t − C(t)

R

L
e−

R
L
t.

Po dosazeńı C ′(t) e−
R
L
t =

E

L
, C ′(t) =

E

L
e
R
L
t, C(t) =

E

R
e
R
L
t +K.

Obecné řešeńı je tedy I =

(
E

R
e
R
L
t +K

)
e−

R
L
t = K e−

R
L
t +

E

R
.

Z počátečńı podmı́nky I(0) = 0 dostaneme, že K = −E
R
.

Hledaný vzorec pro proud v elektrickém RL obvodu je I =
E

R

(
1− e−

R
L
t
)
.

Př́ıklad 2.3.5. Kondenzátor o kapacitě C = 10−3F je zapojen do série s odporem
R = 200 Ω a nab́ıjen ze sériově zapojeného zdroje o napět́ı E = 12V. Určete napět́ı
na kondenzátoru jednu sekundu po zapojeńı zdroje za předpokladu, že v čase t = 0 byl
kondenzátor vybit.

Řešeńı: Podle druhého Kirchhoffova zákona závislost proudu I na čase t
vyjadřuje integrálńı rovnice

1

C

∫ t

0

I(τ) dτ +RI = E.

Po dosazeńı vztahu I(t) = dQ
dt

do této rovnice dostaneme rovnici pro náboj
na kondenzátoru

R
dQ

dt
+

1

C
Q = E.

Dosad́ıme hodnoty za konstanty a dostaneme lineárńı diferenciálńı rovnici

Q′ + 5Q = 0,06.

Obecné řešeńı této rovnice je Q(t) = K e−5t + 0,012.

Partikulárńı řešeńı s počátečńı podmı́nkou Q(0) = 0 je Q(t) = 0,012
(

1−e−5t
)
.

Napět́ı na kondenzátoru v čase t se rovná EC(t) =
1

C
Q(t) = 12

(
1− e−5t

)
.

Z toho
EC(1) = 12(1− e−5) = 11,92.

Kondenzátor je během jedné sekundy nabit téměř na maximálńı hodnotu 12V.

Př́ıklad 2.3.6. Řešte lineárńı diferenciálńı rovnice

a) y′ +
y

x
= 6x b) y′ + y tg x =

1

cosx
c) y′ + 2xy = xe−x

2

d) xy′ − y

x+ 1
= x e) (1 + x2)y′ − 2xy = (1 + x2)2 f) y′ + y cosx = sinx cosx
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Řešeńı: a) y = C
x

+ 2x2; b) y = Ccosx+ sinx; c) y = e−x
2
(x

2

2
+ C);

d) dostanete
∫

1
y

dy =
∫

1
x(x+1)

dx. Použijte rozklad na parciálńı zlomky.

Výsledek: y = x
x+1

(C + x+ ln |x|); e) y = (1 + x2)(C + x);

f) dostanete C(x) =
∫

esinx sinx cosx dx. Použijte nejdř́ıv substituci a potom
per partes. Výsledek: y = Ce− sinx + sinx− 1.

Př́ıklad 2.3.7. Najděte řešeńı y(x) počátečńı úlohy

a) y′ cosx− y sinx = 2x, y (0) = 0 b) y′ = 6y − 4e6x cos 5x+ 24, y
(π

2

)
= −4

c) y′ − y

x+ 1
= x− 1, y(0) = 0 d) y′ =

y

x− 5
+ 5x− 25, y(6) = 14

Řešeńı: a) y = x2

cosx
; b) y =

(
4
5
− 4

5
sin 5x− 4e−6x

)
e6x;

c) y = (x+ 1) (x− 2 ln |x+ 1|) ; d) y = (5x− 16)(x− 5) = 5x2 − 41x+ 80.

Př́ıklad 2.3.8. Řešte následuj́ıćı rovnice prvńıho řádu

a) y′ − y tg x =
1

cos3 x
b) xy′ + y = y2

c) y′x lnx− y = 3 x3 ln2 x d) y′ = x2 − x2y

Řešeńı: a) lineárńı, řešeńı: y =
tg x+K

cosx
;

b) separovatelná, řešeńı: y = 1
1−Kx a y = 0;

c) lineárńı, řešeńı: y = (x3 +K) lnx;

d) lineárńı a také separovatelná, řešeńı: y = 1 +K e−
x3

3 .
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STUDIJNÍ JEDNOTKA

DIFERENCIÁLNÍ ROVNICE VYŠŠÍHO ŘÁDU

Ćıle studijńı jednotky. Nauč́ıte se řešit diferenciálńı rovnice vyšš́ıho řádu s kon-
stantńımi koeficienty. Nejdř́ıv to budou homogenńı rovnice, které se budou řešit pomoci
charakteristické rovnice. Nehomogenńı rovnice budeme řešit pouze v př́ıpadě, je-li funkce
na pravé straně ve speciálńım tvaru. Budete využ́ıvat diferenciálńı počet funkce jedné
proměnné a vzorec na řešeńı kvadratické rovnice.

3 Diferenciálńı rovnice vyšš́ıho řádu

3.1 Homogenńı diferenciálńı rovnice vyšš́ıho řádu

Homogenńı lineárńı dif. rovnice n-tého řádu s konstantńımi koeficienty — rov-
nice, která má tvar

any
(n) + an−1y

(n−1) + . . .+ a1y
′ + a0y = 0, a0, . . . , an ∈ R, an 6= 0.

Fundamentálńı systém řešeńı homogenńı dif. rovnice n-tého řádu — n lineárně
nezávislých partikulárńıch řešeńı př́ıslušné rovnice

Charakteristická rovnice — rovnice, která vznikne při hledáńı partikulárńıch řešeńı
homogenńı rovnice ve tvaru eλx

K nalezeńı obecného řešeńı homogenńı lineárńı diferenciálńı rovnice n-tého řádu s kon-
stantńımi koeficienty je třeba vyřešit př́ıslušnou charakteristickou rovnici

anλ
n + an−1λ

n−1 + . . .+ a1λ+ a0 = 0.

Jde o algebraickou rovnici, která má n kořen̊u. Ke každému nalezenému kořenu se přǐrad́ı
jedno partikulárńı řešeńı a tak se dostane celý fundamentálńı systém. Na př́ıkladu rovnice
druhého řádu ukážeme jak toto přǐrazeńı provést.

Charakteristická rovnice homogenńı lineárńı diferenciálńı rovnice 2. řádu je rovnice a2λ
2+

a1λ + a0 = 0. Tuto rovnici vyřeš́ıme (pomoćı vzorce pro kvadratickou rovnici). Mohou
nastat tři př́ıpady (v závislosti na diskriminantu):



24 Fakulta elektrotechniky a komunikačńıch technologíı VUT v Brně

1. Diskriminant je kladný, rovnice má dva navzájem r̊uzné reálné kořeny λ1 6= λ2.
Potom fundamentálńı systém rovnice je

y1 = eλ1x, y2 = eλ2x.

2. Diskriminant je nulový, rovnice má dvojnásobný reálný kořen λ = λ1 = λ2. Potom
fundamentálńı systém rovnice je

y1 = eλx, y2 = xeλx.

3. Diskriminant je záporný, rovnice má dva komplexně sdružené kořeny λ1,2 = α+ iβ,
kde i označuje komplexńı jednotku. Hledá se reálné řešeńı, a proto se zvoĺı (vzhledem
k platnosti Eulerovy identity eiβx = cos βx+ i sin βx) fundamentálńı systém:

y1 = eαx cos βx, y2 = eαx sin βx.

Obecné řešeńı pak bude (ve všech třech př́ıpadech): y = C1 y1 + C2 y2.

V př́ıpadě rovnic třet́ıho a vyšš́ıho řádu k řešeńım charakteristické rovnice přǐrazujeme
fundamentálńı systém stejným zp̊usobem jako v př́ıpadě rovnice druhého řádu.

Př́ıklad 3.1.1. Najděte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice druhého řádu

a) y′′ − y′ − 2y = 0 b) 4y′′ − 4y′ + y = 0

c) y′′ + 4y = 0 d) y′′ − 4y′ + 13y = 0

Řešeńı: a) Naṕı̌seme charakteristickou rovnici λ2 − λ− 2 = 0. Tu vyřeš́ıme

λ1,2 =
1±
√

1 + 8

2
=

〈
2,

−1.

Potom y1 = e2x, y2 = e−x, a ze vztahu y = C1 y1 + C2 y2 dostaneme obecné
řešeńı

y = C1 e2x + C2 e−x.

b) Charakteristická rovnice je 4λ2 − 4λ+ 1 = 0; λ1,2 =
4±
√

16− 16

8
=

1

2
.

Charakteristická rovnice má dvojnásobný kořen, a proto y1 = e
1
2
x, y2 = xe

1
2
x.

Obecné řešeńı této rovnice je

y = C1 e
1
2
x + C2 x e

1
2
x.
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c) Charakteristická rovnice je λ2 +4 = 0 a má komplexńı kořeny λ1,2 = ±2i.

Potom y1 = cos 2x, y2 = sin 2x. Obecné řešeńı bude

y = C1 cos 2x+ C2 sin 2x.

d) Charakteristická rovnice je λ2 − 4λ+ 13 = 0.

Dostaneme zase komplexńı kořeny λ1,2 = 4±
√

16−52
2

= 4±
√
−36

2
= 2± 3i.

Z toho y1 = e2x cos 3x, y2 = e2x sin 3x a obecné řešeńı je

y = C1 e2x cos 3x+ C2 e2x sin 3x.

Př́ıklad 3.1.2. Najděte řešeńı Cauchyho úlohy

a) y′′ − 4y′ = 0, y(0) = 3, y′(0) = 8 b) y′′ − 2y′ + 2y = 0, y(0) = 0, y′(0) = 2

Řešeńı: a) Charakteristická rovnice λ2 − 4λ = 0 má reálné kořeny

λ1 = 0 a λ2 = 4. Potom y1 = e0x = 1, y2 = e4x a y = C1 + C2 e4x.

Spoč́ıtáme y′ = 4 C2 e4x a dosad́ıme počátečńı podmı́nky

3 = y(0) = C1 + C2, 8 = y′(0) = 4 C2. Řešeńım této soustavy rovnic je

C1 = 1, C2 = 2. Z toho partikulárńı řešeńı bude y = 1 + 2 e4x.

b) Charakteristická rovnice λ2−2λ+2 = 0 má komplexńı kořeny λ1,2 = 1±i.
Potom y1 = ex cosx, y2 = ex sinx a y = C1 ex cosx+ C2 ex sinx.

Z toho y′ = C1 ex cosx− C1 ex sinx+ C2 ex sinx+ C2 ex cosx.

Po dosazeńı podmı́nek dostaneme soustavu C1 = 0, C1 + C2 = 2.

Pak C1 = 0, C2 = 2 a hledané řešeńı bude y = 2 ex sinx.

Př́ıklad 3.1.3. Najděte obecné řešeńı rovnic druhého řádu

a) y′′ − 5y′ + 6y = 0 b) y′′ − 4y′ + 4y = 0 c) y′′ − y = 0

d) y′′ − 4y′ + 5y = 0 e) y′′ + 2y′ + 10y = 0 f) y′′ + 2y = 0

Řešeńı: a) y = C1 e2x + C2 e3x; b) y = C1 e2x + C2 xe2x;

c) y = C1 ex + C2 e−x; d) y = C1 e2x cosx+ C2 e2x sinx;

e) y = C1 e−x cos 3x+ C2 e−x sin 3x; f) y = C1 cos
√

2x+ C2 sin
√

2x.

Př́ıklad 3.1.4. Najděte řešeńı Cauchyho úlohy

a) y′′ − 4y′ + 3y = 0, y(0) = 6, y′(0) = 10 b) 4y′′ + y = 0, y(0) = 1, y′(0) = 1

c) y′′ − 6y′ + 13y = 0, y(0) = 2, y′(0) = 6

Řešeńı: a) y = 4 ex + 2 e3x; b) y = cos x
2

+ 2 sin x
2
; c) y = 2e3x cos 2x.
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3.2 Nehomogenńı diferenciálńı rovnice vyšš́ıho řádu

Obecné řešeńı nehomogenńı lineárńı diferenciálńı rovnice n-tého řádu

any
(n) + an−1y

(n−1) + . . .+ a1y
′ + a0y = f(x)

je součtem obecného řešeńı homogenńı rovnice (budeme ho značit yh) a jednoho parti-
kulárńıho řešeńı nehomogenńı rovnice (budeme ho značit Y ),

y = yh + Y.

Metoda, pomoćı které se dá určit jedno partikulárńı řešeńı Y v př́ıpadě speciálńı pravé
strany, se nazývá metoda neurčitých koeficient̊u. Tvar partikulárńıho řešeńı se od-
hadne z tvaru pravé strany diferenciálńı rovnice:

Pravá strana f(x) Partikulárńı řešeńı Y

f(x) = eαxPn(x) Y = eαxxkQn(x)

kde Pn(x) je polynom α je k-násobný kořen char. rovnice

n-tého stupně Qn(x) je obecný polynom n-tého stupně

f(x) = eαx(M cos βx+N sin βx) Y = eαxxk(A cos βx+B sin βx)

α + iβ je k-násobný kořen char. rovnice

A,B jsou reálná č́ısla

Poznámka. V př́ıpadě, že α (resp. α + iβ) neńı kořen charakteristické rovnice, k = 0.

Princip superpozice. Jestliže funkce na pravé straně je součtem speciálńıch pravých
stran

f(x) = f1(x) + . . .+ fm(x),

potom i partikulárńı řešeńı nehomogenńı rovnice bude součtem partikulárńıch řešeńı pro
jednotlivé speciálńı pravé strany,

Y = Y1 + . . .+ Ym.

Př́ıklad 3.2.1. Najděte obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice druhého řádu se
speciálńı pravou stranou

a) y′′ − 4y = 10 e3x b) y′′ + 4y = 8x2 − 32x+ 4

c) y′′ + 2y′ − 3y = (4x− 3) ex d) 3y′′ − 2y′ = 10 cos 2x

Řešeńı: a) Vyřeš́ıme homogenńı rovnici y′′ − 4y = 0. Máme λ2 − 4 = 0.
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Kořeny charakteristické rovnice jsou λ1,2 = ±2 a yh = C1 e2x + C2 e−2x.

Pravá strana je tvaru

f(x) = 10 e3x = e3x P0(x).

Zde α = 3 neńı kořen charakteristické rovnice (3 6= ±2), a proto k = 0.
Obecný polynom nultého stupně je konstanta, označ́ıme ji A. Potom parti-
kulárńı řešeńı bude mı́t tvar

Y = e3x x0 A = A e3x

a muśı splňovat rovnici Y ′′ − 4Y = 10 e3x. Muśıme Y dvakrát derivovat a

dosadit do rovnice: Y = A e3x, Y ′ = 3A e3x, Y ′′ = 9A e3x. Po dosazeńı

9A e3x − 4A e3x = 10 e3x.

Rovnici nejdř́ıv vyděĺıme e3x a dostaneme 9A−4A = 10; 5A = 10; A = 2.

Máme jedno partikulárńı řešeńı Y = 2 e3x a obecné řešeńı nehomogenńı
rovnice je

y = yh + Y = C1 e2x + C2 e−2x + 2 e3x.

b) Vyřeš́ıme homogenńı rovnici y′′ + 4y = 0. Charakteristická rovnice je

λ2 + 4 = 0 a jej́ı kořeny jsou λ1,2 = ±2i a yh = C1 cos 2x+ C2 sin 2x.

Pravá strana je tvaru

f(x) = 8x2 − 32x+ 4 = e0x (8x2 − 32x+ 4) = e0x P2(x).

Zde α = 0 neńı kořen charakteristické rovnice (0 6= ±2i), a proto k = 0.
Obecný polynom druhého stupně je Ax2 +Bx+C. Potom partikulárńı řešeńı
bude mı́t tvar

Y = e0x x0 (Ax2 +Bx+ C) = Ax2 +Bx+ C

a muśı splňovat rovnici Y ′′+4Y = 8x2−32x+4. Muśıme Y dvakrát derivovat

Y = Ax2 +Bx+ C, Y ′ = 2Ax+B, Y ′′ = 2A, a po dosazeńı

2A+ 4Ax2 + 4Bx+ 4C = 8x2 − 32x+ 4.

Na obou stranách rovnice jsou polynomy druhého stupně. Aby platila rovnost
muśı se rovnat koeficienty u jednotlivých mocnin (odtud pocháźı také název
metoda neurčitých koeficient̊u).

x2 : 4A = 8

x1 : 4B = −32

x0 : 2A+ 4C = 4
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Dostali jsme soustavu rovnic. Po vyřešeńı máme A = 2, B = −8, C = 0.

Źıskali jsme jedno partikulárńı řešeńı nehomogenńı rovnice Y = 2 x2 − 8 x.

Potom obecné řešeńı nehomogenńı rovnice bude

y = yh + Y = C1 cos 2x+ C2 sin 2x+ 2 x2 − 8 x.

c) Vyřeš́ıme homogenńı rovnici y′′ + 2y′ − 3y = 0. Charakteristická rovnice

je λ2 +2λ−3 = 0 a jej́ı kořeny jsou λ1 = 1, λ2 = −3 a yh = C1 ex+C2 e−3x.

Pravá strana je tvaru

f(x) = (4x− 3)ex = ex P1(x).

Zde α = 1 je jednonásobný kořen charakteristické rovnice, a proto k = 1.
Obecný polynom prvńıho stupně je Ax + B, a partikulárńı řešeńı bude mı́t
tvar

Y = ex x1 (Ax+B) = ex(Ax2 +Bx)

a muśı splňovat rovnici Y ′′ + 2Y ′ − 3Y = (4x− 3) ex.

Muśıme Y dvakrát derivovat (jako součin): Y = ex(Ax2 +Bx),

Y ′ = ex(Ax2 +Bx) + ex(2Ax+B) = ex(Ax2 +Bx+ 2Ax+B),

Y ′′ = ex(Ax2 +Bx+ 2Ax+B) + ex(2Ax+B + 2A) =

= ex(Ax2 +Bx+2Ax+B+2Ax+B+2A) = ex(Ax2 +Bx+4Ax+2B+2A),

a po dosazeńı

ex(Ax2 +Bx+4Ax+2B+2A)+2ex(Ax2 +Bx+2Ax+B)−3ex(A x2 +Bx) =

= (4x− 3)ex.

Rovnici nejdř́ıv vyděĺıme ex a dostaneme

Ax2 +Bx+ 4Ax+ 2B+ 2A+ 2Ax2 + 2Bx+ 4Ax+ 2B−3Ax2−3Bx = 4x−3.

Porovnáme koeficienty u jednotlivých mocnin.

x2 : A+ 2A− 3A = 0

x1 : B + 4A+ 2B + 4A− 3B = 4

x0 : 2B + 2A+ 2B = −3

Dostali jsme soustavu 8A = 4, 2A+ 4B = −3. Potom A = 1
2
, B = −1.

Partikulárńı řešeńı je Y = ex
(
x2

2
− x
)
. Potom obecné řešeńı bude

y = yh + Y = C1 ex + C2 e−3x + ex
(
x2

2
− x
)
.
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d) Vyřeš́ıme homogenńı rovnici 3y′′ − 2y′ = 0. Charakteristická rovnice je

3λ2 − 2λ = 0 a jej́ı kořeny jsou λ1 = 0, λ2 = 2
3

a yh = C1 + C2 e
2
3
x.

Pravá strana je tvaru

f(x) = 10 cos 2x = e0x (10 cos 2x+ 0 sin 2x).

Zde α + iβ = 0 + 2i neńı kořen charakteristické rovnice, a proto k = 0.
Partikulárńı řešeńı bude mı́t tvar

Y = e0x x0 (A cos 2x+B sin 2x) = A cos 2x+B sin 2x

a muśı splňovat rovnici 3Y ′′ − 2Y ′ = 10 cos 2x. Muśıme Y dvakrát derivovat:

Y ′ = −2A sin 2x+ 2B cos 2x, Y ′′ = −4A cos 2x− 4B sin 2x. Dosad́ıme

3(−4A cos 2x− 4B sin 2x)− 2(−2A sin 2x+ 2B cos 2x) = 10 cos 2x,

−12A cos 2x− 12B sin 2x+ 4A sin 2x− 4B cos 2x = 10 cos 2x.

Aby rovnice platila, muśı se rovnat koeficienty při cos 2x a sin 2x na obou
stranách:

cos 2x : −12A− 4B = 10

sin 2x : −12B + 4A = 0

Zase jsme dostali soustavu rovnic: −12A− 4B = 10, A− 3B = 0.

Odtud A = −3
4
, B = −1

4
. Partikulárńı řešeńı je Y = −3

4
cos 2x− 1

4
sin 2x,

Obecné řešeńı nehomogenńı rovnice bude

y = yh + Y = C1 + C2 e
2
3
x − 3

4
cos 2x− 1

4
sin 2x.

Př́ıklad 3.2.2. Najděte partikulárńı řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice druhého řádu se
speciálńı pravou stranou

a) y′′ + 2y′ + y = 2x− 1, y(0) = 3, y′(0) = −4

b) y′′ + y = 8 sin x, y(0) = 1, y′(0) = −3

Řešeńı: a) Vyřeš́ıme homogenńı rovnici y′′+2y′+1 = 0.Máme λ2+2λ+1 = 0.

Kořeny charakteristické rovnice jsou λ1 = λ2 = −1 a yh = C1 e−x+C2 x e−x.

Pravá strana je tvaru

f(x) = 2x− 1 = e0x (2x− 1) = e0x P1(x).

Zde α = 0 neńı kořen charakteristické rovnice, a proto k = 0. Potom
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Y = e0x x0 (Ax+B) = Ax+B, Y ′ = A, Y ′′ = 0 a po dosazeńı

0 + 2A+ Ax+B = 2x− 1.

Porovnáme koeficienty: x1 : A = 2

x0 : 2 A+B = −1

a dostaneme A = 2 a B = −5. Potom Y = 2x− 5 a obecné řešeńı

y = yh + Y = C1 e−x + C2 x e−x + 2x− 5.

Spoč́ıtáme ještě y′, abychom mohli dosadit počátečńı podmı́nky,

y′ = −C1 e−x + C2 e−x − C2 x e−x + 2.

Z toho 3 = y(0) = C1−5, −4 = y′(0) = −C1+C2+2. Pak C1 = 8, C2 = 2.

Hledané partikulárńı řešeńı bude y = 8 e−x + 2 x e−x + 2x− 5.

b) Vyřeš́ıme homogenńı rovnici y′′ + y = 0. Máme λ2 + 1 = 0.

Kořeny charakteristické rovnice jsou λ1,2 = ±i a yh = C1 cosx+ C2 sinx.

Pravá strana je tvaru

f(x) = 8 sinx = e0x (0 cosx+ 8 sinx).

Zde α + iβ = 0 + i je kořen charakteristické rovnice, a proto k = 1 a

Y = e0x x1 (A cosx+B sinx) = x(A cosx+B sinx).

Spoč́ıtáme derivace a dosad́ıme do rovnice:

Y ′ = A cosx+B sinx+x(−A sinx+B cosx) = (A+Bx) cosx+(B−Ax) sinx,

Y ′′ = (2B − Ax) cosx+ (−2A−Bx) sinx,

(2B − Ax) cosx+ (−2A−Bx) sinx+ Ax cosx+Bx sinx = 8 sin x.

Muśı se rovnat koeficienty při cos x a sinx na obou stranách:

cosx : 2B − Ax+ Ax = 0

sinx : −2A−Bx+Bx = 8

Potom A = −4, B = 0, Y = −4x cosx a y = C1 cosx+C2 sinx−4x cosx.

Spoč́ıtáme y′ = −C1 sinx+C2 cosx−4 cosx+4x sinx a dosad́ıme počátečńı

podmı́nky: 1 = y(0) = C1, −3 = y′(0) = C2 − 4 ⇒ C1 = 1, C2 = 1.

Hledané řešeńı je y = cos x+ sinx− 4x cosx.
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Př́ıklad 3.2.3. Je dán elektrický LC obvod, kde ćıvka o indukčnosti L = 10H má velmi
malý ohmický odpor. Do série k ńı je zařazen kondenzátor o kapacitě C = 0.1F a zdroj,
jehož napět́ı lineárně roste s časem podle vztahu E = 10t. Určete závislost proudu te-
koućıho obvodem na čase, je-li I(0) = 0 a kondenzátor byl v čase t = 0 vybit.

Řešeńı: Pro tento obvod plat́ı

L
dI

dt
+

1

C

∫ t

0

I(τ) dτ = E.

Po derivováńı a dosazeńı dostaneme lineárńı diferenciálńı rovnici druhého řádu

10
d2I

dt2
+ 10I = 10.

Obecné řešeńı této rovnice je I(t) = C1 cos t+ C2 sin t+ 1.

Partikulárńı řešeńı splňuj́ıćı dané počátečńı podmı́nky I(0) = 0 a I ′(0) = 0
urč́ıme z I(0) = C1 + 1 = 0, I ′(t) = −C1 sin t + C2 cos t a I ′(0) = C2 = 0.
Řešeńı úlohy tedy je

I(t) = 1− cos t.

Přestože napět́ı neomezeně roste, z̊ustává proud v takovém obvodu omezený.

Př́ıklad 3.2.4. Principem superpozice vyřešte lineárńı diferenciálńı rovnici druhého řádu
y′′ + y′ = 5x+ 2ex.

Řešeńı: Kořeny charakteristické rovnice λ2 + λ = 0 jsou λ1 = 0, λ2 = −1
a yh = C1 + C2 e−x.

Partikulárńı řešeńı dostaneme jako součet partikulárńıch řešeńı dvou rovnic,

které maj́ı speciálńı pravé strany: y′′ + y′ = 5x a y′′ + y′ = 2ex.

U prvńı rovnice je pravá strana tvaru

f1(x) = 5x = e0x 5x = e0x P1(x).

Zde α = 0 je jednoduchý kořen charakteristické rovnice, a proto k = 1.
Potom

Y1 = e0x x1 (Ax+B) = Ax2 +Bx, Y ′1 = 2Ax+B, Y ′′1 = 2A a po dosazeńı

do rovnice Y ′′1 + Y ′1 = 5x máme 2A+ 2Ax+B = 5x.

Porovnáme koeficienty: x1 : 2A = 5

x0 : 2A+B = 0

Z toho A = 5
2

a B = −5. Dostali jsme Y1 = 5
2
x2 − 5x.

U druhé rovnice je pravá strana tvaru

f2(x) = 2ex = ex 2 = ex P0(x).
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Zde α = 1 neńı kořen charakteristické rovnice, a proto k = 0. Potom ṕı̌seme

Y2 = exx0A = Aex, Y ′2 = Aex, Y ′′2 = Aex a po dosazeńı do Y ′′2 +Y ′2 = 2ex,

Aex + Aex = 2ex, 2Aex = 2ex, 2A = 2, A = 1.

Potom Y2 = ex a jedno partikulárńı řešeńı p̊uvodńı rovnice dostaneme jako

Y = Y1 + Y2 =
5

2
x2 − 5x+ ex.

Hledané obecné řešeńı je y = C1 + C2 e−x +
5

2
x2 − 5x+ ex.

Př́ıklad 3.2.5. Najděte obecné řešeńı rovnic druhého řádu metodou neurčitých koeficient̊u

a) 2y′′ − 5y′ − 7y = 18e2x b) y′′ − 2y′ − 3y = 1− x c) y′′ + 3y = 9x2

d) y′′ + 6y′ + 9y = 36xe3x e) y′′ + 2y′ + 5y = 17 sin 2x f) 3y′′ − 4y′ = 25 sin x

Řešeńı: a) y = C1 e
7
2
x+C2 e−x−2e2x; b) y = C1 e−x+C2 e3x+ 1

9
(3x−5);

c) y = C1 cos
√

3x + C2 sin
√

3x + 3x2 − 2; d) y = C1 e−3x + C2 xe−3x +
e3x(x− 1

3
);

e) y = C1 e−x cos 2x+ C2 e−x sin 2x− 4 cos 2x+ sin 2x;

f) y = C1 + C2 e
4
3
x + 4 cosx− 3 sinx.

Př́ıklad 3.2.6. Najděte partikulárńı řešeńı rovnic metodou neurčitých koeficient̊u

a) y′′ − 2y′ = 2x2ex, y(0) = 1, y′(0) = 5

b) y′′ − 2y = (2x− 1)2, y(0) = −1
2
, y′(0) = 2

c) y′′ − 7y′ + 10y = 116 sin 2x, y(0) = 3, y′(0) = −2

Řešeńı: a) y = 1
2
+ 9

2
e2x+ex(−2x2−4); b) y = e

√
2x+e−

√
2x−2x2+2x− 5

2
;

c) y = −4e2x + 7 cos 2x+ 3 sin 2x.
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STUDIJNÍ JEDNOTKA

FUNKCE KOMPLEXNÍ PROMĚNNÉ

Ćıle studijńı jednotky. V prvńı části si můžete osvěžit své znalosti o komplexńıch
č́ıslech, které máte ze středńı školy. Ke zvládnut́ı daľśıch kapitol je nutné, abyste uměli pra-
covat s komplexńımi č́ısly a zobrazovat je v komplexńı rovině. Dále se seznámı́te s pojmem
komplexńı funkce a holomorfńı funkce, nauč́ıte se tyto funkce derivovat. Předpokládám,
že už umı́te derivovat funkci jedné reálné proměnné a poč́ıtat parciálńı derivace funkce
v́ıce proměnných.

4 Funkce komplexńı proměnné

4.1 Komplexńı č́ısla

Komplexńı jednotka — č́ıslo j , pro které plat́ı j 2 = −1, někdy se označuje také jako
i.

Algebraický tvar komplexńıho č́ısla — komplexńı č́ıslo zapsané ve tvaru

z = a+ j b, a, b ∈ R, a = Re z, b = Imz.

Č́ıslo a nazýváme reálnou část́ı z, č́ıslo b nazýváme imaginárńı část́ı z.

Č́ıslo komplexně sdružené — k č́ıslu z = a+ j b je to č́ıslo z = a− j b.

Absolutńı hodnota komplexńıho č́ısla — pro z = a+ j b je to reálné č́ıslo

|z| =
√
a2 + b2.

Argument komplexńıho č́ısla — arg z = ϕ je úhel mezi kladnou x-ovou poloosou a
polopř́ımkou, spojuj́ıćı bod z s počátkem. Uvažujeme-li pouze ϕ ∈ (−π, π〉, ṕı̌seme
Arg z = ϕ. Pro argument ϕ komplexńıho č́ısla z = a+ j b plat́ı

cosϕ =
a√

a2 + b2
, sinϕ =

b√
a2 + b2

.
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Gaussova rovina — rovina xy, ve které komplexńı č́ıslo z = a+j b je znázorněno bodem
[a, b]. Absolutńı hodnota č́ısla z se potom rovná vzdálenosti bodu [a, b] od počátku.
Absolutńı hodnota rozd́ılu dvou komplexńıch č́ısel se rovná jejich vzdálenosti v kom-
plexńı rovině.

Goniometrický tvar komplexńıho č́ısla — komplexńı č́ıslo zapsané ve tvaru

z = |z|(cosϕ+ j sinϕ),

kde |z| je absolutńı hodnota komplexńıho č́ısla a ϕ je argument č́ısla z.

Euler̊uv tvar komplexńıho č́ısla — komplexńı č́ıslo zapsané ve tvaru

z = |z| ejϕ,

kde |z| a ϕ maj́ı stejný význam jako u goniometrického tvaru.

Pro a+ j b a c+ j d libovolná komplexńı č́ısla se definuje sč́ıtáńı a násobeńı takto:

(a+ j b) + (c+ j d) = (a+ c) + j (b+ d), (a+ j b) · (c+ j d) = (ac− bd) + j (ad+ bc).

Při děleńı komplexńıch č́ısel se využ́ıvá komplexně sdružené č́ıslo jmenovatele:

a+ j b

c+ j d
=
a+ j b

c+ j d
· c− j d

c− j d
=
ac+ bd

c2 + d2
+ j

bc− ad
c2 + d2

; a+ j b, c+ j d ∈ C; c+ j d 6= 0.

Komplexńı č́ısla se zjednodušuj́ı podle pravidel (k ∈ Z):

j 2 = −1, j 3 = −j , j 4 = 1, j 5 = j , . . . , j 4k = 1, j 4k+1 = j , j 4k+2 = −1, j 4k+3 = −j .

Násobeńı a děleńı komplexńıch č́ısel v goniometrickém tvaru:

uv = |u| · |v|(cos (α + β) + j sin (α + β));
u

v
=
|u|
|v|

(cos (α− β) + j sin (α− β)),

kde u = |u|(cosα + j sinα) a v = |v|(cos β + j sin β) jsou dvě nenulová komplexńı č́ısla.

Pro umocňováńı plat́ı Moivreova věta:

zn = (|z|(cosϕ+ j sinϕ))n = |z|n(cosnϕ+ j sinnϕ), n ∈ N.

Př́ıklad 4.1.1. Vypoč́ıtejte komplexńı č́ıslo

a) z = (2 + j )(5 + j ) b) z = j + j 3 + j 15 + j 29 c) z =
1 + 2j

3− 4j

Řešeńı: a) (2 + j )(5 + j ) = 10 + 5j + 2j − 1 = (10− 1) + j (5 + 2) = 9 + 7j ;

b) j + j 3 + j 15 + j 29 = j + j 3 + j 3 + j = j − j − j + j = 0;

c)
1 + 2j

3− 4j
=

(1 + 2j )(3 + 4j )

32 − (4j )2
=

3 + 4j + 6j + 8j 2

9− (−16)
=
−5 + 10j

25
= −1

5
+

2

5
j .
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Př́ıklad 4.1.2. Určete absolutńı hodnotu a argument komplexńıch č́ısel
a) − 1 + j b) j c) − 1 d) 2 + 2j

Řešeńı: a) | − 1 + j | =
√

(−1)2 + 12 =
√

2; sinϕ =
1√
2
, cosϕ = − 1√

2
.

Potom ϕ =
3

4
π + 2kπ, k celé.

b) |j | =
√

0 + 12 = 1; sinϕ = 1, cosϕ = 0. Z toho ϕ =
1

2
π + 2kπ.

c) | − 1| =
√

(−1)2 + 0 = 1; sinϕ = 0, cosϕ = −1. Z toho ϕ = π + 2kπ.

d) |2 + 2j | =
√

22 + 22 =
√

8, sinϕ =
2√
8

=
1√
2

=

√
2

2
, cosϕ =

2√
8

=

√
2

2
.

Potom ϕ =
π

4
+ 2kπ.

Př́ıklad 4.1.3. Najděte v Gaussově rovině č́ısla z, pro něž plat́ı dané rovnice

a) |z + 3− 5j | = 3 b) |z − j | = 1 c) 1 < |z + j | < 2

d) |z| = 1− 2j e) Re z = Imz f) Imz = −j

Řešeńı: a) |z+3−5j | = |z− (−3+5j )| = 3. V Gaussově rovině |z+3−5j |
vyjadřuje vzdálenost bod̊u z a −3 + 5j a tato vzdálenost muśı být pro každé
z rovna třem. Množina všech takových z je tedy kružnice se středem v bodě
−3 + 5j a poloměrem 3.

b) Kružnice se středem v bodě j a poloměrem 1.

c) Vzdálenost bodu z od −j muśı být v rozmeźı od 1 do 2. Množina všech ta-
kových z je tedy vnitřek mezikruž́ı se středem v bodě−j . Poloměry hraničńıch
kružnic jsou 1 a 2.

d) Absolutńı hodnota komplexńıho č́ısla muśı být reálné č́ıslo. Daná rovnice
nemá řešeńı.

e) Vzdálenost č́ısla z od reálné osy muśı být stejná jako vzdálenost č́ısla z od
imaginárńı osy. Množina všech takových z je osa prvńıho a třet́ıho kvadrantu.

f) Imaginárńı část komplexńıho č́ısla muśı být reálné č́ıslo. Daná rovnice nemá
řešeńı.

Př́ıklad 4.1.4. Zapǐste v Eulerově tvaru z = |z| ejϕ komplexńı č́ısla

a) 1− j
√

3 b) − j c) − 1 d) 1

Řešeńı: a) 2 e(− 1
3

+2k)πj ; b) e(− 1
2

+2k)πj ; c) e(1+2k)πj ; d) e2kπj .
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4.2 Funkce komplexńı proměnné

Funkce w = f(z) definovaná na oblasti Ω ⊂ C s funkčńımi hodnotami v oboru kom-
plexńıch č́ısel se nazývá funkce komplexńı proměnné. Je-li ke každému z ∈ Ω
přǐrazeno právě jedno komplexńı č́ıslo w, pak ř́ıkáme, že funkce je jednoznačná, v
opačném př́ıpadě ř́ıkáme, že je mnohoznačná. Komplexńı funkci w = f(z) můžeme
napsat i v algebraickém tvaru

f(z) = u(x, y) + j v(x, y),

kde z = x+ j y a u(x, y), v(x, y) jsou reálné funkce dvou proměnných. Funkci u(x, y)
nazýváme reálnou část́ı f, ṕı̌seme Re f a v(x, y) nazýváme imaginárńı část́ı funkce f,
znač́ıme Imf.

Přehled některých d̊uležitých komplexńıch funkćı

Název komplexńı funkce Vzorec pro komplexńı funkci Podmı́nky platnosti vzorce

Exponenciálńı funkce ez = ex(cos y + j sin y) z = x+ j y, z ∈ C

Kosinus cos z = ej z+e−j z

2
z ∈ C

Sinus sin z = ej z−e−j z

2j
z ∈ C

Tangens tg z = sin z
cos z

z 6= (2k+1)π
2

, k celé

Kotangens cot z = cos z
sin z

z 6= kπ, k celé

Kosinus hyperbolický cosh z = ez+e−z

2
z ∈ C

Sinus hyperbolický sinh z = ez−e−z

2
z ∈ C

Logaritmická funkce ln z = ln |z|+ j arg z z ∈ C, z 6= 0

Mocninná funkce zα = eα ln z z, α ∈ C, z 6= 0

Funkce ez, sinh z a cosh z jsou periodické s periodou 2πj , funkce sin z a cos z s periodou
2π. Funkce ln z a zα jsou v́ıceznačné, ke každému č́ıslu je přǐrazeno v́ıce komplexńıch č́ısel.
Omeźıme-li se na Arg z ∈ (−π, π〉 dostaneme tzv. hlavńı větev logaritmu resp. hlavńı
hodnotu mocninné funkce.
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Př́ıklad 4.2.1. Určete reálnou a imaginárńı část funkce f(z)

a) f(z) = (z + j )2 b) f(z) = e−j z

Řešeńı: a) f(x+j y) = (x+ j y + j )2 = (x+ j (y + 1))2 = x2 + 2jx(y + 1)− (y + 1)2 =
x2 − y2 − 2y − 1 + j 2(xy + x).

Z toho ṕı̌seme, že Re f(z) = x2 − y2 − 2y − 1 a Imf(z) = 2xy + 2x.

b) f(x+j y) = e−j (x+j y) = e(y−jx) = ey(cos(−x)+j sin(−x)) = ey(cosx− j sin x).

Potom Re f(z) = ey cosx a Imf(z) = −ey sinx.

Př́ıklad 4.2.2. Vypoč́ıtejte hodnoty následuj́ıćıch výraz̊u, v části d) až h) hlavńı hodnoty
výraz̊u

a) e1+jπ b) ej π
2 c) ln(ej π

3 ) d) ln(1 + j )

e) ln(−1) f) (−1)j g) j j h) j π

Řešeńı: a) e1+jπ = e(cosπ + j sin π) = −e.

b) ej π
2 = (cos

π

2
+ j sin

π

2
) = j .

c) ln(ej π
3 ) = ln 1 + j

π

3
= j

π

3
.

d) 1 + j =
√

2(cos(
π

4
+ 2kπ) + j sin(

π

4
+ 2kπ)). Pak ln(1 + j ) = ln(

√
2) + j

π

4
.

e) −1 = 1(cos(π + 2kπ) + j sin(π + 2kπ)). Omeźıme-li se na hlavńı větev

logaritmu, bereme k = 0 a dostaneme, že ln(−1) = ln 1 + j π = jπ.

f) (−1)j = ej ln(−1) = ej jπ = e−π.

g) j j = ej ln j = ej (ln 1+j π
2

) = e−
π
2 .

h) j π = eπ ln j = eπj π
2 = ej π

2

2 = cos
π2

2
+ j sin

π2

2
.

Př́ıklad 4.2.3. Vyjádřete cos2 ϕ a sin2 ϕ pomoćı komplexńıch goniometrických funkćı
argumentu 2ϕ.

Řešeńı: Nejdř́ıv spoč́ıtáme cos2 ϕ :

cos2 ϕ =

(
ejϕ + e−jϕ

)2

4
=

e2jϕ + 2 + e−2jϕ

4
=

1 + e2jϕ+e−2jϕ

2

2
=

1 + cos 2ϕ

2
.

Podobně sin2 ϕ =
1− cos 2ϕ

2
.
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4.3 Derivace funkce komplexńı proměnné, Cauchy-Riemannovy
podmı́nky

Analogicky jako u funkćı reálné proměnné se definuje limita komplexńı funkce w = f(z)
v bodě z0 a derivace f ′(z0), jako

f ′(z0) = lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0

.

Pro komplexńı funkci plat́ı stejná pravidla pro derivováńı součtu, rozd́ılu, součinu a pod́ılu
jako pro reálné funkce. Stejně tak plat́ı i pravidlo pro derivováńı složené funkce.

Jestliže f ′(z0) existuje, ř́ıkáme, že funkce f je diferencovatelná v bodě z0.

Jestliže f ′ existuje v bodě z0 a v nějakém jeho okoĺı, nazývá se funkce f analytická
nebo také holomorfńı v z0.

Funkce f(x + j y) = u(x, y) + j v(x, y) je holomorfńı v bodě z0, právě když v nějakém
okoĺı tohoto bodu splňuje tzv. Cauchy-Riemannovy podmı́nky:

∂u

∂x
=
∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x
.

Př́ıklad 4.3.1. Zjistěte z Cauchy-Riemannových podmı́nek, na které oblasti jsou následuj́ıćı
funkce holomorfńı, a na této oblasti spoč́ıtejte jej́ıch derivace

a) f(z) = ez b) f(z) =
1

z
c) f(z) = Imz d) f(z) = |z| e) f(z) = z2

Řešeńı: a) Nejdř́ıv muśıme určit reálnou a imaginárńı část funkce.

f(x+ j y) = ex+j y = exej y = ex(cos y + j sin y) = ex cos y + j ex sin y. Potom

u(x, y) = ex cos y a v(x, y) = ex sin y.

Rovnice
∂u

∂x
= ex cos y =

∂v

∂y
,

∂u

∂y
= ex(− sin y) = −∂v

∂x
plat́ı na celém C.

Funkce f(z) = ez je holomorfńı pro všechna z ∈ C a f ′(z) = ez.

b) f(x+ j y) =
1

x+ j y
=

x− j y

x2 + y2
=

x

x2 + y2
− j

y

x2 + y2
.

Potom
u(x, y) =

x

x2 + y2
a v(x, y) = − y

x2 + y2
.

∂u

∂x
=
x2 + y2 − x2x

(x2 + y2)2
=

y2 − x2

(x2 + y2)2
,

∂v

∂y
= −x

2 + y2 − y2y

(x2 + y2)2
=

y2 − x2

(x2 + y2)2
,

∂u

∂y
=

−2xy

(x2 + y2)2
,

∂v

∂x
=

2xy

(x2 + y2)2
.
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Cauchy-Riemannovy podmı́nky plat́ı pro všechna z ∈ C\{0}. Funkce f(z) =
1

z

je holomorfńı v každém bodě kromě nuly a f ′(z) = − 1

z2
pro z 6= 0.

c) Pro f(z) = Imz máme f(x+ j y) = y. Potom u(x, y) = y a v(x, y) = 0

a
∂u

∂x
= 0 =

∂v

∂y
,

∂u

∂y
= 1,

∂v

∂x
= 0, 1 6= 0. Rovnice neplat́ı v žádném

bodě. Funkce neńı holomorfńı v žádném bodě, a proto f ′(z) neexistuje.

d) Pro f(z) = |z| máme f(x+ j y) =
√
x2 + y2.

Potom u(x, y) =
√
x2 + y2 a v(x, y) = 0 a

∂u

∂x
=

x√
x2 + y2

=
∂v

∂y
pouze

pro x = 0. Podobně
∂u

∂y
= −∂v

∂x
pro y = 0. Ale v bodě z = 0 + 0j př́ıslušné

derivace nejsou definované. Rovnice neplat́ı v žádném bodě.

Funkce neńı holomorfńı v žádném bodě a proto f ′(z) neexistuje.

e) f(x+ j y) = (x+ j y)2 = x2 + 2xyj − y2 = x2 − y2 + j 2xy.

Potom u(x, y) = x2 − y2 a v(x, y) = 2xy.

Rovnice
∂u

∂x
= 2x =

∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −2y = −∂v

∂x
plat́ı na celém C.

Funkce f(z) = z2 je holomorfńı pro všechna z ∈ C a f ′(z) = 2z.

Př́ıklad 4.3.2. Zjistěte oblast na které je funkce f(z) =
j

z − j
holomorfńı, a vypoč́ıtejte

f ′(2− j ), jestlǐze derivace v tomto bodě existuje.

Řešeńı: f(x+j y) =
j

x+ j y − j
=

j

x+ j (y − 1)
·x− j (y − 1)

x− j (y − 1)
=

(y − 1) + j x

x2 + (y − 1)2
.

Potom u(x, y) =
(y − 1)

x2 + (y − 1)2
a v(x, y) =

x

x2 + (y − 1)2
.

∂u

∂x
=

−(y − 1)2x

(x2 + (y − 1)2)2
,

∂v

∂y
=

−x2(y − 1)

(x2 + (y − 1)2)2
⇒ ∂u

∂x
=
∂v

∂y

∂u

∂y
=

x2 − (y − 1)2

(x2 + (y − 1)2)2
,

∂v

∂x
=

(y − 1)2 − x2

(x2 + (y − 1)2)2
⇒ ∂u

∂y
= −∂v

∂x

Cauchy-Riemannovy podmı́nky plat́ı všude kromě bodu x = 0, y = 1.

Funkce je holomorfńı pro všechna z ∈ C− {j }.

f ′(z) =
−j

(z − j )2
, f ′(2− j ) =

−j

(2− j − j )2
=
−j

−8j
=

1

8
.
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Př́ıklad 4.3.3. Zjistěte z Cauchy-Riemannových podmı́nek, na které oblasti jsou následuj́ıćı
funkce holomorfńı, a na této oblasti spoč́ıtejte jejich derivace

a) f(z) = z3 b) f(z) =
1

z − 1
c) f(z) = Re z d) f(z) = z + z e) f(z) = cos z

Řešeńı: a) f ′(z) = 3z2 pro všechna z ∈ C; b) f ′(z) = − 1
(z−1)2

pro všechna

z ∈ C − {1}; c) neńı holomorfńı v žádném bodě; d) neńı holomorfńı v
žádném bodě; e) f ′(z) = − sin z pro všechna z ∈ C.

Př́ıklad 4.3.4. Najděte holomorfńı funkci f(z), která má při z = x+j y reálnou část
u = x2 − y2 + x.

Řešeńı: Prvńı metoda:
∂u

∂x
= 2x+1 =

∂v

∂y
. Z toho integrováńım dostaneme

v =
∫

(2x+ 1) dy = 2xy + y + C(x) a z toho
∂v

∂x
= 2y + C ′(x).

Na druhé straně
∂v

∂x
= −∂u

∂y
= 2y. Dostali jsme rovnost 2y + C ′(x) = 2y.

Z toho C ′(x) = 0, a pak C(x) =
∫

0 dx = K.

Po dosazeńı v = 2xy + y +K a máme řešeńı

f(x+ j y) = x2 − y2 + x+ j (2xy + y +K) .

Když chceme vyjádřit tuto funkci v závislosti na z, nahrad́ıme x = z a y = 0.

Potom f(z) = z2 − 02 + z + j (2z · 0 + 0 +K) = z2 + z + jK.

Druhá metoda: Z Cauchy-Riemannových podmı́nek odvod́ıme vzorec na
derivaci funkce v bodě pouze pomoćı reálné části funkce:

f ′(x+ j y) =
∂u(x, y)

∂x
− j

∂u(x, y)

∂y

Vı́me, že
∂u

∂x
= 2x+ 1 a

∂u

∂y
= −2y. Z toho f ′(x+ j y) = 2x+ 1− j (−2y).

Potom f ′(z) = 2z + 1 a f(z) =

∫
2z + 1 dz = z2 + z + c, c ∈ C.

Reálná část konstanty je nula, protože naše funkce je u = x2 − y2 + x. Z toho
plyne, že komplexńı č́ıslo c bude ryze imaginárńı.

Př́ıklad 4.3.5. Najděte holomorfńı funkci f(z), která má při z=x+j y imaginárńı část
v = x+ y − 3 a f(0) = −3j .
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Řešeńı: Prvńı metoda:
∂v

∂y
= 1 =

∂u

∂x
. Z toho u =

∫
1 dx = x + C(y).

Potom
∂u

∂y
= C ′(y).

Na druhé straně
∂u

∂y
= −∂v

∂x
= −1. Dostali jsme rovnost C ′(y) = −1.

Pak C(y) = −
∫

1 dy = −y +K. Po dosazeńı u = x− y +K,

f(x+ j y) = x− y +K + j (x+ y − 3) ,

f(z) = z + j z − 3j +K.

Muśı platit, že f(0) = 0 + j 0− 3j +K = −3j . Potom K = 0.

Hledaná funkce je f(z) = z + j z − 3j .

Druhá metoda: Z Cauchy-Riemannových podmı́nek odvod́ıme vzorec na
derivaci funkce v bodě pouze pomoćı imaginárńı části funkce:

f ′(x+ j y) =
∂v(x, y)

∂y
+ j

∂v(x, y)

∂x

Vı́me, že
∂v

∂x
= 1 a

∂v

∂y
= 1. Z toho f ′(x+ j y) = 1 + j .

Potom f ′(z) = 1 + j a f(z) =

∫
1 + j dz = (1 + j )z + c, c ∈ C.

Imaginárńı čast konstanty c je -3, protože naše funkce je v = x+ y − 3. Z
toho plyne, že komplexńı č́ıslo c = a − 3j . Dosazeńım počátečńı podmı́nky
dostaneme, že a = 0, a proto f(z) = (1 + j )z − 3j .

Př́ıklad 4.3.6. Najděte holomorfńı funkci f(z), která má při z=x+j y reálnou část

a) u = 6xy + 3x2y − y3 a f(0) = 5j b) u = x2 − 2xy a f(0) = 0

Řešeńı: a) f(z) = −j z3−3j z2 +5j ; b) u neńı harmonická, proto neexistuje
holomorfńı funkce, která má za reálnou část u.

Př́ıklad 4.3.7. Najděte holomorfńı funkci f(z), která má při z=x+j y imaginárńı část

a) v = 9x3y − 9xy3 + 5x a f(0) = 6 b) v = 7xy3 − 7x3y − 8x a f(0) = 3

Řešeńı:

a) f(z) = 9
4
x4− 27

2
x2y2 + 9

4
y4− 5y+ 6 + j (9x3y − 9xy3 + 5x) = 9

4
z4 + 5j z+ 6;

b) f(z) = −7
4
x4+ 21

2
x2y2− 7

4
y4+8y+3+j (7xy3 − 7x3y − 8x) = −7

4
z4−8j z+3.
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STUDIJNÍ JEDNOTKA

INTEGRÁL FUNKCE KOMPLEXNÍ PROMĚNNÉ

Ćıle studijńı jednotky. Nauč́ıte se integrovat komplexńı funkci přes křivku v komplexńı
rovině tak, že komplexńı integrál převedete na výpočet určitého integrálu funkce reálné
proměnné. Budete k tomu potřebovat integrálńı počet funkce jedné proměnné a také
doporučuji zopakovat si některé části z analytické geometrie, a to popis kružnice, př́ımky
a úsečky. Nauč́ıte se také Cauchyovu větu a Cauchẙuv vzorec.

5 Integrál funkce komplexńı proměnné

5.1 Integrál komplexńı funkce pomoćı parametrizace křivky

Necht’ je daná Γ : R→ C komplexńı funkce reálné proměnné

Γ : z(t) = x(t) + j y(t); t ∈ 〈α, β〉.

kde funkce x(t), y(t) jsou spojité reálné funkce jedné proměnné takové, že jejich derivace
x′(t), y′(t) jsou po částech spojité. Potom ř́ıkáme, že Γ je po částech hladká oriento-
vaná křivka v komplexńı rovině zač́ınaj́ıćı v bodě z(α) a konč́ıćı v bodě z(β).

Z křivek budeme nejčastěji uvažovat úsečky a kružnice, jejichž parametrické rovnice v
Gaussové rovině jsou tyto:

1. Obecně úsečka o krajńıch bodech z1, z2 má parametrickou rovnici

z(t) = z1 + (z2 − z1)t, t ∈ 〈0, 1〉

Speciálńım př́ıpadem jsou úsečky lež́ıćı na souřadnicových osách. Nejjednodušš́ı po-
pis úsečky lež́ıćı na x-ové ose mezi body z1 = α, z2 = β je z(t) = t, t ∈ 〈α, β〉 a
podobně úsečku lež́ıćı na y-ové ose mezi body z1 = αj , z2 = βj popisujeme jako
z(t) = j t, t ∈ 〈α, β〉.

2. Kladně orientovaná kružnice se středem v bodě z0 o poloměru r má parametrickou
rovnici

z(t) = z0 + r · ej t, t ∈ 〈0, 2π〉.
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Necht’ je w = f(z) komplexńı funkce, jednoznačná a spojitá na křivce Γ. Potom integrál
z funkce f po křivce Γ je definován takto:∫

Γ

f(z) dz =

∫ β

α

f(z(t))z′(t) dt.

O integrálu funkce komplexńı proměnné plat́ı řada vět analogicky k větám o integrálu
reálných funkćı, zejména tyto:∫

Γ

(f1(z) + f2(z)) dz =

∫
Γ

f1(z) dz +

∫
Γ

f2(z) dz∫
Γ

k · f(z) dz = k

∫
Γ

f(z) dz∫
Γ

f(z) dz =

∫
Γ1

f(z) dz +

∫
Γ2

f(z) dz, skládá-li se Γ z křivek Γ1 a Γ2,

Γ1 a Γ2 maj́ı jediný společný bod∫
Γ

f(z) dz = −
∫

Γ1

f(z) dz, znač́ı-li Γ1 opačně orientovanou křivku Γ

Př́ıklad 5.1.1. Vypočtěte integrál

∫
Γ

z dz, kde Γ je úsečka z bodu -1 do bodu 3.

Řešeńı: Parametrická rovnice této úsečky je z(t) = t, t ∈ 〈−1, 3〉.
Z toho vyjádř́ıme z(t) = t a dz = 1 dt.∫

Γ

z dz =

∫ 3

−1

t dt =

[
t2

2

]3

−1

=
9

2
− (−1)2

2
= 4.

Př́ıklad 5.1.2. Vypočtěte

∫
Γ

|z| dz, kde Γ je horńı p̊ulkružnice z bodu 1 do bodu -1.

Řešeńı: Parametrická rovnice p̊ulkružnice je z(t) = ej t, t ∈ 〈0, π〉.
Z toho vyjádř́ıme |z(t)| = 1 a dz = j ej t dt.∫

Γ

|z| dz =

∫ π

0

j ej t dt = j

∫ π

0

ej t dt = j

[
ej t

j

]π
0

=
[
ej t
]π

0
= ejπ − e0 =

cos π + j sin π − 1 = −1 + j · 0− 1 = −2.

Př́ıklad 5.1.3. Vypočtěte

∫
Γ

|z| z dz, kde Γ je horńı p̊ulkružnice z bodu -1 do bodu 1.

Řešeńı: Parametrická rovnice p̊ulkružnice je z(t) = ej t, t = π → t = 0.

Z toho vyjádř́ıme |z(t)| z = e−j t a dz = j ej t dt.∫
Γ

|z| z dz =

∫ 0

π

e−j tj ej t dt = j

∫ 0

π

1 dt = j [t]0π = j (0− π) = −j π.
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Př́ıklad 5.1.4. Vypočtěte

∫
Γ

Re z dz, kde Γ je horńı p̊ulkružnice z bodu 3 do bodu -3.

Řešeńı: Parametrická rovnice p̊ulkružnice je z(t) = 3ej t, t ∈ 〈0, π〉.
Potřebujeme vyjádřit Re z ale z této rovnice p̊ulkružnice to nejde, muśıme

použit jiný zápis: z(t) = 3(cos t+ j sin t), t ∈ 〈0, π〉.

Potom Re z = 3 cos t, a dz = (−3 sin t+ j 3 cos t) dt, a

∫
Γ

Re z dz =

=

∫ π

0

3 cos t(−3 sin t+ j 3 cos t) dt = 9

∫ π

0

(− cos t sin t) dt+ 9j

∫ π

0

cos2 t dt.

Nejdř́ıv spoč́ıtáme prvńı integral pomoćı substituce u = cos t.

Pak du = − sin t dt, a pro t = 0 je u = 1, pro t = π je u = −1.

Dostaneme 9

∫ π

0

(− cos t sin t) dt = 9

∫ −1

1

u du = 9

[
u2

2

]−1

1

= 9(
1

2
− 1

2
) = 0.

Pro výpočet druhého integrálu použijeme vzorec : cos2 x =
1 + cos 2x

2
.

Potom

∫ π

0

cos2 t dt =

∫ π

0

1 + cos 2t

2
dt =

∫ π

0

1

2
dt+

∫ π

0

cos 2t

2
dt =

=

[
t

2

]π
0

+

[
sin 2t

4

]π
0

=
π

2
. Dostali jsme, že

∫
Γ

Re z dz = 0 + 9j
π

2
=

9

2
πj .

Př́ıklad 5.1.5. Vypočtěte integrál

∫
Γ

Imz dz, kde Γ je úsečka z bodu 0 do bodu 1 + j .

Řešeńı: Parametrická rovnice této úsečky je z(t) = t+ j t, t ∈ 〈0, 1〉.

Z toho Imz(t) = t a dz = (1 + j ) dt a

∫
Γ

Imz dz =∫ 1

0

t · (1 + j ) dt =

∫ 1

0

t dt+ j

∫ 1

0

t dt =

[
t2

2

]1

0

+ j

[
t2

2

]1

0

=
1

2
+

1

2
j .

Př́ıklad 5.1.6. Vypočtěte

∫
Γ

Re z dz, kde Γ je oblouk paraboly z bodu 0 do bodu 1, který

má parametrickou rovnici z(t) = t+ j t2, t ∈ 〈0, 1〉.

Řešeńı: Γ : z(t) = t+ j t2, t ∈ 〈0, 1〉, Re z(t) = t a dz = (1 + j 2t) dt.∫
Γ

Re z dz =

∫ 1

0

t(1 + 2j t) dt =

∫ 1

0

t dt+ 2j

∫ 1

0

t2 dt =

[
t2

2

]1

0

+ 2j

[
t3

3

]1

0

=

=
1

2
+

2

3
j .
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Př́ıklad 5.1.7. Vypočtěte

∫
Γ

Re z dz, kde Γ je lomená čára spojuj́ıćı body 0, 1 a 1 + j .

Řešeńı: Křivka Γ se skládá ze dvou úseček Γ1 a Γ2.

Γ1 : z(t) = t, t ∈ 〈0, 1〉, Re z(t) = t a dz = dt.

Γ2 : z(t) = 1 + j t, t ∈ 〈0, 1〉, Re z(t) = 1 a dz = j dt.∫
Γ

Re z dz =

∫ 1

0

t dt+ j

∫ 1

0

1 dt =

[
t2

2

]1

0

+ j [t]10 =
1

2
+ j .

Př́ıklad 5.1.8. Vypočtěte

∫
Γ

|z| z dz, kde Γ je

a) kladně orientována kružnice |z| = 2

b) daná graficky
π
4

0 1

Řešeńı: a) z(t) = 2ej t, t ∈ 〈0, 2π〉, |z(t)| z(t) = 2 · 2e−j t a dz = 2j ej t dt.∫
Γ

|z| z dz =

∫ 2π

0

4e−j t2j ej t dt = 8j

∫ 2π

0

dt = 8j [t]2π0 = 8j 2π = 16πj .

b) Křivka se skládá ze tři části: Γ = Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3.

Γ1 : z(t) = t, t ∈ 〈0, 1〉, |z(t)| z(t) = t · t = t2 a dz = dt.∫
Γ1

|z| z dz =

∫ 1

0

t2 dt =

[
t3

3

]1

0

=
1

3
.

Γ2 : z(t) = ej t, t ∈ 〈0, π
4
〉, |z(t)| z(t) = e−j t a dz = j ej t dt.∫

Γ2

|z| z dz =

∫ π
4

0

e−j tj ej t dt = j

∫ π
4

0

dt = j [t]
π
4
0 =

π

4
j .

Γ3 : z(t) =

√
2

2
t+ j

√
2

2
t =

√
2

2
t(1 + j ), dz =

√
2

2
(1 + j ) dt

a |z(t)| z(t) =

√
2

2
t
√

2

√
2

2
t(1− j ) =

√
2

2
t2(1− j ).∫

Γ3

|z| z dz =

∫ 0

1

t2
√

2

2
(1− j )

√
2

2
(1 + j ) dt =

1

2
(1− j )(1 + j )

[
t3

3

]0

1

= −1

3
.

∫
Γ

|z| z dz =

∫
Γ1

|z| z dz +

∫
Γ2

|z| z dz +

∫
Γ3

|z| z dz =
1

3
+
π

4
j − 1

3
=
π

4
j .
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Př́ıklad 5.1.9. Vypočtěte integrály, když integračńı cesta je daná graficky

a)

∫
Γ

|z| z dz, kde Γ je:

0 1-1-2 2

b)

∫
Γ

|z| z dz, kde Γ je:

0

j

1

c)

∫
Γ

z

z
dz, kde Γ je:

0-1 1

d)

∫
Γ

|z|2 dz, kde Γ je: 0

j

-j

1

e)

∫
Γ

z

z
dz, kde Γ je čtvrtkružnice:

π
4

0 1

Řešeńı: a) 7πj ; b) −1
3
; c) 4

3
; d) 4

3
j ; e) 2 +

√
2 (j − 1).

Ve všech př́ıkladech v této kapitole jsme integrovali funkce, které nejsou holomorfńı na C.
Byly to funkce Re z, Imz, |z|, z, anebo funkce z nich složené. Budeme-li cht́ıt integro-
vat holomorfńı funkce, anebo funkce které jsou holomorfńı až na konečný počet bod̊u v
C, nemuśıme křivku parametrizovat, ale využ́ıváme Cauchyovou větu, Cauchẙuv vzorec
př́ıpadně reziduovou větu.
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5.2 Cauchẙuv vzorec a Cauchyova věta

Cauchyova věta. Jestliže funkce f(z) je holomorfńı v jednoduše souvislé oblasti v ńıž

lež́ı křivka Γ, potom hodnota integrálu

∫
Γ

f(z) dz nezáviśı na tvaru křivky Γ, pouze na

jejich krajných bodech. V takovém př́ıpadě∫
Γ

f(z) dz = F (z2)− F (z1),

kde z1 je počátečńı a z2 koncový bod křivky Γ, a pro funkci F (z) plat́ı, že F ′(z) = f(z).

Pro uzavřenou křivku Γ v této oblasti plat́ı, že

∫
Γ

f(z) dz = 0.

Cauchẙuv vzorec. Jestliže funkce f(z) je holomorfńı v jednoduše souvislé oblasti Ω v
ńıž lež́ı uzavřená křivka Γ, potom plat́ı∫

Γ

f(z)

z − z0

dz =

〈
2πj f(z0), jestliže z0 lež́ı uvnitř Γ,

0, jestliže z0 lež́ı vně Γ.

Př́ıklad 5.2.1. Vypočtěte následuj́ıćı integrály

a)

∫
Γ

z2 dz, kde Γ : |z − 3 + 5j | = 1
2

je kladně orientovaná kružnice

b)

∫
Γ

ez dz, kde Γ je obvod obdélńıka s vrcholy z1 = −1, z2 = 1, z3 = 1+j , z4 = −1+j ,

kladně orientovaný

c)

∫
Γ

sin j z dz, kde Γ je libovolná křivka spojuj́ıćı body 0 a πj

d)

∫
Γ

ez

z − j
dz, Γ : |z + j | = 1 je kladně orientovaná kružnice

e)

∫
Γ

z

z + 2j
dz, kde Γ je trojúhelńık spojuj́ıćı body 0, 2j a 3 + j

Řešeńı: a) z2 je holomorfńı funkce na množině C, a proto

∫
Γ

z2 dz = 0.

b) ez je holomorfńı funkce na množině C, a proto

∫
Γ

ez dz = 0.

c)

∫
Γ

sin j z dz = −1

j
[cos j z]πj

0 = j (cos(−π)− cos 0) = j (−1− 1) = −2j .

d)

∫
Γ

ez

z − j
dz = 0; e)

∫
Γ

z

z + 2j
dz = 0.
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Př́ıklad 5.2.2. Využit́ım Cauchyho vzorce vypočtěte následuj́ıćı integrály

a)

∫
Γ

ez

z − 1
dz, kde Γ : |z − 1| = 1 je kladně orientovaná kružnice

b)

∫
Γ

z2 + 2z + 2

z − 2
dz, kde Γ je daná rovnićı |z| = 3, kladně orientovaná

c)

∫
Γ

ej z

z
dz, kde Γ je daná rovnićı |z + 1| = 2, kladně orientovaná

d)

∫
Γ

cos z

z
dz, Γ : |z| = 1 je kladně orientovaná kružnice

e)

∫
Γ

z2

z + 5− 2j
dz, kde Γ je daná rovnićı |z + j | = 1, kladně orientovaná

Řešeńı: a) f(z) = ez je holomorfńı funkce na množině C, a bod z0 = 1 lež́ı

uvnitř křivky Γ.

&%
'$

0 1

z0

2

Γ
Dle Cauchyho vzorce

∫
Γ

ez

z − 1
dz = 2πj e.

b) V tomto př́ıpadě f(z) = z2 + 2z + 2 a z0 = 2 lež́ı uvnitř křivky Γ.

Podle Cauchyho vzorce

∫
Γ

z2 + 2z + 2

z − 2
dz = 2πj (4 + 4 + 2) = 20πj .

c)

∫
Γ

ej z

z
dz = 2πj ; d)

∫
Γ

cos z

z
dz = 2πj ; e)

∫
Γ

z2

z + 5− 2j
dz = 0.

Př́ıklad 5.2.3. Využit́ım Cauchyho vzorce vypočtěte následuj́ıćı integrály

a)

∫
Γ

dz

z(z2 + 4)
, kde Γ : |z| = 1 je kladně orientovaná kružnice

b)

∫
Γ

dz

z2 + 1
, kde Γ je daná rovnićı |z − j | = 1, kladně orientovaná

c)

∫
Γ

dz

(z2 + 1)(z + 1)2
, kde Γ je daná rovnićı |z − 1− j | = 2, kladně orientovaná

d)

∫
Γ

z2 + 2z − 1

z(z + 2)
dz, kde Γ je daná rovnićı |z + 2| = 1, kladně orientovaná

e)

∫
Γ

dz

z2 + 1
, kde Γ je daná rovnićı |z| = 3, kladně orientovaná
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Řešeńı: a) Funkce f(z) =
1

z(z2 + 4)
je holomorfńı na C− {0, 2j ,−2j }.

&%
'$

−1 0

2j

−2j

1

Γ Bod z0 = 0 lež́ı uvnitř křivky Γ, daľśı body,
ve kterých funkce neńı holomorfńı lež́ı mimo
křivku. Proto funkci uprav́ıme takto:

f(z) =
1

z(z2 + 4)
=

1
z2+4

z
.

Funkce f(z) =
1

z2 + 4
spolu s křivkou Γ a bodem z0 = 0 splňuj́ı předpoklady

k použit́ı Cauchyho vzorce. Můžeme psát∫
Γ

dz

z(z2 + 4)
=

∫
Γ

1
z2+4

z
dz = 2πj

1

4
=

1

2
πj .

b) Funkce f(z) =
1

z2 + 1
=

1

(z + j )(z − j )
je holomorfńı na C− {j ,−j }.

Bod z0 = j lež́ı uvnitř křivky Γ, bod z1 = −j lež́ı mimo křivku.∫
Γ

dz

z2 + 1
=

∫
Γ

1
z+j

z − j
dz = 2πj

1

2j
= π.

c)

∫
Γ

dz

(z2 + 1)(z + 1)2
=

∫
Γ

1
(z+j )(z+1)2

z − j
dz = −π

2
j ; d)

∫
Γ

z2 + 2z − 1

z(z + 2)
dz = πj .

e) Funkce f(z) =
1

z2 + 1
=

1

(z + j )(z − j )
je holomorfńı na C− {j ,−j }.

Body z0 = j , a z1 = −j lež́ı uvnitř křivky Γ a nemůžeme použit Cauchẙuv
vzorec pro tuto funkci ani po úpravě. Rozlož́ıme funkci na parciálńı zlomky.

1

z2 + 1
=

A

z + j
+

B

z − j

1 = A(z − j ) +B(z + j ) ⇒ A =
j

2
, B = − j

2

Potom máme∫
Γ

dz

z2 + 1
=

j

2

∫
Γ

dz

z + j
− j

2

∫
Γ

dz

z − j
=

j

2
2πj − j

2
2πj = 0.

(Použili jsme Cauchẙuv vzorec na každý integrál zvlášt.)
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STUDIJNÍ JEDNOTKA

TEORIE REZIDUÍ

Ćıle studijńı jednotky. V této části ukážeme, jak se dá komplexńı funkce rozvinout v
mocninnou řadu. Také se nauč́ıte rozpoznat singulárńı body funkce a určovat reziduum v
těchto bodech. Nakonec ukážeme, jak pomoćı rezidúı poč́ıtat komplexńı integrály.

6 Teorie rezidúı

6.1 Laurentova řada

Necht’ je Ω mezikruhová oblast se středem v bodě z0. Jestliže komplexńı funkce f(z) je ho-
lomorfńı v oblasti Ω, potom pro každé z ∈ Ω je možno funkci f(z) vyjádřit Laurentovou
řadou:

f(z) =
∞∑

n=−∞

an(z − z0)n,

kde konstanty an jsou určeny vzorci

an =
1

2πj

∫
Γ

f(z)

(z − z0)n+1
dz

a Γ je libovolná kružnice lež́ıćı v mezikruž́ı Ω.

Část
−1∑

n=−∞

an(z − z0)n se nazývá hlavńı část Laurentovy řady.

Je vidět, že Taylorova řada je zvláštńım př́ıpadem Laurentovy řady, kde hlavńı část se
rovná 0.

Poznámka. Pro rozvoj racionálńı komplexńı funkce v Laurentovu řadu využ́ıváme vzorec
na součet geometrické řady raději než výpočet jednotlivých koeficient̊u pomoćı křivkového
integrálu, jak jsme to uvedli v definici. Je to mnohem rychleǰśı a přehledněǰśı. Zopakujme
si proto geometrickou řadu.
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Posloupnost {an}∞n=1 = {a0q
n}∞n=0 se nazývá geometrická posloupnost.

Je-li |q] ≥ 1, geometrická řada
∞∑
n=0

a0q
n diverguje.

Je-li |q| < 1, je geometrická řada konvergentńı a
∞∑
n=0

a0q
n =

a0

1− q
.

Př́ıklad 6.1.1. Pro funkci f(z) =
1

1 + z
určete Laurantovu řadu se středem v bodě

a) z0 = 0 b) z0 = −1 c) z0 = 1

Řešeńı: a) Pro |z| < 1 je funkce f(z) součtem geometrické řady,

f(z) =
1

1 + z
=

1

1− (−z)
=
∞∑
n=0

1 · (−z)n =
∞∑
n=0

(−1)nzn = 1−z+z2−z3 + . . .

Tato řada je Taylorovou řadou.

Pro |z| > 1 je |1
z
| < 1, a proto vyjdeme z jiného vyjádřeńı funkce f(z),

f(z) =
1

1 + z
=

1
z

1 + 1
z

=
1
z

1− (−1
z
)

=
∞∑
n=0

1

z
· (−1

z
)n =

∞∑
n=0

(−1)n

zn+1

b) V tomto př́ıpadě funkce f(z) =
1

1 + z
=

1

z − (−1)
je dána př́ımo

Laurentova řadou, která se redukuje na jeden člen.

Laurentova řada funkce je tedy f(z) = (z + 1)−1.

c) Funkci uprav́ıme, abychom dostali součet geometrické řady, kde kvocient
se dá vyjádřit pomoćı z − 1.

f(z) =
1

1 + z
=

1

1 + (z − 1) + 1
=

1

2 + (z − 1)
=

1

2(1 + z−1
2

)
=

1

2
· 1

1 + z−1
2

.

Pro | z−1
2
| < 1 plat́ı

1

1 + z
=

1

2
· 1

1− (− z−1
2

)
=
∞∑
n=0

1

2
·
(
−z − 1

2

)n
=
∞∑
n=0

(−1)n
(z − 1)n

2n+1
.

Pro | z−1
2
| > 1 upravujeme podobně jako v části a).

1

1 + z
=

1

2 + (z − 1)
=

1
z−1

1 + 2
z−1

=
∞∑
n=0

1

z − 1
·
(
− 2

z − 1

)n
=
∞∑
n=0

(−1)n
2n

(z − 1)n+1
.
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6.2 Singulárńı body komplexńı funkce, reziduová věta

Necht’ komplexńı funkce f(z) je holomorfńı v určitém okoĺı bodu z0 s výjimkou bodu z0.
Pak z0 se nazývá singulárńım bodem funkce f(z).

Klasifikace singulárńıch bod̊u:

odstranitelná singularita — hlavńı část Laurentovy řady v bodě z0 se rovná 0 a zřejmě
limz→z0 f(z) = a0, a je tedy konečná,

podstatná singularita — hlavńı část Laurentovy řady v bodě z0 má nekonečně mnoho
nenulových člen̊u, limz→z0 f(z) neexistuje,

pól m-tého řádu — hlavńı část Laurentovy řady v bodě z0 má konečně mnoho nenu-
lových koeficient̊u, tj. an = 0 pro n < −m, a−m 6= 0, a plat́ı, že limz→z0 f(z) =∞.

Nejd̊uležitěǰśımi singulárńımi body komplexńı funkce jsou póly. Pro určeńı řádu pólu
už́ıváme limity limz→z0(z − z0)mf(z) = a−m, která muśı být vždy konečná a nenulová.

Koeficient a−1 z Laurentovy řady funkce f(z) v bodě z0 se nazývá reziduem funkce
f(z) v bodě z0. Znač́ıme a−1 = res

z=z0
f(z).

Vzorec na výpočet rezidua pro pól prvńıho řádu

res
z=z0

f(z) = lim
z→z0

(z − z0)f(z)

Vzorec na výpočet rezidua pro pól m-tého řádu

res
z=z0

f(z) =
1

(m− 1)!
lim
z→z0

dm−1

dzm−1
[(z − z0)mf(z)]

Necht’ f(z) =
ϕ(z)

ψ(z)
, kde funkce ϕ(z) a ψ(z) jsou holomorfńı v bodě z0, ϕ(z0) 6= 0,

ψ(z0) = 0, ψ′(z0) 6= 0. Potom má funkce f(z) v bodě z0 pól prvńıho řádu a plat́ı, že

res
z=z0

f(z) =
ϕ(z0)

ψ′(z0)

Reziduová věta. Necht’ komplexńı funkce f(z) je holomorfńı uvnitř a na jednoduché
uzavřené, kladně orientované křivce Γ s výjimkou pól̊u z1, z2, . . . , zn uvnitř křivky Γ, potom∫

Γ

f(z) dz = 2πj
n∑
k=1

res
z=zk

f(z)

Sč́ıtáme tedy pouze rezidua v pólech, které lež́ı uvnitř křivky Γ.
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Př́ıklad 6.2.1. Vypoč́ıtejte rezidua v pólech funkce f(z) =
1

z3 − z5
.

Řešeńı: Funkce f(z) je racionálńı lomená funkce, takže má za singularity
pouze póly, a to jsou kořeny jmenovatele.

Řeš́ıme rovnici z3 − z5 = 0, z3(1− z2) = 0, z3(1− z)(1 + z) = 0. Máme

dva jednoduché kořeny z1 = 1, z2 = −1, a jeden trojnásobný kořen z3 = 0.

Funkce f(z) má v bodech z1 = 1 a z2 = −1 póly prvńıho řádu a v bodě

z3 = 0 pól třet́ıho řádu.

res
z=1

f(z) = lim
z→1

(z−1)
1

z3 − z5
= lim

z→1

(z − 1)

z3(1− z)(1 + z)
= lim

z→1

1

−z3(1 + z)
= −1

2

res
z=−1

f(z) = lim
z→−1

(z + 1)
1

z3 − z5
= lim

z→−1

(z + 1)

z3(1− z)(1 + z)
= −1

2
,

res
z=0

f(z) =
1

2!
lim
z→0

(
z3 1

z3 − z5

)′′
=

1

2
lim
z→0

(
z3

z3(1− z2)

)′′
=

1

2
lim
z→0

(
1

1− z2

)′′
=

=
1

2
lim
z→0

(
2z

(1− z2)2

)′
=

1

2
lim
z→0

2(1− z2)2 + 2z2(1− z2)2z

(1− z2)4
= 1.

Př́ıklad 6.2.2. Vypoč́ıtejte rezidua v pólech funkce f(z) =
z2

(1 + z2)2
.

Řešeńı: Řeš́ıme rovnici (1 + z2)2 = 0, (z + j )2(z − j )2 = 0.

Funkce f(z) má v bodech z1 = j a z2 = −j póly druhého řádu.

res
z=j

f(z) = lim
z→j

(
(z − j )2 z2

(1 + z2)2

)′
= lim

z→j

(
z2(z − j )2

(z − j )2)(z + j )2

)′
=

= lim
z→j

(
z2

(z + j )2

)′
= lim

z→j

2zj

(z + j )3
=

1

4j
= − j

4
,

res
z=−j

f(z) = lim
z→−j

(
(z + j )2 z2

(1 + z2)2

)′
= lim

z→−j

−2zj

(z − j )3
=
−1

4j
=

j

4
.

Př́ıklad 6.2.3. Vypoč́ıtejte rezidua v pólech funkce f(z) =
1

sin z
.

Řešeńı: Funkce f(z) =
ϕ(z)

ψ(z)
, kde ϕ(z) = 1 a ψ(z) = sin z jsou holomorfńı

funkce na C, funkce ϕ(z) = 1 je nenulová všude a ψ(z) = sin z = 0 v bodech

zk = kπ, k celé. Nav́ıc (sin z)′ = cos z je v bodech zk nenulové.

Funkce f(z) má tehdy v bodech zk = kπ, k celé, póly prvńıho řádu a

res
z=zk

f(z) =
1

cos kπ
=

1

(−1)k
= (−1)k.
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Př́ıklad 6.2.4. Vypoč́ıtejte rezidua v pólech daných funkćı

a) f(z) =
1

1 + z4
b) f(z) =

1

1 + zn

Řešeńı: a) Funkce f(z) je pod́ılem dvou holomorfńıch funkćı, kde ϕ(z) = 1 je
nenulová na C. Muśıme vyřešit rovnici 1+z4 = 0. Je to binomická rovnice, po
úpravě máme z4 = −1. Při řešeńı této rovnice využijeme zápis komplexńıch
č́ısel v goniometrickém tvaru na obou stranách rovnice a Moivreovou větu.

Dostaneme kořeny zk = cosωk + j sinωk, k = 0, 1, 2, 3, kde ωk =
(2k + 1)π

4
.

Nav́ıc (1 + z4)′ = 4z3 je v bodech zk nenulové.

Funkce f(z) má tehdy v bodech zk s argumenty ω1 =
π

4
, ω2 =

3π

4
, ω3 =

5π

4

a ω4 =
7π

4
póly prvńıho řádu a res

z=zk

f(z) =
1

4z3
k

=
zk
4z4

k

=
zk

4(−1)
= −zk

4
.

b) Postupujeme podobně jako v části a). Řeš́ıme binomickou rovnici 1+zn = 0.

Dostaneme kořeny zk s argumenty ωk =
(2k + 1)π

n
, k = 0, 1, . . . , n− 1.

Derivace (1+zn)′ = nzn−1 je v bodech zk nenulové. Jsou to póly prvńıho řádu.

res
z=zk

f(z) =
1

nzn−1
k

=
zk
nznk

=
zk

n(−1)
= −zk

n
.

Př́ıklad 6.2.5. Určete u daných funkćı řád pól̊u a vypoč́ıtejte rezidua v těchto pólech

a) f(z) =
1

z(1− z2)
b) f(z) =

1

1 + z3
c) f(z) =

1

(z − 1)(z − 2)2

d) f(z) =
z2

(z2 + 1)2(z − 1)
e) f(z) =

1

cos z
f) f(z) =

1

ez − 1

Řešeńı: a) res
z=0

f(z) = 1, res
z=1

f(z) = −1
2
, res

z=−1
f(z) = −1

2
;

b) res
z= 1

2
+
√
3

2
j
f(z) = −1

6
(1 +

√
3j ), res

z= 1
2
−
√
3

2
j
f(z) = −1

6
(1−

√
3j )

res
z=−1

f(z) = 1
3
; c) res

z=1
f(z) = 1, res

z=2
f(z) = −1;

d) res
z=1

f(z) = 1
4
, res

z=j
f(z) = −1

8
, res

z=−j
f(z) = −1

8
;

e) res
z=π

2
+kπ

f(z) = (−1)k+1, k celé; f) res
z=2kπj

f(z) = 1, k celé.
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Př́ıklad 6.2.6. Vypočtěte následuj́ıćı integrály pomoćı rezidúı

a)

∫
Γ

dz

z(z − 1)2
, kde Γ : |z| = 1

2
je kladně orientovaná kružnice

b)

∫
Γ

ez

z(z2 + 1)
dz, kde Γ : |z + 1 + j | = 2 je kladně orientovaná kružnice

c)

∫
Γ

ez

z(z2 + 1)
dz, kde Γ : |z| = 1

2
je kladně orientovaná kružnice

d)

∫
Γ

dz

z(z − 1)2
, kde Γ : |z| = 2 je kladně orientovaná kružnice

e)

∫
Γ

z2 + z + 1

z(z − 1)2
dz, kde Γ : |z| = 2 je kladně orientovaná kružnice

Řešeńı: a) Funkce f(z) =
1

z(z − 1)2
má v bodě z1 = 0 pól prvńıho řádu a v

bodě z2 = 1 pól druhého řádu.

Z obou pól̊u lež́ı uvnitř křivky Γ pouze pól z1 = 0 a res
z=0

f(z) = 1.

Podle reziduově věty

∫
Γ

1

z(z − 1)2
dz = 2πj res

z=0
f(z) = 2πj .

b) Funkce f(z) =
ez

z(z2 + 1)
má v bodech z1 = 0, z2 = j a z3 = −j póly

prvńıho řádu. Uvnitř křivky Γ lež́ı pouze póly z1 = 0 a z3 = −j .

Dále res
z=0

f(z) = 1 a res
z=−j

f(z) = − e−j

2
.∫

Γ

ez

z(z2 + 1)
dz = 2πj ( res

z=0
f(z) + res

z=−j
f(z)) = 2πj (1− e−j

2
) =

= −π sin 1 + j (2π − π cos 1).

c) 2πj ; d) 0; e) 2πj .
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STUDIJNÍ JEDNOTKA

LAPLACEOVA TRANSFORMACE

Ćıle studijńı jednotky. V této části se nauč́ıte řešit diferenciálńı rovnice pomoćı Lapla-
ceovy transformace. Ukážeme, jak se daj́ı řešit pomoćı Laplaceovy transformace integrálně
diferenciálńı rovnice a také diferenciálńı rovnice s nespojitou pravou stranou.

7 Laplaceova integrálńı transformace

7.1 Definice a vlastnosti Laplaceovy transformace

Necht’ funkce f : R→ R splňuje následuj́ıćı podmı́nky:

1. funkce f(t) je po částech spojitá,

2. funkce f(t) = 0 pro t < 0,

3. funkce f(t) je exponenciálńıho řádu, tzn. existuj́ı konstanty M, s, t0 ∈ R, M, t0 > 0,
takové, že pro všechna t ≥ t0 plat́ı |f(t)| ≤Mest.

Potom definujeme funkci komplexńı proměnné

F (p) =

∫ ∞
0

f(t) e−pt dt

a ř́ıkáme ji Laplaceova transformace funkce f(t). Znač́ıme L{f(t)} = F (p).

Funkce f(t), která splňuje podmı́nky 1., 2., 3. se nazývá předmět a funkce F (p) se
nazývá obraz funkce f(t).

Budeme předpokládat, že podmı́nka 2. je automaticky splňená.
Např. výrazem L{et} rozumı́me obraz funkce f(t) = 0 pro t < 0 a f(t) = et pro t ≥ 0.

Laplaceova transformace je lineárńı:

L{a f(t) + b g(t)} = aL{f(t)}+ bL{g(t)}, a, b ∈ C.
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Základńı slovńık a gramatika Laplaceovy transformace

Č́ıslo vzorce f(t) L{f(t)} = F (p) =

∫ ∞
0

f(t)e−pt dt

1. c
c

p

2. tn, n ∈ N
n!

pn+1

3. eat
1

p− a

4. tneat, n ∈ N
n!

(p− a)n+1

5. cosωt
p

p2 + ω2

6. sinωt
ω

p2 + ω2

7. eat cosωt
p− a

(p− a)2 + ω2

8. eat sinωt
ω

(p− a)2 + ω2

9. f ′(t) pF (p)− f(0)

10. f ′′(t) p2F (p)− pf(0)− f ′(0)

11. f ′′′(t) p3F (p)− p2f(0)− pf ′(0)− f ′′(0)

12. f (n)(t) pnF (p)− pn−1f(0)− pn−2f ′(0)− . . .− f (n−1)(0)

13.
∫ t

0
f(u) du

F (p)

p

14. f(t− a), a ≥ 0 e−apF (p)



58 Fakulta elektrotechniky a komunikačńıch technologíı VUT v Brně

Př́ıklad 7.1.1. Př́ımým výpočtem určete obraz funkce f(t) = t.

Řešeńı: Budeme hledat obraz funkce

f(t) =

〈
t pro t ≥ 0,

0 pro t < 0.

Tato funkce je spojitá, jej́ı derivace je po částech spojitá (f ′(t) = 0 pro t < 0

a f ′(t) = 1 pro t > 0) a splňuje podmı́nku 2. Zbývá ověřit 3. podmı́nku.

Plat́ı, že t < et pro t ≥ 0. Daná funkce je vzorem Laplaceovy transformace.

L{t} =

∫ ∞
0

te−pt dt = lim
A→∞

∫ A

0

te−pt dt.

Integrál spoč́ıtáme metodou per partes:

u = t u′ = 1

v′ = e−pt v = −1
p
e−pt

po dosazeńı

L{t} = lim
A→∞

∫ A

0

t e−pt dt = lim
A→∞

([
− t
p

e−pt
]A

0

−
∫ A

0

(−1

p
) e−pt dt

)
=

= lim
A→∞

(
−A
p

e−pA +
1

p

∫ A

0

e−pt dt

)
= lim

A→∞

(
− A

p epA
+

1

p

[
−1

p
e−pt

]A
0

)
=

=

∣∣∣∣∣∣
pro Re p > 0 je

lim
A→∞

A

p epA
= 0

∣∣∣∣∣∣ = lim
A→∞

(
− 1

p2
(e−pA − 1)

)
=

1

p2
.

Př́ıklad 7.1.2. Pomoci tabulky určete obraz funkce f(t) = t3 + 3t2 + 2t+ 1.

Řešeńı: Budeme použ́ıvat vzorec č́ıslo 2.

L
{
t3
}

=
3!

p4
=

6

p4
, L

{
t2
}

=
2!

p3
=

2

p3
, L{t} =

1

p2
, L{1} =

1

p
.

Z linearity Laplaceovy transformace dostaneme

L
{
t3 + 3t2 + 2t+ 1

}
=

6

p4
+ 3

2

p3
+ 2

1

p2
+

1

p
=

6

p4
+

6

p3
+

2

p2
+

1

p
.
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7.2 Zpětná Laplaceova transformace

Přechod od operátorové funkce F (p) ke vzoru f(t) se nazývá zpětná Laplaceova trans-
formace a znač́ı se symbolem L−1{F (p)}.
Ke každému obrazu je předmět určen jednoznačně. Při hledáńı předmětu už́ıváme pak
slovńık Laplaceovy transformace nebo použijeme tzv. Heavisideovu větu o rozkladu.

Věta o rozkladu. Necht’ operátorová funkce F (p) má tvar ryze racionálńı lomené funkce

F (p) =
M(p)

N(p)
,

kde M(p) a N(p) jsou polynomy a stupeň polynomu M(p) je menš́ı než stupeň polynomu

N(p). Označme pk póly funkce F (p) = M(p)
N(p)

. Pak pro zpětnou Laplaceovou transformaci

funkce F (p) plat́ı

f(t) = L−1{F (p)} =
∑
pk

res
p=pk

[
F (p) ept

]
, t > 0

Poznámka. Jestliže funkce F (p) = M(p)
N(p)

s reálńımi koeficienty má komplexńı póly p1,2 =
α± j β, stač́ı vypoč́ıtat reziduum pouze pro jeden kořen, protože plat́ı:

res
p=α+jβ

[
F (p) ept

]
+ res

p=α−jβ

[
F (p) ept

]
= 2Re res

p=α+jβ

[
F (p) ept

]

Př́ıklad 7.2.1. Najděte vzor funkce F (p) =
1

p2(p− 4)
.

Řešeńı: 1. Při hledáńı vzoru pomoćı tabulky nejdř́ıv muśıme funkci rozložit
na parciálńı zlomky a pak použit vzorce z tabulky na všechny parciálńı zlomky
postupně.

L−1

{
1

p2(p− 4)

}
= L−1

{
− 1

4p2
− 1

16p
+

1

16(p− 4)

}
= −1

4
t− 1

16
+

1

16
e4t.

2. Při hledáńı vzoru pomoćı věty o rozkladu nejdř́ıv najděme póly funkce.

Funkce F (p) = 1
p2(p−4)

má v bodě p1 = 0 pól druhého řádu a v bodě p2 = 4

pól prvńıho řádu. Vypoč́ıtáme př́ıslušná rezidua a dosad́ıme.

L−1

{
1

p2(p− 4)

}
= res

p=0
F (p) ept + res

p=4
F (p) ept = lim

p→0

(
p2 ept

p2(p− 4)

)′
+

+ lim
p→4

(
(p− 4)

ept

p2(p− 4)

)
= lim

p→0

(
eptt(p− 4)− ept

(p− 4)2

)
+lim
p→4

ept

p2
= −1

4
t− 1

16
+

1

16
e4t.
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Př́ıklad 7.2.2. Pomoci tabulky najděte vzory daných obraz̊u F (p)

a) F (p) =
3

p− 8
b) F (p) =

1

p2 + 4
c) F (p) =

p+ 1

p2 + 9

d) F (p) =
p+ 1

p2 + 2p+ 2
e) F (p) =

p

p2 + 2p+ 2
f) F (p) =

2p

p2 + 4p+ 7

g) F (p) =
p+ 1

p(p+ 2)
h) F (p) =

5p+ 3

(p− 1)(p2 + 2p+ 5)

Řešeńı:

a) L−1{F (p)} = L−1

{
3

p− 8

}
= 3 L−1

{
1

p− 8

}
= 3e8t. (Vzorec č. 3.)

b) L−1

{
1

p2 + 4

}
=

1

2
L−1

{
2

p2 + 4

}
=

1

2
sin 2t. (Vzorec č. 6.)

c) L−1

{
p+ 1

p2 + 9

}
= L−1

{
p

p2 + 9
+

1

p2 + 9

}
= L−1

{
p

p2 + 9

}
+

1

3
L−1

{
3

p2 + 9

}
=

= cos 3t+
1

3
sin 3t. (Vzorce č. 5. a 6.)

d) L−1

{
p+ 1

p2 + 2p+ 2

}
= L−1

{
p+ 1

(p+ 1)2 + 1

}
= e−t cos t. (Vzorec č. 7.)

e) L−1

{
p

p2 + 2p+ 2

}
= L−1

{
p+ 1− 1

(p+ 1)2 + 1

}
= L−1

{
p+ 1

(p+ 1)2 + 1

}
−

−L−1

{
1

(p+ 1)2 + 1

}
= e−t cos t− e−t sin t. (Vzorce č. 7. a 8.)

f) L−1

{
2p

p2 + 4p+ 7

}
= 2L−1

{
p+ 2− 2

(p+ 2)2 + 3

}
= 2L−1

{
p+ 2

(p+ 2)2 + 3

}
−

−L−1

{
4

(p+ 2)2 + 3

}
= 2L−1

{
p+ 2

(p+ 2)2 + 3

}
− 4√

3
L−1

{ √
3

(p+ 2)2 + 3

}
=

= 2e−2t cos
√

3 t− 4√
3

e−2t sin
√

3 t. (Vzorce č. 7. a 8.)

g) L−1

{
p+ 1

p(p+ 2)

}
= L−1

{
1

2p
+

1

2(p+ 2)

}
=

1

2
+

1

2
e−2t (Vzorce č. 1. a 3.)

h) L−1

{
5p+ 3

(p− 1)(p2 + 2p+ 5)

}
= L−1

{
1

p− 1
+

−p+ 2

(p+ 1)2 + 4

}
=

= L−1

{
1

p− 1
− p+ 1

(p+ 1)2 + 4
+

3

2

2

(p+ 1)2 + 4

}
= et − e−t cos 2t+

3

2
e−t sin 2t.

(Vzorce č. 3., 7. a 8.)
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Př́ıklad 7.2.3. Pomoci věty o rozkladu najděte vzory daných obraz̊u F (p).

a) F (p) =
p+ 2

p2 − 4p+ 3
b) F (p) =

p2 + 1

(p+ 1)2(p− 1)

c) F (p) =
p2 + p− 1

(p− 2)(p2 − p− 20)
d) F (p) =

5p+ 3

(p− 1)(p2 + 2p+ 5)

Řešeńı: a) Funkce p+2
p2−4p+3

má póly prvńıho řádu v bodech p1 = 3 a p2 = 1.

L−1

{
p+ 2

p2 − 4p+ 3

}
= res

p=p1
F (p) ept + res

p=p2
F (p) ept =

lim
p→3

(
(p− 3)

(p+ 2)ept

(p− 3)(p− 1)

)
+ lim

p→1

(
(p− 1)

(p+ 2)ept

(p− 3)(p− 1)

)
=

5

2
e3t − 3

2
et.

b) Funkce F (p) = p2+1
(p+1)2(p−1)

má pól druhého řádu v bodě p1 = −1 a pól

prvńıho řádu v bodě p2 = 1.

Potom L−1

{
p2 + 1

(p+ 1)2(p− 1)

}
= res

p=1
F (p) ept + res

p=−1
F (p) ept =

= lim
p→1

(
(p− 1)

(p2 + 1)ept

(p+ 1)2(p− 1)

)
+ lim

p→−1

(
(p+ 1)2 (p2 + 1)ept

(p+ 1)2(p− 1)

)′
=

lim
p→1

(p2 + 1)ept

(p+ 1)2
+ lim

p→−1

(2pept + (p2 + 1)eptt)(p− 1)− (p2 + 1)ept

(p− 1)2
=

=
1

2
et +

1

2
e−t − te−t.

c) Funkce F (p) = p2+p−1
(p−2)(p2−p−20)

= p2+p−1
(p−2)(p−5)(p+4)

má v bodech p1 = 2, p2 = 5

a p3 = −4 póly prvńıho řádu.

L−1

{
p2 + p− 1

(p− 2)(p2 − p− 20)

}
= res

p=2
F (p) ept+ res

p=5
F (p) ept+ res

p=−4
F (p) ept =

= − 5

18
e2t +

29

27
e5t +

11

54
e−4t.

d) Funkce F (p) = 5p+3
(p−1)(p2+2p+5)

má póly prvńıho řádu v bodech p1 = 1,

p2 = −1 + 2j a p3 = −1− 2j .

Nejdř́ıv spoč́ıtáme reziduum v bodě p2 = −1 + 2j .

res
p=p2

F (p) ept = lim
p→−1+2j

(
(p+ 1− 2j )

(5p+ 3)ept

(p− 1)(p+ 1− 2j )(p+ 1 + 2j )

)
=

= lim
p→−1+2j

(5p+ 3)ept

(p− 1)(p+ 1 + 2j )
= −2 + 3j

4
e(−1+2j )t.
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Plat́ı, že res
p=p2

F (p) ept + res
p=p3

F (p) ept = 2Re res
p=p2

F (p) ept =

= 2Re
(
−2 + 3j

4
e−t(cos 2t+ j sin 2t)

)
= 2

(
−1

2
e−t cos 2t+

3

4
e−t sin 2t

)
.

Ještě spoč́ıtáme, že res
p=p1

F (p) ept = et a výsledky sečteme.

L−1

{
5p+ 3

(p− 1)(p2 + 2p+ 5)

}
= et − e−t cos 2t+

3

2
e−t sin 2t.

Př́ıklad 7.2.4. Najděte vzory daných obraz̊u F (p)

a) F (p) =
p2 + 4

p3 + p2 − 2p
b) F (p) =

4

(p+ 1)4
− p

p2 + 2

c) F (p) =
2p

(p2 + 1)(p2 + 4)
d) F (p) =

1

(p+ 3)(p− 2)2

e) F (p) =
1

(p− 1)2(p− 2)3
f) F (p) =

p2 + 1

p (p+ 2)(p+ 1)

Řešeńı: a) f(t) = −2 + 4
3
e−2t + 5

3
et; b) f(t) = 2

3
t3e−t − cos

√
2t;

c) f(t) = 2
3
(cos t− cos 2t); d) f(t) = 1

25
(e−3t + (5t− 1)e2t);

e) f(t) = 1
2
t2e2t − 4te2t + 6e2t − 2tet − 6et; f) f(t) = 1

2
− 2e−t + 5

2
e−2t.

7.3 Řešeńı diferenciálńıch rovnic Laplaceovou transformaci

Ze základńıho slovńıku Laplacovy transformace v́ıme, že operaci derivováńı podle t v
prostoru předmět̊u odpov́ıdá násobeńı proměnnou p v prostoru obraz̊u. Můžeme proto
očekávat, že Laplaceova transformace převede jisté typy diferenciálńıch rovnic na alge-
braické.

Řešeńı difernciálńıch rovnic Laplaceovou transformaci můžeme schematicky znázornit
takto:

Prostor předmětu: diferenciálńı rovnice + řešeńı diferenciálńı rovnice

+ počátečńı podmı́nky vyhovuj́ıćı počátečńım podmı́nkám

↓ ↑

L−transformace rovnice L−1−transformace řešeńı

↓ ↑

Prostor obraz̊u: algebraická rovnice −→ řešeńı

Uvedený zp̊usob řešeńı můžeme použ́ıt i pro řešeńı integrálně diferenciálńıch rovnic, kde
se v rovnici objevuje i integrál neznámé funkce.
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Př́ıklad 7.3.1. Laplaceovou transformaćı řešte následuj́ıćı diferenciálńı rovnice

a) y′ − 2y = 1, y(0) = −2

b) y′′′ + y′ = e2t, y(0) = y′(0) = y′′(0) = 0

c) y′′ + 4y′ + 8y = 0, y(0) = 0, y′(0) = 1

d) y′′ − 18y′ + 72y = −36 t e6t , y(0) = 0 , y′(0) = 1

e) y′′ − 6y′ + 9y = 0, y(0) = 1 , y′(0) = 4

f) y′′ − 4y = 4t, y(0) = 1 , y′(0) = 0

g) y′′′ − 3y′ + 2y = 8te−t, y(0) = y′(0) = 0 , y′′(0) = 1

Řešeńı: Podle tabulky přetransformujeme celou rovnici.

a) L{y(t)} = Y (p); L{y′(t)} = pY (p)− (−2); L{1} =
1

p
.

Dostali jsme rovnici pY (p) + 2− 2Y (p) =
1

p
, z které vyjádř́ıme Y (p).

Y (p)(p− 2) =
1

p
− 2; Y (p) =

1− 2p

p(p− 2)
= − 1

2p
− 3

2(p− 2)
.

Zpětnou transformaćı dostaneme, že y(t) = −1

2
− 3

2
e2t.

b) L{y′′′(t)} = p3Y (p); L{y′(t)} = pY (p); L
{

e2t
}

=
1

p− 2
.

Dostali jsme rovnici p3Y (p)+pY (p) =
1

p− 2
, z které Y (p) =

1

p(p2 + 1)(p− 2)
.

K zpětné transformaci použijeme větu o rozkladu.

y(t) = −1

2
+

1

10
e2t +

2

5
cos t− 1

5
sin t.

c) L{y′′(t)} = p2Y (p)− 1; L{y′(t)} = pY (p); L{y(t)} = Y (p).

p2Y (p)− 1 + 4pY (p) + 8Y (p) = 0; Y (p)(p2 + 4p+ 8) = 1,

Y (p) =
1

p2 + 4p+ 8
=

1

(p+ 2)2 + 4
,

y(t) =
1

2
e−2t sin 2t.

d) y = (t+ 3t2) e6t; e) y = e3t + te3t; f) y = 3
4
e2t + 1

4
e−2t − t;

g) y = 2te−t + tet − et + e−2t.
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Př́ıklad 7.3.2. Laplaceovou transformaćı řešte následuj́ıćı integrálně diferenciálńı rovnice

a) y′ + 2y + 2

∫ t

0

y(s) ds = 1, y(0) = 0

b) y′ + 2y + 5

∫ t

0

y(s) ds = 2, y(0) = 1

Řešeńı:

a) L{y(t)} = Y (p); L{y′(t)} = pY (p); L
{∫ t

0

y(s) ds

}
=

1

p
Y (p); L{1} =

1

p
.

Dostali jsme rovnici pY (p) + 2Y (p) +
2

p
Y (p) =

1

p
, z které vyjádř́ıme Y (p).

Máme Y (p) =
1

p2 + 2p+ 2
=

1

(p+ 1)2 + 1
. Potom y(t) = e−t sin t.

b) L{y′(t)} = pY (p)− 1; L
{∫ t

0

y(s) ds

}
=

1

p
Y (p); L{1} =

1

p
.

Řeš́ıme algebraickou rovnici pY (p)− 1 + 2Y (p) +
5

p
Y (p) =

2

p
.

Z toho Y (p) =
2 + p

p2 + 2p+ 5
=

p+ 1 + 1

(p+ 1)2 + 4
=

p+ 1

(p+ 1)2 + 4
+

1

2
· 2

(p+ 1)2 + 4
.

Potom y(t) = e−t cos 2t+
1

2
e−t sin 2t.

Př́ıklad 7.3.3. Najděte proudovou odezvu v jednoduchém RLC obvodu, kde odpor resis-
toru je R = 20 Ω, samoindukce ćıvky je L = 0,1H, kapacita kondenzátoru je C = 1µF =
10−6 F a napět́ı U = 100V. Počátečńı proud je i(0) = 0.

Řešeńı: Proud v obvodu splňuje integrálně diferenciálńı rovnici

R i(t) + L i ′(t) +
1

C

∫ t

0

i(s) ds = U, i(0) = 0.

Dosad́ıme do rovnice za R,L,C a U. Vzniklou rovnici budeme řešit pomoćı

Laplaceovy transformace: 20 i(t) + 0,1 i ′(t) + 106

∫ t

0

i(s) ds = 100, i(0) = 0.

20 I(p) + 0,1 p I(p) +
106

p
I(p) =

100

p
.

Vyjádř́ıme I(p): I(p) =
100

p
· p

0,1p2 + 20p+ 106
=

1000

p2 + 200p+ 107
=

=
1000

(p+ 100)2 + 9990000
.
=

1000

(p+ 100)2 + 31602

.
= 0,3 · 3160

(p+ 100)2 + 31602
.

Zpětnou transformaćı dostaneme, že i(t) = 0,3 e−100t sin 3160t.
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7.4 Laplaceovy obrazy konečných impuls̊u

Při hledáńı obraz̊u konečných impuls̊u už́ıváme tzv. Dirac̊uv impuls. Jedná se o zo-
becněnou funkci δ(t− a), soustředěnou do bodu a ∈ R+, která má následuj́ıćı vlastnosti:

1. δ(t− a) =
{∞ pro t = a

0 pro t 6= a

2.

∫ ∞
0

δ(t− a) dt = 1

3. L{δ(t− a)} = e−ap

4. L{δ′(t− a)} = p e−ap

5. L{δn(t− a)} = pn e−ap

Zobecněná derivace nespojité funkce v bodě t0, kde má daná funkce skok k, se rovná
kδ(t− t0). Na základě toho naṕı̌seme zobecněnou derivaci konečného impulsu jako součet
Diracových impuls̊u a jejich derivaćı a použijeme Laplaceovou transformaci na vzniklou
rovnici. Postup ukážeme na př́ıkladě.

Př́ıklad 7.4.1. Určete Laplaceovu transformaci funkćı

a) f(t) =
{

2 pro t ∈ 〈3, 5〉
0 pro t 6∈ 〈3, 5〉 b) f(t) =

{
1− t pro t ∈ 〈0, 1〉
0 pro t 6∈ 〈0, 1〉

c) f(t) =
{
t− t2 pro t ∈ 〈0, 1〉
0 pro t 6∈ 〈0, 1〉 d) f(t) =

{ 2t pro t ∈ 〈0, 1〉
2 pro t ∈ 〈1, 3〉
0 jinde

e) f(t) =
{

4− t pro t ∈ 〈1, 4〉
0 pro t 6∈ 〈1, 4〉 f) f(t) =

{
3t pro t ∈ 〈0, 3〉
0 pro t 6∈ 〈0, 3〉

Řešeńı: a) Nakresĺıme grafy funkćı f(t) a f ′(t).

6

0

2

3 5

f(t)

6

?

+2δ(t− 3)

−2δ(t− 5)

0 3 5

f ′(t)

Vid́ıme, že f ′(t) = 2δ(t− 3)− 2δ(t− 5).

Použijeme Laplaceovou transformaci na obě strany rovnice. Dostaneme

pF (p) = L{f ′(t)} = L{2δ(t− 3)− 2δ(t− 5)} = 2e−3p − 2e−5p.

Z vněǰśı rovnosti vyjádř́ıme F (p) =
2

p

(
e−3p − e−5p

)
.
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b) Po nakresleńı obrázku funkce a jej́ı zobecněné derivace dostaneme pořád
nespojitou funkci. Až druhou derivaci můžeme vyjádřit pouze pomoćı Dira-
cových impuls̊u.

6
+1 · δ(t)

0

−1

1

f ′(t)
6

?

6
+1 · δ′(t)

−1 · δ(t)

+1 · δ(t− 1)

0 1

f ′′(t)

f ′′(t) = δ′(t)− δ(t) + δ(t− 1),

p2F (p) = L{f ′′(t)} = p− 1 + e−p. Z toho F (p) =
1

p2

(
p− 1 + e−p

)
.

c) Až v druhé a třet́ı zobecěné derivaci se objev́ı Diracovy impulsy.

6 6
+1 · δ(t) +1 · δ(t− 1)

0

−2

1

f ′′(t)
6

?

6
+1 · δ′(t)

−2δ(t)

+2δ(t− 1) + 1 · δ′(t− 1)

0 1

f ′′′(t)

f ′′′(t) = δ′(t)− 2δ(t) + 2δ(t− 1) + δ′(t− 1).

Potom L{f(t)} =
1

p3

(
p− 2 + 2 e−p + p e−p

)
.

d) I v tomto př́ıkladě muśıme poč́ıtat druhou zobecněnou derivaci dané funkce.

?

6

0

2

1 3

f ′(t)

−2δ(t−3)

6

? ?

+2δ(t)

−2δ′(t−3)−2δ(t−1)

0 1 3

f ′′(t)

p2F (p) = L{2δ(t)− 2δ(t− 1)− 2δ′(t− 3)} = 2− 2 e−p − 2p e−3p.

Z toho L{f(t)} =
1

p2

(
2− 2 e−p − 2p e−3p

)
.

e) F (p) = 1
p2

(3p e−p − e−p + e−4p) ; f) F (p) = 1
p2

(3− 9p e−3p − 3 e−3p).
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Př́ıklad 7.4.2. Řešte diferenciálńı rovnici L di
dt

+ R i = u(t), i(0) = 0, kterou je
popsán pr̊uběh proudu v elektrickém obvodu se seriově zapojenou ćıvkou s indukčnosti L,
ohmickým odporem R a vněǰśım napět́ım u(t), kde

u(t) =
{
E pro t ∈ 〈0, a〉,
0 pro t 6∈ 〈0, a〉.

Řešeńı: L{i(t)} = I(p); L{i′(t)} = p I(p);

Pro určeńı Laplaceovy transformace pravé strany muśıme přetransformovat
konečný impuls:

6

0

E

a

u(t)

6

?

+Eδ(t)

−Eδ(t− a)

0 a

u′(t)

Vid́ıme, že u′(t) = E δ(t) − E δ(t − a). Použijeme Laplaceovou transformaci
na obě strany této rovnice a dostaneme

pU(p) = L{E δ(t)− E δ(t− a)} = E − E e−ap a U(p) =
E

p

(
1− e−ap

)
.

Dostali jsme rovnici pL I(p) + RI(p) =
E

p

(
1− e−ap

)
, z které vyjádř́ıme

I(p) = E
1− e−ap

p(Lp+R)
=
E

L

1− e−ap

p(p+ R
L

)
=
E

L

(
1

p(p+ R
L

)
− e−ap

p(p+ R
L

)

)
.

L−1

{
1

p(p+ R
L

)

}
= res

p=0

1

p(p+ R
L

)
ept + res

p=−R
L

1

p(p+ R
L

)
ept =

= lim
p→0

ept

p+ R
L

+ lim
p→−R

L

ept

p
=
L

R
− L

R
e−

R
L
t =

L

R

(
1− e−

R
L
t
)

;

L−1

{
e−ap

p(p+ R
L

)

}
= L−1

{
e−ap · 1

p(p+ R
L

)

}
=
L

R
− L

R
e−

R
L

(t−a); t ≥ a .

Pro t < a dodefinujeme funkci i(t) nulou. Potom dostaneme řešeńı obvodu

i(t) =
{EL L

R

(
1− e−

R
L
t
)

= E
R

(
1− e−

R
L
t
)

pro t ∈ 〈0, a〉,

E
L

(
L
R
− L

R
e−

R
L
t − L

R
+ L

R
e−

R
L

(t−a)
)

= E
R

(
e−

R
L

(t−a) − e−
R
L
t
)
, pro t > a.
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STUDIJNÍ JEDNOTKA

FOURIEROVY ŘADY

Ćıle studijńı jednotky. V této části ukážeme, jak je možné danou reálnou funkci na
konečném intervalu vyjádřit ve tvaru nekonečné řady ze sin̊u a kosin̊u - tedy ve tvaru
Fourierovy řady.

8 Fourierovy řady

8.1 Definice a vlastnosti Fourierovy řady

Nekonečná řada, která má tvar

a0

2
+
∞∑
n=1

(an cosnωt+ bn sinnωt) , ω =
2π

T
,

se nazývá trigonometrickou řadou s periodou T .

Necht’ T > 0 a f : 〈a, a+T 〉 → R je reálná funkce reálné proměnné, která je na tomto
intervalu po částech spojitá a má po částech spojitou derivaci (ř́ıkáme, že funkce je po
částech hladká). Potom můžeme k funkci f sestrojit v trigonometrickou řadu periodou T ,
ve které pro č́ısla an, bn plat́ı

an =
2

T

∫ a+T

a

f(t) cosnωt dt, bn =
2

T

∫ a+T

a

f(t) sinnωt dt

a kterou nazýváme Fourierovou řadou funkce f a ṕı̌seme

f(t) ≈ a0

2
+
∞∑
n=1

(an cosnωt+ bn sinnωt) , ω =
2π

T
.

Č́ısla an, bn se nazývaj́ı Fourierovy koeficienty. Symbol ≈ znamená skoro rovnost.
Kdy se funkce přesně rovná své Fourierové řadě a jak se chová v bodech, kde rovnost
neplat́ı uvád́ıme ńıže.
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Součet Fourierovy řady je roven zadané funkci tam, kde je funkce spojitá:

a0

2
+
∞∑
n=1

(an cosnωt+ bn sinnωt) = f(t), t ∈ (a, a+ T ),

t ∈ (a, a+ T ), funkce spojitá v t.

V bodech nespojitosti se součet rovna aritmetickému pr̊uměru limity zprava a limity zleva:

a0

2
+
∞∑
n=1

(an cosnωt+ bn sinnωt) =
1

2
[f(t+) + f(t−)],

t ∈ (a, a+ T ), funkce nespojitá v t.

Necht’ funkce f po částech hladká na symetrickým intervalu 〈−T
2
, T

2
〉. Potom:

• Je-li f sudá funkce, pak

bn = 0, an =
4

T

∫ T
2

0

f(t) cosnωt dt, ω =
2π

T

a Fourier̊uv rozvoj funkce se redukuje na kosinovou řadu.

• Je-li f lichá funkce, pak

an = 0, bn =
4

T

∫ T
2

0

f(t) sinnωt dt, ω =
2π

T

a Fourier̊uv rozvoj funkce se redukuje na sinovou řadu.

Př́ıklad 8.1.1. Najděte Fourierovu řadu funkce f(t) na daném intervalu

a) f(t) =


1, t ∈ (0, π〉
0, t = 0
−1, t ∈ 〈−π, 0)

b) f(t) = |t|; t ∈ 〈−1, 1〉

c) f(t) = t2; t ∈ 〈−π, π〉 d) f(t) =

{
0, t ∈ 〈−π, 0)

t, t ∈ 〈0, π〉

Řešeńı: a)

-

6

−1

−π π0
•

1f(t) : Nejdř́ıve jsme nakreslili graf funkce.
Z obrázku vid́ıme, že funkce je po
částech spojitá na 〈−π, π〉 a je lichá.
Potom an = 0 pro n = 0, 1, 2, . . . ,
T = 2π a

ω =
2π

T
=

2π

2π
= 1.
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Koeficienty bn spoč́ıtáme podle vzorce: bn =
1

π

∫ π

−π
f(t) sinnt dt =

=
2

π

∫ π

0

sinnt dt =
2

nπ
[− cosnt]π0 =

−2 cosnπ + 2

nπ
=

{
0 pro n = 2k,

4
nπ

pro n = 2k − 1.

f(t) =
∞∑
k=1

4

(2k − 1)π
sin (2k − 1)t =

4

π
sin t+

4

3π
sin 3t+

4

5π
sin 5t+ . . .

Do následuj́ıćıch obrázk̊u jsme nakreslili grafy funkce f(t) a součt̊u SN prvńıch
N člen̊u jeho Fourierovy řady (N = 1, 3, 5).

f(t) a S1(t) = 4
π

sin t f(t) a S3(t) =

= 4
π

sin t+ 4
3π

sin 3t

f(t) a S5(t) =
4
π

sin t+ 4
3π

sin 3t+ 4
5π

sin 5t

−π
π0

−1

1

−π
π0

−1

1

−π
π0

−1

1

b)

-�
�
�
�
��

@
@

@
@

@@

6

−1 10

1f(t) :

Funkce f(t) = |t| je spojitá na inter-
valu 〈−1, 1〉 a je sudá. Potom bn = 0.

Perioda funkce T = 2 a ω = 2π
2

= π.

Koeficienty an spoč́ıtáme podle vzorce: a0 =

∫ 1

−1

f(t) dt = 2

∫ 1

0

t dt = 1,

an =

∫ 1

−1

f(t) cosnπt dt = 2

∫ 1

0

t cosnπt dt = [ metoda per partes]

= 2

[
t sinnπt

nπ

]1

0

−2

∫ 1

0

sinnπt

πn
dt =

2

π2n2
[cosnπt]10 =

{
0 pro n = 2k,

−4
π2n2 pro n = 2k − 1,
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Dosad́ıme do vzorce pro Fourierovou řadu a dostaneme, že pro t ∈ 〈−1, 1〉

|t| = 1

2
+
∞∑
k=1

(
−4

π2(2k − 1)2
cos (2k − 1)πt

)
=

1

2
− 4

π2
cos πt− 4

9π2
cos 3πt− . . ..

Znovu jsme nakreslili funkci f(t) a částečné součty jej́ı Fourierovy řady.

f(t) a S0(t) = 1
2

f(t) a 1
2
− 4

π2 cos πt 1
2
− 4

π2 cosπt− 4
9π2 cos 3πt

−1 10 −1 10 −2 20

1

−1 1

Do posledńıho obrázku jsme nakreslili funkce |t| a S3 na intervalu 〈−2, 2〉. Je
tady dobře vidět, ze Fourierova řada funkce je periodická funkce a aproximuje
|t| pouze na 〈−1, 1〉.

c) Funkce f(t) = t2 je spojitá na 〈−π, π〉 a je sudá.

Potom bn = 0 pro n = 1, 2, . . . , T = 2π, ω = 1 a koeficienty an spoč́ıtáme:

a0 =
1

π

∫ π

−π
f(t) dt =

2

π

∫ π

0

t2 dt =
2

π

[
t3

3

]π
0

=
2

3
π2,

an =
1

π

∫ π

−π
f(t) cosnt dt =

2

π

∫ π

0

t2 cosnt dt = [ metoda per partes]

=
2

π

[
t2 sinnt

n

]π
0

− 2

π

∫ π

0

2t sinnt

n
dt = − 4

πn

∫ π

0

t sinnt dt = [per partes]

=
4

πn2
[t cosnt]π0 =

4π cosnπ

πn2
=

4(−1)n

n2
.

Dostali jsme, že pro t ∈ 〈−π, π〉

t2 =
π2

3
+
∞∑
n=1

(
4(−1)n

n2
cosnt

)
=
π2

3
− 4 cos t+ cos 2t− 4

9
cos 3t+ . . ..
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d) Funkce f(t) je spojitá a neńı sudá ani lichá.

T = 2π a ω = 1. Koeficienty spoč́ıtáme podle vzorc̊u:

a0 =
1

π

∫ π

−π
f(t) dt =

1

π

∫ 0

−π
0 dt+

1

π

∫ π

0

t dt =
1

π

[
t2

2

]π
0

=
π

2
,

an =
1

π

∫ π

−π
f(t) cosnt dt =

1

π

∫ π

0

t cosnt dt = [ metoda per partes]

=
1

π

[
t sinnt

n

]π
0

− 1

π

∫ π

0

sinnt

n
dt =

1

πn2
[cosnt]π0 =

{
0 pro n = 2k,

−2
πn2 pro n = 2k − 1.

bn =
1

π

∫ π

−π
f(t) sinnt dt =

1

π

∫ π

0

t sinnt dt = [ metoda per partes]

=
1

π

[
−t cosnt

n

]π
0

+
1

π

∫ π

−π

cosnt

n
dt =

− cosnπ

n
=

{ −1
n

pro n = 2k,

1
n

pro n = 2k − 1.

Dosad́ıme do vzorce pro Fourierovu řadu a dostaneme, že pro t ∈ 〈−π, π〉

f(t) =
π

4
+
∞∑
n=1

(
(−1)n − 1

πn2
cosnt+

(−1)n+1

n
sinnt

)
.

Př́ıklad 8.1.2. Najděte Fourierovu řadu pro napět́ı tvořené sledem obdélńıkových impuls̊u
podle obrázku:

6

0

U0

t0
2

L
2

2LL

f(t) :

Řešeńı: Funkce je sudá a po částech hladká, a proto existuje Fourier̊uv rozvoj

funkce v kosinovou řadu. Potom bn = 0. Perioda funkce T = L a ω =
2π

L
.

Koeficienty an spoč́ıtáme podle vzorce:

a0 =
4

L

∫ L
2

0

f(t) dt =
4

L

∫ t0
2

0

U0 dt =
2U0t0
L

,
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an =
4

L

∫ L
2

0

f(t) cos
2nπt

L
dt =

4

L

∫ t0
2

0

U0 cos
2nπt

L
dt =

=
4U0

L

[
L sin 2nπt

L

2nπ

] t0
2

0

=
4U0

L

(
L sin 2nπt0

2L

2nπ

)
=

2U0

nπ
sin

nπt0
L

.

Źıskané koeficienty dosad́ıme do vzorce pro Fourierovou řadu a dostaneme, že
pro t ∈ R

f(t) =
U0t0
L

+
∞∑
n=1

2U0

nπ
sin

(
nπt0
L

)
cos

(
2nπt

L

)
.

Znovu jsme nakreslili funkci f(t) a částečné součty jej́ı Fourierovy řady.

0 0

U0
U0

L L−L −L

Př́ıklad 8.1.3. Najděte Fourierovu řadu funkce f(t) na daném intervalu

a) f(t) = t; t ∈ 〈−π, π〉 b) f(t) = |t| − 1; t ∈ 〈−1, 1〉

c) f(t) =
π2

12
− t2

4
; t ∈ 〈−π, π〉 d) f(t) =

{
0, t ∈ 〈−π, 0〉

1, t ∈ (0, π〉

Řešeńı: a) f(t) = −2
∞∑
n=1

(−1)n

n
sinnt;

b) f(t) = −1

2
− 4

π2

∞∑
k=1

1

(2k − 1)2
cos (2k − 1)πt;

c) f(t) =
∞∑
n=1

(
(−1)n+1

n2
cosnt

)
;

d) f(t) =
1

2
+

2

π

∞∑
n=1

1

2n− 1
sin (2n− 1)t.
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Př́ıklad 8.1.4. Pro funkci f(t) = 1− t, t ∈ 〈0, 2〉 spoč́ıtejte

a) jej́ı rozvoj v kosinovou řadu b) jej́ı rozvoj v sinovou řadu.

Řešeńı: a) Funkci f(t) = 1 − t rozš́ı̌ŕıme na f ∗(t) tak, abychom dostali
na intervalu 〈−2, 2〉 sudou funkci, a spoč́ıtáme Fourierovu řadu této funkce.
Potom bn = 0, perioda funkce T = 2− (−2) = 4 a ω = 2π

4
= π

2
.

Koeficienty an spoč́ıtáme podle vzorce: a0 =
1

2

∫ 2

−2

f ∗(t) dt =

∫ 2

0

1− t dt = 0,

an =
1

2

∫ 2

−2

f ∗(t) cos
nπt

2
dt =

∫ 2

0

(1− t) cos
nπt

2
dt = [ metoda per partes]

=

[
2(1− t)
nπ

sin
nπt

2

]2

0

+
2

πn

∫ 2

0

sin
nπt

2
dt =

4

π2n2

[
cos

nπt

2

]2

0

=

=
4

π2n2
(1− cosnπ) =

{
0 pro n = 2k,

8
π2n2 pro n = 2k − 1.

Dostali jsme kosinovou Fourierovu řadu funkce pro t ∈ 〈0, 2〉

1− t =
∞∑
k=1

(
8

π2(2k − 1)2
cos

(2k − 1)πt

2

)
=

8

π2
cos

πt

2
+

8

9π2
cos

3πt

2
+ . . ..

b) Funkci f(t) = 1− t rozš́ı̌ŕıme na f ∗∗(t) tak, abychom dostali na intervalu
〈−2, 2〉 lichou funkci, a spoč́ıtáme Fourierovu řadu této funkce. Potom an = 0,
perioda funkce T = 2− (−2) = 4 a ω = 2π

4
= π

2
.

bn =
1

2

∫ 2

−2

f ∗∗(t) sin
nπt

2
dt =

∫ 2

0

(1− t) sin
nπt

2
dt = [ metoda per partes]

=

[
−2(1− t)

nπ
cos

nπt

2

]2

0

− 2

πn

∫ 2

0

cos
nπt

2
dt =

2

πn
((−1)n + 1)− 0 =

=

{
0 pro n = 2k − 1,

4
πn

pro n = 2k.

Dostali jsme sinovou Fourierovu řadu funkce pro t ∈ 〈0, 2〉:

1−t =
∞∑
k=1

(
4

2kπ
sin

2kπt

2

)
=
∞∑
k=1

(
2

kπ
sin kπt

)
=

2

π
sin πt+

1

π
sin 2πt+ . . ..
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Př́ıklad 8.1.5. Najděte kosinovou Fourierovu řadu funkce f(t)

a) f(t) = 1 + t; t ∈ 〈0, π〉 b) f(t) =
π

4
− t

2
; t ∈ 〈0, π〉

c) f(t) = t2; t ∈ 〈0, π〉 d) f(t) = t3; t ∈ 〈0, π〉

Řešeńı: a) f(t) = 1 +
π

2
+
∞∑
k=1

−4

π(2k − 1)2
cos (2k − 1)t

b) f(t) =
2

π

∞∑
k=1

cos(2k − 1)t

(2k − 1)2
; c) f(t) =

π2

3
+ 4

∞∑
n=1

(−1)n

n2
cosnt;

d) f(t) =
π3

4
+ 6π

∞∑
n=1

(−1)n

n2
cosnt.

Př́ıklad 8.1.6. Najděte sinovou Fourierovu řadu funkce f(t)

a) f(t) = 1 + t; t ∈ 〈0, π〉 b) f(t) =
π

4
− t

2
; t ∈ 〈0, π〉

c) f(t) = t2; t ∈ 〈0, π〉 d) f(t) = t3; t ∈ 〈0, π〉

Řešeńı: a) f(t) =
∞∑
n=1

(
2(−1)n+1

n
+

2(1− (−1)n)

π n

)
sinnt;

b) f(t) =
∞∑
n=1

sin 2nt

2n
;

c) f(t) =
∞∑
n=1

(
2π (−1)n+1

n
+

4(−1)n − 4

π n3

)
sinnt;

d) f(t) =
∞∑
n=1

(
2π2 (−1)n−1

n
+

12 (−1)n

n3

)
sinnt.
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STUDIJNÍ JEDNOTKA

Z - TRANSFORMACE

Ćıle studijńı jednotky. V této části se seznámı́te se Z-transformaćı komplexńı posloup-
nost́ı. Uvedeme tabulku, která usnadńı hledáńı obraz̊u mnoha posloupnosti. Pro zpětnou
Z-transformaćı uvedeme pouze metodu, která využ́ıvá reziduovou větu. V posledńı části
je uvedená aplikace Z-transformace na řešeńı diferenčńıch rovnic.

9 Z-transformace

9.1 Definice a vlastnosti Z-transformace

Necht’ f : N→ C je komplexńı posloupnost. Definujeme funkci F (z) jako součet řady

F (z) =
∞∑
n=0

f(n) z−n = f(0) +
f(1)

z
+
f(2)

z2
+ . . .

a nazýváme j́ı Z-transformace posloupnosti {f(n)}∞n=0. Znač́ıme Z{f(n)} = F (z).

Vlastnosti Z-transformace:

1. Řada Z{f(n)} konverguje pro |z| > R, kde R = limn→∞
n
√
|f(n)|.

2. Řada se dá derivovat a integrovat člen po členu pro |z| > R.

3. F (z) je holomorfńı pro |z| > R.

4. Z-transformace je lineárńı, tj.

Z{a f(n) + b g(n)} = aZ{f(n)}+ bZ{g(n)}, a, b ∈ C.

Př́ıklad 9.1.1. Určete obraz posloupnosti f(n) = 1 pro n = 0, 1, 2, . . .

Řešeńı: Podle definice

Z{f(n)} =
∞∑
n=0

z−n = 1 +
1

z
+

1

z2
+ . . . =

1

1− 1
z

=
z

z − 1
.

Tato řada konverguje pro |1
z
| < 1, tedy pro |z| > 1.
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Pro určeńı obraz̊u některých vybraných posloupnost́ı můžeme použ́ıt následuj́ıćı ta-
bulku:

Č́ıslo vzorce f(n), n = 0, 1, 2, . . . Z{f(n)} = F (z) =
∞∑
n=0

f(n)z−n

1. 1
z

z − 1

2. an
z

z − a

3. n
z

(z − 1)2

4. n2 z(z + 1)

(z − 1)3

5. nan
az

(z − a)2

6. n2an
az(z + a)

(z − a)3

7. cosωn
z(z − cosω)

z2 − 2z cosω + 1

8. sinωn
z sinω

z2 − 2z cosω + 1

9. δ0(n) 1

10. δm(n) z−m

11. f(n+ 1) zF (z)− zf(0)

12. f(n+ 2) z2F (z)− z2f(0)− zf(1)

13. f(n+ k) zkF (z)− Σk−1
j=0f(j)zk−j

14. f(n− k) z−kF (z)

Základńı slovńık a gramatika Z-transformace
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9.2 Zpětná Z-transformace

Zobrazeńı, které každému obrazu F (z) přǐrazuje jeho předmět f(n) se nazývá zpětná
Z-transformace a znač́ı se symbolem Z−1{F (z)}.
Při hledáńı předmětu použijeme následuj́ıćı vzorec.

Necht’ funkce F (z) je holomorfńı kromě konečného počtu svých singulárńıch bod̊u a
lim
z→∞

F (z) je konečná, pak pro zpětnou Z-transformaci F (z) plat́ı vzorec

f(n) = Z−1{F (z)} =
∑
zk

res
z=zk

[
F (z) zn−1

]
, n = 0, 1, 2, . . .

kde zk jsou póly funkce F (z)zn−1.

Př́ıklad 9.2.1. Najděte vzory daných obraz̊u F (z)

a) F (z) =
z

1 + z
b) F (z) =

1

z − 2
c) F (z) =

1

z(z − 1)2

d) F (z) =
z

z − 3
e) F (z) =

2z

(z − 1)2
f) F (z) =

1

(z + 2)(z + 1)

Řešeńı: a) Při hledáńı vzoru nejdř́ıv najděme póly funkce F (z) zn−1 =
zn

1 + z
.

Tato funkce má v bodě z1 = −1 pól prvńıho řádu. Pak pro n = 0, 1, 2, . . .

f(n) = Z−1{F (z)} = res
z=−1

[
zn

1 + z

]
= lim

z→−1

(
(z + 1)

zn

1 + z

)
= (−1)n.

Dostali jsme tedy, že Z−1

{
z

1 + z

}
= {(−1)n}∞n=0 = (1,−1, 1,−1, . . .).

b) n = 0 : Funkce F (z) z−1 =
1

z(z − 2)
má póly prvńıho řádu v bodech z1 = 0

a z2 = 2. Můžeme spoč́ıtat

f(0) = res
z=0

[
1

z(z − 2)

]
+ res

z=2

[
1

z(z − 2)

]
= lim

z→0

1

z − 2
+ lim

z→2

1

z
= 0.

Pro n = 1, 2, . . . funkce F (z) zn−1 =
zn−1

z − 2
má pól prvńıho řádu pouze v bodě

z1 = 2.

Potom f(n) = res
z=2

[
zn−1

z − 2

]
= lim

z→2

(
(z − 2)

zn−1

z − 2

)
= 2n−1.

Vzorem funkce F (z) je posloupnost {f(n)}∞n=0 = (0, 1, 2, 4, 8, . . .)
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c) n = 0 : F (z) z−1 =
1

z2(z − 1)2
má v bodech z1 = 0 a z2 = 1 póly druhého

řádu. Spoč́ıtáme

f(0) = res
z=0

[
1

z2(z − 1)2

]
+ res

z=1

[
1

z2(z − 1)2

]
= lim

z→0

(
1

(z − 1)2

)′
+lim
z→1

(
1

z2

)′
= lim

z→0

−2

(z − 1)3
+ lim

z→1

−2

z3
= 2− 2 = 0.

n = 1 : F (z) z0 =
1

z(z − 1)2
má v bodě z1 = 0 pól prvńıho řádu a v bodě

z2 = 1 pól druhého řádu. Potom

f(1) = res
z=0

[
1

z(z − 1)2

]
+ res

z=1

[
1

z(z − 1)2

]
= lim

z→0

1

(z − 1)2
+ lim

z→1

(
1

z

)′
= 1− 1 = 0.

n = 2, 3, . . . : F (z) zn−1 =
zn−2

(z − 1)2
má pouze pól druheho řádu v bodě z1 = 1.

Potom f(n) = res
z=1

[
zn−2

(z − 1)2

]
= lim

z→1

(
zn−2

)′
= (n− 2) · 1n−3 = n− 2.

Vzorem funkce F (z) je posloupnost {f(n)}∞n=0 = (0, 0, 0, 1, 2, 3, 4, . . .)

d) f(n) = 3n, n = 0, 1, 2, . . . ; e) f(n) = 2 n, n = 0, 1, 2, . . . ;

f) f(0) = 0, f(n) = (−1)n−1 − (−2)n−1, n = 1, 2, 3, . . . .

9.3 Řešeńı diferenčńıch rovnic pomoćı Z-transformace

Lineárńı diferenčńı rovnice k-tého řádu — rovnice, která má tvar

y(n+ k) + a1y(n+ k − 1) + . . .+ aky(n) = g(n), a1, . . . , ak ∈ C.

Počátečńı podmı́nky diferenčńı rovnice — podmı́nky, tvaru

y(0) = c0, y(1) = c1, . . . y(k − 1) = ck−1, c0, . . . , ck−1 ∈ C.

Řešeńı diferenčńı rovnice k-tého řádu — komplexńı posloupnost {y(n)}∞n=0, která
vyhovuje dané rovnici a splňuje dané počátečńı podmı́nky.

Metoda řešeńı diferenčńı rovnice Z-transformaćı je podobná metodě řešeńı difernciálńıch
rovnic Laplaceovou transformaci: Celou diferenčńı rovnici včetně pravé strany přetransformuje
pomoćı Z-transformace, ze vzniklé rovnice vyjádř́ıme Y (z) = Z{y(n)} a výsledek źıskáme
pomoćı zpětné Z-transformace.
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Př́ıklad 9.3.1. Z-transformaćı řešte následuj́ıćı diferenčńı rovnice

a) y(n+ 2)− 3y(n+ 1)− 10y(n) = 0, y(0) = 0, y(1) = 2

b) y(n+ 2) + y(n) = 0, y(0) = 0, y(1) = 1

c) y(n+ 2) + y(n+ 1)− 2y(n) = 1, y(0) = 0, y(1) = 0

d) y(n+ 1)− y(n) = 2n(n− 1), y(0) = 0

e) y(n+ 2)− 4y(n+ 1) + 4y(n) = 0, y(0) = 1, y(1) = 4

f) y(n+ 2)− 5y(n+ 1) + 6y(n) = 1, y(0) = 0, y(1) = 0

g) y(n+ 2)− 9y(n) = 0, y(0) = 0, y(1) = 1

h) y(n+ 2)− 5y(n+ 1) + 4y(n) = 2n, y(0) = 0, y(1) = 0

i) y(n+ 1)− 3y(n) = n(−1)n, y(0) = 1

Řešeńı: a) Podle tabulky přetransformujeme celou rovnici.

Z{y(n)} = Y (z); Z{y(n+ 1)} = zY (z)− 0 · z = zY (z);

Z{y(n+ 2)} = z2Y (z)− 0 · z2 − 2z = z2Y (z)− 2z;

Dostali jsme rovnici pro Y (z) : z2Y (z)− 2z − 3zY (z)− 10Y (z) = 0.

Z toho Y (z) =
2z

(z − 5)(z + 2)
, a zpětnou transformaćı ziskáme

y(n) =
2

7
5n − 2

7
(−2)n, n = 0, 1, 2, . . . .

b) Z{y(n)} = Y (z); Z{y(n+ 2)} = z2Y (z)− z;

Rovnice pro Y (z) je z2Y (z)− z + Y (z) = 0, a z toho Y (z) =
z

z2 + 1
.

Funkce Y (z) zn−1 =
zn

z2 + 1
má v bodech z1 = j a z2 = −j póly prvńıho řádu.

Pro n = 0, 1, . . . : y(n) = Z−1{Y (z)} = res
z=j

[
zn

z2 + 1

]
+ res

z=−j

[
zn

z2 + 1

]
=

lim
z→j

zn

z + j
+ lim
z→−j

zn

z − j
=

j n

2j
+

(−j )n

−2j
=

j n−1

2
+

(−j )n−1

2
= j n−1

(
1

2
+

(−1)n−1

2

)
.

Řešeńım diferenčńı rovnice je posloupnost {y(n)}∞n=0 = (0, 1, 0,−1, 0, 1, 0, . . .).

c) Z{y(n)} = Y (z); Z{y(n+ 1)} = zY (z); Z{y(n+ 2)} = z2Y (z);

Rovnice pro Y (z) je z2Y (z)+zY (z)−2Y (z) =
z

z − 1
a Y (z) =

z

(z − 1)2(z + 2)
.
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Funkce Y (z) zn−1 =
zn

(z − 1)2(z + 2)
má v bodě z1 = −2 pól prvńıho řádu a v

bodě z2 = 1 pól druhého řádu.

Pro n = 0, 1, 2, . . . : y(n) = Z−1{Y (z)} = res
z=−2

[
zn

(z − 1)2(z + 2)

]
+

+ res
z=1

[
zn

(z − 1)2(z + 2)

]
= lim

z→−2

zn

(z − 1)2
+ lim

z→1

(
zn

z + 2

)′
=

=
1

9
(−2)n + lim

z→1

(
nzn−1(z + 2)− zn

(z + 2)2

)
=

1

9
(−2)n +

3n− 1

9
=

(−2)n + 3n− 1

9
.

d) Z{y(n+ 2)} = z2Y (z); Z{n2n)} =
2z

(z − 2)2
; Z{2n)} =

z

z − 2
;

Rovnice pro Y (z) je Y (z)(z − 1) =
2z

(z − 2)2
− z

z − 2
=

2z − z2 + 2z

(z − 2)2
.

Z toho Y (z) =
4z − z2

(z − 2)2(z − 1)
, a Y (z) zn−1 =

zn(4− z)

(z − 2)2(z − 1)
.

Tato funkce má v z1 = 1 pól prvńıho řádu a v bodě z2 = 2 pól druhého řádu.

Pro n = 0, 1, 2, . . . : y(n) = Z−1{Y (z)} = res
z=1

[
zn(4− z)

(z − 2)2(z − 1)

]
+

+ res
z=2

[
zn(4− z)

(z − 2)2(z − 1)

]
= lim

z→1

zn(4− z)

(z − 2)2
+ lim

z→2

(
zn(4− z)

z − 1

)′
=

= 3+lim
z→2

(nzn−1(4− z)− zn)(z − 1)− zn(4− z)

(z − 1)2
= 3+

2n2n−1 − 2n − 2 · 2n

1
=

= 3 + 2n(n− 3).

e) Z{y(n)} = Y (z); Z{y(n+ 1)} = zY (z)− z;

Z{y(n+ 2)} = z2Y (z)− z2 − 4z.

Po dosazeńı do rovnice a po úpravě dostaneme Y (z) =
z2

(z − 2)2
.

Funkce Y (z) zn−1 =
zn+1

(z − 2)2
má v bodě z1 = 2 pól druhého řádu.
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Pro n = 0, 1, 2, . . . : y(n) = Z−1{Y (z)} = res
z=2

[
zn+1

(z − 2)2

]
= lim

z→2

(
zn+1

)′
=

= lim
z→2

(n+ 1) zn = (n+ 1) 2n, n = 0, 1, 2, . . . .

f) y(n) =
1

2
(3n + 1)− 2n, n = 0, 1, 2, . . . ;

g) y(n) =
1

2
3n−1 +

1

2
(−3)n−1 =

3n−1

2
(1 + (−1)n−1), n = 0, 1, 2 . . . ;

h) y(n) =
1

3
+

2

3
4n−1 − 2n−1, n = 0, 1, 2 . . . ;

i) y(n) =
1

16

[
5 · 3n+1 + (4n− 1)(−1)n+1

]
, n = 0, 1, 2 . . . .
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