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Uvod

Dostali jste do rukou sbhirku prikladu k prednasce Matematika 2. Tato sbirka je doplnénim
textu Matematika 2. Navazuje na teoreticky vyklad latky z této knihy. Zaroven jsem se ale
snazila uvést do této sbirky vsechny dulezité vzorce, které pii feseni piikladi vyuzivam,
abyste po prostudovani prislusnych kapitol z knihy Matematika 2 mohli sbirku pouzivat
i samostatné. Je zde tada ptikladu fesenych detailné, u dalsich jsou uvedené vysledky,
piipadné rady a navody.

Studijni jednotky jsou navrzeny tak, aby obsahovaly latku, ktera spolu tizce souvisi, a
je mozné je pochopit a nastudovat najednou jako celek.

Predpokladam, ze jste uz tspésné zvladli predmét Matematika 1, ovladate zaklady
diferencialniho a integralniho poctu funkce jedné proménné, diferencialni pocet funkce
vice proménnych a mate zakladni poznatky o radéch.
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STUDIJNI JEDNOTKA

FUNKCE VICE PROMENNYCH

Cile studijni jednotky. K zvladnuti této studijni jednotky potiebujete znat dife-
rencialni pocet funkce jedné proménné. Zavedeme pojem funkce vice proménnych a ukazeme,
jak se pocitaji parcialni derivace prvniho, ale i vyssitho fadu. Potom soustfedime nasi po-
zornost na funkci dvou proménnych a nauc¢ime se pocitat rovnici te¢né roviny k plose. Na
konci této jednotky najdete metodu na hledani lokalnich extrému funkei dvou proménnych.

1 Diferencialni pocet funkci vice proménnych

1.1 Parcialni derivace funkce vice proménnych

Funkce n proménnych — funkce f : R” — R, ktera zobrazuje bod (z1,...,z,) € R”
do bodu y € R. Zna¢ime y = f(x1,...,x,).

Defini¢ni obor funkce n proménnych — mnozina A C R" bodu, pro které ma de-
finicni predpis funkce smysl.

Funkce dvou proménnych — funkce f : R? — R. Znac¢ime 2z = f(x,y). Definicnim
oborem takové funkce je ¢ast roviny. Grafem je zpravidla plocha.

Parcialni derivace funkce n proménnych podle x; — je derivace funkce jedné proménné

g(x) = f(x1,..., @i 1,2, Tiy1, ..., T,). Znacime 5 nebo také f! .
€T; ¢
Parcidlni derivace druhého radu — f7, (21,...,2.) = (f;, (21, ..., 25));, - Je to parcidlni
i 2
derivace funkce f, (z1,...,z,), podle proménné x;. Znacime také e J;:z: -
i0T;

Gradient funkce f v bodé A — vektor gradf(A) = (f, (A),..., f. (A)). Znacime
také Vf(A). Je to smér, ve kterém funkce nejrychleji roste.
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Poznamka. Pii pocitdni parcidlnich derivaci f; povazujeme za proménnou pouze ;,
na ostatni proménné se divame jako na konstanty. Pro vypocet parcialnich derivaci plati
pravidla o derivovani souc¢tu, sou¢inu a podilu funkei.

Poznamka. Muzeme pocitat i parcialni derivace vyssich radu. Parcidlni derivace n -
tého tadu je parcidlni derivace funkce, kterda sama vznikla jako (n — 1)-ni derivace. Pfi
pocitani parcidlnich derivaci vyssich fadu nezalezi na poradi, v jakém pocitame derivace
podle jednotlivych proménnych, jsou-li tyto derivace spojité.

Tecna rovina k plose

Tak jako u funkce jedné proménné jsme mohli vyuzit derivaci v bodé k zapsani tecny v
tomto bodé, muzeme vyuzit parcialnich derivaci pri hledani te¢né roviny k plose. Nékdy
se jednd o plochu, ktera je grafem funkce dvou proménnych z = f(z,y). V tomto pripadé
fikdme, ze plocha je dana explicitné. Nékdy z rovnice plochy neumime vyjadrit proménnou
z, naptiklad u kulové plochy. V tomto pripadé rikdme, ze plocha je dana implicitnée.

Rovnice te¢né roviny p k plose z = f(z,y) v bodé T = [0, v0, 20 = f (%0, y0)] :

af af

Pt GO = 0) + 5T = 10) = (2 = 20) =0,

Teéna rovina k plose dané implicitné rovnici F(x,y,z) = 0 v bodé T = [z, o, 20],
pro ktery plati F'(xg, yo, 20) = 0, ma rovnici:

oF OF OF

p: %(T)(QJ — To) + (9_y(T>(y — %) + g(T)(Z —20) =0.

Priklad 1.1.1. Najdéte definiéni obor funkce:

a) flz,y) =4 —22—y>? b) f(z,y) = arcsin %

Redeni: a) Pfirozeny defini¢ni obor této funkce tvoif body, pro které plati
4—a2? —y* >0, tedy Dy = {[z,y] € R*| 22 + y* < 4}, coz je uzavieny kruh
se stfedem v pocatku a s polomérem 2.

Grafem funkce je horni polovina kulové plochy 22 + y? + 22 =4, 2 > 0.

22 +9y%—6 22 +9y% -6

b) Zde musi platit > -1 a < 1. Po upravé dostaneme
definién{ obor Dj = {[z,y] € R*| 22 +y* > 3 a 2? + y* <9}, coz je

mezikruzi ohrani¢ené kruznicemi s poloméry /3 a 3 se stiedem v pocatku.
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Yy
x—l—y'

Priiklad 1.1.2. Najdéte parcidlni derivact funkce z =

Reseni: Nejdiive spocitame —. Pti poc¢itani povazujeme y za konstantu a
derivujeme z jako funkci jedné proménné z.

0z 0-(+y) -1y  y
or (x +y)? (2 +y)?

: .., Oz : _ ,
Podobné pii pocitani ey povazujeme x za konstantu a derivujeme z jako
Y
funkci jedné proménné y.

0z l-(z+y)—y-1_ =
oy  (r+y?  (r+y)?

Piiklad 1.1.3. Najdéte parcidlni derivace funkce z podle jednotlivych promeénnijch

a)z=a’+y? =3y +4r+5y—7 b) z = ysin(2x — y)
c) z = x*cos(z + 3y) d)z=2zY x>0
€) z = arccos Yy f) z = arctg Ty
x r—vy
g) z = In sin (z — 2y) h) z=1In(x 4+ /2% + y?)

Regeni: a) 2/ = 2x — 3y + 4, z,=2y—3x+5 b) 2z, =2y cos(2r —y),
z) = sm(2x - y) —y cos(2x —y); c¢) 2, =2x cos(z + 3y) — x*sin(z + 3y),

/
y
z, = =3x7sin(x 4+ 3y); d) 2, =ya¥', 2 =aVlnz; e) 2, = —A—,
/2% —y
N _ - _ . _
ZZ:J - /02— yz’ f) le - x2+yy2’ Z;/ - m2j_y27 g) Z/z - COtg (l‘ - 2y)7
o = I 1 I
z, = —2cotg (r —2y); h) z, = — = $2+y2+;’ —

= 0 0
Priklad 1.1.4. Dokazte, Ze funkce z = ev* wvyhovuje rovnici 2x 82 +y az = 0.
T Y

=1
— = Qv —2 — = QY

Regeni:
0z 3 0z = (—2x
Ox Y2’ Oy '

Dosadime do rovnice:

2 eV 12wy zﬁ—eyg<2—x—2—x)—0.
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0 0 1
Priklad 1.1.5. Dokazte, Ze funkce z = In(v/x+/y) vyhovuje rovnici x 02 +y 82 =5
T Y
0z 0z z
Priklad 1.1.6. Dokazte, Ze funkce z = ev Iny vyhovuje rovnici x* — + vy = —.
Ox gy Iny
. o 9 0z 0z
Pi#iklad 1.1.7. Dokazte, e funkce z = In(z®+zy-+y*) vyhovuje rovnici a——l—y T = 2.
Y

Priiklad 1.1.8. Najdéte parcidlni derivace funkce u podle jednotlivijch promeénngch

a) u = z*y?* — yz% — 4oy + 622 b) u = ze®’ cos@—v?)

sin (z—2zy)

c)u=¢e d)u:arctg(x_y)

z

Y

Va2 4 22

Resent: a) w, = 2y — 4y + 62, u), = 22y — 2% — 4z, v, = —2yz + 6u;

e)u=In f)u= 22" —y*w — 22w? + 5yzw

. 3 — 2
b) w, = 22z e @) [3cos(x — y?) — xsin(z — y?)], ul, = e os@v?),
3 02 i —
Uy, = 2x yzsin(z — y?) e @) ¢) o = —2y eSME22) cos(z — 2ay),
w, = =2z ETEY) cos(z — 2xy), u, = W cos(z — 2xy);  d) ul =
ro_ z I y—z . ’r =z
22t 2+z2 Qxy’ uy = TP 2y Y T ity e) Uy = —2q52)
) _ z . ;a2 _ 2
Uy = u — i f) ul, = 62°, u = —2yw + Szw, u, = —2zw* + Syw,
/

= —y? — 22%w + 5yz.

w

— 0 0 0
i vyhovuje rovnici o + - + 2.
— 2z

Ox Oy 0z
Piiklad 1.1.10. Najdéte parcidlni derivace funkce f v bodé A podle vsech proménnijch

Priiklad 1.1.9. Dokazte, Ze funkce u = x + °
)

:v+y

a) flz,y) = A=13,2] b) f(z,y,2) =In(z* +y* +2%), A=1[3,21]
_r. ¥y _ _r, Y_z _
C)f(x,y)—erx, A=1[1,1] d) f(x,y,2) s T A=1[,11]
Resent: a) fi(A)=—4, f(A)=6; b) fi(A) =12 f)(A)=2 fi(A)=1%
c) [o(A) =0, f,(A)=0; d) fi(A ) =2, fy(A) =0, fi(A) = -2.
o L o Ou Ou Ou ‘
Pi#iklad 1.1.11. Najdéte hodnotu souctu — + — + — v bodé A = [1,1,1] pro funkci
or Oy 0z
fla,y,2) =In(l+z+y* +2°).
Resent:
@ ou Ou| 1 2y 322 3

—t—| = + + =
Or Oy 0zla 14+x+y>+23 1+ax+y?>+23 1+x+y?+231a 2
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Priklad 1.1.12. Najdéte gradient funkce f v bodé A

a) f(z,y) =2° +y* — 3wy, A=[2,1] b) f(z,y,2) =z %  A=][1,-1,2|
x
c) flz,y,z) = oI A=11,2,2] 4d) f(z,y,2) =zyz, A=][1,2,3
Regenf: a) of =322 -3y | =9, of =3y* -3z | =-3.
Ox la A dy la A

Z toho gradient funkce v bodé A je vektor gradf(A) = (9,-3).
b)Vf(A) =(1,2,1); )Vf(A) = g(7,—4,-4); d)V[f(A) = (6,3,2).

Priklad 1.1.13. Napiste rovnici teéné roviny k nasledujicim plocham v bodé T' = [xq, Yo, 2o]:

1'2

(a) ZZE—?ﬂ T=[2-1,7]
(b)) 2*+yd+ 23+ 2yz—6=0, T=11,2,—1]
() z:\/m—xy, T =[3,4,7]
(d) 3xt —dyPz + 4wy — 4232 +1=0, T =[71,1]
(€) z=22%—49° T=121,7

Resent: a) Nejdiive spoéitame tfeti soutadnici bodu 7. Bod lezi na plose, a
proto zop = f(2,—1) = 1. Déle

0z 0z 0z 0z

g =2 —2y, (1) =2.

Cen EM-n Eeew
Rovnice tecné roviny p k ploge z = - — y? v bodé T=[2, -1,1]:

p: 2(3:—2)—1—2(3/—1—1)—(2—1):0.

Po upravé dostaneme rovnici tecné roviny p: 2z 4+ 2y —z — 1 =0.

b) Plocha je dand implicitné. Bod T lezi na dané plose, protoze soutradnice
tohoto bodu splnuji rovnici plochy: 148 —1—2 — 6 = 0. Spocitame parcialni
derivace funkce F(x,y,z) = 23 + 3 + 23 + 2yz — 6 :

F, = 32°+yz, F, =3y’ 4wz, F, = 3z°+ay; FJ(T) =1, F,(T) =11, F,(T) =5.
Potom

p: llx—1)+11(y—2)+5(z+1)=0.
Po tpravé dostaneme rovnici tecné roviny p: x + 11y + 5z — 18 = 0.
)T =[3,4,—Tap: 1T +11ly+52—-60=0; d)3z*—4+4r—4x+1=0
= 31" =3 = z=1aneboxr = -1= T, =[1,1,1] a p : 3z — 2y —

2z+1=0ataké To = [—-1,1,1] a po: 3x+4y—1=0; e) T =[2,1,4] a
p: 8 —8y—z2—4=0.
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Priklad 1.1.14. Najdeéte vsechny parcidlni derivace druhého tddu funkce f podle jednot-
livgych proménnych
a) f(z,y) =xe’ b) flz,y) =z +y+ 2,
c) f(z,y) = zy + cos(z — y) d) f(z,y) =In(2® +y?)

y 2
e) f(z,y,2) = xyz — 3w+ Ty + 52 f) [y, z) =In | =—

a

Reseni: a) Nejdiive spocitdme parcidlni derivace prvniho fadu dané funkce:

of y of ”
— =¢Y, — =uze
ox Jy
Potom 02_f =0 3_]“2 =z e of = or = ¢’
Ox? T Oy? " Ox0y  Oyox
T "o 2xy noo_ 2x2 "o
b) zr = (z—y)3 Jey T T @y Jyy T (w—y)3’ C) rr — —COS(Q? — y),
"o "o . v 2y?—222 no _ —dxy
wy =Lt cos(@—y), fy, =—cosle—y); d) fro = G foy = @
no_ 2x2—2y2% . "o "o "o "o "o "o
yy — (x2+4y2)2? e) T O? yy 07 2z 07 Ty 2y Jzz =Y yz Z;
n 1 "o 1 "o 2 "o "o __ "o __
f) zx — 220 Jyy = T 32 Jzz T T 2 my_ov zz_o’ yz_o'

Piiklad 1.1.15. Dokazte, Ze funkce z = e*(xcosy — ysiny) vyhovuje diferencidlni rov-
nici Zy, + 2, = 0.

Piiklad 1.1.16. Dokazte, Ze funkce z = arctg(2x — y) vyhovugje diferencidlni rovnici
2422 =0.
Tx Ty

Priklad 1.1.17. Dokazte, Ze funkce f(x,y) = it vyhovuje diferencidlni rovnict
r—Yy
2
4 1 4
Jozw + 2f0y + fyy = Ty

1
Priklad 1.1.18. Dokazte, Ze funkce u =

a2+ y?+ 22

vyhovuje diferencidlni rovnici
" " "o
Ugy + Uy + 1, = 0.

Piiklad 1.1.19. Najdéte zg(ci)xy kde z = yln(zy).

. 1 2 2
Reseni: z; =y—y = g, Zgw = —i, Z;”m = = = Z:g:i)x = 3
Ty x x? x3 v

Priklad 1.1.20. Najdéte 22, kde z =1In(z® +y?).

Resen: Zyy = %Ei—;g)'
Priklad 1.1.21. Dokazte, Ze funkce 2z = zeY + ye* wvyhovuje diferencidlni rovnici

n n o n "

Zawe T Zyyy T Toayy T YZuay-
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1.2 Lokalni extrémy funkce dvou proménnych

Lokéalni maximum (resp. minimum) funkce z = f(z,y) je hodnota zo = f(xzo,yo) v bodé
T = [0, yo], jestlize v libovolném bodé néjakého okoli bodu T jsou funkéni hodnoty funkce
f mensi (resp. vétsi) nez z.

Pii hledani bodu extrému funkce 2 proménnych postupujeme podobné jako pii hledani
extrému funkce jedné proménné: Najdeme stacionarni bod funkece f (bod ve kterém je gra-
dient funkce rovny 0), potom pomoci druhych parcidlnich derivaci zjistime, zda v tomto
bodé existuje maximum nebo minimum, ev. ze v stacionarnim bodé nema funkce extrém.

Hledéani extrému funkce z = f(z,y) :

o Of Of o
1. Spocitdme —— a —— a polozime je rovny nule.

or  Jy
2. Najdeme stacionarni bod T = [zg, 10|, ve kterém a—(T) = 0 a zaroven 8_(T) = 0.
€ Y
0? 0? 0?
3. Spocitame @(T), ayJ;( ) 8xgy(T) a z téchto tif derivaci vytvoiime jedno ¢islo:

D(T) = 540 540 - (50

4. Podle znaménka D(T) rozhodneme o existenci extrému v bodé T = [zg, yo)-

(a) Pokud D(T') < 0, funkce nem4 v tomto bodé lokdlni extrém.

(b) Pokud D(T) > 0, funkce mé v bodé T extrém. V tomto piipadé jesté musime
rozhodnout, zda jde o maximum nebo minimum:

0% f

(i) Je-li @(T) > 0, funkce f ma v bodé T lokdlni minimum zy = f(zo, o).
82
(ii) Je-li 8—1:]20(T) < 0, funkce f ma v bodé T' lokalni maximum zy = f(xo, yo)-

(¢) Pokud D(T') = 0, nemuzeme na zékladé této metody rozhodnout o existenci
extrému v bodé 7'

0

Poznamka. Rovnice 8_f<T) =0a 8_<T) = 0 vlastné tvrdi, ze grad f(7") = 0.
z Y

Priklad 1.2.1. Najdéte lokdlni extrémy funkce f(x,y) = 2° + y* — 3zy.

Reseni:  Hleddme staciondrni body — body, ve kterych méa funkce nulovy
gradient:

322 -3y =0 = y =22,

df = (32" — 3y, 3y —32) =0 =
gradf = (32" =3y, 3y" — 37) {3y2—3x:0:x:y2.
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Po dosazeni za y do druhé rovnice mame
r=12" < 2(2*-1)=0.

Potom x = 0 nebo z = 1. Dopocitame piislusné hodnoty y a dostavame dva
stacionarni body A = [0,0], B = [1,1].

Vypocitame druhé parcialni derivace funkce:

P >Pf P
02 =% moy T Y BV
o B PN N SN
V bodé A = [0,0] mame 22 (A)=0 9207 (A) = -3, T (A) =

Potom D(A) = 0-0—(—3)* = —9 < 0. Funkce nemd v bodé A lokéln{ extrém.

02 f 9% f 02 f

Ted vysetiime bod B = [1,1] : %(B) = 6, axay(B) = -3, 92

6.
Z toho D(B) =6-6 — (—3)? = 27 > 0, a funkce ma v bodé B lokaln{ extrém.

2
Vidime, ze —=(B) =6 > 0. V_bodé B nastane minimum.

Ox?
Jesté spocitdme hodnotu funkce v tomto bodé: f(B)=1+1—-3 = —1.

(B) =

Piiklad 1.2.2. Najdéte lokdlni extrémy funkce f(x,y) = e v,
Resent:

xz =0,

gradf = (e_mQ_yQ(—Qx), e_IQ_yQ(_Zy)) =(0,0) = { y=0.

Bod A = [0, 0] je jediny stacionarni bod. Vypocitame druhé parcidlni derivace:

82f 2 .2 82f 2 .2 82f 2 .2
—= =2 " V(22— 1 =4 TV s =207 V(297 — 1).
§ . 0*f B O’ f B O’ f B
D(A)=—2-(=2)=4>0
a zaroven 82_f = -2
ZATOV 9z )

Funkce mé v bodé A = [0, 0]

1., . X
lokélni maximum; f(A) = 1. ":t:§§§§§:“
<>

Na obrazku je graf funkce v

okoli stacinarniho bodu.
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Resent: 5 5
—Z:4x3—4x—4y, —Z:4y3—4x—4y.
ox dy

Dosadime bod A = [v/2,v/2] : %(A) =4-2v2 - 4V2 - 4V2 =0,
a —(A)=4-2v2 - 4v2 — 4/2 = 0. Bod A = [V/2,/2] je stacindrni bod.

Podobné miizeme dosadit i bod B = [~+/2, —v/2] do prvnich parcilnich de-
rivaci a ukazat, ze i bod B je stacionarni bod.

2 2
Druhé parcialni derivace funkce jsou CE _q9a? 4, % = 12y — 4,
0x? 0y?
02 _ 4 Tedy D = (1202 — 4)(122 — 4) — (—4)?
oxdy yE= Y '

2

V bodé A = [v/2, v/2] méme %(A) — 20 a D(A) = 400 — 16 > 0. Funkce
X

2

mé v bodé A = [v/2,/2] lokdln{ minimum.

2

V bodé B = [~v/2, —v/2] méme také %(B) =20 a D(B) =400 — 16 > 0.
x

Funkce mé i v bodé B = [—v/2, —v/2] lokaln{ minimum.

Piiklad 1.2.4. Najdeéte lokdlni extrémy nasledujicich funkci z = f(x,y)

(a) z2=2"—ay+y’ —2y+1 b z=z+y++

() z=223+322+9>-3y—12x  (d) z=22°+ xy*— 2162

() z=ua%—2zy+2¢y*+4x (f) Z:§+§—|—y

(9) z=a2"+8x"+y*> — 4y (h) z=12xy — 2% —¢*

(i) z=24+ay—3y +y+ao—1 (7) z:5a:y+2x—5+§

Regeni: (a) gradf = 22—y, —2+2y—2) = (0,0) = T = 2, 3] staciondrn{
bod. Déle f =2, f, =2, fi,=-1a D(T)=2-2—(-12=3>0

Funkce mé v bodé T lokalni minimum %

(b) gradf = (1 — 4, 1 — 1) = (0,0) = T = [1,1] jediny staciondrni bod.

x2y’ zy

nmo_ 2 gn o _ 2 en _ _1 D(T):2.2_12:3>O, ;’x(T):2>O.

TT z3y? Jyy T oayd) Jay T 12y2;

Funkce ma v bodé T = [1, 1] lokalni minimum 3.

Piiklad 1.2.3. Zjistéte, zda funkce z = x* + y* — 222 — 4oy — 2y? md lokdlnd extrémy v

bodech A = [\/5, \/5] a B= [—\/5, —\/5]
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(x+2)(z—1) =0,

(c) gradf = (62* + 6z — 12, 3y*> — 3) = (0,0) = { 2 _ 1
y =1

Potom z = —2neboxr=1a y=—1neboy=1.
Stacionarni body jsou A=[-2,1], B=[-2,-1], C=[1,1] a D =[1,—1].

v = 12046, f) =6y, fr, =0 a D(z,y) =36y 2z +1).

D(A) =36 (— ) <0 = neex1stuje extrém v bodé A = [-2,1].
D(B) = —36 (— 3) >0, f(B) <0 = v B =[-2,—1] lokdln{ maximum.
D(C) =36 (3) >0, fr.(C)>0 = v C=][1,1] lokdln{ minimum.
D(D) = —36 (3) <0 = neexistuje extrém v bodé D = [1, —1].

(d) gradf = (62%+y*—216, 2xy) = (0,0). Z druhé rovnice x = 0 nebo y = 0.
Je-liz =0 = y=4v216 =46v6. Jeliy =0 = = = +6.
Staciondrni body jsou A = [0,6+/6], B = [0, —61/6], C' = [6,0] a D = [—6,0].

v =12z, fi =2z, fi =2y a D(z,y) =4 (32 —y?).

D(A) =4 (—216) < 0 = neexistuje extrém v bodé A = [0, 61/6].
D(B) = 4 (—216) < 0 = neexistuje extrém v bodé B = [0, —6+/6].
D(C)=4(3-36) >0, fI/.(C)>0 = v C =[6,0] lokdln{ minimum.
D(D)=4(3-36) >0, f (D) <0 = v D =[-6,0] lokdln{ maximum.
e) minimum —8 v [—4, —2|, f) minimum 5 v [4,2], g) minimum —4 v [0, 2],
h) minimum 64 v [4,4], i) nem4 extrémy, j) minimum 30 v [3, 3].

Priklad 1.2.5. Najdéte rozmeéry baliku tak, aby jeho kombinovand délka, tzn. obvod pod-
stavy plus viyska, byla nanajvys 108 cm a zdaroven mél maximdlni objem.

Reseni:  Rozmeéry podstavy baliku oznacéime z, y a vysku z. Chceme aby
objem byl maximalni, a tak muzeme ptredpokladat, ze kombinovana délka je
2 + 2y + z = 108. Z toho z = 108 — 2z — 2y. Balik je kvadr a proto jeho
objem je V = xyz = xy(108 — 2z — 2y). Navic musi platit, ze x,y, z > 0.

Hleddme maximum funkce f(z,y) = zy(108 —2x —2y) = 108xy — 2%y — 2y%x.
gradf = (108y — 4xy — 2y%, 108z — 22 — 4xy) = (0,0) = x =y.

Stacionarni body fesi rovnici 108z — 622 = 0.

Mame 62(18 —z) =0 = z = 0 nebo z = 18. Ale délka podstavy nemuze byt
0. Zajima nés jediny staciondrni bod A = [18,18]. Vypoéitame druhé parcidlni
derivace:

2 2 2
O _ of = 108 — 4z — 4y, ﬂ
Oy?

oz Oxdy =~
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V bodé A = [18, 18] mame f, (A) = —4-18, f; (A) = =36, f,,(A) = —4-18.
D(A) =36-18% —4-18% > 0. Funkce ma v bodé A lokdln{ maximum.

Rozméry hledaného baliku budou =z = 18 cm, y = 18 cm a vyska z = 36 cm.

Piiklad 1.2.6. Najdéte rozmeéry oteviené obdéinikové krabice o objemu 1 m? tak, aby jeji
povrch byl minimdlnd.

. 1 1 2 2
Reseni: Hleddme minimum funkce f(z,y) = zy+2x—+2y— = zy+—+—,

Ty Ty y
kde z,y jsou rozméry podstavce baliku a z = — je jeho vyska.

Ty
Tato funkce mé lokalni minimum v bodé A = [v/2, V/2].
) e s ; .. V2

Rozmeéry hledané krabice jsou z = v/2 m, y = v/2 m a vyska z = > m.
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STUDIJNI JEDNOTKA

DIFERENCIALNI ROVNICE PRVNIHO RADU

Cile studijni jednotky. K této studijni jednotce potiebujete znat diferencidlni a in-
tegralni pocet funkce jedné proménné. Zacatek je kratky tvod do teorie diferencidlnich
rovnic. Procvicite si zakladni pojmy jako diferencidlni rovnice, obecné feseni, partikularni
feSeni. Potom se naucite fesit dva typy rovnic prvniho fadu: separovatelnou a linearni. Na
konci této jednotky najdete ruzné tlohy, kde si muzete vyzkouset, zda dokazete jednotlivé
typy rovnic nejen fesit, ale také od sebe rozlisit.

2 Diferencialni rovnice prvniho radu

2.1 Zakladni pojmy

Obycejna diferencialni rovnice — rovnice, v niz se vyskytuje derivace neznamé funkce
jedné proménné.

Rad diferencialni rovnice — iad nejvyssi derivace, ktera se v rovnici vyskytuje.
Resit diferencialni rovnici — najit vSechny funkce, které vyhovuji dané rovnici.

Obecné reseni diferencialni rovnice n-tého fadu — feseni, které zavisi na n ruznych
parametrech takovym zpusobem, ze vSechna FeSeni rovnice muzeme ziskat vhodnou
volbou téchto konstant.

Partikularni feSeni diferencialni rovnice n-tého fadu — feseni, které dostaneme z
obecniho feseni konkrétni volbou vsech n parametru.

Integralni kiivka — teSeni diferencialni rovnice, graf feseni diferencialni rovnice.

Pocatecni tloha — problém najit partikularni feseni diferencidlni rovnice, které spliuje
tzv. poc¢atecni podminky.

Muze se stat, ze diferencidlni rovnice nema zadné reseni. Diferencialni rovnice, s nimiz se
zde setkéte, feseni maji. Obecné podminky pro existenci feseni najdete v Matematice 2.
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Piiklad 2.1.1. Najdéte obecné resend diferencidlng rovnice " = 18 €3 + sin x.

Reseni:  Je to obycejnd diferencidlni rovnice ttetiho radu, velmi specidlni,
protoze prava strana zavisi pouze na x. ReSeni dostaneme postupnym inte-
grovanim.

y" =18 +sinz = ¢’ = [(18e* +sinz) dr =6e* — cosz + C,
y = [(6e* —cosz+ Cy) do =2 €% —sinz + Ciz + Cs.

A konec¢né obecné feseni bude

2 C
y:/(2 ¥ —sinx + Cra + Cy) do = §e3z+cosx+71x2+02x+03.

Protoze §lo o rovnici tfetitho fadu, jsou v obecném teSeni tii parametry. Do-
sazenim konkrétnich hodnot za konstanty C', Csy, C'3 se dostanou partikularni
feseni této rovnice.

Piiklad 2.1.2. Najdéte partikuldrni veseni diferencidlni rovnice " = 1223 + 8, které
splniuje pocdteéni podminky y(0) =0, y'(0) = 1.

Reseni: Jeli y” =12 2% +8, potom ' = [(122°+8) dv =3 2* + 8z + (.
Obecné fesenf bude y = [(32* + 8z + Cy) dw = £ 2% + 4 22 + Crz + Cs.

Konstanty budeme pocitat dosazenim pocateénich podminek do y a 3 :
3
0=y(0) = R 0°+4-02+C10+Cy=Cy; 1=9/(0)=3-0"+8-0+C, = C,.

Z této soustavy rovnic dostaneme C; =1, Cy = 0.

3
Hledané partikularni feseni je y = = 20+ 42° + x.

Piiklad 2.1.3. Najdéte integrdlni krivku rovnice y' = tgx, kterd prochdzi bodem [0,1].

Resenf: Integralni kiivka prochizejici danym bodem je partikuldrni Fesenf
spliujici po¢dteéni podminku y(0) = 1.

v = tgr = y—/tgwdx—/smx dx——/ﬂdx—

CoS CoS T
cosz)
:—/( >dx:—ln]cosx\—i—C.
CoS T
Obecné feseni je y = —Infcosz|+C, x# 5+ km, k celé.

Déle 1 = y(0) = —In|cos0| + C = 0+ C. Dostali jsme, ze C = 1.

Potom hledané feseni je y =1 —In|cosz|.
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Piiklad 2.1.4. Ukaste, Ze funkce y = C) + Cyx + C3e3®  je obecné teseni rovnice
y" —3y" =0, a najdéte partikuldrni resent, pro které y(0) =3, y'(0) =6, y”(0) = 18.
Reseni: ¢y = Co+3C3e%, ' =9C5e*, y" =27 Cy e,
Po dosazeni iy — 3 y" =27 Cy 3 — 3.9 C5 €3 = (.
Déle 3=y(0)=C1+C5, 6=9'(0)=Cy+3C;, 18=1y"(0) =9 Cs.
Resfme soustavu rovnic: C; +C3 =3, Cy+3C;=6, 9C5=18.
Z toho C, =1, Cy =0, C3 = 2. Hledané partikuldrni fesenf je y =1 + 2 32,

Priklad 2.1.5. Ukazte, Ze funkce y = Cy (2*> + 1) + Cy (z + (2? + 1) arctgx) je obecné
reseni rovnice (x? + 1) y" — 2y = 0, a nagdéte partikuldrni veseni této rovnice, pro které
plati y(0) =1, y'(0) = 0.

Reseni: ' = Cy-2z+Ch (1 + 2x arctgx + ﬁ;ﬁ) = (- 2x4+Cy(2+2x arctg ),

y" =2C + C, (2 arctgz + xfil) .

Po dosazeni dostaneme:
(@*+1)y" -2y =

2(x*4+1)C1+Cs (2 (2% + 1) arctg x + 22) =201 (2°+1)—2C5 (z + (2° + 1) arctgz) = 0.
Funkce tesi diferencidlni rovnici. Dale dosadime pocatecni podminky
1:y(0):C’1+C’20:1 = 01:1,

O:y’(O):2001+202:2C'2 = CQZO

Hledané partikuldrni feseni je y = 2% + 1.

Piiklad 2.1.6. Ukaste, Ze funkce y = C)cosx + Cysinx + e** je obecné resent rovnice
y" + 1y =5e?, a najdéte partikuldrni fesend, pro kterd plati

a) y(0) =6, y'(0) =6 b) y(0) =1, y'(0) = —1

) y(0) = 3. ¥/(0) = § ) y(3) =", y(5) =27 1
Resenf: a) y = 5cosa + 4sinx + 2% b) y = e* — 3sin;
c)y:%cos:r—i—%sinx—i—eh; d) y = cosz + e**.

Priklad 2.1.7. Ukazte, Ze funkce y = Cie® + Coze® + C3e™ 2% je obecné fesent rovnice
y" — 3y + 2y = 0, a najdéte partikuldrni resend rovnice, které splniuje pocatecni podminky
y(0) =0, ¥'(0) =1, y"(0) = 11.

Resenf: y= —e® + 4ze® +e 2

Dalsi ¢ast této jednotky bude vénovana diferencialnim rovnicim prvniho fadu. Naucite
se Tesit dva typy rovnic prvniho fadu.
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2.2 Separovatelné diferencialni rovnice

Separovatelna diferencialni rovnice — rovnice, kterd se da upravit na tvar

Pokud rozpoznate separovatelnou rovnici postupujte pii feseni nasledovné:

1. ' nahrad’te vyrazem gy

2. celou rovnici vynésobte dux;

3. odseparujte proménné, tzn. cleny, které obsahuji y, pfeved’te na levou stranu rovnice
spolu s dy a ¢leny, které obsahuji x, pieved’te na pravou stranu spolu s dz;

4. integrujte obé strany posledni rovnice.
1—2x
vt

Piiklad 2.2.1. Reste separovatelnou diferencidlni rovnici 3 =
. d 1 -2z
Reseni: Postupujeme podle néavodu: 1.) LY

dx y3

1-2
2.) dy = y3xd:c

3)y*dy = (1 —22) do

1) /y?’dy:/(l—Zm)dx

Z toho po integrovani dostaneme y4 +C =2 —22+ K, kde C a K jsou
integracni konstanty Prevedeme li konstantu C na pravou stranu, dostaneme

feSeni ve tvaru yz =z — 22+ K — C. Oznacime konstantu K — C = ¢ a

dostaneme obecné feseni rovnice

4
:x—$2+c.

IS

Tuto upravu s konstantami muzete udélat pokazdé, a proto staci psat integraéni kon-

stantu pouze jednou (obycejné ji piseme do pravé strany).

Reseni, ktera se dostanou pfi feSeni separovatelné rovnice, jsou obvykle v implicitnim
tvaru. Upravou se nékdy podari ziskat explicitni tvar feseni y = p(x).
Piiklad 2.2.2. Reste separovatelnou diferencidlni rovnici (1 +y*) dz + (1 + 2%) dy = 0.

Resenf: Upravime na (14 2?) dy = —(1 + %?) dz a pokrac¢ujeme 3. krokem:

1 1 1 1
——dy = ——— duz; ——dy=— | ——— dx;
A+ 7 Arad) /<1+y2> / /<1+x2>
arctgy = —arctgx + C.  Obecné feseni bude arctgx + arctgy = C.
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Piiklad 2.2.3. Reste separovatelnou diferencidlng rovnici y' tgx = y.

dy
dx

: /
4.) /ldy:/c9sx dz; /ldy:/(s{nm) dz.
Y sin x Y sin

Po integrovani dostaneme

Regenf: 1.)tgz —— = y; 2)tgx dy =y dx; 3.)

1
Y sin x

In|y| = In|sinz| + c.

Ziskané fegeni upravime: |y| = elrlsinelte = elnlsinz] . ge — o |gin 7|,

Oznacime C' = +e°. Obecné takové C # 0. Nékdy muzeme pripustit i C' = 0,
jako v tomto prikladé. Muzeme tedy napsat obecné feseni nasi rovnice ve tvaru

y = C sinx.

Priklad 2.2.4. Najdéte partikuldrni resent separovatelné diferencidlni rovnice
(I+e)yy =e y(0)=V2

dy

Resent: 1)(1—|—e)yd =e"; 2)(1+e)ydy—e dz;
3)ydy = — / d —/

Dy dy = (1+ew ; y dy T+ o)

Dostali jsme obecné feseni ve tvaru L- = In(1 4 e*) + C.

Hleddme partikularni feseni: \fo = ln(l +e%)+C. Potom C=1-1In2.

2
Partikuldrni fesent je % =In(1+¢")+1—In2.

Po tpravé y = 1/2In(1 +e*) +2 — In4.

Piiklad 2.2.5. Reste separovatelné diferencidlni rovnice

_ 2 _ V1i-y?
a)rxyy =1—=x b)y =ytgx )y +i===0
d)y'=(y—1y—2) e)y =ety f) (ay? +a)dz + (y—2%y) dy=0
Resenf: a) L =1Inl|z| — Z +¢, po tprave 22+ y? =InCx22, C > 0;
2 2 Y

b)y = C(gx; c) C' = arcsin 2+ arcsiny, y =1, y = —1;

d) integral dle dy pocitejte rozkladem na parcialni zlomky.

Resenf je In ’y | = x+c. Potdpravé y—2 = Ce*(y—1). Dalsi feseni jey = 1;
e)Vyuzijte vztah "™V =e%e¥ a e ¥ = e—y. Reseni bude e* +e7v = (;

f) $In(y* 4+ 1) = 1|2 — 1| + ¢. Po tpravé y*>+1=C(2* —1).
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2.3 Linearni diferencialni rovnice prvniho radu

Linearni diferencialni rovnice prvniho fadu — rovnice, ktera se da upravit na tvar
y' + f(2) -y =g() (LR)
Homogenni linearni dif. rovnice prvniho #¥ddu — rovnice tvaru ¢’ + f(z) -y = 0.

Metoda variace konstanty — metoda na feSeni nehomogenni linearni diferencialni
rovnice 1. fadu, pri které se nejdiiv metodou separace proménnych najde feseni
homogenni rovnice

v+ fa)-y=0.
Toto teseni se upravi na tvar y = C' - F'(x). Potom se predpoklada, ze C' = C(x), tj.
konstanta zavisi na z, a feSeni linearni rovnice hledame ve tvaru

y=Cl(x)- F(z).
Predpokladany tvar feseni se dosadi do diferencidlni rovnice (LR). Vznikne rovnice

typu C'(z) = ¢(x). Z toho se vypocita konkrétni funkce C'(x).

Piiklad 2.3.1. Reste linedrnd diferencidind rovnici y' + 2xy = e

Reseni: Nejdifv vyfesime homogenni rovnici 3y + 2xy =0 :

d 1 1
y = —2xy; LY —2xy; — dy = —2x dz; /— dy = /—Qx dz; Inly| = —2*+c.
dx Y Y

Pottebujeme vyjadiit y, a proto musime dal upravovat:

z2+c

ly|=e* Jyl=e e y=C-e¢*, kdeC =+

Nagli jsme obecné feSeni linedrni homogenni rovnice 1" + 2zy = 0. Obecné
feseni linedrni nehomogenni rovnice budeme hledat ve tvaru y = C(x) - ™.
Abychom mohli ur¢it C'(z), musime dosadit do diferencidlni rovnice, a k tomu
musime nejdfiv y derivovat.

y =C(z) ~e_“’2; y =C'(z) - e 4 C(z) e (—2x).

Po dosazeni dostaneme podminku pro C'(x) :

2 2

C'(z) e +Cx) e (=22)+22-Clz) e =e .

C'(z)-e® = C'(z)=1.
Z toho integrovanim dostaneme, ze C(z) = [1dz =2+ K.

Zbyva uz jenom dosadit za C'(z). Hledané obecné feseni bude

y=C) e =@+ K)-e"=K-e® +z-e".
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Piiklad 2.3.2. Reste linedrni diferencidlnd rovnici ' — il — y(0) = 2.

1+ 22 ’
S . Ty 1 1 2z
Resent: y——1+$2, /;dy_ﬁ/l—i—x?dx

ln\y| = %ln(1+x2)+c:ln\/1+x2+c, potom y = C-+/1+ 2.
Variace konstanty: y = C'(z)-v/1 + z2; y = C'(x)-m—i-C’(x)

x
'\/1—1—:62'

L; C(z) = /L dz.
Substituce 1 + 22 = ¢? vede na C(z) = v/1+ 22 + K.

Obecné Fesen{ dané rovnice je y = K - V1 + 22 4+ 2% + 1.

Dosadime po¢ateéni podminku: 2 =y(0) = K -v/1+1=K + 1.

Z toho K =1 a hledané partikularni feseni bude y = /1 + 22 + 22 + 1.

Po dosazeni: C'(z)V1+ 2% =uz; C'(x) =

Piiklad 2.3.3. Najdéte obecné resend rovnice xy’ +y —e® = 0.

Reseni: Rovnice neni ve tvaru linearni diferencialni rovnice. Nejdiiv ji musime
upravit. Pfevedeme e* na pravou stranu a pak celou rovnici vydélime x. Do-
staneme "
r Y €
y+-—-=—
r

Tato rovnice uz je ve tvaru (LR) a vyfesime ji metodou variace konstanty.

1 1 ¢
y+2=0; y=-% /—dy:_/_dx; Inly[=—-Infz|+c y=—.
T s

T T

Yy
/ . —
Variace konstanty: y = C(:v); y = C'(x) xQ C@)
T T
/ €T . K
Podosazent: ) =&, Clz)=e*; C(r) =+ K. Pak y= K
x x -

Priklad 2.3.4. Je ddn elektricky RL obvod s civkou o samoindukénosti L, ohmickym
odporem R a napétim E. Dle Kirchhoffova zikona zdvislost proudu I na case t vyjadruje
diferencialni rovnice

d/
L— +IR=F.
dt *
Najdéte vzorec pro teseni 1(t), jestlize vite, Ze na pocdtku byl proud nulovy.
5 - . dI R e
Reseni: Rovnici upravime na tvar — + — I = — a fesime jako (LR):
dt L L
dIl R df IR 1 R 1 R
dt L 0 dt L’ Id Ldt’ /Id /Ldlj

§ R
Reseni homogenni rovnice bude In|I| = _ft te¢ = I=Ce I
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E
L )
E ., E
Obecné teseni je tedy I = (Eeft + K) eIt — K e Tt 4 =
Z pocéatecni podminky 7(0) = 0 dostaneme, ze K = —%.

E
Hledany vzorec pro proud v elektrickém RL obvodu je I = = (1 - e’%t>.

Piiklad 2.3.5. Kondenzdtor o kapacitée C = 1073F je zapojen do série s odporem
R = 200Q a nabijen ze sériové zapojeného zdroje o napéti E = 12V. Urcete napéti
na kondenzdtoru jednu sekundu po zapojeni zdroje za predpokladu, Ze v case t = 0 byl
kondenzdtor vybit.

Reseni: Podle druhého Kirchhoffova zdkona zavislost proudu I na ¢ase t
vyjadiuje integralni rovnice

1 t
5/0 I(r) dr + RI = E.

Po dosazeni vztahu I(t) = chg do této rovnice dostaneme rovnici pro naboj
na kondenzatoru
d@ 1

RE + 5Q =F.
Dosadime hodnoty za konstanty a dostaneme linearni diferencialni rovnici
Q" +5Q = 0,06.
Obecné fegen{ této rovnice je Q(t) = K e ® +0,012.
Partikularni fesent s poc¢atecni podminkou Q(0) = 0 je Q(t) = 0,012 (1—e_5t>.
Napéti na kondenzatoru v case t se rovnad FEg(t) = éQ(t) =12 <1 — e_5t>.

7 toho
Ec(1) =12(1 —e™®) = 11,92.

Kondenzator je béhem jedné sekundy nabit témétr na maximalni hodnotu 12 V.

Piiklad 2.3.6. Reste linedrni diferencidlng rovnice

Y _ 6z b)y +ytgr =

a)y' +=
T COS T

&)y +2xy =axe ™

d) Iy,_%_l_l:x @) (1+x2)y/—21‘y:(1—|—[)’j2)2 f) y/—f-yCOSZE:SiHl‘COSl’
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Resenf: a)y=<+422% b)y=Ceosz+sinz; c)y=e ””2( + C);
d) dostanete f Ldy=[ ﬁ dz. Pouzijte rozklad na parcidlni zlomky.
Vysledek: y = 5 (C' + z + In|z]); e)y = (1+2?)(C + x);

f) dostanete C(z) = [ e sinx cosz dz. Pouzijte nejdi{v substituci a potom
per partes. Vysledek: y = Ce™ "% 4-sinz — 1.

Priklad 2.3.7. Najdéte resent y(x) pocdtecni ilohy

a)y cosz —ysinz =2z, y(0) =0 b)y = 6y — 4e5" cos 5 + 24, y(%) =4

) / Y
Y a1, y(0) = Q)y =L +50-2 — 1
)y =7 =r-Ly0)=0 )y = = +50 =25 y(6)
Regenf: a)y= -2 b) y = (3 — 2sin bz — 4e™07) %7,
Ay=(z+1)(zx—2nlz+1]); d)y=(5z—16)(z —5) = 5z* — 41z + 80.

Piiklad 2.3.8. Reste ndsledujici rovnice proniho rddu

o t — b / — 2
a) Y —ytgr = — ) 2y +y=y
¢) yrlnr —y=323In*x d) v =2* — 2%y

tgr + K

Reseni: a) linedrni, feseni: y =
Cos T

/v~ 7. o 1 . .
b) separovatelnd, feSeni: y = —— a y = 0;

¢) linedrni, feseni: y = (z° + K) Inx;

z3
d) linedrni a také separovatelnd, feseni: y = 1+ K e~ 5.
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STUDIJNI JEDNOTKA

DIFERENCIALNI ROVNICE VYSSIHO RADU

Cile studijni jednotky. Naucite se tesit diferencidlni rovnice vyssiho fadu s kon-
stantnimi koeficienty. Nejdiiv to budou homogenni rovnice, které se budou fesit pomoci
charakteristické rovnice. Nehomogenni rovnice budeme tesit pouze v pripadé, je-li funkce
na pravé strané ve specidlnim tvaru. Budete vyuzivat diferencidlni pocet funkce jedné
proménné a vzorec na reSeni kvadratické rovnice.

3 Diferencialni rovnice vyssiho radu
3.1 Homogenni diferencialni rovnice vyssiho radu

Homogenni linearni dif. rovnice n-tého fadu s konstantnimi koeficienty — rov-
nice, kterd ma tvar

any(n) + a/n*ly(nil) 4+ ...+ aly/ + oy = 07 ag, ..., 0n € R’ an 7é 0.

Fundamentalni systém reSeni homogenni dif. rovnice n-tého fadu — n linearné
nezavislych partikuldrnich reSeni prislusné rovnice

Charakteristicka rovnice — rovnice, ktera vznikne pii hledani partikuldrnich feseni

homogenn{ rovnice ve tvaru e’

K nalezeni obecného feseni homogenni linedrni diferencidlni rovnice n-tého fadu s kon-
stantnimi koeficienty je tfeba vyftesit prislusnou charakteristickou rovnici

A"+ A AT+ a A+ ag = 0.

Jde o algebraickou rovnici, kterda méa n kotentu. Ke kazdému nalezenému kotenu se ptitadi
jedno partikuldarni feseni a tak se dostane cely fundamentalni systém. Na piikladu rovnice
druhého tadu ukazeme jak toto prirazeni provést.

Charakteristicka rovnice homogenni linearn{ diferencidlni rovnice 2. faddu je rovnice asA\%+
a1\ + ap = 0. Tuto rovnici vyfesime (pomoci vzorce pro kvadratickou rovnici). Mohou
nastat tii pripady (v zavislosti na diskriminantu):



24 Fakulta elektrotechniky a komunika¢nich technologii VUT v Brné

1. Diskriminant je kladny, rovnice ma dva navzajem ruzné realné koteny \; # .
Potom fundamentélni systém rovnice je

= eAlx, Yo = e/\QI.

2. Diskriminant je nulovy, rovnice ma dvojnasobny redlny koten A = A\ = A\,. Potom
fundamentalni systém rovnice je

y =, Yy = ae

3. Diskriminant je zadporny, rovnice méa dva komplexné sdruzené kofeny A\ o = o+ 13,
kde i oznacuje komplexni jednotku. Hled4 se redlné feseni, a proto se zvoli (vzhledem
k platnosti Eulerovy identity e?®* = cos Bz + isin Bz) fundamentdln{ systém:

Yy = e cos Bx, Yy, = e*¥sin fx.
Obecné teseni pak bude (ve vsech tfech piipadech): y = C} y; + Cs yo.

V pripadeé rovnic tretiho a vyssiho fadu k feSenim charakteristické rovnice pritazujeme
fundamentalni systém stejnym zpusobem jako v pripadé rovnice druhého radu.

Priiklad 3.1.1. Najdéte obecné resent linedrni diferencidlni rovnice druhého tddu
a)y" —y —2y=0 b) 4y" — 4y +y =0
o)y +4y=0 d)y" — 4y +13y =0

Resenf: a) NapiSeme charakteristickou rovnici A2 — A — 2 = 0. Tu vyiesime

1i\/1+8_< 2,
5 —

Az = 1.

xT

Potom y; = e**, yy = e~
reseni

, a ze vztahu y = C} y; + C5 yo dostaneme obecné

y=Cre** +Cye”.

44++16-16 1
b) Charakteristickd rovnice je 4\* —4X+1=0; Ao = — 5 — 3
Charakteristickd rovnice ma dvojnasobny koten, a proto y; = e%x, Yo = ze3?.
Obecné teseni této rovnice je

y=C4 e%z—i-Cg T e2%.
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c¢) Charakteristicka rovnice je A*+4 = 0 a m4 komplexni kofeny A2 = 24

Potom y; = cos 2z, y, = sin2x. Obecné feseni bude

y = C; cos2x + Oy sin2z.

d) Charakteristickd rovnice je A\* — 4\ + 13 = 0.

Dostaneme zase komplexni kofeny Ao = Aty 126’52 =4 V2’36 =2+ 3.

Z toho 1y =e*cos3z, yp=e*sin3xz  a obecné fesen{ je

y = C} e?® cos 3z + Oy e?® sin 3z.

Priklad 3.1.2. Najdéte reseni Cauchyho wulohy
a)y" =4y =0, y(0) =3,y (0) =8 b)y" =2y +2y =0, y(0) =0, y(0) =2
Regeni: a) Charakteristickd rovnice A — 4\ = 0 m4 redlné kofeny
AM=0a d=4. Potom 3 =" =1, yp=e* a y=C, + Cy ™.
Spocitame 3 = 4 Cy e* a dosadime pocateéni podminky
3=y(0)=Cy + Cy, 8 =9/(0) =4 Cy. Redenim této soustavy rovnic je
C1 =1, Cy = 2. 7Z toho partikuldrni feseni bude y =14 2 e,
b) Charakteristicka rovnice A\>—2A+2 = 0 ma komplexn{ kofeny ;o = 14i.
Potom y; =e®cosz, 1y =e"sinz a y=C)e’cosx+ Cye”sinx.
Z toho y = Cj e cosx — C; e’ sinx + Cy e”sinx + Cy e cos x.
Po dosazeni podminek dostaneme soustavu C7 =0, C; + Cy = 2.
Pak 1 =0, Cy =2 a hledané feseni bude y =2 e*sinz.
Priklad 3.1.3. Najdéte obecné reseni rovnic druhého radu
a)y" -5y +6y=0 b)y" — 4y +4y =0 o)y —y=0
d)y" —4y +5y=0 e)y" +2y +10y =0 Hy' +2y=0
Resenf: a)y=Cpe* +Cye®; b)) y=Ce* + Cy xe?;
c) y=Cre®+Coe7®  d)y=C) e*cosz + Cy e*sinx;
e) y=CreTcosd3r+Cye®sindz; f) y=Cy cosv2r + Cy siny/2u.
Priklad 3.1.4. Najdéte reseni Cauchyho wlohy
a)y’ —4y' +3y =0, y(0) =6, y'(0) =10  b) 4" +y =0, y(0) =1, y(0) =1
c)y" =6y +13y =0, y(0) =2, y'(0) =6

Resenf: a) y=4e"+2¢e*; b) y=cos+2sink; c¢)y=2ecos2z.



26 Fakulta elektrotechniky a komunika¢nich technologii VUT v Brné

3.2 Nehomogenni diferencialni rovnice vyssiho radu

Obecné feseni nehomogenni linearni diferencialni rovnice n-tého radu
any™ + an_y™ Y+t ay + agy = f(2)

je souctem obecného feseni homogenni rovnice (budeme ho znacit y5,) a jednoho parti-
kuldrniho feseni nehomogenni rovnice (budeme ho znacit Y),

y=yn+Y.

Metoda, pomoci které se da urcit jedno partikularni feseni Y v pripadé specidlni pravé
strany, se nazyva metoda neurcitych koeficient. Tvar partikuldrniho feseni se od-
hadne z tvaru pravé strany diferencialni rovnice:

Prava strana f(x) Partikuldrni feseni Y
f(z) = e*Py(x) Y = eakQn(2)
kde P,(z) je polynom « je k-ndsobny kofen char. rovnice
n-tého stupneé Qn(z) je obecny polynom n-tého stupné
f(x) = e (M cos fx + N sin fx) Y = e*z*(Acos Bz + Bsin Bx)
a + 18 je k-nasobny koren char. rovnice
A, B jsou realna cisla

Poznamka. V piipadé, ze a (resp. a + i) neni koten charakteristické rovnice, k = 0.

Princip superpozice. Jestlize funkce na pravé strané je souctem specialnich pravych
stran

f@) = fi(@) + .+ f(2),

potom i partikularni feSeni nehomogenni rovnice bude souc¢tem partikularnich feseni pro
jednotlivé specidlni pravé strany,

Y=Y1+...+Y,.

Piiklad 3.2.1. Najdéte obecné teseni linedrni diferencidalni rovnice druhého tddu se
specidlni pravou stranou

a)y" —4y =10e* b) y' + 4y = 8x? — 32x + 4
o) y" +2y — 3y = (4o —3) e d) 3y" — 2y’ = 10 cos 2z

Regeni: a) Vyfesime homogenni rovnici 3" — 4y = 0. Mdme \> —4 = 0.
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Kofeny charakteristické rovnice jsou Ao ==£2 a y, = C} e 4 Oy e7 27,

Prava strana je tvaru
f(z) =10 e* = &> Py(x).

Zde « = 3 neni kofen charakteristické rovnice (3 # £2), a proto k = 0.
Obecny polynom nultého stupné je konstanta, oznac¢ime ji A. Potom parti-
kuldrni feseni bude mit tvar

Y =204 = A

a musi spliiovat rovnici Y” —4Y = 10 e3*. Musime Y dvakrat derivovat a

dosadit do rovnice: Y = Ae3, Y/ =34¢e*, Y" =9A4¢e3*. Po dosazeni
9A % —4A & =10 ™.

Rovnici nejdifv vydélime 3% a dostaneme 94 —4A4 =10; 54 =10; A=2.

Mime jedno partikuldrni feseni Y = 2 e3* a obecné feSeni nehomogenni
rovnice je
y:yh—f-Y:Cl €2m+02 6_2”“"—1—263‘”.

b) Vytesime homogenni rovnici y” + 4y = 0. Charakteristickd rovnice je
A +4=0 ajeji koteny jsou Ao ==+2i a y, = C; cos2z + Cy sin2z.

Prava strana je tvaru
f(z) =822 — 32z + 4 = " (822 — 32z + 4) = &** Py(x).

Zde «a = 0 neni kofen charakteristické rovnice (0 # £2i), a proto k = 0.
Obecny polynom druhého stupné je Az? + Bz + C. Potom partikuldrn{ fesen{
bude mit tvar

Y =e" 2% (A2® + Bo + C) = Ax* + Bx + C

a musi splilovat rovnici Y” +4Y = 822 — 32z +4. Musime Y dvakrét derivovat
Y =A2 4+ Bx+C, Y =2Axz+ B, Y”"=2A, a po dosazeni

2A + 4Ax? + 4Bx + 4C = 82% — 322 + 4.

Na obou strandch rovnice jsou polynomy druhého stupné. Aby platila rovnost
musi se rovnat koeficienty u jednotlivych mocnin (odtud pochdzi také nazev
metoda neurcitych koeficientu).

x?: 4A =8
xl: 4B = -32
2V 24A44C =14
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Dostali jsme soustavu rovnic. Po vyfeseni mame A =2 B = -8, C =0.
Ziskali jsme jedno partikuldrni feSeni nehomogenni rovnice Y =2 22 — 8 z.

Potom obecné teseni nehomogenni rovnice bude

y=y,+Y =C, cos2z+ C, sin2x + 2 2° — 8 .

¢) Vyftesime homogenni rovnici y” + 2y’ — 3y = 0. Charakteristickd rovnice
je A2 42\ —3 =0 ajeji kofeny jsou A\ =1, Ao = =3 a y, = C;e*+Che 32,

Prava strana je tvaru
f(z) = (4x — 3)e® = e” Pi(x).

Zde « = 1 je jednonasobny koten charakteristické rovnice, a proto k = 1.
Obecny polynom prvniho stupné je Az + B, a partikularni feSeni bude mit
tvar
Y =¢® 2! (Ar + B) = e*(A2? + Bx)
a musi spliiovat rovnici Y” +2Y’ —3Y = (4o — 3) €”.
Musime Y dvakrat derivovat (jako soucin): Y = e*(Ax? + Bx),
Y’ = e*(Ax? + Bx) + e*(2Az + B) = e*(Az? + Bz + 2Ax + B),
Y" = e*(Ax? + Bx + 2Ax + B) + ¢”(2Ax + B + 2A) =
= e"(Ax?+ Bz +2Ax+ B+2Ax+ B+2A) = ¢*(Az? + Br +4Ax + 2B +2A),
a po dosazeni
¢”(Az*+ Br+4Ax+2B+2A) +2e*(Ax? + Br+2Ax+ B) — 3e*(A 2+ Bx) =
= (4 — 3)e”.
Rovnici nejdiiv vydélime e* a dostaneme
Ax? + Br +4Ax + 2B +2A+2A2? + 2B + 4Ax + 2B — 3Ax® — 3Bx = 42 — 3.
Porovnéame koeficienty u jednotlivych mocnin.
22: A+24-3A=0
r': B+4A+2B+4A—-3B =4
2% 2B+2A+2B=-3
Dostali jsme soustavu 84 =4, 2A+4B = —3. Potom A=31, B=-1.

1.2

Partikularni feseni je Y =e” (? — x) . Potom obecné teseni bude

2
Y=y +Y =Cre" +Che ¥ +e" (x——x)
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d) Vyftesime homogenni rovnici 3y” — 2y’ = 0. Charakteristickd rovnice je
3A2 — 2\ =0 a jeji kofeny jsou A\; =0, Ay = % a y, =C1 +C; e3?,
Prava strana je tvaru

f(z) =10 cos2z = e” (10 cos 2z + 0sin 2z).

Zde o + i = 0+ 2i neni koren charakteristické rovnice, a proto k = 0.
Partikularni feseni bude mit tvar

Y =e" 2° (Acos 2z + Bsin2x) = Acos2r + Bsin 2z

a musi splinovat rovnici 3Y” — 2Y" = 10 cos 2x. Musime Y dvakrat derivovat:
Y’ = —2Asin2x + 2B cos 2z, Y" = —4Acos2x — 4B sin 2z. Dosadime
3(—4Acos2z — 4Bsin2x) — 2(—2Asin 2z 4 2B cos 2x) = 10 cos 2z,

—12A cos2x — 12Bsin 2z + 4Asin 2x — 4B cos 2z = 10 cos 2.

Aby rovnice platila, musi se rovnat koeficienty pii cos2x a sin2x na obou
stranéch:

cos2x: —12A—-4B =10
sin2z: —12B+4A=0
Zase jsme dostali soustavu rovnic: —124 —4B =10, A—-3B =0.

Odtud A=—3, B=-—

L Partikuldrni feseni je Y = —= cos 2z — — sin 2z
4 4 4 4 g

Obecné teseni nehomogenni rovnice bude

3 1
y=yn+Y =0+ Cs e%”C—Zcost—Z—LsinZv.

Priiklad 3.2.2. Najdéte partikuldarni reseni linedrni diferencidlni rovnice druhého radu se
specidlni pravou stranou

a)y' +2y +y=2x—1, y0)=3, y(0)=—4
b)y" +y=8sinz, y(0)=1,y(0) =-3

Redeni: a) Vyfesfme homogenni rovnici 3" +2y/+1 = 0. Mame A\>+2\+1 = 0.
Koteny charakteristické rovnice jsou \y =\ =—1a y, =C1 e "+Cy ze ™.

Prava strana je tvaru
f(x) =22 —1=¢" (22— 1) =" P(2).

Zde « = 0 neni kofen charakteristické rovnice, a proto k£ = 0. Potom
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Y =22 (Ax+B) =Az+ B, Y'=A, Y”=0 apo dosazeni

0+2A4A+ Az +B =2z — 1.

Porovndme koeficienty: 2! : A=2
2 2A4+B=-1
a dostaneme A=2a B = —5. Potom Y =2z — 5 a obecné fesSeni

y=yo+Y =Cie " +Corxe®+2x—05.
Spocitame jestée y', abychom mohli dosadit poc¢dteéni podminky,
Y =-Cre " +Che " —Coxze™+2.

Ztoho 3=y(0)=C1—5, —-4=y¢(0)=—-C1+Cy+2. Pak C; =8, Cy =2.
Hledané partikularni feseni bude y =8 e ™ +2 x e™* + 2 — 5.

b) Vyiesime homogenni rovnici 3” +y = 0. Mdme A\?+ 1= 0.
Kofeny charakteristické rovnice jsou Ao = +¢ a y, = Cy cosz + C; sinz.
Prava strana je tvaru
f(z) =8sinz = " (0cosz + 8sinx).

Zde a4+ 18 =0+ 1 je kofen charakteristické rovnice, a proto k =1 a

Y =e% 2! (Acosx + Bsinz) = x(Acosz + Bsinx).
Spocitame derivace a dosadime do rovnice:
Y' = Acosz+Bsinz+x(—Asinz+Bcosz) = (A+Bzx) cosz+(B—Ax) sin ,

Y" = (2B — Azx)cosx + (—2A — Bx)sinz,
(2B — Az)cosx + (—2A — Bz)sinx + Az cosz + Brsinz = 8sinz.

Musi se rovnat koeficienty pfi cosx a sinx na obou stranach:
cosr: 2B—Ar+Ax =0
sinz: —2A— Br+ Bxr =28
Potom A= -4, B=0, Y =—4xcosxz a y=Cy cosz+Cs sinxz—4x cosz.
Spocitame y' = —C sinz+Cs cosx—4cosr+4rsinz a dosadime pocateéni
podminky: 1 =y(0)=C;, -3=¢y(0)=C,—-4 = C;=1,Cy=1.

Hledané teseni je y = cosx + sinx — 4x cosz.
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Priklad 3.2.3. Je ddn elektricky LC obvod, kde civka o indukcénosti L = 10 H md velmi
maly ohmicky odpor. Do série k ni je zarazen kondenzdtor o kapacitée C' = 0.1 F a zdroj,
jehoZ napéti linedarné roste s casem podle vztahu E = 10t. Urcete zdwislost proudu te-
kouciho obvodem na case, je-li 1(0) =0 a kondenzdtor byl v ¢ase t = 0 vybit.

Reseni: Pro tento obvod plati

dr 1 [*
L—+—= [ I dr = F.
& + C/o (1) dr

Po derivovani a dosazeni dostaneme linedrni diferencialni rovnici druhého radu

2

421
104L 07 = 10,
e "

Obecné feseni této rovnice je I(t) = Cycost + Cysint + 1.
Partikuldrni feseni splnujici dané poc¢atecni podminky 7(0) = 0 a I'(0) = 0
urcime z 1(0) = C1 +1 =10, I'(t) = —Cysint + Cycost a I'(0) = Cy = 0.
Reseni ilohy tedy je

I(t) =1— cost.

Prestoze napéti neomezené roste, zustava proud v takovém obvodu omezeny.

Priklad 3.2.4. Principem superpozice vyreste linedrni diferencidlni rovnici druhého tddu
y' + vy = bx + 2e”.

Reseni:  Kofeny charakteristické rovnice A2+ X =0 jsou A\; =0, Ay = —1
a y,=07 +Cye™",
Partikularni feseni dostaneme jako soucet partikularnich feseni dvou rovnic,
které maji specidlni pravé strany: 3"+ =5z a y" + 1y = 2e”.
U prvni rovnice je prava strana tvaru

fi(z) = 52 = &% 52 = " Py(x).
Zde a = 0 je jednoduchy kotfen charakteristické rovnice, a proto k = 1.
Potom
Y, =e" 2! (Az+B) = Ax?+Bx, Y] =2Az+B, Y/ =2A apo dosazen{
do rovnice Y{' + Y]/ =5z mime 2A + 2Ax + B = 5.
Porovname koeficienty: ! : 2A=5

2°: 244+ B=0

Z toho A=5a B= -5 Dostalijsme Y; =2z —5z.
U druhé rovnice je prava strana tvaru

fo(z) = 26" =€ 2 = e Py(x).
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Zde a =1 neni koten charakteristické rovnice, a proto & = 0. Potom piSeme
Yy =e"2%A = Ae®, Y] = Ae”, Y, = Ae® apo dosazeni do Y] +Y] = 2,

Ae” + Ae” = 2", 2A4e" =2e", 2A=2, A=1.

Potom Y; =e” a jedno partikularni reSeni ptuivodni rovnice dostaneme jako

5
Y:Y1+Y2:§902—5x—|—er.

5)
Hledané obecné feseni jey = C; + Cye™* + 51:2 — bx 4 e”.

Priklad 3.2.5. Najdéte obecné reseni rovnic druhého tddu metodou neurcitych koeficientu
a) 2y" — 5y — Ty = 18¢** b)y'—2y —3y=1—=x c)y’ + 3y = 9x?

d) y" + 6y’ + 9y = 362> )y’ +2y' +5y=17sin2z  f)3y" — 4y’ = 25sinx

Resent: a)y=C) e2"+Ch e *—2e2; b)) y=C) e *+Cy e+ 3 (3x—5);

c) y = Cjcos V3z 4 Cy sin 3z + 322 — 2; d)y=C) e 3 + Cy xze™® +
ez = 3);
e) y=Cy e ?cos2x+ Cy e *sin2x — 4 cos 2x + sin 2x;

f) y=0C1 +Cs e3% 4 4cosx — 3sinz.

Piiklad 3.2.6. Najdéte partikuldrni Teseni rovnic metodou neurcityjch koeficienti
a)y" =2y =22%", y(0)=1, y(0) =5
b)y" —2y = (2x—1)%, y(0) = —3, ¥'(0) =2
c)y" — 7y + 10y = 116sin2z, y(0) =3, y'(0) = —2

Reseni: a)y = 1+3e*+e?(—222—4); b) y=eV¥te V2224275
c) y = —4e*® + 7 cos 2x + 3sin 2.
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STUDIJNI JEDNOTKA

FUNKCE KOMPLEXNI PROMENNE

Cile studijni jednotky. V prvni casti si muzete osvézit své znalosti o komplexnich
c¢islech, které mate ze stredni skoly. Ke zvladnuti dalsich kapitol je nutné, abyste umeéli pra-
covat s komplexnimi ¢isly a zobrazovat je v komplexni roviné. Dale se seznamite s pojmem
komplexni funkce a holomorfni funkce, naucite se tyto funkce derivovat. Predpokladam,
ze uz umite derivovat funkci jedné realné proménné a pocitat parcialni derivace funkce
vice proménnych.

4  Funkce komplexni proménné

4.1 Komplexni cisla

Komplexni jednotka — &islo j, pro které plati j2 = —1, nékdy se oznacuje také jako
i.

Algebraicky tvar komplexniho ¢isla — komplexni ¢islo zapsané ve tvaru
z=a+jb, a,beR, a=Rez, b=TImz.
Cislo a nazyvéme redlnou &asti z, ¢islo b nazyvame imaginrni ¢asti z.
Cislo komplexné sdruzené — k éislu z =a+jb je to éfslo Z=a —jb.
Absolutni hodnota komplexniho ¢isla — pro z=a+jb je to realné cislo

|z| = Va2 + b2

Argument komplexniho c¢isla — aygz = ¢ je tthel mezi kladnou z-ovou poloosou a
polopiimkou, spojujici bod z s poc¢dtkem. Uvazujeme-li pouze ¢ € (—m,m), piSeme
Arg z = . Pro argument ¢ komplexniho ¢isla z =a +jb plati

a ) b
—_—, SIN QY = —/——.
‘/a2+b2 ¥ ‘/(l2—|—b2

Cos p =
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Gaussova rovina — rovina xy, ve které komplexni ¢islo z = a+jb je zndzornéno bodem
[a, b]. Absolutni hodnota &isla z se potom rovnd vzdalenosti bodu [a, b] od pocatku.
Absolutni hodnota rozdilu dvou komplexnich ¢isel se rovna jejich vzdalenosti v kom-
plexni roviné.

Goniometricky tvar komplexniho ¢isla — komplexni ¢islo zapsané ve tvaru
z = |z|(cos o + ] sing),

kde |z| je absolutni hodnota komplexniho ¢isla a ¢ je argument éisla z.

Eulerav tvar komplexniho ¢isla — komplexni ¢islo zapsané ve tvaru
z=|z| &,

kde |z| a ¢ maji stejny vyznam jako u goniometrického tvaru.

Pro a+jb a ¢+ jd libovolna komplexni ¢isla se definuje s¢itani a nasobeni takto:
(a+jb)+(c+jd)=(a+c)+jb+d), (a+jb)-(c+jd)=(ac—bd)+j(ad+ bc).

Pti déleni komplexnich ¢isel se vyuziva komplexné sdruzené ¢islo jmenovatele:

a+jb a+jb c—jd_ac+bd+,bc—ad'
c+id c+jd c—jd_e+a& T era

a+jbc+jdeC; c+jd#0.

Komplexni ¢isla se zjednodusuji podle pravidel (k € Z):

-4k::1’j4k;+1:' '4k+2:_1’j4k‘+3:

j2:_17j3:_.jaj4:17j5:ja"'u] Js ] _J
Nasobeni a déleni komplexnich ¢isel v goniometrickém tvaru:
.. u |ul o
w = Jul - [offcos (a4 8) + §sin (- B)): ¥ = 3 (eos (o= )+ sn (o — ).

kde u = |ul(cosa+jsina) a v = |v|(cos B + j sin 8) jsou dvé nenulova komplexni ¢isla.

Pro umocnovani plati Moivreova véta:

2" = (|z|(cos p +j sing))" = |z|"(cosnp + j sinny), n € N.

Priklad 4.1.1. Vypodcitejte komplexni cislo

. : : . . ) 1+ 2j
a)z=2+j)b5+]) byz=j +i*+j®+j*® c) z = J

3 — 4]

Regeni: a) (24j)(5+j)=10+5] +2j —1=(10-1)+j(5+2) =9+ 7j;

b)j +i°+iP+i¥=j+i’+i’+i=i-j—-i+i=0

; 142 (1+2))(3+4j) 344 +6) +82 —5+10j L2
_ _ _ = sz

3 — 4] 32— (4 )2 9— (—16) 25 5
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Priklad 4.1.2. Urcete absolutni hodnotu a argument komplexnich cisel
a) —1+j b)j c) —1 d) 2 +2j

- 1
Reseni: a)|—1+4j|=+/(-12+12=v2 singozﬁ, cosp = —

3
Potom ¢ = 1" + 2km, k celé.

1
b) il =v0+12=1; sinp =1, cosp =0. Z toho g0:§7r+2k;7r.

Nl

c)| =1 =+/(-1)?+0=1; sinp=0, cosp=—1. Ztoho ¢ =7+ 2k7.

2 1 3
d) 242 = V2 +22 = V5, Sincp:—8:—:£ cos @ =

S
&

Potom ¢ = g + 2km.

Piiklad 4.1.3. Najdéte v Gaussové roviné cisla z, pro néz plati dané rovnice
a) |z+3—-5j|=3 b) |z —j|=1 c)l<|z+j| <2
d) |z| =1-2j e) Rez=TImz f)Imz=—j

Regeni: a) [z+3—5j| = |z—(—=3+5j)| = 3. V Gaussové roviné |z+3—5j|
vyjadiuje vzdédlenost bodu z a —3 4+ 5j a tato vzdédlenost musi byt pro kazdé
z rovna tfem. Mnozina vSech takovych z je tedy kruznice se stiredem v bodé

—34 5] a polomérem 3.

b) Kruznice se stfedem v bodé j a polomérem 1.

¢) Vzdélenost bodu z od —j musi byt v rozmezi od 1 do 2. Mnozina vSech ta-
kovych z je tedy vnitiek mezikruzi se stredem v bodé —j. Poloméry hrani¢nich

kruznic jsou 1 a 2.

d) Absolutni hodnota komplexniho ¢isla musi byt redlné ¢islo. Dand rovnice

nems feseni.

e) Vzdélenost ¢isla z od redlné osy musi byt stejna jako vzdalenost ¢isla z od
imaginarni osy. Mnozina vSech takovych z je osa prvniho a tfetiho kvadrantu.

f) Imagindrni ¢ast komplexniho ¢isla musi byt redlné ¢islo. Dana rovnice neméa

feSeni.
Priklad 4.1.4. Zapiste v Fulerové tvaru z = |z| &% komplexni ¢isla

a)1—jv3 b)) —j c) -1 d)1

Resenf: a) 2 e(—3+2k)m . b) (2 t2k)m . c) eIF20m . ) o2k
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4.2 Funkce komplexni proménné

Funkce w = f(z) definovand na oblasti Q C C s funkénimi hodnotami v oboru kom-
plexnich c¢isel se nazyva funkce komplexni proménné. Je-li ke kazdému 2z €
pritazeno pravé jedno komplexni ¢islo w, pak fikame, ze funkce je jednoznacéna, v
opacném piipadé fikdme, ze je mnohoznaéna. Komplexni funkci w = f(z) muzeme
napsat i v algebraickém tvaru

f(2) = u(x,y) +jv(z,y),

kde z =z +jy a u(x,y), v(x,y) jsou redlné funkce dvou proménnych. Funkei wu(z,y)
nazyvame realnou ¢asti f, piseme Re f a v(z,y) nazyvame imaginarni ¢asti funkce f,
znacime Zm f.

Piehled nékterych dulezitych komplexnich funkci

Nézev komplexni funkce | Vzorec pro komplexni funkeci | Podminky platnosti vzorce
Exponencidlni funkce e® = e"(cosy + j siny) z=x+jy,z€C
Kosinus cos z = % zeC

Sinus sin z = % zeC

Tangens tgz = 2 2z # m;””, k celé
Kotangens cot z = % z # km, k celé
Kosinus hyperbolicky cosh z = % 2eC

Sinus hyperbolicky sinh z = €= zeC
Logaritmickd funkce Inz=Inl|z|+jayz 2€C, 2z#0
Mocninng funkce 20 — e lnz z,a€C, z#0

Funkce €%, sinh z a cosh z jsou periodické s periodou 27j, funkce sin z a cos z s periodou
2m. Funkce In z a 2* jsou viceznacné, ke kazdému c¢islu je ptitazeno vice komplexnich ¢isel.
Omezime-li se na Ay z € (—m, m) dostaneme tzv. hlavni vétev logaritmu resp. hlavni
hodnotu mocninné funkce.
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Piiklad 4.2.1. Urcete redlnou a imagindrni ¢dst funkce f(z)
a) f(z) = (2 +j) b) f(2) =e7*

Resent: a) f(z+jy) = (z+jy+j)’ = (@+jy+ 1))} =2+ 2jzy+1) - (y+1)° =
2 —y? =2y —14+j2(xy + ).

7 toho piseme, ze Re f(z) = 2> —y®> =2y —1 a Im f(2) = 22y + 22.

b) flz+jy) = e EHY = W72 — e¥(cos(—x)+j sin(—z)) = e¥(cosz — j sinx).
Potom Re f(z) =¢eYcosz a Im f(z) = —e’sinz.

Piiklad 4.2.2. Vypocitejte hodnoty nasledujicich vyrazi, v édsti d) az h) hlavni hodnoty

vyrazu

a) eltim b) el 2 c) In(el 5) d) In(1+j)

e) In(—1) f) (=1) 9) ! h)j™
Resenf: a) '™ = e(cosm +j sinw) = —e.

b)ej%:(cosg+jsing):j:.

¢) 1n(é%):1n1+jg:jg.

d)1+j = \/ﬁ(cos(%+2k7r)+j Sin(£+2k7r)). Pak In(1+j) =In(v2) + ]

e

e) —1 = 1(cos(m + 2km) + j sin(m + 2k7)). Omezime-li se na hlavni vétev

logaritmu, bereme k = 0 a dostaneme, ze In(—1) =Inl+jr =jmx.

f) (_1)3' — o (=D _ Giim e "
g) jj _ eJ Inj _ ej(ln1+j%) _

3

g
2 .

@

Ini o ;2 2 2
h)jm=e™™ =eM2 =¢ 2 =cos— +j sin—.
2 2

Piiklad 4.2.3. Vyjddrete cos®p a sin®¢ pomoci kompleznich goniometrickijch funkei
argumentu 2.

Resenf: Nejdifv spocitdme cos? ¢ :
) (ei<P+e—j80)2 eX¥ 191 o2y 14.% 1+ cos 2¢
4 1 4 2 2
1 —cos2¢p
5 .

Podobné sin? ¢ =
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4.3 Derivace funkce komplexni proménné, Cauchy-Riemannovy
podminky

Analogicky jako u funkef redlné proménné se definuje limita komplexni funkce w = f(2)
v bodé zy a derivace f'(zg), jako

o) — i 1) =)

Z—20 z — ZO

Pro komplexni funkci plati stejnd pravidla pro derivovani souctu, rozdilu, soucinu a podilu
jako pro redlné funkce. Stejné tak plati i pravidlo pro derivovani slozené funkce.

Jestlize f'(zo) existuje, fikdme, ze funkce f je diferencovatelna v bodé zo.

Jestlize f' existuje v bodé zy; a v néjakém jeho okoli, nazyva se funkce f analyticka
nebo také holomorfni v z,.

Funkce f(z+jy)=u(z,y)+jv(z,y) je holomorfni v bodé zy, pravé kdyz v néjakém
okoli tohoto bodu spliiuje tzv. Cauchy-Riemannovy podminky:

ou B ov ou ov

dr oy oy O

Priklad 4.3.1. Zjistéte z Cauchy-Riemannovych podminek, na které oblasti jsou ndsledugjict
funkce holomorfni, a na této oblasti spocitejte jejich derivace

a) f(z)=e¢" b)) fz)== o f(z)=Imz d)f(z)=]z] ) flz)=2"
Regeni: a) Nejdifv musime urcit redlnou a imaginarn{ éast funkce.
flz+jy) =e*MY =e%Y = e%(cosy + j siny) = e® cosy + je®siny. Potom

u(r,y) =e"cosy a wv(xr,y) =e"siny.

Rovnice @ =e"cosy = @ 8_u
or v= oy’ Oy

Funkce f(z) = e je holomorfni pro vSechna z € C a f/(2) = €.

v
=" (—siny) = o plati na celém C.
x

) 1 rT—]y T .y
b)f($+‘]y):x+jy::1:2—l—y2:x2+y2_Jx2+y2'
Potom
x Yy
U(Iay):m a U(%y):—m-
ou  x®+y*—a2x oy —a’ v Pyt —y2y oy —a?
ox (24?2 (@) dy (@R (@)
ou  —2xy ov 2zy

dy (@2 O (@4 y)?
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1
Cauchy-Riemannovy podminky plati pro vSechna z € C\{0}. Funkce f(z) = —
z

1
je holomorfni v kazdém bodé kromé nuly a f'(z) = —— pro z # 0.
2

c) Pro f(z) =Zmz mame f(x+jy)=y. Potom u(z,y)=vy a v(z,y) =0
0 0 0 0
Top=2" Z_ - 0, 1% 0. Rovnice neplati v zadném

® Be oy’ Oy " ox

bodé. Funkce neni holomorfni v zadném bodé, a proto f’(z) neexistuje.

d) Pro f(z) = |z|] mame f(x+jy)=+/2%+ y>.

0 0
Potom wu(z,y) = /22 +y?> a v(z,y) =0 a a—z = \/%—Hﬂ = a—Z pouze
0 0
pro x = 0. Podobné a—u = _8_U pro y = 0. Ale v bodé z = 0 + 0j piislusné
Yy x

derivace nejsou definované. Rovnice neplati v zadném bodé.

Funkce neni holomorfni v Zzddném bodé a proto f’(z) neexistuje.

e) flat+ijy) = (x+jy)* =2 +2xy) —y* =2° —y* +j2ay.
Potom u(z,y) =22 —y?® a v(z,y) = 2zy.

0 0 0 0
Rovnice G_Z =2x = a—Z, a—Z =2y = _6_:: plati na celém C.

Funkce f(z) = 22 je holomorfni pro vsechna z € C a f/(z) = 22.

Piiklad 4.3.2. Zjistéte oblast na které je funkce f(z) = J— holomorfni, a vypocitejte
z =]
f(2—=17), jestlize derivace v tomto bodé ezistuje.

- ] _ j r—jly=1) _ y-D+ja

Resents S y) = o Ty T e oD =i — 1) at (- 1
y—1 x

Potom wu(z,y) = m a v(x,y) = PRy TR

ou  —(y—1)2 ov _ —x2(y—1) L Ou_ v

or = @+ -1 By P+ (- D or ~ By

Ou_ a?—(y=-1)* v _ (y-1°-2* _ Ju_ v

dy (22 +(y—12%" 9z (224 (y—1)?)? y ox

Cauchy-Riemannovy podminky plati vsude kromé bodu z =0, y = 1.

Funkce je holomorfni pro vsechna z € C — {j }.

N N e
FO=g=p TC =g 5r = oy

[loo] —
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Priklad 4.3.3. Zjistéte z Cauchy-Riemannovych podminek, na které oblasti jsou ndsledujict
funkce holomorfni, a na této oblasti spocitejte jejich derivace

1
a) f(2) =2° ) [(2) = —7 ) f(2)=Rez d) f(z) =2+7% ) f(2) = cosz
Regeni: a) f/(z) = 322 pro véechna z € C;  b) f'(2) = —ﬁ pro vsechna
z € C—{1}; c¢) neni holomorfni v zddném bodé¢;  d) neni holomorfni v
zadném bodé;  e) f'(z) = —sin z pro vsechna z € C.

Piiklad 4.3.4. Najdéte holomorfni funkei f(z), kterd md pri z=x+jy redlnou cédst
u=x*— y2 + x.

< ou v
Reseni: Prvni metoda: — = 2x+1 = —. Z toho integrovanim dostaneme

ox dy
v=[(2x+1)dy =22y +y+ C(z) aztoho %:2y+0’(x).

0 0
Na druhé strané 8_U = _6_u = 2y. Dostali jsme rovnost 2y + C'(x) = 2y.
T Y

Z toho C'(z) =0, apak C(z)= [0dz =K.

Po dosazeni v = 2zxy + y + K a mame feseni
flx+jy)=2"—y’ +2+]j Qoy+y+K).

Kdyz chceme vyjadrit tuto funkei v zavislosti na z, nahradime z = z a y = 0.

Potom f(2)=22—0*+2+j(22-0+0+K)=2>+2+jK.

Druha metoda: 7Z Cauchy-Riemannovych podminek odvodime vzorec na
derivaci funkce v bodé pouze pomoci realné ¢asti funkce:

ot i) = 2400 a“f;;’ 2

9] 9]
Vime, ze a_u =2rx+1a 8_u = —2y. Ztoho f'(z+jy)=2x+1—j(—2y).
L Y

Potom f'(z)=2z+1a f(z):/2z+1dz:z2—l—z—l—c, ceC.

Redlnd ¢ast konstanty je nula, protoze nase funkce je u = 2* — y? + x. Z toho
plyne, ze komplexni ¢islo ¢ bude ryze imaginarni.

Piiklad 4.3.5. Najdéte holomorfni funkci f(z), kterd md pri z=x+jy imagindrni ¢dst
v=zx+y—3a f(0)=-3j.
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§ 0 0
Reeni: Prvni metoda: — =1 = . 7 toho u = [1dz =z + Cly).
oy Oz
0
Potom a—z =C"(y).
0 0
Na druhé strané o = — 2 = —1. Dostali jsme rovnost C'(y) = —1.

oy - Ox
Pak C(y)=— [1dy=—y+ K. Po dosazeni u=xz—y+ K,

fetjy)=z—-—y+K+j@x+y—-3),
f(z)=z+j2z-3j + K.

Musi platit, ze f(0) =04j0—3j + K = —3j. Potom K = 0.
Hledana funkee je f(2) =z +jz—3j.

Druha metoda: Z Cauchy-Riemannovych podminek odvodime vzorec na
derivaci funkce v bodé pouze pomoci imaginarni ¢asti funkce:

ov(z,y) 4 ov(z,y)

flz+jy) = a9y e
Vime, ze %zla Z—Z:LZtohO flle+jy)=1+]j.

Potom f'(2)=1+]j a f(z):/l—i-j dz=(1+4j)z+¢, ceC.

Imaginarni cast konstanty c je -3, protoze nase funkce je v=x+y—3. Z
toho plyne, ze komplexni ¢islo ¢ = a — 3j. Dosazenim pocatecni podminky
dostaneme, ze a = 0, a proto f(z) = (14+j)z — 3j.

Piiklad 4.3.6. Najdéte holomorfni funkci f(z), kterd md pri z=x+jy redlnou ¢édst
a) u = 6xy + 3z°y —y® a f(0) = 5 b)u=2*—2zy a f(0)=0
Resenf: a) f(z) = —j2°—3j22+5j; b) u neni harmonické, proto neexistuje
holomorfni funkce, kterd ma za realnou ¢ast wu.
Piiklad 4.3.7. Najdéte holomorfni funkci f(z), kterd md pri z=x+jy imagindrni ¢dst
a) v="92% — 9y’ +5x a f(0)=6 b)v="Twy’ — T’y —8r a f(0)=3
Resen:
a) f(z) = 92t — Za?y? + y* — by 4+ 6+ (92%y — 9zy® + bx) = §2* 4 5j 2 + 6;
b) f(z) = —Iat+2a?y? — Ty 48y +3+j (Tay® — Tady — 8z) = — 124 —8j2+3.
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STUDIJNI JEDNOTKA

INTEGRAL FUNKCE KOMPLEXNI PROMENNE

Cile studijni jednotky. Naucite se integrovat komplexni funkci pres kiivku v komplexni
roviné tak, ze komplexni integral prevedete na vypocet urcitého integralu funkce realné
proménné. Budete k tomu potiebovat integralni pocet funkce jedné proménné a také
doporucuji zopakovat si nékteré ¢asti z analytické geometrie, a to popis kruznice, ptimky
a usecky. Naucite se také Cauchyovu vétu a Cauchyuv vzorec.

5 Integral funkce komplexni proménné

5.1 Integral komplexni funkce pomoci parametrizace krivky

Necht je dand T': R — C komplexni funkce redlné proménné

Ieoz(t) =2@) +jyt); te{of)

kde funkce z(t), y(t) jsou spojité redlné funkce jedné proménné takové, ze jejich derivace
2'(t),y'(t) jsou po éastech spojité. Potom fikame, ze I' je po ¢astech hladka oriento-
vand ktivka v komplexni roviné zac¢inajici v bodé z(«) a konéici v bodé z(/3).

Z krivek budeme nejcastéji uvazovat usecky a kruznice, jejichz parametrické rovnice v
Gaussové roviné jsou tyto:

1. Obecné usecka o krajnich bodech z1, zo mé parametrickou rovnici
Z(t) =2z + (2’2 — Zl)t, t e <O, 1>
Specialnim piipadem jsou usecky lezici na souradnicovych osach. Nejjednodussi po-
pis usecky lezici na x-ové ose mezi body 23 = o,z = B je 2(t) = t, t € (o, ) a
podobné tusecku lezici na y-ové ose mezi body 2z, = «aj, 2o = [j popisujeme jako

2(t) =jt, t € (a, ).

2. Kladné orientovana kruznice se sttedem v bodé zy o poloméru r ma parametrickou
rovnici
2(t) =z +r-et  te(0,2m).
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Necht je w = f(z) komplexn{ funkce, jednoznacénd a spojitd na ktivce I'. Potom integral
z funkce f po ktivce I' je definovan takto:

[rea= [ " Fe0) ) dt

O integralu funkce komplexni proménné plati fada vét analogicky k vétam o integralu
realnych funkei, zejména tyto:

[+ 26 &= [ AG a+ [ p) s
/Fk-f(z)dz:k/rf(z)dz

/f(z) dz= [ f(z)dz+ | f(z)dz, sklada-li se I' z kiivek I'y a I'y,
r Iy Iy

I'y a 'y maji jediny spolec¢ny bod
/ f(z)dz=— [ f(2)dz, znac¢i-li I'; opacné orientovanou kiivku I'
r IR}
Priklad 5.1.1. Vypoctéte integrdl /Z dz, kde T je usecka z bodu -1 do bodu 3.

r

Redeni:  Parametrickd rovnice této tsecky je z(t) = t, t € (—1,3).

Z toho vyjadiime Z(t) =t a dz =1dt.
2713 _1\2
/zdz-/ tdt = {t} :g_ﬂ:
2 2

Priklad 5.1.2. Vypoctéte / |z| dz, kde T je horni pulkruznice z bodu 1 do bodu -1.
r

'S

Resenf:  Parametricka rovnice pilkruznice je z(t) = ¢t, t € (0, 7).

Z toho vyjddifme |z(t)| =1 a dz=jetdt.

s T it
[reaz= [Terar= [ ejtdtzj{ej,—] T L
r 0 0 J Jo

cosm+jsintr—1=—-1+j-0-1=-2.

Priklad 5.1.3. Vypoctéte / |z| Zdz, kde T je hornd pulkruznice z bodu -1 do bodu 1.
r

Regeni:  Parametrickd rovnice pilkruznice je z(t) = elt, t=m —t=0.

Z toho vyjaddifme |z(t)| z = et a dz=je't dt.

0 0
/|zyzdz:/ eitjejtdt:j/ 1dt=j[t]2=j0—7)=—jm.
T ™ T -
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Priklad 5.1.4. Vypoctéte /Rez dz, kde T je horni pulkruznice z bodu 3 do bodu -3.
r

Priklad 5.1.5. Vypoctéte integradl /ﬂnz dz, kde T je usecka z bodu 0 do bodu 1+ j.
r

Priklad 5.1.6. Vypoctete /Rez dz, kdeI' je oblouk paraboly z bodu O do bodu 1, ktery
r

Resenf:  Parametricka rovnice ptilkruznice je z(t) = 3elt, t € (0, ).
Potiebujeme vyjadrit Re z ale z této rovnice pulkruznice to nejde, musime

pouzit jiny zapis: z(t) = 3(cost +j sint), t € (0,m).

Potom Rez = 3cost, a dz=(—3sint+j3cost) dt, a /Rezdz:
r

:/ BCost(—Bsint—l—chost)dt:9/ (—cost sint) dt+9j/ cos t dt.
0 0 0

Nejdiiv spocitame prvni integral pomoci substituce u = cost.

Pak du= —sintdt, apro t=0je u=1, pro t=7je u=—1.
2

™ -1 -1
1 1
Dostaneme 9/ (—cost sint) dt = 9/ udu=9 {u_] =9(=—=)=0.
0 ! 2 |, 2 2

1 + cos 2z
5 )

g 1 2t 1 g 2t
Potom / cos?t dt = / i dt = / —dt + / o8 dt =
0 0 2 0o 2 0 2

t1" in2t]"
N I R i - Dostali jsme, ze /Rez dZ:0+9jz:
2], 4 1, 2 r 2

Pro vypocet druhého integralu pouzijeme vzorec : cos’z =

.

9
2

Reseni:  Parametrickd rovnice této tsecky je z(t) =t +jt, t € (0,1).

ZtohoImz(t)=t a dz=(1+j)dt a /ﬂnzdz:
r

' ! ! 27" 210 1 1
/0 0 0 2], 2], 2 2

md parametrickou rovnici z(t) =t +jt*, t € (0,1).

Resenf: T': z(t) =t+jt? t€(0,1), Rez(t)= dz = (1+j2t) dt
1 1 3 1
/Rezdz—/ (1+2jt)dt:/tdt+2J t2dt [ } + 2j {—] =
0 0
1
33l
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Priklad 5.1.7. Vypoctéte /Rez dz, kde T je lomend ¢dra spojujici body 0, 1 a 1+j.
r

Redenf: Kiivka I se sklddd ze dvou usecek T’y a Ts.
Iy:oz(t)=t,t€(0,1), Rez(t)=t a dz= dt.
Lot z2(t)=1+4jt, t€(0,1), Rez(t)=1 a dz=]j dt.

1 1 t2 1 1
/Rezdzz/tdtﬂ/ 1dt:H +i [ty =5+
r 0 0 2, 2

Priklad 5.1.8. Vypoctéte /|z| zdz, kdeT je
r

a) kladné orientovdna kruznice |z| = 2

b) dand graficky

Resenf: a) z(t) = 21, ¢t €(0,27), |2()] Z(t) =2 27t a dz=2jeltdt.

27 27
/|z|zdz:/ 4e‘jt2jejtdt:8j/ dt = 8j [t]e" = 8j2r = 16m;.
I 0 0

b) Kiivka se sklada ze tii ¢asti: I' =17 Uy, UT's.

2(t)=t, te{0,1), [2()|z(t)=t-t=¢t* a dz= dt.
/\z|zdz—/t2dt [ﬁ:—%
Ty: 2(t) =i, t€(0,%), |2(t)] Z(t) =it a dz=jel!dt.
/F2\2|Edz—/01e”3ej ohﬁj/Z =i = %j.
Ty z(t)—£t+ gt—it(lJrJ) dzzg(wj)dt
a |z(t)] Z(t) = gt\/ﬁ\/?_t(l —j)= ?tQ(l —j).

2

1 7. 1 .
/\z!zdz—/ |z\zdz+/ |z\zdz+/ |z\zdz—§ " —g_i,

[zae= [ 205204 dt = 21— +) 5| =3
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Priklad 5.1.9. Vypoctéte integraly, kdyz integracni cesta je dand graficky

a) /|z|2dz, kde T je
r

j
b) /[z]zdz, kde T je: D
r
0 1
-m

d) /|Z|2 dz, kde T je: 0} 1
r

e) /E dz, kde T je éturtkruznice:
r

z

Resenf: a) 7rj;  b) =3 o 3 d)3i; ¢ 2+v2( —1).

Ve vsech piikladech v této kapitole jsme integrovali funkce, které nejsou holomorfni na C.
Byly to funkce Rez,Zm z,|z|,Z, anebo funkce z nich slozené. Budeme-li chtit integro-
vat holomorfni funkce, anebo funkce které jsou holomorfni az na koneény pocet bodu v
C, nemusime kiivku parametrizovat, ale vyuzivame Cauchyovou vétu, Cauchyuv vzorec
pripadné reziduovou vétu.
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5.2 Cauchytuv vzorec a Cauchyova véta

Cauchyova véta. Jestlize funkce f(z) je holomorfni v jednoduse souvislé oblasti v niz
lezi kiivka I', potom hodnota integrdlu [ f(z) dz nezdvisi na tvaru kiivky I', pouze na

r
jejich krajnych bodech. V takovém pripadé

/f(z) dz = F(z9) — F(z),
r
kde z; je pocatecni a zo koncovy bod kiivky I', a pro funkci F'(z) plati, ze F'(z) = f(z).
Pro uzavienou krivku I' v této oblasti plati, ze / f(z)dz=0.
r

Cauchyuv vzorec. Jestlize funkce f(z) je holomorfni v jednoduse souvislé oblasti Q v
niz lezi uzaviend kiivka I', potom plati

(2) . 27j f(20), jestlize zo lezi uvniti T,
r <= %0 o

0, jestlize zglezi vné I

Priklad 5.2.1. Vypoctéte ndsledujici integraly

a) /22 dz, kdeT :|z—3+5j|= %je kladné orientovand kruznice
r

b) /ez dz, kdel je obvod obdélnika s vrcholy z1 = —1, 20 =1, z3 =14]j, 24 = —1+4],
r

kladne orientovany

c) /sinj zdz, kdeT je libovolnd krivka spojujici body 0 a 7j
r

eZ

d) -dz, TI':|z+4]|=1 je kladné orientovand kruznice
rz—J

e) / : - dz, kdeT je trojuhelnik spojujici body 0,2j a 3+ j
rz+2j

Resent: a) z? je holomorfni funkce na mnoziné C, a proto / 22 dz = 0.
. =

b) e* je holomorfni funkce na mnoziné C, a proto / e dz = 0.
. =

1 :
c) /sinj zdz = 5 [cosj 2]y’ =j(cos(—m) —cos0) =j(—1—1)=—2j.
r

e* z
d dz =0: dz =0.
)/Fz—j S e)/pz+2j :
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Priklad 5.2.2. VyuZitim Cauchyho vzorce vypoctéte ndsledujici integraly

a)

. dz, kdeT :|z—1| =1 je kladné orientovand kruznice
r<—

2 2
b) / 242 + dz, kde T je dand rovnici |z| = 3, kladné orientovand

c) | — dz, kde T' je dand rovnici |z + 1| = 2, kladné orientovand
z

oS 2
d) / dz, T':|z| =1 je kladné orientovand kruznice
r <

2
e) I dz, kdel je dand rovnici |z +j| =1, kladné orientovand
rz+o—2j

Resenf: a) f(z) = e* je holomorfni funkce na mnoziné C, a bod z, = 1 lez

uvnitt kiivky T'.

1—‘ z
h Dle Cauchyho vzorce / © A= 2mj e.
20 rz—1

0 1 2

b) V tomto piipadé f(z) =22 +22+2 a 2z =2 lez uvnitf kiivky T.

242242
Podle Cauchyho vzorce / %
r -

2
/—dz-?m, d)/coszdz:QWj; e)/z—,dz:O.
r r 2 rz+5—2

Priklad 5.2.3. VyuZitim Cauchyho vzorce vypoctéte ndsledujici integraly

dz =27mj(4+4+2) =207j.

a) / z(z2—j—4)’ kde T': |z| = 1 je kladné orientovand kruznice

d
b) /2—2, kde T je dand rovnici |z —j| =1, kladné orientovand
r < + 1

d
c) / - , kde T je dand rovnici |z —1—j| =2, kladné orientovand
r(z2+1)(z+1)?

22422 —1
r 2(z+4+2)

d)

dz, kde T je dand rovnici |z + 2| =1, kladné orientovand

d
e) © , kde T je dand rovnici |z| = 3, kladné orientovand
2241
r
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Regeni: a) Funkce f(2) = m je holomorfni na C — {0,2j,—2j }.
12
r Bod zy = 0 lezi uvnitt krivky I', dalsi body,
K \ ve kterych funkce neni holomorfni lezi mimo
—1K yl kiivku. Proto funkei upravime takto:
= B
2(22 +4) 2

Funkee f(z) = — 1 spolu s kiivkou I' a bodem zy = 0 splnuji predpoklady
z

k pouziti Cauchyho vzorce. Muzeme psat

d = 1 1
/ & :/22+4 dz = 27— = =7j.
r2(z2+4) r 2 4 2

1 1
b) Funk = = je hol fnina C—{j,—j}.
) Funkce f(z) e (z—l—j)(z—j)‘]e olomorfni na {j,-j}
Bod 2y =j lezi uvniti ktivky I', bod z; = —j lezi mimo ktivku.

1

d oy 1
/ o :/ “de =21 - =1
rzi+1 rz—J 2] =

dz ( )(1 2 T 224+22—1
z+j)(z+1 . - .
C>/F(22—|—1)(z+1)2 /F 2—j T )/F 2r2) 2T

1 1
e) Funkce f(z2) = = - — je holomorfni na C — {j,—j }.
) &) =37 EEEEEE {i.-i}
Body zg = j, a 21 = —j lezi uvnitt kiivky I' a nemtuzeme pouzit Cauchyuv

vzorec pro tuto funkci ani po upravé. Rozlozime funkci na parcidlni zlomky:.

1 A B
22—|—1:z+j +Z—j

1=A(z—j)+B(z+j) = A=

Potom mame

dz j dz j dz [
=5 1 ~—Lomj —Llorj—o
rz+1 2 /r24+4)] 2 /)rz2—] 2 2 =

(Pouzili jsme Cauchyuv vzorec na kazdy integral zvlast.)
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STUDIJNI JEDNOTKA

TEORIE REZIDUI

Cile studijni jednotky. V této casti ukdzeme, jak se da komplexni funkce rozvinout v
mocninnou fadu. Také se naucite rozpoznat singularni body funkce a urcovat reziduum v
téchto bodech. Nakonec ukazeme, jak pomoci rezidui pocitat komplexni integraly.

6 Teorie rezidui

6.1 Laurentova rada

Necht je © mezikruhova oblast se stiedem v bodé zg. Jestlize komplexn{ funkce f(z) je ho-
lomorfni v oblasti €2, potom pro kazdé z € €2 je mozno funkci f(z) vyjadiit Laurentovou

radou:
o

fz)= ) anlz—=0)",

n=—oo

kde konstanty a,, jsou uréeny vzorci

1 f(2)
= 27j /r (2 — 2)"*? a

a I' je libovolna kruznice lezici v mezikruzi €.
~1

Cést Z an(z — 2z9)" se nazyva hlavni ¢ast Laurentovy fady.

n=—oo

Je vidét, ze Taylorova rada je zvlastnim pripadem Laurentovy rady, kde hlavni ¢ast se
rovna 0.

Poznamka. Pro rozvoj racionédlni komplexni funkce v Laurentovu fadu vyuzivame vzorec
na soucet geometrické rady radéji nez vypocet jednotlivych koeficienti pomoci kiivkového
integralu, jak jsme to uvedli v definici. Je to mnohem rychlejsi a prehlednéjsi. Zopakujme
si proto geometrickou fadu.
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Posloupnost {a,}32, = {apq"}32, se nazyva geometrickd posloupnost.

Je-li |¢] > 1, geometrickd rada Zaoq” diverguje.
n=0

Je-li |¢] < 1, je geometricka fada konvergentni a Z apq" = do_

n=0 1- q

1
Piiklad 6.1.1. Pro funkci f(z) = = urcete Laurantovu Tadu se stredem v bodé
z

a) 20=0 b) zo=—1 c) zp=1

Regeni: a) Pro |z| < 1 je funkce f(z) souctem geometrické fady,

1

f(z) =

Tato fada je Taylorovou radou.

Pro |z| > 1 je |%| <1, a proto vyjdeme z jiného vyjddienf funkce f(2),

- = (-1
D LRI g

1 1
f(z):1+z:1+§_

/\NI»—A
Nl»—t
va—l

1 1
1—|—z_z—(—1)

Laurentova tadou, kterd se redukuje na jeden clen.

b) V tomto piipadé funkce f(z) =

je dana ptrimo

Laurentova fada funkce je tedy f(z) = (z+1)7%

¢) Funkci upravime, abychom dostali soucet geometrické rady, kde kvocient

se da vyjadrit pomoci z — 1.

e+t -+ v 1

1
1+z 1+(-1)+1 2+(-1) 20+5H) 2 1+

Pro |5| < 1 plat{

[e o]

—_

n=0

1+z 1—(— Zl Z(—l)”znzl—z+z2—z3+...

1 1 2—1\" < L (z=1)"
1+z:§'1_(_z—1)225'(_ 2 ) :Z(—U o1

Pro [451] > 1 upravujeme podobné jako v ¢dsti a).

1 1 L 1 2 "
z—1 n
— - =3 . = () —
1—|—Z 2—|—(Z—1) 231 nOZ_l( Z—l) ( )<Z—
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6.2 Singularni body komplexni funkce, reziduova véta

Necht komplexni funkce f(z) je holomorfni v ur¢itém okolf bodu 2 s vyjimkou bodu z.
Pak zj se nazyva singularnim bodem funkce f(z).

Klasifikace singularnich bod:

odstranitelna singularita — hlavni ¢ast Laurentovy fady v bodé z; se rovna 0 a zfejmé
lim,_,., f(z) = ap, a je tedy konecn4,

podstatna singularita — hlavni ¢ast Laurentovy fady v bodé zy ma nekoneé¢né mnoho
nenulovych ¢lent, lim,,,, f(2) neexistuje,

pol m-tého radu — hlavni cast Laurentovy fady v bodé zy ma konetné mnoho nenu-
lovych koeficientu, tj. a, = 0 pro n < —m, a_,, # 0, a plati, ze lim,_,,, f(z) = o0.

uzivame limity lim,,, (2 — 20)™ f(2) = a_n, kterd musi byt vzdy konecnd a nenulova.

Koeficient a_; z Laurentovy fady funkce f(z) v bodé zy se nazyva reziduem funkce

f(2) v bodé zy. Znacime a_; = res f(z).
2=z

Vzorec na vypocet rezidua pro pol prvniho radu

res f(z) = lim(z — 29) f(2)

z=2z0 Z—r20

Vzorec na vypocet rezidua pro pél m-tého fadu

res f(z) = ! m

z=20 (m — 1)' Zl—glo dZm_l

[(z = 20)™ f ()]

Necht f(z) = %, kde funkce ¢(z) a (z) jsou holomorfni v bodé zy, ¢(z9) # 0,
z
¥(z0) =0, 9¥'(20) # 0. Potom ma funkce f(z) v bodé zy pdl prvniho fadu a plati, ze

€S z)= ('D(ZO)
res F&) =56

Reziduova véta. Necht komplexni funkce f(z) je holomorfni uvniti a na jednoduché
uzaviené, kladné orientované kiivce I' s vyjimkou polu zq, 2o, . . ., z, uvnitt kiivky I', potom

Scitame tedy pouze rezidua v polech, které lezi uvnitt krivky I'.
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Piiklad 6.2.1. Vypocitejte rezidua v pdlech funkce f(z) =

Reseni:  Funkce f (z) je raciondlni lomend funkce, takze mé za singularity
pouze pdly, a to jsou kofeny jmenovatele.

Resfme rovnici 2% — 2> =0, 23(1—22) =0, 2°(1—2)(1+ 2)=0. Mame
dva jednoduché koteny 2z; =1, 2o = —1, a jeden trojnasobny koien z3 = 0.
Funkce f(z) ma v bodech z; =1 a z; = —1 pdly prvniho tddu a v bodé

z3 = 0 pdl tretiho tadu.

o s (z—1) L 1 1

res J(2) =limGe—1) s =M a0, "™ aary - 3
: 1 : (z+1) 1
_— /) = zg@l(z * 1)23 — 25 Jim, Bl-z2)(1+2) _2

1. 3 1 " 1. 23 " L. 1 ’
s /6= g (P2 ) =~ (o) —aim(=5) -

_ L ((2_2)2)’ C 1 2(1— 2% 4 222(1 - 2222

220 \ (1 — 22 élg% (1—22) —d
22
Piiklad 6.2.2. Vypocitejte rezidua v polech funkce f(z) = 1122

Reseni: Resfme rovnici (1+ z2)2 =0, (z2+4] )2(2 —j )2 = 0.
Funkce f(z) ma v bodech z; =j a zp = —j pdly druhého radu.

res f(z) = lim (z—')ZZ—Q /_hm ZQ(Z_j)Q /_
R A ANCE I DR A
: 22 o 2] 1 j
=lm(—— ) =llm———=— = —=,
=i \ (2 +])? =i (z+j) 4 _4

muwzmgwwriﬂkaﬁi:iz

1+ 22

1

sin 2

Piiklad 6.2.3. Vypocitejte rezidua v pdlech funkce f(z) =

Regeni: Funkce f(z) = %, kde ¢(z) = 1 a ¥(z) = sin z jsou holomorfni
z

funkce na C, funkce ¢(z) =1 je nenulové vsude a 1(z) = sinz = 0 v bodech
zr, = km, k celé. Navic (sin z)’ = cos z je v bodech zj nenulové.

Funkce f(z) mé tehdy v bodech z, = km, k celé, pdly prvniho féadu a

res f(z) = L1 = (=1~

z=z cos km (—1)k
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Priklad 6.2.4. Vypocitejte rezidua v polech danych funkci

1 1
B 0 1E) =15

a) f(z)

Regeni: a) Funkee f(z) je podilem dvou holomorfnich funkei, kde ¢(z) = 1 je
nenulova na C. Musfme vyiesit rovnici 1+ 2z* = 0. Je to binomické rovnice, po

tpravé mame z? = —1. Pfi feSeni této rovnice vyuzijeme zapis komplexnich
¢isel v goniometrickém tvaru na obou stranach rovnice a Moivreovou vétu.
Dostaneme koteny z, = coswy + j sinwg, k=0,1,2,3, kde wy = w
Navic (1 + 2*) = 423 je v bodech z;, nenulové.

Funkce f(z) mé tehdy v bodech zj s argumenty w; = %, Wy = ?ZTW’ Wy = %T
a wy = % pély prvniho fadu a Zr:ezsk f(z) = é = 4Z—% = 4(2_]“1) = —%.

b) Postupujeme podobneé jako v ¢asti a). Resime binomickou rovnici 142" = 0.

2k + 1)
Dostaneme kofeny z; s argumenty wy = u, k=0,1,...,n—1.
n
Derivace (1+2") = nz""! je v bodech z; nenulové. Jsou to pély prvniho fddu.
1 2k 2k Zk
res Z) = = = = —
z=z, /() nz,?_l nzy  n(—1) n

Priklad 6.2.5. Urcete u danyjch funkci 7dd polu a vypocitejte rezidua v téchto polech

) 10 = = DI = om 96 - e
D16 = ey OO DO =

Resent: a) res f(z) =1, res f(z) = =3, tes f(2) = =3

b) 1%, flz) = -1+ 35), 1%, f(z) = —§(1 = V3j)

tes f(2) =3 <) res f(z) =1, res f(z) = —1;

) 1os f(z) =4 1es fz) =5, res f(2) = 3

e) res f(z)= (=11 Kk celé; f) res f(z)=1, k celé.

2= +km z=2kmj
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Priklad 6.2.6. Vypoctéte ndsledujici integrdly pomoci rezidui

d
a) /—Z, kde T :|z| =3 je kladné orientovand kruznice
rz(z—1)

eZ
b ——— d kde T': 14+il=2 je kladné orient ¢ bruini
/ /F 2(22+ 1) s € 2+ 1+]] je kladné orientovand kruznice

c) /Fm dz, kde T':|z| = % je kladné orientovand kruznice

d
d) /(—21)2, kde T :|z| =2 je kladné orientovand kruznice
rZ\z—

2

1

e) /i dz, kde T':|z| =2 je kladné orientovand kruznice
r 2(z—-1)%

. 1
Reseni: a) Funkce f(z)= W ma v bodé z; = 0 pdl prvniho fadu a v
2(z —
bodé z5 = 1 pdl druhého radu.
Z obou pélu lezi uvniti kiivky I' pouze pdl z; =0a res f(z) = 1.
z=0

Podle reziduové véty / dz =27 res f(z) = 27j.
z=0

rz(z—1)? —
b) Funkce f(z) = z(z;ﬁ mé v bodech z; =0, 250 = a z3 = —j pdly
prvniho fadu. Uvnitt kiivky I lezi pouze pdly z; =0 a 23 = —j.
Déle res f(z)=1a res f(z)= —%
z=0 z=—]j

/F—z(zf:— 0 dz=2mj( res f(2) + es f(z)) =2mj(1- %) =

= —msinl +j(2r — wcos1).

c) 2rj; d)0; e)2mj.
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STUDIJNI JEDNOTKA

LAPLACEOVA TRANSFORMACE

Cile studijni jednotky. V této casti se naucite tesit diferencidlni rovnice pomoci Lapla-
ceovy transformace. Ukazeme, jak se daji fesit pomoci Laplaceovy transformace integralné
diferencialni rovnice a také diferencialni rovnice s nespojitou pravou stranou.

7 Laplaceova integralni transformace

7.1 Definice a vlastnosti Laplaceovy transformace

Necht funkce f : R — R splituje nésledujici podminky:
1. funkce f(t) je po ¢astech spojita,
2. funkce f(t) =0 prot <0,

3. funkce f(t) je exponencidlniho fadu, tzn. existuji konstanty M, s, to € R, M, ty > 0,
takové, ze pro vsechna t > ¢, plati | f(t)| < Me™.

Potom definujeme funkci komplexni proménné

F(p) = / ) e

a fikame ji Laplaceova transformace funkce f(¢). Znac¢ime L{f(t)} = F(p).

Funkce f(t), kterd spliuje podminky 1., 2., 3. se nazyva pfedmét a funkce F(p) se
nazyva obraz funkce f(t).

Budeme predpokladat, ze podminka 2. je automaticky splnena.
Napt. vyrazem L{e'} rozumime obraz funkce f(t) =0 prot <0 a f(t) =€’ pro t > 0.

Laplaceova transformace je linearni:

L{af(t)+bg(t)} = aL{f(t)} +0L{g(t)}, a,beC.
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o7

Zakladni slovnik a gramatika Laplaceovy transformace

Cislo vzorce f(t) L{f(t) / f(t)e P dt
1. c =
p
3. et !
p—a
4. t"e® neN @ _n;)nﬂ
; cosi -
6. sin wt pe j: 3
8. e sin wt (p_ac;ﬁ
9. f'(t) pF(p) — f(0)
10. £(t) p*F(p) — pf(0) — f'(0)
11. F(t) p*F(p) — p*f(0) — pf'(0) — f"(0)
12. F () P F(p) — p* L f(0) — p2f1(0) — ... — f1(0)
13. [ f %
14. flt—a), a>0 e P F(p)
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Piiklad 7.1.1. Primym vypoctem urcete obraz funkce f(t)

ReSeni: Budeme hledat obraz funkce

t pro t >0,
0 pro t<O.

Tato funkce je spojitd, jeji derivace je po ¢astech spojitd (f'(t) =0 prot <0

()

a f'(t) =1 prot > 0) a spliuje podminku 2. Zbyva ovérit 3. podminku

Plati, ze t < €' pro t > 0. Dana funkce je vzorem Laplaceovy transformace

A
L{t} = / te P dt = Jim te P dt.

A—oc0 0

Integral spocitame metodou per partes:

po dosazeni
A

t Ara
L{t} = lim [ te P dt= lim {—— e—pt] - / (——)e™dt| =
A—o00 0 A—o0 P 0 p

0

A 1 /A A 1] 1 A
= lim (—— e P4 —/ e P dt) = lim (— + - [—— ept] )
A—oc0 p P Jo A—o0 P epA p

Priklad 7.1.2. Pomoci tabulky urcete obraz funkce f(t) =13+ 3t> +2t + 1

Reseni:  Budeme pouzivat vzorec ¢islo 2

3! 6 2! 2 1

1

Z linearity Laplaceovy transformace dostaneme

6 2 11
3 2 _
L£{t*+ 3t +2t+1}_]?+3]¥+2_2+_
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7.2 Zpétna Laplaceova transformace

Prechod od operatorové funkce F(p) ke vzoru f(t) se nazyva zpétna Laplaceova trans-
formace a znacf se symbolem L7{F(p)}.

Ke kazdému obrazu je predmét urcen jednoznacéné. Pii hledani pfedmétu uzivame pak
slovnik Laplaceovy transformace nebo pouzijeme tzv. Heavisideovu vétu o rozkladu.

Véta o rozkladu. Necht operdtorova funkce F(p) m4 tvar ryze raciondlni lomené funkce

NMZ%%%

kde M (p) a N(p) jsou polynomy a stupen polynomu M (p) je mensi nez stupen polynomu

N(p). Oznaéme py pdly funkce F(p) = M) Pak pro zpétnou Laplaceovou transformaci

N(p)
funkce F'(p) plati

FO)=LHE@Y =Y res [F(p) "], >0

P=Pk
Pk

Poznamka. Jestlize funkce F'(p) = % s realnimi koeficienty mé komplexni pély p; 2 =

«a £ j B, staci vypocitat reziduum pouze pro jeden koren, protoze plati:

pt pt] _ pt
Jros [F(p) e+ res [Flp) o] =2Re 1es [F(p) ]

1
p’(p—4)
Reseni: 1. P#i hledéni vzoru pomoci tabulky nejdifv musime funkci rozlozit

na parcialni zlomky a pak pouzit vzorce z tabulky na vSechny parcialni zlomky
postupneé.

1 1 1 1 1 1 1
‘Cfl — ‘C*l - = ——t —_ — — 4t.
{p2<p—4>} { w6 16<p—4>} i16 16
2. Pfi hledani vzoru pomoci véty o rozkladu nejdiiv najdéme poly funkce.
1
Funkce F(p) = m
pol prvniho fadu. Vypocitame piislusné rezidua a dosadime.

1 ePt !
5_1{—} = res F(p)eP' + res F(p)e* = lim ( 2—) +
T (p) (p) P )

p— 4) p=0 p=4 p—0

pt Pit(p — 4) — ePt pt 1 1 1
+lim | (p— 4)6— — Jim (& (p—4)—c +lim S + —e't
P P*(p—4)

Priklad 7.2.1. Najdéte vzor funkce F(p) =

ma v bodé p; = 0 pdél druhého tfadu a v bodé p, = 4
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Piiklad 7.2.2. Pomoci tabulky najdéte vzory danych obrazi F(p)

o) Flp) = ) (o) = O Fp) = 5
DF0) = ST AF) = s DF0 =
9) Flp) = pg;;lQ) ) = 5o 1)?§2++32p +5)

Resen:

a) LYF(p)} = 5—1{%} _3 z—l{ﬁ} — 3%, (Vzorec ¢. 3.)

. 1 1 2 1 . .
b) L 1{p2+4} :55 1{p2+4} :§s1n2t. (Vzorec ¢. 6.)

afp+1 1 p 1 _ 1 p 171 3 _
9 £ {p2+9}_£ {p2+9+p2+9}_L {p2+9}+3£ pP+9)

1
= cos 3t + 3 sin3t. (Vzorce ¢. 5. a 6.)

d) 5—1{ p+_1 } — ﬁ—l{(p;l} = e "cost. (Vzorec ¢. 7.)

p*+2p+2 p+1)2+1
_ _ +1-1 _ p+1
El p :El p }:E 1{ }_
° {p2+2p+2} {(p+1)2+1 (p+1)+1
—E‘l{ } “'cost —e 'sint. (Vzorce €. 7. a 8.)
p+1
_ _ +2—-2 B P+ 2
0 oot o[ } e {—}_
) {p +4p+7} {p+2) +3 (p+2)2+3
_5—1{ } 1{ p+?2 }_iﬁ—l V3 —
p+2 +3 (p+2)2+3 V3 (p+2)2+3
4
=2 cosV3t— — e sinV3 ¢t (Vzorce ¢ 7. a 8.
7 ( )
_ p+1 1 1 1 1 ., 5
g) L 1{ }—ﬁ { +—}:—+—e Vzorce ¢. 1. a 3.
) p(p+2) 2p 20p+2)) 22 ( )
h) £7! + —
) {(p—l p+2p+5} { (p+1)2+4}
_ 1 p+1 3 _ 3 .
_ p-l 2 =e' —etcos2t + —e 'sin 2t.
L {p—l 1) +4+2( +1>2+4} e" —e " cos —|—26 sin

(Vzorce ¢. 3., 7. a 8.)
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Priklad 7.2.3. Pomoci véty o rozkladu najdéte vzory dangch obrazi F(p).

_ b2 __ il
)PP = T3 VEE) = G G-
B p2+p_1 B op + 3
c) F(p) = (p—2)(p*> — p — 20) d) Fp) = (p—1)(p*+2p+5)

p+2
p?—4p+3

Resenf:  a) Funkce ma poly prvniho faddu v bodech p; =3 a p, = 1.

2
ﬁ_l{m}: res F(p)e” + res F(p)e” =

p=p1 p=Dp2
. (p+2)e? . (p+2)e” O 3 3 4
1 _3) PTEE ) )T ) 2 2
iy (=955 ) i (- 05250 ) =305 ¢
b) Funkce F(p)= (Hﬁ’;ﬁ ma pél druhého fadu v bodé p; = —1 a pdl

prvniho fadu v bodé py = 1.

"+ 1
P -1 P - F(p) et F(p) e =
otom L {(p+ T2 = 1)} res (p)e” + Tes, (p)e

L (p? + 1)e . , (PP+1ert
‘ﬂﬁ(@‘”@+ww—n>+ﬁg(@+”(wuvw—n)‘

24 1)ert 2pePt 24 1DePit)(p—1) — (p? + 1)e?
i PV @ (R A D) (p— 1) = (p7 4 D
r—1 (p+1)? p——1 (p—1)2
1 1
=3 e + 3 el —te "
— p-l ’+p-—1 ‘ — —
¢) Funkce F(p) = (p_gp)(p’f_p_zo) = (p_;)’(p_p5)(p+4) mé v bodech p; =2, p, =5

a pg3 = —4 poély prvniho tadu.

2 .
51{@ Prtpol }: res F(p)e’'+ res F(p)e”'+ res F(p)e =

- 2)(]92 -—pP—- 20) p=2 p=>5 p=—4
— 5 2t 29 5t 11 —4t
T e” + 57 e” + 5 e .
d) Funkce F(p) = % m4 poly prvniho fadu v bodech p; = 1,

pr=—142j a pg=—1-2j.

Nejdiiv spocitame reziduum v bodé p, = —1 4+ 2j.
. : 5p + 3)ert
res F(p)e?' = lim +1-2 ( - — | =
P=p> ) P =142 ((p J )(p —Dp+1-2))p+1+2j)
B (5p + 3)e* _ 243 o(—142))t

lim ;
p=142 (p—1)(p+1+2j) 4
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Plati, ze res F(p)e’ + res F(p)e’ =2Re tes F(p)e =

p=p2

p=p2

24 3j 1 3
= 2Re (— —tl ) e "(cos2t + j sin Qt)) =2 (—5 e ' cos 2t + 1 e 'sin Qt) .

Jesté spocitame, ze

op + 3

E_{@—1Xﬁ+2p+5

res F(p)e? =e' a vysledky secteme.

3
) } =e' —elcos2t + 3 e~ !sin 2t.

Piiklad 7.2.4. Najdéte vzory dangch obrazi F(p)

PP+ _ 4
G>F(p)_p3+p2—2p b)F(p)—(p+1)4 2+ 2
_ 2p _ !

c) F(p) = P+ 1)(p? +4) d) F(p) = (p+3)(p—2)?
O F(p) = —— f) Flp) = 21

(r—1)p—-2)°

Regeni: a) f(t) = —
c) f(t) = 2(cost — cos 2t);

3

e) f(t)

Tl +2)p+1)

24 2e72 4+ 3¢t b) f(t) = 2tPe !t — cos V2t
Q) (1) = (e + (5t — 1))
st2e? — dte® 4 6e? — 2te’ — 6e’; f) f(t) =5 — 27"+ e

7.3 Reseni diferencialnich rovnic Laplaceovou transformaci

Ze zékladniho slovniku Laplacovy transformace vime, ze operaci derivovani podle ¢ v
prostoru predmeétu odpovidd ndsobeni proménnou p v prostoru obrazi. Muzeme proto
ocekavat, ze Laplaceova transformace prevede jisté typy diferencidlnich rovnic na alge-
braické.

Reseni diferncidlnich rovnic Laplaceovou transformaci muzeme schematicky znazornit
takto:

Prostor predmétu: diferencialni rovnice + feSeni diferencialni rovnice
+ pocatecni podminky vyhovujici poc¢atec¢nim podminkam
L—transformace rovnice L~ —transformace fesen{
Prostor obrazu: algebraicka rovnice — feseni

Uvedeny zpusob feSeni muzeme pouzit i pro feseni integralné diferencidlnich rovnic, kde
se v rovnici objevuje i integral neznamé funkce.
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Priklad 7.3.1. Laplaceovou transformaci reste nasledujici diferencidlni rovnice
a)y' —2y=1, y(0)=-2
b)y" +y =", y(0)=y'(0)=y"(0) =0
o)y’ +4y +8y=0, y(0)=0,y(0)=1
d)y" — 18y’ + 72y = =36t , y(0) =0, ¢/(0) =1
e)y" =6y +9y =0, y(0)=1, y'(0) =4
Ny"—4y=4t, y(0)=1, y'(0)=0
9)y" =3y +2y=8te”’, y(0)=y'(0)=0, y'(0) =1
Resenf:  Podle tabulky pretransformujeme celou rovnici.

a) L{yM)}=Y(p); L{y ()} =pY(p)—(-2); L{1} = %

1
Dostali jsme rovnici pY(p) +2 —2Y (p) = —, z které vyjadiime Y (p).
p

1 1—-2p 1 3
=2 p ®) p(p—2) 2 2(p-2)
1
Zpétnou transformaci dostaneme, ze y(t) = —5- ; e2t
" / 1
b) L{y"(t)} =p*Y(p); Ly} =pY(p); L{e*}= =

1
, zkteré Y(p) = .
p—2 ) pp*+1)(p—2)

K zpétné transformaci pouzijeme vétu o rozkladu.

Dostali jsme rovnici p*Y (p)+pY (p) =

(t) L Loy Zoost — Zsin
= — = — € — COSUT — —SIn¢t.
Y 2710 5 5

o) Ly )y =pY(p)—1; L{yJ )} =pY(p); L{y{t)}=Y(p).

PY(p) = 1+4pY(p) +8Y(p) =0; Y(p)(p* +4p+8) =1,
1 1

Y (p) = — 7
®) p?P+4p+8 (p+2)2+4
1
y(t) = §e’2t sin 2t.
d)y=(t+32)e% o) y=e¥+te; f) y=32eH+le2 ¢

g)y =2te "t +te! — et +e 2.
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Priiklad 7.3.2. Laplaceovou transformaci veste ndsledujict integrdlné diferencidlni rovnice

t
a)y'+2y—|—2/ y(s)ds=1, y(0)=0
0

b)y’+2y—|—5/0ty(s)ds:2, y(0) =1
Reseni: ,
2) L{y(H)} = Y(p): Ly (H)} = pY () c{ [ v ds}

2 1
Dostali jsme rovnici pY (p) + 2Y(p) + =Y (p) =
p

—, z které vyjadiime Y (p).
p

1 1
Méme Y = = . Potom y(t) = e tsint.
W)= 2 T T y®)

0 L= -1 of [ e s

%wp); {1} = }3

. ) 2
Resime algebraickou rovnici pY(p) — 1+2Y(p) + =Y (p) = —.
p p
2 1+1 1 1 2
Z toho Y (p) = tp _ prlHl P 4. _
pPP+2p+5 (p+1)2+4 (p+1)2+4 2 (p+1)2+4

1
Potom y(t) = e 'cos2t + 5 e 'sin 2t.

Piiklad 7.3.3. Najdéte proudovou odezvu v jednoduchém RLC obvodu, kde odpor resis-

toru je R = 20€), samoindukce civky je L = 0,1 H, kapacita kondenzatoru je C' =1 puF =
1078 F a napéti U = 100 V. Poédtecni proud je 1(0) = 0.

Reseni:  Proud v obvodu spliuje integralné diferencidlni rovnici

Ri(t)+ Li'(t) +é/ti(s) ds=U, (0)=0.

Dosadime do rovnice za R, L,C" a U. Vzniklou rovnici budeme fesit pomoci

t
Laplaceovy transformace: 2014(t) + 0,14'(¢) + 106/ i(s) ds =100, #(0) =0
0

106 100
201(p) +0,1pI(p) + 71(29) =—

P
_ 100 p 1000
Vvisdifme I(p): I(p) = — - _ _
yiadtime I(p): I(p) » 01p% +20p + 106 p? + 200p + 107
- 1000 R 1000 s 3160
= (p+ 100)2 + 9990000 _ (p + 100)2 + 31602

(p+ 100)% + 31602°
Zpétnou transformaci dostaneme, ze i(t) = 0,3e ' sin 3160¢.
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7.4 Laplaceovy obrazy konec¢nych impulsii

Pti hledani obrazi konecnych impulsu uzivame tzv. Diracuv impuls. Jedna se o zo-
becnénou funkei §(¢ — a), soustiedénou do bodu a € R*, kterd ma nésledujici vlastnosti:

_ \_Joo prot=a
Lol a)_{O pro t #a

2. / S(t—a)dt =1
0

3. L{6(t—a)}=e"
4. L{'(t—a)} =pe™ ™
5. L{d"(t—a)} =p"e P

Zobecnéna derivace nespojité funkce v bodé ty, kde ma dana funkce skok k, se rovna
ko(t —ty). Na zdkladé toho napiSeme zobecnénou derivaci kone¢ného impulsu jako soucet
Diracovych impulsu a jejich derivaci a pouzijeme Laplaceovou transformaci na vzniklou
rovnici. Postup ukazeme na prikladé.

Piiklad 7.4.1. Urcete Laplaceovu transformaci funkci
(2 prote (3,5) _{1—t pro t € (
a)ﬂt)_{() pro t & (3,5) b) f(t) = 0 pro t & {

{t—t2 pro t € {0,
0 pro t & (0,

=N
— =
~

o) 1lt) = ) Or={2 ot Ly

) 0  jinde

4—t prote (1,4)
e)f<t):{0 grot§§<1,4> f)f(ﬁ):{() pro t & (0,3)

Resenf:  a) Nakreslime grafy funkei f(t) a f'(t).

(@) f'(t)

+28(t — 3)

0 3 ) 0 3 >
—26(t — 5)
Vidime, ze f'(t) = 25(t — 3) — 26(t — 5).

Pouzijeme Laplaceovou transformaci na obé strany rovnice. Dostaneme

pF(p) = L{f'(t)} = L{25(t — 3) — 26(t — 5)} = 2™ — 2e™ 7.

Z vnéjsi rovnosti vyjadiime F(p) = (6_3” — e_5p).

2
p
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b) Po nakresleni obrazku funkce a jeji zobecnéné derivace dostaneme porad
nespojitou funkci. Az druhou derivaci muzeme vyjadrit pouze pomoci Dira-
covych impulsu.

f'(t) @),
+1-6(t) F1-0'(8) | +1-6(t—1)

\
| —1-0(t)
fr(8) =d'(t) = o(t) +o(t — 1),

p*F(p) = L{f"(t)} =p—1+eP. Ztoho F(p) = 1% (p—1+eP).

¢) Az v druhé a tteti zobecéné derivaci se objevi Diracovy impulsy.

f”/(t) \
+1-6(t—1) +1-9(¢) +20(t—1)+1-8(t—1)

Y

\
| —26(1)
\

() =06"(t) —26(t) +20(t — 1) +6'(t — 1).

Potom L{f(t)} = I% (p—2+2eP+pe?).

d) I v tomto piikladé musime pocitat druhou zobecnénou derivaci dané funkce.

f/(t) 1 f”(t)
[/ S—

125 (1)

\
l
0 i 3 0 1 3
—25(t—3) —25(—1) | —28"(t—3

PPF(p) = L{26(t) —20(t —1) —20'(t —3)} =2 —2e P — 2pe ™.

Z toho L{f(t)} = Z% (2—2e? —2pe ™).

&) F(p) = (3pe? —e e 0); £) F(p) = L (3—9pe —3e=),
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Piiklad 7.4.2. Reste diferencidlni rovnici L+ Ri = u(t), i(0) = 0, kterou je
popsdn prubéh proudu v elektrickém obvodu se seriové zapojenou civkou s indukcénosti L,

ohmickym odporem R a vnéjsim napétim u(t), kde
[ E prote (0,a),
ut) = {0 pro t & (0,a).

Resent:  L{i(t)} = I(p); L{i'(t)} = pI(p);
Pro urcéeni Laplaceovy transformace pravé strany musime pretransformovat
konec¢ny impuls:

4 u(t) u'(t)

B—

+E8(t)

—Eo(t —a)

Vidime, ze u/(t) = Ed(t) — Ed(t — a). Pouzijeme Laplaceovou transformaci
na obé strany této rovnice a dostaneme

pUp) =L{Ed{t)—Ed(t—a)} =E—FEe™® a Ulp)=—(1—e").

< |

Dostali jsme rovnici pLI(p) + RI(p) = (1 — e_“p) , 7 které vyjadrime

< |

[( ) > 1 —e 9 E 1—e 9 E 1 e
p — = — = — - .
p(Lp+R)  Lpp+%) L\pp+%) pp+i

Pro t < a dodefinujeme funkei i(¢) nulou. Potom dostaneme teseni obvodu

%% (1 — e_%t> = % <1 — e_%t> pro t € <0, CL>,

i(t):{
4

L. L L —Et-a)\ _ E (. —L({t—a) £t
R€ L T g€ L =gz ler e L"), pro t > a.

o]l
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STUDIJNI JEDNOTKA

FOURIEROVY RADY

Cile studijni jednotky. V této ¢asti ukdzeme, jak je mozné danou realnou funkci na
konecném intervalu vyjadrit ve tvaru nekonecné tady ze sinu a kosinu - tedy ve tvaru
Fourierovy tady.

8 Fourierovy rady

8.1 Definice a vlastnosti Fourierovy rady

Nekonecna tada, kterd ma tvar

o0

a
?0 + ; (an cosnwt + b, sinnwt), W=

se nazyva trigonometrickou radou s periodou 7'

Necht T'>0a f: {(a,a+T) — R je redlnd funkce redlné proménné, kterd je na tomto
intervalu po ¢astech spojitd a méa po ¢astech spojitou derivaci (iikdme, ze funkce je po
¢astech hladkd). Potom muzeme k funkci f sestrojit v trigonometrickou fadu periodou 7,
ve které pro cisla a,, b, plati

2 a+T 2 a+T
a, = T/ f(t) cosnwt dt, b, = T/ f(t) sinnwt dt

a kterou nazyvame Fourierovou radou funkce f a piSeme

S 2
f(t)%%‘f‘Z(an cos nwt + by, sin nwt) , w:%,

n=1

Cisla a,, b, se nazyvaji Fourierovy koeficienty. Symbol ~ znamend skoro rovnost.
Kdy se funkce pfesné rovnd své Fourierové fadé a jak se chova v bodech, kde rovnost
neplati uvadime nize.
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Soucet Fourierovy fady je roven zadané funkci tam, kde je funkce spojita:

% + Z(an cosnwt + b, sinnwt) = f(t), t€ (a,a+T),

n=1
t € (a,a+T), funkce spojita v t.
V bodech nespojitosti se soucet rovna aritmetickému prumeéru limity zprava a limity zleva:
Qo > . 1 —
— + » cosnwt + by, sinnwt) = =[f(tT) + f(t7)],
3D (o cosmot + by Snm) = 517(0%) + 1)
t € (a,a+T), funkce nespojitda v t.

Necht funkce f po ¢astech hladké na symetrickym intervalu <—%, %) Potom:

e Je-li f suda funkce, pak

4 [z 2
b, =0, ay, = T/o f(t) cosnwt dt, w= %
a Fourieruv rozvoj funkce se redukuje na kosinovou radu.
e Je-li f licha funkce, pak
T
4 [z 2
a, =0, b, = T/o f(t) sinnwt dt, w= %

a Fourieruv rozvoj funkce se redukuje na sinovou fadu.

Piiklad 8.1.1. Najdéte Fourierovu radu funkce f(t) na daném intervalu

1, te(0,m)
a) ft)=4 0, t=0 b) f(t) =1t|; te({-11)
-1, te(—m0)

Resenf:  a)

F(t) - 1 — Nejdiive jsme nakreslili graf funkce.
7, obrazku vidime, ze funkce je po
¢astech spojita na (—m, m) a je licha.
Potom a, = 0 pron = 0,1,2,...,
: : - T=2rma

2r 2w 1
w=—-—=— = .
T 2w
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1 ™
Koeficienty b,, spocitdme podle vzorce: b, = — / f(t)sinnt dt =
™ —T

T 2
= / sinntdt:—[—cosnt]g:—_
0

nm nm A pro n=2k—1.

nm

> 4 . 4 . 4 4
f(t):;msm(2k—1)t:;smt—i—g—ﬁsmSthE)—WsmSt—i-...

Do nésledujicich obrazku jsme nakreslili grafy funkce f(t) a sou¢tu Sy prvnich
N ¢lenu jeho Fourierovy fady (N =1,3,5).

0 pes 0 ™ 0 ™
-1 -1 -1

() a Sy(t) = Lsint f(t) a Ss(t) = f(t) a Ss(t) =

= 2sint + 5-sin 3t 2 sint+ 5= sin 3¢+ 2= sin 5t
b) \
f(t): I

Funkce f(t) = |t| je spojitd na inter-
valu (—1,1) a je sudd. Potom b, = 0.

Perioda funkce T'=2 a w = %’T = T.

1 1
Koeficienty a,, spoc¢itame podle vzorce: ag = / f(t) dt =2 / tdt =1,
-1 0

1 1
Ay = / f(t)cosnmt dt = 2/ t cosnmt dt = | metoda per partes|
-1 0

. 1 1. 0 ro n =2k
t t t 2 p )
=2 {M} —2/ PITE 4 = [cos nrt]) = {
0 0

2,2 _
nm ﬂQ—fLQ pro n=2k—1,

™ m™n



MATEMATIKA 2 — Shirka 1loh

71

Dosadime do vzorce pro Fourierovou fadu a dostaneme, ze pro t € (—1,1)

R —4 1 4 4
|t| :§+Z (— cos(2k—1)7rt> =— — —cosTt— ——cos3mt —....

m2(2k — 1)? 2 x? 972

k=1

Znovu jsme nakreslili funkei f () a ¢astecné soucty jeji Fourierovy rady.

—1 0 1 -1 0 1 -2 -1 0 1 2

f(t)a Sot) =3 f(t) a3 — % cosmt 5 — =5 CoSTt — ga3 Cos 37t

Do posledniho obrézku jsme nakreslili funkce [¢t| a S3 na intervalu (—2,2). Je
tady dobie vidét, ze Fourierova fada funkce je periodicka funkce a aproximuje
|t| pouze na (—1,1).

c) Funkce f(t) = t* je spojitd na (—m, ) a je sud.

Potom b, =0 pron=1,2,..., T =27, w = 1 a koeficienty a,, spoc¢itame:

L[ 2 [T 2 (831" 2
aoz—/ f(t)dt:—/thtz—{—] =
I - T Jo T3], 3

1 [ 2 [T
ap, = — / f(t)cosnt dt = — / t* cosnt dt = [ metoda per partes]
T ) 7 Jo

—— [ tsinnt dt = [per partes]
n mm Jy

2 [t%innt]ﬂ 2/7T 2t sin nt 4 [T
—— dt
0

™ n 0 s

4 it 7 = 4rcosnm  4(—1)"
= —slteosnt]y = ——5— = ——.

Dostali jsme, ze pro t € (—m, )

4(—-1)" 2 4
t2:77_ <( ) cosmf):%—4cost+0082t—§cos3t+....
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d) Funkce f(t) je spojitd a neni suda ani licha.
T =271 a w = 1. Koeficienty spo¢itame podle vzorcu:
I [ I 1 [¢?
%:—/f@&:—/ow+—/t&:—P
L - i - T Jo |2

=5

s
1 T
0

/ t cosnt dt = [ metoda per partes]
0
pro n = 2k,

1 s
ap = — f(t)cosnt dt = —
T/ T
1 [tsinnt]™ 1 [™sinnt 1 _ 0
= - dt = — [cosnt]; =
" odo Moo m =% pro n=2k—1.
I . 1 /" .
bn = — f(t)sinnt dt = — tsinnt dt = | metoda per partes]
Vs —r T 0
r 1/7r cosnt dt_—cosmr_ _71 pro n = 2k,
TJem T n % pro n =2k —1.

0

1 [ —tcosnt
n

T
Dosadime do vzorce pro Fourierovu fadu a dostaneme, ze pro t € (—m, m)

(=) -1 n+1
f(t)zg—l—;(% cosnt + - sinnt).

Priiklad 8.1.2. Najdéte Fourierovu radu pro napéti tvorené sledem obdélnikovych impulsi

podle obrdzku:

]
T

2L

je
~

to
2

NSk o
t~

Resenf: Funkce je sudd a po ¢astech hladkd, a proto existuje Fourieriv rozvoj
2m
L

funkce v kosinovou fadu. Potom b,, = 0. Perioda funkce T =L a w = —.

2U,t
Uy dt = L”

NS

)

Koeficienty a,, spocitame podle vzorce:
t,

w=t [Frma=t |
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L
4 [2 2nmt 4 [= 2nmt
an:Z/Ozf(t)cos TZT dt:Z/OQUocos nLW dt =

AU, [ L sin 227t El AU, ( Lsin 222t 2U, . nmty
_ — = sin .
L 2nm 0 L nmw L

2nm

Ziskané koeficienty dosadime do vzorce pro Fourierovou fadu a dostaneme, ze
prot € R

Uoto 22U, . [ nrty 2nmt
f(t) :T+; — sm( 7 > cos <T>

Znovu jsme nakreslili funkei f(t) a ¢dstecné soucty jeji Fourierovy rady.

UO UO

At Y T
—L 0 L —L 0 L

a) f(t)=t; te(-mm) b) f(t) =t| =1 te(-11)
o t D = 0, te(—m0)

)i =T -t e (omm >f<>—{1’ o

Reseni: a) f(t) = —22 (_i)n sin nt;

b) fH)=—2— =3 T s 2k = Dt
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Piiklad 8.1.4. Pro funkci f(t) =1—1t, t¢€(0,2) spocitejte
a) jeji rozvoj v kosinovou radu b) jeji rozvoj v sinovou Tadu.
Regeni: a) Funkei f(t) = 1 —t rozsfifme na f*(¢) tak, abychom dostali

na intervalu (—2,2) sudou funkci, a spocitdme Fourierovu fadu této funkce.

Potom b,, = 0, perioda funkce T =2 — (=2) =4 aw =2 = .

1 2 2
Koeficienty a,, spo¢itdme podle vzorce: ag = B / fr(t)dt = / 1—tdt=0,
-2 0

t
/ fr(t cos — dt / (1 —1t)cos % dt = [ metoda per partes]

2(1—1t) . nnt 2 [?  nmt 4 nrt]”
= sin —|— — sin dt = cos—| =
0 0 2 0

n 2 ™ m2n?2 2

0 pro n = 2k,

% pro n =2k — 1.

= 24 (1—Cosn7r):{

m2n2

Dostali jsme kosinovou Fourierovu radu funkce pro ¢ € (0, 2)

- 8 (2k — 1)t 8 mt 8 3t
1_t:;(w2(2k—1)2 Cos 5 >:7T—cos—+?cos——|—....

b) Funkeci f(t) =1 —t rozsiiime na f**(t) tak, abychom dostali na intervalu
(—2,2) lichou funkci, a spoé¢itame Fourierovu fadu této funkce. Potom a,, = 0,

: 2m s
perioda funkce ' =2 — (=2) =4 aw = = 7.

t
/ () sm — dt / (1 —t¢)sin % dt = [ metoda per partes]

(1—t t 2 (7 t 2
:{ )cosmr] ——/ cos 2% qt = —((-1)"+1)-0=
nmw 2 |, ™ Jy 2 ™

{ 0 pro n=2k—1,

L pro n = 2k.

™™

Dostali jsme sinovou Fourierovu fadu funkce pro ¢ € (0, 2):

./ 4 2kt /2 2 1
1—t = 1<%Sin ;)zzl(ﬁsinkmf):;sinmﬁ—l—;sin%rt—i—....
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Piiklad 8.1.5. Najdéte kosinovou Fourierovu tadu funkce f(t)

Q) ft) =1+t te(0,m b) f(t) = —%; t e (0,7)

T
4

o) f(t) =% te(0,m) d) f(t) =t% te(0,m)

. T o~ —4
Reseni: a) f(t)=1+ 5 + ; T2k —1) cos (2k — 1)t

2k —1)2

b =23 g =T ey Y

k=1
3

d) f(t)= LB 67r§: (=1" cos nt.

4 n?

n=1

Priklad 8.1.6. Najdéte sinovou Fourierovu tadu funkce f(t)

Q) f(t) =1+t te0m) b) F(t) = —%; t e (0,7)

T
4

o) () =14 te(0,m) d) f(t) =% te(0m)

Regeni: a) f(t) = Z (2(_711)7% + 201 — (_1)71)) sin nt;

b) f() =3
0 g0 =Y (FFEU A
Q) fH =3 (2” <;1)"_ 12 ;Dn) sinnt.
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STUDIJNI JEDNOTKA

Z - TRANSFORMACE

Cile studijni jednotky. V této ¢asti se seznamite se Z-transformaci komplexni posloup-
nosti. Uvedeme tabulku, kterd usnadni hleddni obraztu mnoha posloupnosti. Pro zpétnou
Z-transformaci uvedeme pouze metodu, ktera vyuziva reziduovou vétu. V posledni ¢asti
je uvedend aplikace Z-transformace na teseni diferen¢nich rovnic.

9 Z-transformace

9.1 Definice a vlastnosti Z-transformace

Necht f: N — C je komplexni posloupnost. Definujeme funkci F'(z2) jako soucet fady
f (1) f (2)
Zf 1(0)

a nazyvame ji Z-transformace posloupnosti {f(n)}>2,. Znac¢ime Z{f(n)} = F(z).

Vlastnosti Z-transformace:
1. Rada Z{f(n)} konverguje pro |z| > R, kde R = lim,_, /| f(n)|.

2. Rada se d4 derivovat a integrovat clen po élenu pro |z| > R.
3. F(z) je holomorfni pro |z| > R.
4. Z-transformace je linearni, tj.
Z{af(n)+bgn)} =aZ{f(n)} +bZ{g(n)}, a,beC.
Piiklad 9.1.1. Urcete obraz posloupnosti f(n) =1 pron =10,1,2,...
Resenf: Podle deﬁnice

Z{f(n)} = Z‘"—H— +1+ Sy S

Tato fada konverguje pro |;| < 1, tedy pro |z| > 1.
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Pro urceni obrazi nékterych vybranych posloupnosti muzeme pouzit nasledujici ta-

bulku:
Cislo vzorce | f(n), n=0,1,2,... | Z{f(n)} = F(z) = Z f(n)z™"
n=0
1. 1 :
z—1
2. a” -
Z—a
z
z2(z+1)
4. n2 m
az
5. na m
+
6. n2an a(Z(Z_ a,)C;)
2(z — cosw)
7. COS Wn 5
24 —2zcosw+ 1
N . zZsinw
' smwn 22 —2zcosw + 1
10. dm(n) z=™
11. f(n+1) 2F(z) — zf(0)
12. f(n+2) 22F(2) — 22£(0) — 2f(1)
13. f(n+k) FE(2) - Ef;éf(j)zk’j
14. f(n—k) 27FF(2)

Zakladni slovnik a gramatika Z-transformace
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9.2 Zpétna Z-transformace

Zobrazeni, které kazdému obrazu F'(z) prifazuje jeho predmét f(n) se nazyva zpétna
Z-transformace a znac{ se symbolem Z~'{F(z)}.
Pti hledani predmétu pouzijeme nésledujici vzorec.

Necht funkce F'(z) je holomorfni kromé konecného poctu svych singuldrnich bodu a

lim F(z) je konecnd, pak pro zpétnou Z-transformaci F'(z) plati vzorec
Z—00

fn)=ZHF(x)} =) res [F(z)2""], n=0,12,...

kde 2, jsou pély funkce F'(z)z""1.

Piiklad 9.2.1. Najdéte vzory dangch obrazi F(z)

z 1 1
a) F(z) = 1 b) F(z) = —— c) F(z) Jrp—
Q) F(z) = ) Fle) = —— fFE) =
2-3 (- 1)2 (24 2)(z+1)
Resenf: a) Pfi hledan{ vzoru nejdifv najdéme pély funkce F(z) 2" = 1Z+ .

Tato funkce ma v bodé z; = —1 pdl prvniho fadu. Pak pron =10,1,2,...

Fn) = 2 YF(:)} = res [1'2” }: lim <(z+1) 2 ):(—1)”.

=1 + z z——1 142

Dostali jsme tedy, ze Z~ { 7 j_ z} ={(-D)"},=(01,-1,1,—-1,...).

1
b)n =0: Funkce F(z) 2! = W ma pély prvniho fddu v bodech z; = 0
2(z —
a zo = 2. Muzeme spocitat

1 1 1 1
_ - | =i lim = — 0.
/() 220 {2(2—2)]4_ phe {2(2—2)} s 0

Pron =1,2,... funkce F(z) 2" = -

21:2.

Potom f(n) = res [ o } = lim <(z —2) - ) =21

z=2 z—2 z—2

Vzorem funkce F'(z) je posloupnost {f(n)}>>,=(0,1,2,4,8,...)

5 ma pol prvniho fadu pouze v bodé
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1
)n=0: F(z) 27! = P p—y mé v bodech z; =0 a z = 1 pdly druhého
22(z —

radu. Spocitame

0= [t ] e [wetm] - () m (5)

— i —2 + i 2 _ 5 9
—212% (z—1)3 Zlg% 23 ST

1
n=1: F(z) 2* = W méa v bodé z; = 0 pdl prvniho fadu a v bodé
2(z —

2o = 1 pél druhého radu. Potom

1 1 _ 1 , AN
)= res {ﬁ}* res [ﬁ] =l g i (‘)

n—2

_ . n—1 _
n—2,3,....F(z)z —m

ma pouze pél druheho fadu v bodé z; = 1.

n—2
Potom i) = 1oy | g | =l () = -2 <2

Vzorem funkce F'(z) je posloupnost {f(n)}>", = (0,0,0,1,2,3,4,...)

d) f(n)=3", n=0,1,2,...; e) f(n)=2n, n=0,1,2,...;

£) £(0) =0, f(n)=(=1)""1—(=2)"", n=1,23,....

9.3 Reseni diferenc¢nich rovnic pomoci Z-transformace

Linearni diferencni rovnice k-tého radu — rovnice, ktera ma tvar
yim+k)+ayn+k—1)+...+ayn) =gn), ai,...,a €C.
Pocatecni podminky diferenéni rovnice — podminky, tvaru
y(0) =co, y(1) =c1,... y(k —1) =cx_1, co,...,c1 €C.
Reseni diferenéni rovnice k-tého ¥adu — komplexni posloupnost {y(n)},, kterd
vyhovuje dané rovnici a spliuje dané poc¢ateéni podminky.

Metoda feseni diferenéni rovnice Z-transformaci je podobna metodé reseni diferncialnich
rovnic Laplaceovou transformaci: Celou diferen¢ni rovnici véetné pravé strany pretransformuje
pomoci Z-transformace, ze vzniklé rovnice vyjadiime Y (z) = Z{y(n)} a vysledek ziskame
pomoci zpétné Z-transformace.
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Priiklad 9.3.1. Z-transformaci reste ndsledugjici diferencni rovnice

a)yin+2) —3y(n+1) — 10y(n) =0, y(0) =0, y(1) =2
b) y(n+2) +y(n) =0, y(0)=0, y(1) =1

c)y(n+2) +y(n+1)—2y(n) =1, y(0)=0, y(1) =0
d) y(n+1) —y(n) =2"(n-1), y(0) =0

e)y(n+2) —4y(n+1) +4y(n) =0, y(0)=1, y(1) =4
f)y(n+2) —5y(n+1)+6y(n) =1, y(0)=0, y(1)=0
9) y(n+2) —9y(n) =0, y(0)=0, y(1) =1

h) y(n+2) = 5y(n+1) +4y(n) = 2", y(0) =0, y(1) =0

i) y(n+1) = 3y(n) = n(=1)", y(0) =
Resenf: a) Podle tabulky pietransformujeme celou rovnici.
Z{y(n)} =Y(2); Z{yln+1)} =2Y(2) =02z = 2Y(2);
Z{y(n+2)} = 2°Y(2) — 0- 2% — 22 = 2°Y(2) — 22;
Dostali jsme rovnici pro Y (z) : 2°Y(z) — 2z — 32Y(2) — 10Y (z) = 0.

2
Z toho Y(z) = —Z, a zpétnou transformaci ziskdme
(z—=5)(z+2)
2 2
==-5"——(=2) =0,1,2,....
sy =250 =2 (2, m=012,

b) 2{y(n)} =Y (2); Z{y(n+2)} =2"Y(z) -

Rovnice pro Y (z) je 2*Y(2) —z+Y(2) =0, aztoho Y(z) = :

2241

Z’VZ

2241

Pron=0,1,...: y(n) = Z7{Y(2)} = res inl} T { - }:

5 O A o DL N & <—1>”‘1).

Funkee Y (z) 2" ' =

ma v bodech z; =j a 29 = —j pdly prvniho radu.

B T T T B

Resenim diferenéni rovnice je posloupnost {y(n)}>>, = (0,1,0,—1,0,1,0,...).

c) Z{y(n)} =Y (2); Z{y(n+1)} =2Y(2); Z{y(n+2)} =2°Y(2);

pn SR Gl e poira

Rovnice pro Y (z) je 22V (2)+2Y (2)—2Y (z) =
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ZTL

(z—=1)2%(2+2)
bodé z5 = 1 pdl druhého radu.

Funkce Y (z) 2" = mé v bodé z; = —2 pdl prvniho fddu a v

n

Pron=0,1,2,...: y(n)=Z HY(2)} = Zl":ei { (z — 1;2(z +2) } +

n 2" I z" et 27\
res = 11m -————- m |\ ——- =
z=1 (Z — 1)2(2’ + 2) z——2 (Z — 1)2 z—1 \ 2 + 2

_ %(_2),1 1 (nz”l((zzj—QZ))Q - z"> _ %<_2)n .\ 3n9— 1 (-2r g n—1
) Zn+2)} = 2VE: Zn2) = g 22} =
Rovaice pro Y/(2) je Y(:)( ~ 1) = 322)2 - L= 2 - i;zz

Z toho ¥(2) = _4;);(52_ oY) o= o inSQ(_;_) o

Tato funkce ma v z; = 1 pdl prvniho fadu a v bodé z; = 2 pdl druhého radu.

= Cyn) =271 Z)y = res 24— 2)
Pron=0,1,2,...: y(n) =2 {Y (%)} Tes [(2—2)2(z—1)]+
o 2"(4 - z) _ fim 2"(4 — 2) - 24— 2)\ _
+z:2 {(2—2)2(,2—1)} firg (z —2)2 i z—1 )
. 24 —2) =2 (z—1) = 2"(4 — 2) 2n2n—t —2n —2.9n
=3+l o1 =3+ : -
—3+2%(n—3).

e) Z{y(n)} =Y(z); Z{yln+1)} =2Y(z) — %

Z{y(n +2)} = 22V (2) — 2* — 4z

Po dosazeni do rovnice a po tupravé dostaneme Y (z) = ( ek
Z _

Zn+1

Funkce Y (z) 2" ! = o2

ma v bodé z; = 2 pdl druhého tadu.
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n+1
Pron=0,1,2,...: y(n)=Z HY(2)} = res [ il } = lim (z"1)" =

=2 | (2 —2)2 z—2

=lim(n+1)2z"=mn+1)2", n=0,1,2,....

z—2

1
f) y(n)==3"+1)—-2", n=0,1,2,...;

2
1 n—1 1 n—1 3n—1 n—1

g) y(n)=-3""+(=3)" = (I+(=1)""), n=0,1,2...;
2 2 2
1 2

h = — 4 Zy4n-t _gn-l =0,1,2

Jy(n) =5+ 3 S =012,
1

)yn)=—[5-3"""+(n - 1)(-1)""'], n=0,1,2
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