Priklady na precvicovanie — Taylorove a Laurentove
rady, izolované singularity

Riesené priklady

Priklad 1 (Taylorov rad)

Rozvitime funkciu f(z) = Zer

do Taylorovho radu na okoli bodu zy = 1.

Riesenie:
Funkcia f(z) je holomorfna v celej komplexnej rovine okrem bodu z = —2.
To znamena, Ze na kazdom okoli bodu zy = 1 neobsahujicom bod —2 je tato
funkcia suc¢tom svojho prislusného Taylorovho radu. Naviac, tento rad je
ur¢eny jednoznacne. Inymi slovami, staci nam néjst akykolvek rozvoj funkcie
f(2) podla mocnin z — zg = z — 1 :). Toto pozorovanie ndm ¢asto umoziuje
vyhnit sa zdlhavého poéitaniu jednotlivych derivécii funkcie f(z) v bode
2o = 1 (v stlade s definiciou Taylorovho radu). MoZeme si pomoct nejakym
figlom :). Tak napriklad plati
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a s prvym ¢lenom 1 (samy si premyslite ;)). Teda

Poslednt rovnost eSte mozeme upravit oddelenim nultého ¢lena na tvar
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(samy overte :)). Ziskali sme tak hladany Taylorov rozvoj funkcie f(z) na
vhodnom okoli bodu z; = 1. VSimnime si, ze polomer konvergencie R = 3
daného mocninového radu je najvicsi mozny, nakolko na kruznici |z — 1| = 3
lezi bod z = —2 (samy si to dobre premyslite ;)).



Priklad 2 (Taylorov rad)
Najdime Taylorov rad funkcie

na okoli bodu zy = 0.

Riesenie:
Postupujeme podobne ako v predchadzajicom priklade. Racionalnu loment
funkciu f(z) rozlozime na parcidlne zlomky
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Nekonstantné ¢leny tohto rozkladu sa pokusime rozvintit do radu podla moc-
nin z — 2y = z. Zrejme plati

1 oo o0
= —2)" = —1)"- 2" pre|z| <1
=Y =Y pre
n=0 n=0
(samy overte :)). VSimnime si dalej, ze zlomok ﬁ je az na znamienko
derivacia vyrazu ﬁ podla premennej z. A kedZe mocninové rady mozeme

na ich oboroch konvergencie derivovat ¢len po ¢lene, mame
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(¢len s n = 0 je konstanta, preto po derivovani vymizne :)). Posledny rozvo]
mozeme eSte kozmeticky vylep§it posunom indexacie n — n + 1, t.j.,

1 oo
= Z(—l)"(n—{— 1)- 2" pre |z <1
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Pre funkciu f(z) v zadani prikladu teda plati

[e.o]

z)zl—Q-Z(— Z+Z "(n+1)-2" pre|z| <1.
n=0

Upravou na jednu spoloéni sumu dostavame finalny vysledok

—1+Z "n—1)-2" =) (-1)"(n—1)-2", | <1

(samy overte detaily; celkovy koeficient pri mocnine z° je nulovy, rovnako
ako aj celkovy koeficient pri z :)).

Priklad 3 (Taylorov rad)
Zostrojme mocninovy rozvoj funkcie f(z) = sin (22 — 2?) podla mocnin z — 1.

Riesenie:
Povedané Tudsky — mame néjst Taylorov rad funkcie f(z) so stredom v bode
20 = 1 :). Na prvy pohlad sa zd4, Ze ide o naro¢ni, ba az beznadejnt tlohu
:-/. Podme spolo¢ne vymyslief nejaki fintu :). VSimnime si takato banalitu

sin (2z — 2%) =sin [l — (2* =2z + 1)) =sin [1 — (z — 1)*)] ).

To ani nestélo za re¢. Pokracujme vSak dalej. Z goniometrie vieme, ako ,roz-
sinusovat® sucet, konkrétne

sin [1 — (2 —1)?] =sinl-cos(z — 1)* —cos1-sin(z — 1)
Pre kazdé komplexné ¢islo z teda mame takato zaujimavua identitu
sin (22 — 2%) =sinl-cos(z —1)> —cos1-sin(z — 1)* ).

PodTla definicie komplexného sinusu a kosinusu vSak plati

sinw:Z—(( ) cw?th g coswzz( )-w2"

— (2n+1)! — (2n)!
pre kazdé w € C. V nasom pripade teda pre kazdé z € C dostavame
_ 1 — -1 An+2
sin (z HZ:O o + )



n

cos (z —1)* = Z ((;:L;' (z—1)*

n=0

(samy si dobre premyslite ;)). Dosadenim tychto vyrazov do odvodenej iden-
tity pre funkciu f(z) mame

—1)" 0 —1)"
((2713! (z—=1)*" —cos1- go (2(n +)1)! (2 —1)4nF2,

(0.9}
sin (22 — 22) =sin1 - Z
n=0

Prava stranu poslednej rovnosti je prave hladany Taylorov rozvoj funkcie

f(2) na okoli bodu zyp = 1 :). V ziskanom rozvoji nam vSak pomerne vela

¢lenov chyba, konkrétne ¢leny s mocninami typu (z — 1)**! a (z — 1)43

n € Ny. Elegantne to mozeme vyriesit takto. Funkcia f(z) v zadani prikladu
, . , . [e'e) m . .

méa mocninovy rozvoj y - _,am(z —1)™ s koeficientami a,, tvaru

(="

sinl - @ ak m = 4n,
0, inak,

Priklad 4 (Taylorov rad)
NapiSme prvé styri ¢leny Maclaurinovho radu funkcie f(z) = log (1+4¢*), kde
log (+) je hlavna vetva komplexnej logaritmickej funkcie Log (+).

Riesenie:
Pri rieseni tohto prikladu si vysikame rukavy a trochu si mechanicky zade-
rivujeme :). Vieme, Ze hladany Maclaurinov rad mé tvar

S0,
Z; mai

Potrebujeme teda néjst hodnotu a prvé tri derivicie funkcie f(z) v bode
z = 0. Pripomenime, Ze hlavna vetva logaritmu log (-) sa derivuje rovnako ako
realny logaritmus, len si musime dat pozor na to, kde derivujeme. Konkrétne,

1
(logw)" = — a funkcia logw je holomorfna pre w € C\ (—o0,0].
w
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Tak s chufou do toho :). Postupne dostavame

f(0) =log (14 ¢°) =log2 =1In2,

/ ° ] 1
f/(o) = U_Og (1 +ez)]2:0 p— |:1_T_ez = 57
42=0

" _ eZ / — eZ —1
f (0) - |:1+GZ:| :0_ |:(1+ez)2_20_ 47

z

S e e I

(samy overte detaily jednotlivych vypoctov ;)). Prvé styri ¢leny hladaného
rozvoja teda budu

1 1
In2, =-z, =-2° 0-2%
2 8

Nakoniec poznamenajme, Ze tento rozvoj funkcie f(z) bude platny na kaz-
dom okoli bodu 0, na ktorom je funkcia f(z) holomorfni. Nechdvame na
Citatela, aby si sam premyslel, Ze najviicsie takéto okolie ma tvar |z| < 7 :).

Priklad 5 (Laurentov rad)
Rozvitime funkciu f(z) = m do Laurentovho radu na vhodnych me-

dzikruziach so stredom z; = 0.

Riesenie:
Tedria Laurentovych radov je v istom zmysle rozsirenim konceptu Tayloro-
vych radov — jednd sa o mocninové rady, v ktorych priptstame i pritomnost
¢lenov zo zdpornymi mocninami. Obory konvergencie takychto vseobecnej-
sich radov uz nie st otvorené kruhy, ale otvorené medzikruzia s vhodnymi
stredmi. Presnejsie, ak funkcia f(z) je holomorfnad na nejakom otvorenom
medzikruzi P(zg,7, R) so stredom v bode zy (r a R je vnttorny a vonkajsi



polomer daného medzikruzia, r < R), potom f(z) je mozné na tomto me-
dzikruzi jednozna¢ne rozvinut do Laurentovho radu so stredom v zy, t.j., plati
o o0
f(z2) =) an(z—20)"+ ) a_m(z—20)"™" prekazdé z € P(z,r, R),
n=0 m=1
kde a, a a_,,, n € Ng, m € N, st tzv. Laurentove koeficienty funkcie f(z)
v medzikruzi P(zo,r, R). Laurentove koeficienty sa daju reprezentovat ako
hodnoty istych komplexnych krivkovych integralov. V praxi sa vSak uplatinuje
opa¢ny postup — znalost Laurentovych koeficientov umoziiuje uréovat hod-
noty tychto integralov :). Poc¢itanie komplexnych integralov sa teda redukuje
na hladanie Laurentovych rozvojov, ¢o je zékladna filozofia tzv. Cauchyho
teorie komplexnych integralov. Je preto nutné vediet stanovit koeficienty ay,
k € Z, Laurentovho rozvoja inym spdsobom nez pomocou integralov.
V naSom pripade je funkcia f(z) holomorfnd v celom C okrem bodov
z = 1 a z = 2. Komplexna rovina sa nam preto rozdeli na tri navzajom
disjunktné otvorené medzikruzia so stredmi v bode zy = 0, konkrétne

P(0,0,1) : 0< |z <1,
P0,1,2) : 1<z <2,
P(0,2,00) : 2<|z| <o
(samy overte pomocou vhodného obrazku :)). Funkcia f(z) je zrejme raci-
onalna lomena, preto plati rozklad
f(2) :_zil —I—z—iQ, ze C\{1,2}

(i toto samy overte ;)). Na jednotlivych medzikruziach sa teraz budeme sna-
zit rozvinuf tieto parcidlne zlomky podla (kladnych i zapornych) mocnin
premennej z. V medzikruzi P(0,0,1) plati |z| < 1, preto mame

o0
S S -
z—1 11—z =
1 1 1 21 1 1 o= /2\" 1
= —— . = — <7<1 = —— . (*) = — .
c—2 2 1-2 Hz‘ 2 ‘ 32 (3 D ot
n=0 n=0

(samy si dobre premyslite :)). Pre funkciu f(z) teda plati

f(Z):ZZn_Zinﬂ ’Zn:Z (1_ 2n1+1) 2" 2e P(0,0,1).
n=0 n=0

n=0
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Ziskali sme Laurentov rozvoj funkcie f(z) na medzikruzi P(0,0,1). VSimnime
si, Zze tento rad obsahuje iba nezaporné mocniny premennej z. Naviac, je
platny aj v bode z = 2y = 0 (samy overte :)). Jedna sa teda o Taylorov
rozvoj funkcie f(z) na otvorenom kruhu |z| < 1 (dobre si to premyslite;
funkcia f(z) je totiz holomorfna i v bode z =0 :)).

Podme presktmat, ako to bude vyzerat na medzikruzi P(0,1,2). Te-
raz 1 < |z| < 2, a teda zlomok ——1; nemdZeme rozvinit do nekoneéného

geometrického radu tak ako v predchédzajicom pripade (preco? :)). Plati
vsak |§‘ < 1, a preto mdzeme pouzit nasledujtci obrat

1 1 1 1 < /1\" =1 =1
- :_;'1_1:_;'Z<Z) :_Zszrl:_ o )

z—1

(samy overte detaily ;)). Druhy zlomok —5 mé rovnaky rozvoj ako v pred-

chadzajiucom pripade, pretoze i teraz mame |§‘ < 1. Takze

1 = 1
Z_QZ_ZQnH'Z‘
n=0

Laurentov rad funkcie f(z) mé potom tvar

>~ 1 >~ 1
f@)==> 2= sux ¥ 2€P012)
n=0

z
n=1
V tomto pripade rozvoj obsahuje zaporné mocniny z (tzv. hlavnd ¢ast radu)
i nezdporné mocniny z (tzv. reguldrna ¢ast radu).
Na medzikruzi P(0, 2, 00), t.j., 2 < |z|, postupujeme analogicky. Plati
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(samy overte detaily vypoctov :)). Vysledny Laurentov rad v tomto pripade
ma4 len zdporné mocniny z, t.j., len svoju hlavna cast.

Priklad 6 (Laurentov rad)
Néjdime Laurentov rad funkcie f(z) = eis

= na rydzom okoli bod zy = 1.

Riesenie:
Pri rieseni vyuzijeme definiciu komplexnej exponencialnej funkcie, konkrétne

o wn
w —_
e’ = Z o w e C.
n=0
V nasom pripade dosadenim w = ﬁ ihned dostaneme hladany Laurentov

rozvoj funkcie f(z), nakolko

f(z)= eTE = (=) = Z (=) 1 0<|z—1|

n! (z—1)"

N
o
S
Il
o

Ziskany rad pozostava z hlavnej Casti a z regularnej casti, ktora je tvorena
iba jednym ¢lenom 1 (samy si premyslite :)).

Priklad 7 (Laurentov rad)
1

Zostrojme Laurentove rady funkcie f(z) = 7z Da medzikruziach

a) 0 <|z—i|l <2, b) 1 < |z| < oc.

Riesenie:
Postupujeme analogicky ako v predchadzajicich prikladoch.
a) Do funkcie f(z) sa snazime nejako zamontovat vyraz z — i. Napriklad

1 1 1
R R L e A R
1 1 1 L !




Na uvazovanom medzikruzi plati ‘%

o > ( z—i)n_
1—0—’22—? — 21 o (Zi)"

My v8ak potrebujeme rozvinit druhtt mocninu vyrazu

< 1 (preco? :)), a preto
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1

. Postupne mame

1+
( 1 >’ 1 1
1+ 2! 2 (14 21)°
Y
1 1Y
(1+5) L5
Do poslednej rovnosti dosadime ziskany rozvoj pre le;i a dostaneme
2i

O £ e e ey (o )
__21(2 @) '(2_1)) =Ly e

(1+57)°

n=0 n=0
:Z_:l((;sr)zn?'(zi)n_lzz_%(_l)&w'(zi)”, 0<|z—1i <2

(v poslednom kroku sme zmenili indexaciu n +— n + 1 :)). Pre funkciu f(z)
napokon plati vyjadrenie

RS S SR (P P

V poslednej formule pre prehladnost oddelime hlavnt a reguldrnu cast ziska-
ného Laurentovho rozvoja. Nechavame na ¢itatela, aby overil findlnu rovnost

Lk D) L
f(z)_(z_4i)2_z4_i+nzz;)16.(21)n'(Z—l),0<|2’—1|<2 )

b) V tomto pripade chceme funkciu f(z) rozvinit podla mocnin z. Na-
kolko 1 < |z|, plati ’%‘ < 1, a teda postupne mame

1 1 1 1 — 1\" & (-1)"
z2+1:§.1+1:;.2<_§) :Zz2n+2’ <ol <o




(samy overte :)). Kedze plati

11 IR
(22+1)2 2z \22+1

(samy sa presvedcte ;)), pre funkciu f(z) v zadani prikladu dostédvame

1 1 (S =) 1 & —1)n
f“)‘wm‘vz‘(zim)z)‘—zz‘ ~@n+2)

, 1<z| < o0

= (-1)" (n+1 — (—1)" - (n—1
:ZO( ) (+):ZQ( )222 )

(v poslednom kroku sme vykonali posun indexu n +— n + 2 :)). Vysledny
Laurentov rad funkcie f(z) na danom medzikruzi obsahuje iba hlavni cast.

Priklad 8 (Laurentov rad)
Stanovme Laurentov rozvoj funkcie

f(2) = cos (Zj__;l;

na prstencovom okoli bodu zy = 2.

Riesenie:
Pri rieSeni vyskusame podobnt fintu ako v Priklade 3 :). Nakolko zlomok

22 —4z  (2—-2)? -4 4

G2 (-2f G2

dostavame pre kazdé komplexné ¢islo z # 2 formulu

22 — 4z

(z—2)2

4
(= —2)?

CcoS 5+ sinl - sin

4
(z-2)

(samy overte ;)). Vyuzitim definicii komplexného sinusu a kosinusu (pozri
Priklad 3) potom pre funkciu f(z) v zadani prikladu méme

B o) (_1)n 4 2n ' 0 (_1)" 4 2n+1
1) —COSI';O el [(22)2} +Sm1',§(2n+1)! ' {(22)2}

10

cos [1— } =cos1 - cos

(z—-2)




42n n 42n+1 1

1
=cos1- Z (z — +sinl- Z 2n+1 -(272)47#2, z#2

(samy si premyshte )) Poznamenajme, 7e v ziskanom Laurentovom rozvoji
je jeho regularna cast reprezentovand iba jedinym ¢lenom cos 1.

Priklad 9 (Laurentov rad)
Napi$me niekolko ¢lenov Laurentov radu funkcie f(z) = cotg z na medzikruzi
0<|z| <m.

Riesenie:
Podla definicie komplexného kotangensu mame
cos 2

cotgz = ——.
sin z

KedZe funkcia sin z nemd v otvorenom medzikruzi 0 < |z| < 7 nulovy bod
(samy si premyslite :)), funkcia f(z) v zadani prikladu je holomorfna na
tomto medzikruzi, a teda je mozné ju jednoznacne rozvinut do Laurentovho
radu podla mocnin z. Dalej vieme, Ze

22 2 7 22 2t 20

smz—z—§+§—ﬁ+ a cosz_l—g—i—z—a-k.u

pre kazdé z € C. Plati teda

N I S U S B

21 " 4 6l B TR T Tz 3 15 9
(samy poctivo overte :)). Prvych niekolko ¢lenov hladaného Laurentovho radu
funkcie f(z) bude mat teda tvar

1
f(z)=cotgr=-—-—— - = .. . 0<|zl <.
z

Nechdvame na citatela, aby si premyslel, Ze jediny ¢len tohto rozvoja so
zapornou mocninou bude %, vSetky ostatné Cleny budt obsahovat uz len
kladné mocniny z :). D4 sa ukézat, Ze uplny Laurentov rozvoj funkcie cotg z
na medzikruzi 0 < |z| < 7 mé tvar

- (_1)n - 2% Bsy, 2n—1
cotg z = Z 2n)! -z ,
n=0
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kde realne konstanty By, k € Ny, st tzv. Bernoulliho ¢isla. Maji mnoho zau-
jimavych a vyznamnych vlastnosti s pocetnymi aplikdciami v najroznejsich
oblastiach matematiky. Plati By = 1, B; = —% a vSetky ostatné Bernoul-
liho ¢isla s neparnym indexom st uz nulové. Na druhej strane spravanie sa
Bernoulliho ¢isiel s parnymi indexami predstavuje i dnes zdhadu. Plati

1 1 1 1 5 691

S By=-——. Bg=—. Byi=——. Bip=— —_
67 4 6 427 8 307 10 667 12 27303

B =
2 307

Poznamenajme, ze Bernoulliho ¢isla st definované ako koeficienty Taylorovho
rozvoja realnej funkie —*— so stredom v bode xy = 0, presnejsie plati

et—1
0 (n)
x B, T
= — ", t.j., B,:= )
e —1 ; T (e“—l)xzo

Na zaklade tejto definicie sa d4 pomerne Tahko ukazaf, Ze Bernoulliho ¢isla
spliiaji rekurentni relaciu

n—1
By =1, (Z)-Bk:(), neN\ {1},
k=0

¢o umorznuje efektivne pocitat ich jednotlivé hodnoty (samy sa pokuste vy-
pocitat hodnotu Biy :)). Za zmienku stoji zaujimava savislost Bernoulliho
¢isiel s hodnotami stc¢tu nekoneéného ¢iselného radu ) ﬁ pre prirodzené
hodnoty p. Konkrétne, pre kazdé p € N plati takato formula

o
1 1 1 1 (—1)p-to-ip,,
B T O T

n=1

Priklad 10 (Singuldrne body)
Néjdime vSetky konecné izolované singuldrne body funkcie f(z) = a
ur¢me ich typ.

Riesenie:
Pripomenme, ze komplexné ¢islo zq je izolovany singuldrny bod funkcie f(z),
ak f(z) je holomorfnd na nejakom rydzom okoli bodu zy, ale v samotnom
bode zy nie je holomorfna. Funkciu f(z) teda vieme na vhodnom prstenco-
vom okoli bodu zy rozvinuf do Laurentovho radu, ¢o umoziuje nasledujicu

12



klasifikaciu izolovanych singularit. Bod zy sa nazyva odstranitelnd singula-
rita, ak odpovedajuci Laurentov rad maé iba reguldrnu cast, t.j., obsahuje
iba ¢leny s nezapornymi mocninami z — 2y. V opa¢nom pripade hovorime o
neodstranitelnej singularite, ktord moze byt bud pdl (konecne vela ¢lenov so
zdpornymi mocninami z — zo) alebo podstatnd singularita (nekoneéne vela
¢lenov so zapornymi mocninami z — zp). V pripade pdlu nas zaujima jeho
rdad, ¢o je absolitna hodnota najmensieho zaporného indexu vyskytujiceho
sa v Laurentovom rozvoji.
Nakolko v nasom pripade pre funkciu f(z) plati

1 1

f(z) = PR z(1—=2)1+2)’

mame tri singularity z; = 0, 29 = 1 a 23 = —1. VSetky tri st pdly prvého
radu, t.j., jednoduché poly. Vyplyva to napriklad z pozorovania, ze funkcia
f(2) ma v bode zy pdl k-tého radu prave vtedy, ked sa d& vyjadrit v tvare

f(z) = (Z{(jg)k, kde funkcia g(z) je holomorfna a nenulova v zy. Samy overte

tito skutocnost pre kazdy z bodov z; =0, 2o =1 a 23 = —13).

Priklad 11 (Singulérne body)
Stanovme vsetky konecné izolované singularity a ich typ pre funkciu

1—cosz

f(z) =

22

Riesenie:
Funkcia f(z) méa zrejme jedint izolovanu singularitu v bode z = 0. VS§imnime
si, ze funkcia f(z) mé kone¢nu limitu v bode z = 0, nakolko

1 :
lim f(2) m €8 E _ | 'Hospital | = lim SmE | 'Hospital | = lim €082
z2—0 22z z—0

=1 .
z—0 z—0 z

=1

Existencia konec¢nej limity funkcie f(z) v singuldrnom bode zj je jednym z
poznavacich znakov, Ze bod z je odstranitelnéd singularita funkcie f(z). V
nasom pripade je teda z = 0 ostranitelny singularny bod funkcie f(z). Naviac
sa d4 ukéazaft, Ze nova komplexna funkcia

f(z), =z #0,

1, z =0,



je holomorfna i v bode z = 0. Odtial pochadza i uvedené pomenovanie bodu
z = 0 terminom ,odstranitelna“ singularita :).

Priklad 12 (Singuldrne body a rezidua)

Uréme vsetky konecné izolované singularity funkcie f(z) = m a vypoci-

tajme rezidud funkcie f(z) v tychto bodoch.

Riesenie:
Na zaklade rozkladu
1 1
A e ) Al P Y oy
ihned zistime izolované singularity v bodoch z; =i a z5 = —i. V oboch pripa-

doch sa jedna o dvojnasobny pdl (samy overte :)). Vypocitame teraz rezidua
funkcie f(z) v tychto bodoch. Z komplexnej analyzy je znadme, Ze reziduum
funkcie f(z) v bode zy (oznacujeme res,, f(z)) je hodnota koeficientu pri
mocnine (z — 29)~! v prislunom Laurentovom rozvoji funkcie f(z) na okoli
bodu zy. V pripade, ak 2, je pdl radu k, vieme hodnotu res,, f(z) stanovit i
bez znalosti daného Laurentovho radu. Konkrétne, plati formula

(k—1)! ' }EEO [(z— 20)F - £(2)] (k1)

res,, f(z) =
V nasom priklade teda postupne dostavame (v oboch pripadoch méme k = 2)
1 /
z—1)2(z+1)?

res, f(z) = lim [(z —1)? - f(2)]" = lim [(z —i)?- (

z—i z—i

res,, f(z) = lim [(z+1)*- f(z)]/ = lim [(z +1)%-

z——i z——i




Priklad 13 (Singuldrne body a rezidua)
Stanovme rezidua funkcie f(z) = 22 e: v jej izolovanych singularitach.

Riesenie:

Ihned vidime singularny bod zy = 0. V tomto pripade ide o podstatnt sin-
gularitu. Okrem iného to spozname i podla toho, Ze limita

lim f(z) = lim 2* e neexistuje (ani vlastna, ani nevlastna).

Z2—20 z—0
Nechavame na citatela, aby sam overil ttto skutoénost (vysetrite, ¢o sa bude
diat, ked sa do limitného bodu 0 budeme bliZif po realnej osi jednak sprava, a
jednak zlava ;)). Pre vypocet prislusného rezidua funkcie f(z) vSak bohuzial
musime zostavit cely Laurentov rozvoj funkcie f(z) na nejakom rydzom okoli
bodu zg = 0 :-/. Nastastie, v tomto pripade to nebude az tak bolestivé ;).
Vyuzitim definicie komplexnej exponencialnej funkcie mame

) o] ln e o] [ee]
1 (1) 11 11
== ) S =2 T

U UE IS SIS U U IS R S B
2 6 z 24 22 120 23 720 24
Pre hladané reziduum teda plati resy f(z) = §. Tvar ziskaného Laurentovho
radu nam zaroven potvrdzuje, Ze bod 2y = 0 je skutocne podstatna singula-

rita funkcie f(z) (samy si premyslite :)).

Priklad 14 (fazsi) (Singularne body)
Zistime vsetky konec¢né izolované singularne body a ich typ pre funkciu

1
ez—-1

er — 1

f(z) =

Riesenie:
Jednou z izolovanych singularit funkcie f(z) je iste bod z = 1, jedné sa o pod-
statni singularitu (samy si premyslite :)). Dalsie singularity st nulové body

15



menovatela funkcie f(z), t.j., vSetky rieSenia rovnice e* = 1 v C. Nechavame
na Citatela, aby si premyslel, Ze s to prave body z,, = 2rim, m € Z (kom-
plexnd exponencialna funkcia e* je periodicka s periédou 27i :)). Pre kazdé
m € Z je bod z, jednoduchym pdélom funkcie f(z). Tento fakt vyplyva z
vyjadrenia funkcie f(z) pre dané celé m v tvare

Z— Zm 1 1

f(Z) = Lex-1 .

e —1 2= Zm

Vyraz %% je mozné holomorfne a nenulovo dodefinovat i v bode z,,, pretoze

lim 2™ — | 'Hospital | = lim — = =1

z2—zm €% — 1 z2—zZm €7 ec*m

Z—2Zm

(samy overte; funkcia 2*2 md v bode z,, odstranitelnt singularitu, pozri i
Priklad 11 ;)). To nés opréaviiuje pozerat sa na funkciu

Z_Zm _1

= cez—-1

ako na holomorfni a nenulovt v bode z,, (kedze ezl # 0 :)). Preto funkcia

flz) = 2E) 4 v bode 2, jednoduchy pdl pre kazdé m € Z.

Z—Zm

Priklad 15 (fazsi) (Singularne body a rezidua)
Vypocitajme hodnoty rezidui danych funkcii v ich kone¢nych singularitach.
. 1 il
a) f(z) =sinz - sin —, b) f(z) =€ "=.

z

Riesenie:
a) Funkcia f(z) ma zrejme jediny konecny singularny bod zy = 0. Kedze

2 2B

smz:z—g—i-a—ﬁ—l-H-, z € C,

1 1 1 . 1 1
sin — = — — —
z oz 3123 Blzd TIT

+---, 2zeC\{0},
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(samy overte :)), Laurentov rad funkcie f(z) na okoli bodu zy = 0 ma tvar

L . 17 23 25 27 1 1 1 1
J@) =sinzesin = (z—g+ g+ s T o)

Vsimnime si, Ze pri postupnom roznasobovani tohto stéinu buda vznikat iba
pdarne (kladné i zaporné) mocniny premennej z. Obzvlast, ¢len s mocninou
27! sa teda nebude vyskytovat v ziskanom Laurentovom rade. Z toho ihned
vyplyva, ze resy f(z) = 0 (samy si to velmi dobre premyslite ;)).

Bod zy = 0 je jedind kone¢nd izolovana singularita funkcie f(z). V
tomto pripade prislusny Laurentov rozvoj funkcie f(z) na rydzom okoli bodu
2o = 0 bude maf tvar

2 3
ettt (1 E e R Y e e
Jz) == =ct-e _<1+1!+21+3PL ) (1+1!z+2!zz+3!z3+ '

Zaujima nas celkovy koeficient pri mocnine z~!. Vysledny ¢len s mocninou
2! m4 postupne struktiru

1 1+z 1+z2 1+z3 1+z4 1+z5 1+
1z 11 2122 21 3123 31 4124 4] Bl 51 6126

| celkovy koeficient pri mocnine 2! |

o)

1+1+1+1+1+1+—Zl
.20 20.3!  31.40 " 41.51 5.6 -l (n+1)!

(samy si dobre premyslite :)). Pre hladané reziduum funkcie f(z) v bode
2o = 0 teda plati

[e.o]

1
resg f(z) = 2% A1) ).

Nechévame na ¢itatela, aby overil, Ze nekonecny ¢iselny rad na pravej strane
poslednej rovnosti skutoéne konverguje ;).
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