Priklady na precvicovanie — komplexné krivkové
integraly a Cauchyho tedria

Riesené priklady

Priklad 1
Vypocitajme komplexny krivkovy integral

]:/Rezdz,
©

kde krivka ¢ je orientovana tsecka so zaciato¢nym bodom 0 a s koncovym
bodom 1 +i.

Riesenie:
Usecka ¢ mé napriklad parametrické vyjadrenie

z2=0+(14+i-0) -t =t+it, t€[0,1]

(samy overte :)). Tato parametrizacia je sihlasna s predpisanou orientaciou (i
toto si samy premyslite ;)). Komplexny krivkovy integral I v zadani prikladu
prevedieme na komplexny uréity integral (podobne ako pri redlnych krivko-
vych integraloch II. druhu). Vykonédme substittciu v I, pri ktorej komplexni
premennu z zamiename za realnu premennu t. Diferencial dz ma zrejme tvar

dz = dt +idt = (1 +1)dt.

Pre integral I v zadani prikladu potom plati

' L 21 141
1= t - (1+1)dt=(1+1)- tdt=(1+1)-|—| = .
& [eaaaae: o [5] -5
stthlasné orientécia Rez dz
Priklad 2

Stanovme komplexny krivkovy integral

I:/|z\2dz,
%)



kde ¢ = 1 @ @9 je uzavreta, kladne orientovana krivka s vyjadrenim

p1: 2=t tel[-1,1], @y 1 z=cost +isint, te€[0,n]
Riesenie:
Zo zadania prikladu vyplyva, ze krivka ¢ pozostava z tsecky s krajnymi
bodmi —1 a 1 a z hornej polkruznice |z| = 1 (samy overte pomocou vhod-

ného nékresu :)). Obidve parametrizacie st suhlasné s kladnou orientaciou
krivky . Hladany krivkovy integral I vypocitame postupnou integraciou po
jednotlivych krivkach ¢ a (o, t.j.,

I:/ |z|§dz+/ |z|z dz.
®1 P2

V pripade krivky ¢; méme |z| = |t|, z=1t,dz =dt at € [-1,1], a tak

1
/|Z|Zdz:/ |t| tdt =0,
©1 -1

pretoze vyraz |t| t je neparnou funkciou premennej ¢ a integrujeme cez interval
stredovo simerny podla nuly (samy si premyslite ;)). Pre krivku ¢y plati
|z2| =1, Z = cost —isint, dz = (—sint +icost)dt a t € [0, 7], a teda

|z|2dz:/ (cost—isint)-(—sint+icost)dt:/ idt =i-[t]g =ir
©2 0 0

(samy overte uvedené vypocty :)). Pre komplexny integral I v zadani pri-
kladu potom mame I = 0 + i7 = ir.

Priklad 3

Dokazme (Newtonovu—Leibnizovu) formulu

b oipt b elpa _ qipb
/e‘ptdtZLp} =—,— wbeR  peR\{0}



Riesenie:
Uvedena formula na integraciu exponencialnej funkcie je dobre znama v re-
alnej analyze. V naSom pripade podla Eulerovho vzorca méame

e'P! = cos pt + isinpt

(samy si premyslite :)). Takze

b b b b
/ et dt = / (cospt + isinpt)dt = / cosptdt +1i- / sin pt dt
a a @ “

_ [Sinptr ey {_cosptr _ {sinpt—i-cospt]b
p p

a a

b

i-sinpt — i* -cospt| _ [cospt+isinpt b_ eirt]?
a ip ip

a a

a

Poznamenajme, ze plati i vSeobecnejsia Newtonova—Leibnizova formula, a to

et

b o b eqa_eqb
e dt = " :T, a,beR, q € C\ {0},

t.j., v exponente modzeme uvazovat lubovolné nenulové komplexné ¢islo g
(nielen rydzo imaginérne ip). Dokaz tejto rovnosti si musime trochu viac od-
pracovat, pozri neriesené priklady :).

Priklad 4
Ukézme, ze pre dané a € C, R € R" a n € Z plati
0, n# —1,
]:/(z—a)”dz:
v omi, n=—1,

kde ¢ je kladne orientovana kruznica |z — a| = R.



Riesenie:
Kruznica ¢ méa parametrizaciu

z=a+R-e", tel0,2n].

Tato parametrizacia je stihlasna s predpisanou orientaciou krivky . Dalej
dz = R -iel’ dt (samy overte vSetky skutocnosti :)). Pre integréal I teda plati

27 o
I = / (R . eit)n -R. ieit dt = iRn-‘rl . / ei(n+1)t dt.
0 0

Ak n # —1,t.j., n+1# 0, potom v stlade s Prikladom 3 integrujeme

i(n+1)t 727 n+1
I —iR"t!. _‘e : _RT Mt 1l =0 o).
in+1)], n+1 s
oto je

V poslednom kroku sme vyuzili fakt, ze komplexné exponencialna funkcia e*
je periodické s periédami 27ik, kde k € Z (samy si premyslite ;)). V pripade
n=—1,tj., n+1=0, je integracia obzvlast jednoduché

2m
I:i-/ 1dt =271 ;).
0

Vsimnime si, ze hodnota integradlu I vébec mezdvisi na umiestneni danej
kruznice v komplexnej rovine a ani na jej polomere :). Tento prekvapivy vy-
sledok je malou ochutnavkou slavnej Cauchyho teorie poc¢itania komplexnych
krivkovych integralov po uzavretych krivkach. [lustrujeme ju v nasledujtcich
prikladoch. Cauchy tedria umoznuje hladat hodnoty mnohych komplexnych
integralov bez toho, aby sme ich priamo pocitali pomocou parametrizacie
danej krivky. Téato sofistikovand a hlbokd metéda mé dalekosiahle aplikacie
takmer vo vSetkych oblastiach matematiky :).

Priklad 5 (Cauchyho integralna veta a integralna formula)
Najdime hodnotu krivkového integralu

1
I:/2 dz,
o ? +1




kde krivka ¢ je kladne orientovana kruznica s vyjadrenim

1 .
a)lel=5, b lz=2 olz—if=1

Riesenie:
Prvym zakladnym vysledkom Cauchyho tedrie krivkovych integralov je tzv.
Cauchyho integrdlna veta. Ak f(z) je funkcia holomorfna v jednoducho st-
vislej oblasti G C C, potom pre kazda uzavrett cestu ¢ leziacu v G plati

[pf(z) dz =0.

Inymi slovami, komplexny krivkovy integral z f(z) nezavisi na integracnej
ceste v oblasti GG. Druhym délezitym tvrdenim je tzv. Cauchyho integrdlna
formula. Ak ¢ je kladne orientovanéd Jordanova cesta a funkcia f(z) je holo-
morfné vo vnutri ¢ a spojita a konecna na ¢, potom

(2) dz =2mi- f(z9) pre kazdy bod zy € Int .

SOZ_ZO

V nasom pripade pracujeme s funkciou

f(z) =

Funkcia f(z) je holomorfna v celej komplexnej rovine okrem koretiov jej me-
novatela, t.j., bodov +i (samy overte :)). V tlohe a) nech G znaéi otvoreny
kruh |z| < %. Zrejme G je jednoducho suvisla oblast, pricom +i # G. Naviac,
kruznica ¢ lezi v oblasti G (samy overte pomocou vhodného nékresu ;)).
Nakolko funkcia f(z) je holomorfné na celom G, podla Cauchyho integralnej
vety pre integral I mame

1
I = dz=0 ).
[022—1—1 & )

Na druhej strane, v tlohe b) obidva problematické body +i lezia vo vnutri
kruznice ¢, takze nemoézeme pouzit Cauchyho integralnu vetu :/. Kedze f(z)
je racionalna lomena funkcia, rozlozime ju v C na parcialne zlomky

1
2241

L >

2+1 241 =

| [ror=

f(z) =

i
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(samy overte detaily ;)). Pre integral I v zadani prikladu potom mame

i i : 1 : 1
I—/(L.— 2.)dz—i~/ ,dz—l~/ _dz.
p\2t+1  z—1 2 o ZF1 2 2 —1

Na posledné dva integraly teraz aplikujeme Cauchyho integralnu formulu

toto je holomorfné v Int¢p

1 ,-/1\ toto je hodnota 1 v zp
/ ,dz:/ - dz = 27i - 1 = 2,
o 2 i o 2= (—1)

toto je zp€Intp

toto je holomorfné v Int¢

A~ toto je hodnota 1 v zp
1 1 . ~ =~ .
-dz = - dz = 271 - 1 = 27i
zZ—1 z — 1
14 14 ~—~

toto je zp€Intop

(samy si dobre premyslite jednotlivé argumenty ;)). Hladany integral I ma
potom hodnotu . ‘
1:%-%1—%-%1:0 ).

Poznamenajme, Ze kym v a) hodnota I = 0 bola désledkom Cauchyho integ-
ralnej vety, v tomto pripade hodnota I = 0 vyplynula z Cauchyho integralne;j
formuly. V tlohe c) lezi vo vnutri ¢ iba jeden bod i (samy overte :)). Na vy-
pocet I opit vyuzijeme rozklad f(z) na parcidlne zlomky. Teraz vSak

1
/ -dz =0
SDz+1

podla Cauchyho integralnej vety, nakolko vyraz Z%ﬂ je holomorfny vo vnutri
¢ (samy si premyslite :)). Naproti tomu

1
/ dz = 27i - 1 = 2mi,

o2 —1
v stilade s Cauchyho integralnou formulou (i toto si samy rozmyslite ;)). Preto

I:—i-27ri:7r ).
2



Hodnotu I sme mohli néjst pomocou Cauchyho integralnej formuly aj takto

toto je holomorfné v Int ¢y

—~
1

1 1 i
I:/ D) dZ:/—dZ:/ Z+1 dz
o 22 +1 o (2 +1)(z —1i) o Z—

1
~—~
toto je zp€Int g

Priklad 6 (Cauchyho integralna veta)
Ur¢me krivkovy integral

COS 2

1
I:/ dz, v:lzl=1, ©O.
%)

Riesenie:
Z vlastnosti komplexnej goniometrickej funkcie cosz vieme, Ze jej nulové
body st prave neparne nasobky 7 (samy overte :)). A kedze vo vnitri ¢ sa
nenachddza ani jeden z nich, funkcia f(z) = —L- je holomorfnd vo vnitri
¢ (presnejsie, existuje jednoducho suvisla oblast obsahujica ¢, na ktorej je
funkcia f(z) holomorfna; takouto oblastou je napriklad otvoreny kruh |z| < %,

samy si premyslite ;)). Podla Cauchyho integralnej vety potom mame

1
[:/ dz=0 ).
» COS 2

Priklad 7 (Princip deformaécie krivky)
Vypocitajme krivkovy integral
1
= / —dz,
0 Z

7



kde ¢ je kladne orientovany obvod Stvorca s vrcholmi v bodoch

1+1i, —1+i, —-1-i, 1-i

Riesenie:
Princip deformécie krivky (integracnej cesty) je uzitoéné a casto vyuzivané
pozorovanie. Umoziuje zamenit predpisani integra¢n cestu za int s tym, ze
hodnota pocitaného komplexného integralu sa nezmeni. Presnejsie, ak ¢ a ¥
st dve kladne orientované Jordanove cesty také, ze krivka ¢ lezi vo vnutri
krivky ¢, a funkcia f(z) je holomorfnd v Extt¢ N Inty (v oblasti medzi
obidvomi krivkami) a spojité a konetnéd na uzavere Ext ¢ N Int ¢, potom

/sof(z)dz:[pf(z)dz.

V naSom priklade uvazujme kruznicu ¢ tvaru |z| = 3. Zrejme 1 lez{ vo vnttri
¢ a funkcia f(z) = % je holomorfna v oblasti medzi tymito dvomi krivkami
(samy overte pomocou vhodného obréazku ;)). Podla vyssie uvedeného tvrde-

nia potom dostavame
1
I = / —dz.
" z

Avsak podla Prikladu 3 (s n = —1) ma posledny integral hodnotu 27i (samy
si premyslite :)). Preto pre hodnotu I mame

1
I:/—dz:Qﬂi ).
0 Z

Tento priklad ilustruje vyrazna efektivnost Cauchyho teérie pri praktickych
situdciach. Krivkovy integrél I sa da v tomto pripade vypocitat i klasickym
sposobom pomocou parametrizacie krivky ¢, vypocet by vSak bol podstatne
zdlhavejsi (samy skiste ;)).

Priklad 8 (Cauchyho integralna formula)
Stanovme krivkovy integral

sin z 3
I: —d . = — .
[D(z+2)(z—i) soovill=5 0



Riesenie:
Pri rieSeni tohto prikladu méZzeme vyuzit iba Cauchyho figle, tradiény vy-
pocet pomocou parametrizacie krivky ¢ zlyhdva na plnej ¢iare :-/ (samy
sa presvedcte :)). KedZe sin z je celd funkcia (t.j., holomorfnd v celom C),
komplexna funkcia

sin z
2)=—F——
/() (z+2)(z —1)
je holomorfna v celej komplexnej rovine okrem bodov —2 a i. Vyraz Wl(z—l)
rozlozime na parcialne zlomky
1 1
1 _ 2, 2

(z42)(z—i) 242  z-i
(samy overte :)). Funkciu f(z) mozno teda vyjadrit v tvare

1 sinz+ 1 sin z
241 242 241 z—-1

f(z) =

Tym sme si pripravili vhodnt pédu na aplikidciu Cauchyho tedrie, nakolko
pre integral I potom dostavame

1 sin z 1 sin z 1 sin z 1 sin z
I = — - + - - | dz = — - dz + - - dz.
P 241 z4+2 241 z-—1i 241 (,02—1—2 241 o2 —1

Do vnutra kruznice ¢ patri iba bod i, preto

sin z
/ dz=0 pomocou Cauchyho integralnej vety,
o2+ 2

sin z
/ dz = 27i - sin¢ pomocou Cauchyho integralnej formuly
o2 —1

(samy si dobre premyslite ;)). Hladany komplexny integral I teda spliia

1 L 1 . el —e M 1 1
122 ,-27r1-smz:2 - 27 - 5 =5 o
+1 +1 X 1 +1 e

sini

2 —1i 1—e? 2n(1—¢?) . w(l—¢?
5) e 5e oe




Priklad 9 (Cauchyho integralny vzorec)
N&jdime hodnotu krivkového integralu

eZ
=% 4
/p(z+2)4 =

kde ¢ je Tubovolna kladne orientovana Jordanova cesta obsahujica vo svojom
vnutri bod —2.

Riesenie:
Pri rieSeni vyuzijeme dal$i vyznamny vysledok Cauchyho tedrie, tzv. Cau-
chyho integralny vzorec. Jedna sa o zovseobecnenie Cauchyho integranej for-
muly. Ak G C C je jednoducho stvisla oblast a f(z) je komplexné funkcia
holomorfna na G, potom pre kazdu kladne orientovanti Jordanovu krivku ¢
leziacu v G a pre kazdé n € Ny plati

ori
/ ( f(2) ds — m. f(")(z()) pre kazdé zy € Int .
%)

z — 7o)t n!

V naSom pripade mame f(z) = e* a zyp = —2 € Int ¢ podla zadania prikladu.
Pre hodnotu integralu I mozeme teda pisat

7!

e? 2mi i
I: —d — . 2\ _ . z - ).
L= =5 =g )

Priklad 10 (nezéavislost na integracnej ceste)
Zistime hodnotu krivkového integralu

I= /cos(iz) dz,
¢
kde ¢ je lubovolna cesta od bodu 0 do bodu 2i.

Riesenie:
Ukazeme, ze predlozeny komplexny krivkovy integral nezavisi na integracne;j

10



ceste ¢. Nezavislost na integracnej ceste je izko spitd s pojmom primitivna
funkcia. Konkrétne, komplexny integral fgo f(2)dz zo spojitej funkcie f(z)
nezavisi na integracnej ceste ¢ v otvorenej mnozine G C C prave vtedy,
ked f(z) ma v G primitivnu funkciu, t.j., existuje holomorfna funkcia F(z) s
vlastnostou F’(z) = f(z) pre kazdé z € G. V tomto pripade potom plati

/f(z) dz = F(z9) — F(z1),

kde 2; je zacdiato¢ny bod a 25 koncovy bod orientovanej krivky ¢ leziacej v
G. Posledna formula je komplexné verzia Newtonovej—Leibnizovej formuly
realnej analyzy. V nasom pripade k funkcii f(z) = cos(iz) existuje v celom
C primitivna funkcia F'(z) = —isin(iz), nakolko pre kazdé z € C mame

F'(z) = [—isin(iz)] = —i-i- cos(iz) = cos(iz) = f(2).

Pre hodnotu integralu I v zadani prikladu potom plati

2i
I= /cos(iz) dz :/ cos(iz) dz = [~isin(iz)]) = isin2 ).
© 0

Priklad 11 (Cauchyho veta o reziduach)
Néajdime krivkovy integral

eZ
[:/—dz, v:lzl=1, O.
» 22(22—9)

Riesenie:
Vrcholom a zovseobecnenim vsetkych doterajsich Cauchyho trikov pri podi-
tani komplexnych integralov je tzv. Cauchyho veta o rezidudch (alebo tiez
Cauchyho rezidudlna veta). Ukazuje, ako efektivne vypocitat hodnotu kriv-
kového integralu pozdlz Jordanovej krivky, vo vnutri ktorej mé integrand
konecne vela izolovangch singularit. Pod pojmom izolovand singularita fun-
kcie f(z) rozumieme bod zg, pre ktory je funkcia f(z) holomorfna na nejakom
jeho prstencovom okoli, ale v samotnom bode zy nie je f(z) holomorfna. Ak
¢ je kladne orientovand Jordanova krivka a f(z) je funkcia spojita a kone¢na

11



na ¢ a majuca konefne vela izolovanych singularit z1, 2o, ..., 2, vo vnutri
krivky ¢, potom plati rovnost

/ f(z)dz = 2mi - [res,, f(2) +res,, f(2) + -+ +res,, f(2)],

kde komplexné ¢islo res,, f(2), k =1, ..., m, je tzv. reziduum funkcie f(z) v
bode z,. Stvisi s Laurentovym rozvojom funkcie f(z) v nejakom prstencovom
okoli bodu zy, presnejsie, res,, f(z) je prave koeficient pri mocnine Zka tohto
rozvoja. V nasom pripade méame integrovat komplexni funkciu

Funkcia f(z) mé zrejme izolované singularity v bodoch z; = 0, 2z = 3 a
z3 = —3 (samy overte :)). Nakolko vo vnutri kruznice ¢ lezi iba bod z;, pre
integral I podla Cauchyho vety o rezidudch méame

I =27i-res,, f(2).

Potrebujeme teda stanovif reziduum funkcie f(z) v bode z;. Z tvaru f(z)
vyplyva, Ze bod z; je jej dvojnasobny pdl (samy si premyslite :)). V takomto
pripade vieme hodnotu res,, f(z) ur¢it i bez priamej konstrukcie Laurentovho
radu funkcie f(z) v okoli bodu z;. Konkrétne, plati vzorec

res,, f(z) = lim [(z — zl)2f(z)}/.

zZ—2z1

Dosadenim potom dostaneme

eZ

res,, f(z) = lim {22 . 2229)

z—0

/_1_ e” /_1, ez-(zz—9)—ez-22__1
_zll}%) Z2— _zll}%] (22—9)2 N 9

(samy overte detaily vypoctu ;)). Hodnota hladaného integralu I teda je

1 27
T=2mi-(—=)=-"" ).
i ( 9) 5 )

12



Priklad 12 (Cauchyho veta o reziduach)
Pre R > 0 stanovme krivkovy integral

1
I:/Sin2—dz, o l|z|=R, O.
o z

Riesenie:
Postupujeme analogicky ako v predchadzajicom priklade. Komplexna fun-
kcia f(z) = sin® 2 ma zrejme len jednu kone¢nt singularitu, a to bod z = 0.
V tomto pripade sa vSak jedna o podstatni singularitu, pretoze

lim sin? 1 = neexistuje

z—0 z
(samy overte ;)). Na stanovenie rezidua funkcie f(z) v bode z = 0 musime
preto (bohuzial) zostrojit samotny Laurentov rozvoj funkcie f(z) na nejakom
prstencovom okoli bodu z = 0 :/. Z jednoznacnosti Laurentovych rozvojov
komplexnych funkcii vyplyva, ze staci najst akykolvek rozvoj funkcie f(z),
v ktorom budu vystupovat celoéiselné mocniny argumentu z (samy si dobre
premyslite ;)). Podla definicie komplexného sinusu pre kazdé z # 0 mame

S I O S
sin — = — =y .
2 = 2n+1)! = (2n+1)!

(samy overte ;)). Potrebujeme ndjst druhtt mocninu tohto funkcionalneho
radu, t.j., zistif

S e N G A — (-pm*
sin ;_<Zmz )(Zmz )

(1 1+ 1 1 1+ 1
S \z 623 12020 2 623 12025 '

V skutoc¢nosti nas vSak z celého Laurentovho radu zaujima iba koeficient pri
mocnine z~!. Ale pri postupnom roznisobovani posledného st¢inu mocninu
z~! nijako nevyrobime (samy si dobre premyslite ;)). To znamen4, Ze v danom
Laurentovom rozvoji funkcie f(z) v okoli bodu z = 0 bude ¢len s mocninou
2~1 vystupovat s nulovgm koeficientom, a preto resy f(2) = 0 :). A kedZe bod

13



z = 0 lezi vo vnutri kazdej kruznice ¢ s vyjadrenim |z| = R, R > 0, podla
vety o reziduéach pre hladany integral I plati I = 27i-resy f(z) =0 :).

Priklad 13 (Cauchyho veta o reziduéch)
Vypocitajme krivkovy integral

Bet
I:/ dz,
o 211

kde krivka ¢ je kladne orientovana kruznica s vyjadrenim |z| = 2.

Riesenie:
Na vypocet integralu I v zadani prikladu aplikujeme Cauchyho vetu o rezi-
duédch. Potrebujeme teda zistif vSetky izolované singularity funkcie

Bet
2) = ——
f) =22
ktoré sa nachddzaju vo vnutri kruZnice ¢, a nasledne stanovit v nich reziduéa
funkcie f(z). Vidime, Ze f(z) ma izolované singularity v bodoch z = —1
(jednoduchy pdl) a z = 0 (podstatnd singularita), pri¢om oba body lezia vo
vnutri ¢ (podla vhodného nacrtku :)). Pre reziduum v pdle z = —1 plati

. . 3 1 1
res_1 f(z) = Zlin_ll(z +1)- f(z) = lim 2" e= = -3
Reziduum funkcie f(z) v bode z = 0 zistime priamo pomocou definicie rezi-
dua, t.j., rozvojom f(z) do Laurentovho radu na nejakom prstencovom okoli
bodu 0. Na zaklade jednoznacnosti Laurentovho radu to znamena, ze potre-
bujeme rozvinat f(z) do akéhokolvek radu podla mocnin 2", kde n € Z (samy
si premyslite :)). Z definicie komplexnej exponencidlnej funkcie e* mame

[e’e) 1\ [e’e) —n
e = E Q: c pre kazdé z # 0.
n! n!
n=0 n=0
Dalej funkcia 1%2 je pre |z] < 1 stctom geometrického radu s kvocientom
q = —z, pretoze
1 1 (o.9] [e.9]
= =) (a)m =Y (-ymem <1
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(samy overte ;)). Pre funkciu f(z) potom dostaneme vyjadrenie

Be: 1 = " -
f<z):zf1223'ez'zilzzg' (ZF> ' (Z(_szm)

n=0 m=0

platné pre 0 < |z| < 1 (i toto si samy dobre premyslite ;)). Jedna sa teda
(po roznasobeni) o hfadany Laurentov rad funkcie f(z) na prstencovom okoli
bodu 0. Chceme najst Laurentov koeficient pri mocnine 27!, kedZe podla
definicie préave to je hlfadané reziduum resg f(z) :). Pri roznasobovani danych
nekonec¢nych suctov ma exponent vSeobecnej mocniny struktiru

3 + (—n) + m, )

prispevok od z3 prispevok od prvej sumy prispevok od druhej sumy

kde m,n st nezédporné celé ¢isla (samy overte :)). Zaujima nas, kedy plati
3—n+m=—1, teda n =4+ m. Index m z druhej sumy je teda nezavisly,
kym index n z prvej sumy zavisi na aktualnej hodnote indexu m, a to pro-
strednictvom rovnosti n = 4 + m. Jednotlivé ¢leny, ktoré budu prispievat k
celkovému ¢lenu s mocninou 2z}, s teda postupne

—4
23 24—' - (—1)°2°,
-5
2% 25—, (=1)'z",
-6
2 26_' (—1)*22,
~7
23 27—' - (—1)327,
4—m
3. % m m
: ~1
© (4+m)! (=1)"=",
4
celkovy koeficient pri 21 = ( 4!) + ( 5!) + ( 6!) 4t (i—i—in)'



(samy si dobre premyslite jednotlivé argumenty :)). Pre reziduum funkcie
f(2) v bode 0 potom mame

1 1 1 1 (—1)™
eso /G =g onta At arm

Tento sucet vSak vieme urcit, pretoze plati
4 =D 1 11 1 1 1
=) o ca st st e T

a toto je uz resp f(z) :)

Preto dostdvame rovnost

1 1 1
Eza—i—i—resof(z) = resyf =

D |

1
—3 ).

Pre integral I v zadani prikladu potom podla rezidualnej vety mame

3.1 .
- 1 1 1 9
I:/@ jfldz:Qwi-[res_lf(z)+resof(z)]:2771. [_e+e_3} i

Priklad 14 (Taylorov rad)
Rozvinime podla mocnin z funkciu

kde krivka ¢ je orientovana usecka od bodu 0 do bodu z, z € C, a uréme
obor konvergencie tohto rozvoja.

Riesenie:
V prvom rade si vSimnime, ze nakolko je vyraz e’ spojity v kazdom w € C,
funkcia f(z) je definovand na celej komplexnej rovine (samy si premyslite :)).
Podla definicie komplexnej exponencialnej funkcie plati

)

w2 an

=D
0 n:
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pricom tento funkcionalny rad konverguje rovnomerne na kazdej kompaktnej
podmnozine v C (i toto si samy premyslite :)). Funkcia f(2) potom pre kazdé
komplexné ¢&islo z spliia

f(z):[p<i‘i'n>dw—z —@w—Z /2”dw

n=0 =0 V¥

(samy overte :)). Kazda z funkcii w?", n € Ny, je iste holomorfnd v celej

komplexneJ rovine. Preto k nej v celom C existuje primitivna funkcia, kon-
2n

krétne - +1 Nésledne, komplexny krivkovy integral f w?™ dw nezavisi na

integracnej ceste ¢ a plati

2n+1 7% 2n+1
/wQ”dw:lw } S , zeC
o 2n+1], 2n+1

(samy si velmi pozorne premyslite jednotlivé argumenty :)). Z toho potom
dostdavame hladany mocninovy rozvoj funkcie f(z) na okoli bodu zg = 0, t.j.,

o0 1 Z2n+1 o0 2n+1
f(z):nzzoﬁdwrl nzzn+1

Oborom konvergencie tohto radu je zrejme celé C (samy overte :)). Vidime
teda, ze funkcia f(z) — ako sucet mocninového radu — je holomorfna v celej
komplexnej rovine a ziskany rozvoj je jej Taylorovym rozvojom so stredom
v bode zp = 0 (samy si premyslite ;)).

Priklad 15 (faz$i) (Laurentov rad)

Pre realny parameter p ndjdime Laurentove koeficienty funkcie f(z) = e (==
na rydzom okoli bodu 2y, = 0.

Riesenie:
Z komplexnej analyzy vieme, ze ak a, st koeficienty Laurentovho rozvoja
funkcie f(z) na nejakom medzikruzi so stredom v bode 2y, t.j.,

flz) = Z an(z — z9)" pre kazdé z z daného medzikruzia,

n=—oo
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potom pre kazdy index n € Z plati formula

1 f(z)
an—%-/somdz,

kde ¢ je TubovoIna kladne orientovana kruznica so stredom v bode zj leZiaca v
uvazovanom medzikruzi. V nagom pripade je zrejme funkcia f(z) pre kazdy
parameter p € R holomorfna v celom C okrem bodu z; = 0. Na kazdom
prstencovom okoli bodu 0 je teda mozné ju rozvinit do Laurentovho radu,
pri¢om jej odpovedajiice Laurentove koeficienty potom spliaji

1 eb(=-1)
61,7L:—-/>—(:1,?,“7 TLGNO

271 zntl

Krivku ¢ budeme uvazovat ako kladne orientovant kruznicu |z| = 1. Dany
komplexny integral vypocitame Standardnym spésob pomocou parametriza-
cie krivky ¢. Ked%e v nasom pripade mame z = e, t € [0, 27], adz = i-el dt,
po dosadeni postupne dostavame

a, = i . /27T 62 (et —eit) L elt e b /27? L.2i smt
27 0 el(n—i—l)t eint
1 2w . 1 27 i 2m
=_—- ellpsint=tn) gy — — cos (psint — tn)dt + — - / sin (psint — tn) dt.
2r Jo 2m 2 Jy

(samy overte :)). Posledny urcity integral ma hodnotu nula. Skutoc¢ne,

o u=t-—m, .
/ sin (psint — tn) dt = du = dt, = / sin [psin(u + 7) — (u 4+ m)n] du
0 -

s T
:/ sin[—psinu—un—mr]duz—/ sin (psinu + un + nw) du
—T —1T

T

= */ (—=1)" - sin (psinu + un) du = (71)n+1 / sin (psinu 4+ un) du = 0,

pretoze funkcia sin (p sin u+wun) je neparna. Pri prechode na treti riadok sme
aplikovali rozsinusovanie a vyuzili identity cosnm = (—1)" a sinnm = 0 :).
Hladany Laurentov koeficient a,, mé teda vyjadrenie

1 27
an:—-/ cos (psint —tn)dt, neNy peR.
2r Jo

Tento urcity integral sa v literattire obvykle vyskytuje pod nazvom Besselova
funkcia prvého druhu (premennej p) a oznacuje sa J,(p) :).
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