Priklady na precvicovanie — Cauchyho teodria rezidui a
jej aplikacie
Riesené priklady
V nasledujucich prikladoch aplikujeme Cauchyho teériu komplexnych kriv-
kovych integralov na vypocet redlnych urcitych a nevlastnych integralov.

Tieto aplikicie predstavuju jeden z vrcholov komplexnej analyzy :). Najprv
ilustrujeme pouzitie niekolkych uz ,hotovych* formul.

(i) Integral typu f027r R(cost, sint) dt

Predpoklady:

e Redlna funkcia R(u,v) je raciondlna lomena funkcia svojich pre-
mennych u, v.

Zavedenim komplexnej premennej z = e prevedieme dany realny integ-
ral na komplexny krivkovy integral pozdlZ kladne orientovanej kruznice
|z| = 1. Vyuzivame pri tom identity

oit fe-it 54 -1 B

o8 2 9 o % %

Potom plati

z = el
2m

R(cost, sint)dt = | dz =ie'dt = dt = —iz"'dz
tel0,2n] ~ p:|z|=1

0

(ii) Integraly typu [ f(t)cosmtdt a [°° f(t)sinmtdt pre m >0

Predpoklady:



e Dané nevlastné integraly konverguju.

e Komplexna funkcia f(z) ma v C iba konec¢ne vela izolovanych
singularit, pricom na realnej osi mé najviac jednoduché pdly.

e Plati lim, ,,, f(z) =0.
Potom plati

/ f(t) cosmtdt = Re

2mi - Z res,, f(z)e™* 4 i - Z resy f(2) e“”z],

Imw>0 Im w=0

/ f(t)sinmt dt = Im [2771 : Z res,, f(2) €™ 4 i - Z res,, f(2) eim"] )
- Imw>0 Im w=0
(iii) Integral typu [*°_ f(t)e™ dt pre m # 0

Predpoklady st rovnaké ako pre typ (ii). V pripade ich splnenia plati

/ f(t)e™ dt = 27 - Z res,, f(2) €™ 4 i - Z res,, f(z)e™* pre m > 0,

Im w>0 Im w=0

/ f(t) ™t dt = 2ni - Z res,, f(z) e im# + 7 - Z res,, f(z)e~™m* prem < 0

Imw>0 Im w=0

(vodorovn4 ¢iara v druhej rovnosti znac¢i komplexné zdruZenie :)). Ne-
chdvame na dcitatela, aby si premyslel tzku stvislost tychto formul s
identitami v pripade (ii), obzvlast vo svetle Eulerovej rovnosti

e™ = cosmt +isinmt ;).

(iv) Integral typu [ f(t)dt

Predpoklady:

e Dany nevlastny integral konverguje.

e Komplexnd funkcia f(z) mé v hornej komplexnej polrovine (obsa-
hujticej nezapornt imaginarnu polos) iba kone¢ne vela izolovanych
singularit, pricom ziadna z nich nelezi na realnej osi.



e Je splnenad podmienka

lim zf(z) =0.

z—»00

Im 2>0

Potom plati

/Oof(t)dt:27ri- Z res,, f(2).

o0 Imw>0

(v) Integral typu [~ f(t)t* 'dt prea € R\ Z

Predpoklady:

e Dany nevlastny integral konverguje.

e Komplexna funkcia f(z) ma v C iba konefne vela izolovanych
singularit, ktoré nelezia v redlnom intervale (0, c0).

e Su splnené podmienky
lim [2[*f(2) = 0 = lim [2[*f(2).

Potom plati

0 T

t)yttdt = - —z)* !

| s ST e, (<) (2),
weC\[0,00)

kde mocnina 2%~ ! je chdpana v zmysle svojej hlavnej hodnoty, t.j.,

a—1

P — e(a—l)-[ln\z|+1~argz].

(vi) Integraly typu [ f(t)Intdt a [ f(t)dt
Predpoklady:

e Dané nevlastné integraly konverguju.



e Komplexna funkcia f(z) ma v C iba kone¢ne vela izolovanych
singularit, ktoré nelezia v redlnom intervale (0, co).

e Su splnené podmienky

lim zf(z)In® 2| = 0 = lim zf(2) In? ||
Z—+00 z—0

Potom plati

> 1
/Of(t)lntdt:—é-Re 3 ves, f(2)logl, 2| |

weC\[0,00)

/o f(t)dt:—%-lm Z res,, f(2)logs. 2| ,

weC\[0,00)
kde logaritmicka funkcia log,.. z je definovana predpisom
logy, z:=1In|z| +i-¢ pre e € [0,2m).

V tomto pripade plati (log,, z)’ = 1/z vo vietkych bodoch z, v ktorych
je funkcia log,,. z holomorfna.

Priklad 1

Pomocou Cauchyho teérie zistime hodnotu urc¢itého integralu

[:/ L?dt, a > 0.
o a?+sin“t

Riesenie:
Zavedenim jednoduchej substitticie t = s/2 prevedieme I na integral typu
(). Konkrétne, mame

toto je raciondlna funkcia v coss
7\

2m 2w - ~
1
YL PR e
0 a2—|—sin2<—) 2 0 20?2 +1—coss
2

———

l—coss




(samy overte detaily ;)). Teraz uz mozeme integral I previest na komplexny
krivkovy v stlade s ndvodom v (i). Pre z = €' postupne dostdvame

a 12a
[ = (=1 271 dZ = / dZ,
/§02a2+1—% =) o 22 —22(2a2 +1) +1

kde ¢ je kladne orientovand kruznica |z| = 1 (samy overte vypocty :)). Na
vypocet posledného komplexného integralu aplikujeme Cauchyho vetu o re-
ziduach :). Komplexna funkcia

12a
22 —22(2a2+1)+1

f(z) =

mé izolované singularity v koretioch svojho menovatela, t.j., v bodoch
2 =2a%> + 14 2ava? +1, 29 =2a®+1—2aVa?+1

(samy overte :)). Obidva body zi, 2o st jednoduchymi pélmi funkcie f(z),
pricom vo vnutri kruznice ¢ lezi iba bod z;. Vyplyva to jednak z faktu, ze
Cisla 21, 2o st realne, a jednak z nasledujucich odhadov

n—-1=2d®+2aVa2+1>0 = z1 > 1,

22—1:2a2—2a\/a2+1:2a-(a—\/a2+1) <0 = 2 <1,

—_—
<0

z2+1:2a2+2—2a\/a2—|—1:2\/a2+1-(\/a2+1—a> >0 = 29> —1

| S —
>0

(samy si dobre premyslite ;)). Podla vety o rezidudch potom pre hodnotu
integralu I plati
I =2mi-res,, f(z).

Potrebujeme teda stanovit reziduum funkcie f(z) v bode z. Kedze zy je
jednoduchy pdl funkcie f(z), mame

12a

vesz, f(z) = Mm (2 = 2) - /(2) = lim (2 = 20) - o 0 oy o



Body 21, 22 st korene nemovatela 2% — 22(2a* + 1) + 1, preto plati rozklad
22 —2220+1)+1=(2—21)(2 — 2)
(samy si dobre premyslite :)). Po dosadeni do poslednej limity dostdvame
i2a i2a i2a

i B _ — i —
Tes,, f(Z) 21_{212(2 22) (Z _ 21)(2 — ZZ) zg?z Z—z1 22— 21

12a 1

(202 +1—20Va +1) — 22 +1+2a/a® +1)  2/aZ +1

(samy overte :)). Nakoniec pre integral / v zadani prikladu mame

I:/ %dt:2ﬂ'l<— - )Z " )
o a%+sin“t 2va? +1 a?+1

Poznamenajme, ze uvedeny urcity integral sa d& vypocitat aj tradi¢nym spo-
sobom pomocou Newtonovej—Leibnizovej formuly, nakolko funkcia

a

t) = ———
9(t) a? + sin®t

mé primitivnu funkciu na intervale [0, 7] vyjadritelnti pomocou elementér-
nych funkcii. Nechédvame na Citatela, aby sam overil nasledujice vypocty :).

™ % w/2
I:/ % dt= du = dt :/ — du
o a2 4sin“t —x/2 a% +sin (u—}—g)

NIE

p=tgu = u = arctgp
2,
/71'/2 a d COSs™ u = 1+p2 /oo a 1 d
= ——————————— u: g . p
2 2 2 1 2
—x/2 @7 Fcos®u du:1+1p2dp —oo Pt 1 LD
—5 ~ —00, T ~» 00

e a 1 e dp 1 a ap
= a2 (P P, | T A8
oo 0PP? +a? +1 a Jooop?+ %3 a [Vai+1 va*+1]_o



1 ap o 1

Priklad 2
Vypocitajme nevlastny integral

* sinat
N L T beR*
/0 (2 + b2) “

Riesenie:
Jednd sa o integrél typu (ii). Je absolitne konvergentny, pretoze

a >~ 1 T
< te (0 — _dt=—
S 1€0%) /0 2 42 2

(samy si premyslite, ako z tychto pozorovani vyplyva absoltitna konvergencia
nevlastného integralu v zadani prikladu :)). Komplexné funkcia f(z) je

sin at a sin at

lim % _ 4
1m0t t(2 +02) b2 ’t(t2 +02)

1
Plati lim._, f(z) = 0, ako sa mozno lahko presvedcit :). Funkcia f(z) je
racionalna lomena funk(na svoje izolované singularity ma prave v korenoch
svojho menovatela, t.j. v mslach 0, £ib. Vsetky tri singularity sa Jednoduche
poly (samy overte :)). Z nich nas zaujimajua iba tie, ktoré maji nezapornu
imaginarnu cast, teda 0 a ib, v stlade s predpokladom b > 0. Potrebujeme v
nich zistit rezidus funkcie f (z) ¢'%, Postupne dostaneme

iaz

iaz
e

e

resy f(Z)elaZ — ig}) A m — i%m _ b727
i iaz eiaz eia-ib eiab
i laz _ i i) _ _
res f2) e =T G0 Sy T e T e 2

(samy overte ;)). Dosadenim do vhodnej formuly v (ii) dostaneme

o 3 t
/_oot(:;n—flﬂ)dtzlm [27i - resy, f(2) €% + i - resg f(z) €]



i e—ab o1 7 (1—e )
=Im {Zm- (— 52 ) +7r1-b—2} =
NakoIko funkcia pod integralom v zadani prikladu je parna, plati

I:/Oo sin at dtzl./“’ sin at
o (22 +b?) _

g — 7 (1—e )
2 o t(t? + b?)

e ).

Priklad 3

Ur¢me hodnotu nevlastného integralu

o0 —bit
[:/ i—dt.
214

Riesenie:

Predlozeny integral konverguje, a to absolutne. Vyplyva to z nerovnosti

toto je 1

) —
e—51t B ‘e—51t‘ B 1 tE( )
2244 244 244 00,200

a z identity | OOOO tQi 7 = 5 (samy si dobre premyslite :)). Jedna sa zrejme o
integral typu (iii) s m = —5 a s komplexnou funkciou

1
& =253
Funkcia f(z) mé jednoduché pély v bodoch w;

= —2i a wy = 2i (samy
overte :)). Podla formal v (iii) nds zaujimaju iba singularity s nezadpornou
imaginarnou ¢astou, t.j., iba w,. Nakolko m < 0, dostavame

[e’s) —bit
I:/ ©
oo 244

—biz
dt = 271 - res,, f(2)e5% = 271 - lim (2 — 2i) - ©

z—2i

2244

e—oiz
= 2mi- lim (2 — 2i) -

~oni T
Z—2i (z+2i)(z — 2i) ™ ngZIi z+2i

e—5iz

8



o521
220
(samy overte detaily vypoctov ;)).

eld = T et )

= 2mi T. —
2 2

Priklad 4

Stanovme nevlastny integral

< 3t +1
I=| —S—=dt
N

Riesenie:
Jedna sa o integral typu (iv). Prislusnd komplexnd funkcia f(z) ma tvar

3z+1
(22 +1)2

f(z) =

Plati lim, ., 2f(z) = 0. Je to raciondlna lomena funkcia s izolovanymi sin-
gularitami v bodoch =+i, ktoré nelezia na realnej osi. Podstatna je pre nas
singularita w = i, nakolko Imw > 0. V tomto bode m4 funkcia f(z) dvojné-
sobny pdl (samy overte vSetky pozorovania ;)). Pre reziduum res; f(z) plati

324+1 7' 32417 3i—2)—2 i
. — 1 _.2_ — 1 — 1 Sl A
vesi f(z) = lim [(2 ) (z2+1>2} 215?{(z+i)2} (i) 4

Dosadenim do formuly v (iv) dostaneme pre integral [ v zadani vyjadrenie

> 3t+1 i T
I = ——dt =27 | = | == ).
/_oo @+t T ( 4> y )

Poznamenajme, Ze predlozeny nevlastny integral sa da vypocitat aj klasickym
sposobom. Samy overte nasledujtice vypocty ;).

17/00 3t4+1 .3 /°° 2t dt +/°° dt
e 1?2 (41?0 (P 1)

3 I > dt 3 < dt * (2 +1)—t?
= |- + =-.0+ —_—= e
2 2+1] 0 S (tB+1)2 0 2 o (212 Jo (124 1)2




_/°° dt 7/°° 2 dt _ Jarctg 1] 7/‘” 2dt 7/"0 2 dt
[N S o E R A () Y A (R

I B CEEsVEE 2 P | 1 t 17 1 /Oo dt
=t =1 | 2 241 2 Jot?H1
1 o dt oo 1 T
=1-3 /_oot2+1:W_O_i.[amtgt]*oo:ﬁ_ﬁ-ﬂ:5 )

Priklad 5

Najdime hodnotu nevlastného integralu

o0 ta—l
I :/ dt, a € (0,1).
0

t2+1

Riesenie:
Jednd sa o konvergentny integral typu (v) (pozri dodatok za prikladom :)).
Odpovedajica komplexnd funkcia f(z) ma tvar

1
2241

f(z) =

Nie je tazké overit, ze v stlade s predpokladom v zadani prikladu plati

a

_ ey — i 2
0 a ll_)n%\z| f(z) = lim

U B
lim [2]"f() = lim lim 57 =

2—00 22 + 1 o
Funkcia f(z) ma jednoduché pély v bodoch +i, ktoré iste nelezia na klad-
nej realnej osi. Potrebujeme stanovif rezidua funkcie (—z)*1f(2) v tychto
bodoch. KedZe mocninovd funkcia (—z)*"! je holomorfn4d na Iubovolnjych
okoliach bodov +i, ktoré neobsahuju bod 0, plati

a— . . -z -l : (_Z ot
s (=) (2 =t (: =)+ S — 1y

10



B (_i)a—l B ola—1)-[In |—i-+i-arg(—i)] B ela=1)i(=m/2)  g—i(a—1)m/2

92 2i 2i 2i

(samy overte :)). Analogicky zistime reziduum v bode —i, konkrétne

. pila—1)r/2
res_; (—2)*  f(z) = o

(i toto si samy premyslite ;)). Pripometime, Ze pri vypocte uvedenych rezidui
sme vyuzili fakt, Ze mocninu (—z)*"! poéitame v zmysle jej hlavnej hodnoty
podTla predpisu v (v). Naslednym dosadenim do formuly v (v) dostaneme pre
integral I v zadani prikladu vyjadrenie

sina

- /Oooti‘: Cdt = T [res; (—2)* 1 f(2) +res_; (—2)" L f(2)]

T efi(afl)ﬂ'/Z ei(afl)fr/Z T 7T(CL _ 1)
= — . - — - = —— - Sin
sinma 2i 2i sina 2
toto je —sin(ﬂ(%fn)
- (wa 77) T a m cos T )
= — . — — =)= ———— -cos — = — = — :
sinma 2 2 sin a 2 2sin %* cos 5 2sin
——

i ma ma
2sin 3t cos %y

(samy overte detaily vypoctov ;)).

Dodatok k Prikladu 5
a—1
Poznamenajme najprv, ze vjraz & —7 je pre kazdé a € (0,1) spojity na inter-
vale (0,00). V bode t = 0 méa zrejme singularitu, nakolko

7fa—l

lim =

t—0t+ 12 + 1
(samy overte :)). Naviac, pre kazdé t € (0, 00) platia nerovnosti
a—1

2 +1

a—1

- < ta—3
2 +1

0< < ¢! a 0<

(samy si premyslite; prva nerovnost vyuziva pozorovanie t* + 1 > 1, kym
druhé nerovnost vyplyva z t2+1 > t?;)). Z prvej rovnosti na zéklade porovna-
vacieho kritéria mame absolitnu existenciu nevlastného integralu fol % dt,

11



pretoze urcity integral

1 1
t¢ 1
/ toldt = {—} = — prea € (0,1) konverguje
0 al, a

(samy overte :)). Druhd vysSie uvedend nerovnost zase implikuje (pomo-
cou porovnavacieho kritéria) absolitnu konvergenciu nevlastného integralu

I :;:11 dt, lebo nevlastny integral

> =2 > 1
3 dt = = €(0,1) k '
/1 L — 2} 1 5, brea (0,1) konverguje

(i toto samy overte ;)). To potom znamend, Ze absolitne konverguje i ne-
vlastny integral

1 t(z—l oo ta_l [e’] ta—l
/—dt+/ —dt:/ T a .
o 241 , t?P+1 o t?+1

Priklad 6
Ur¢me nevlastné integraly

* Int & 1
I = ——dt J = ——dt.
/0 (t2+1)2 7 /0 (24 1)2

Riesenie:
Ide o konvergentné integraly typu (vi) (pozri dodatok za prikladom :)). Kom-
plexné funkcia f(z) ma v tomto pripade tvar

1

f(Z):m-

Nechévame na ¢itatela, aby ukazal platnost podmienok

. 9 . zIn?|z] z1n? |2|
lim zf(z)In"|z| = lim = =

_—— 1 2 = 1i
lim i 1) 0 a ilg%]zf(z)ln |z| = lim

50 (24 1)2

12



Funkcia f(z) ma dvojnasobné pdly v bodoch +i. Zaujimaju nas rezidué fun-
kcie f(2)logs, z v tychto bodoch. Podla rovnosti v (vi) je funkcia logj, 2
holomorfna na okoliach bodov +i, ktoré neobsahuji bod 0. Preto mame

. . logQWz ' . log27rz '
e o = =t (¢ (] < [

. 2log,, 2 [(z +1) - é — log,.. z} 2log,, 1[2 — log,, i]
= lim - = .
2 (z+1)3 (21)3
Kedze podla formuly v (vi) plati

logy, i = Infi| +i- 2 = 2
08ori=Inli|+i- - = —
g27‘( 2 27
pre hodnotu res; f(z)logs, z dostavame
0.1 [2-m] g g2
i log2 »— 22 2] _ T . T
res; f(z)logs, 2 S 1 +i G

Podobnou procediirou ziskame hodnotu res_; f(z)logs_ z (samy overte :))

3r . 9n?

res_; f(2)logy, 2 = VAT

Pre hodnotu integralu I v zadani prikladu potom plati

* Int 1
/0 7@2 :l_ 12 dt = —5 -Re [resi f(2) log%7r z + res_; f(2) log%7r z]

1 T . w 37 . 9n2 1 T . w2 s
——-Re[—4—|—1~16+4—1~16]——2-Re[2—1-2]—— ).

Hodnota druhého integralu J v zadani prikladu ma tvar

o 1 1
/ i)y dt = —— - Im [res; f(z) log3, = + res_; f(z)log}, 2]
0

+1)2 21
1 T . 7w T
=——Im|——1-—| = —.
21 2 2 4

13



Dodatok k Prikladu 6
Vyraz (7521_‘;—‘;)2 je spojity na intervale (0, 00), pri¢om v bode t = 0 plati

. Int
m — = —
t—0+ (12 4 1)2

(samy overte :)). Existenciu nevlastného integralu I v zadani Prikladu 6
dokézeme podobne ako v Priklade 5. Z pozorovani

Int

‘m S]lnt|:—lnt, tE(O,].],

1 1
/ |1nt|dt:—/ Intdt = —[tInt —¢); = 1+ lim tInt = 1,
0 0

t—0t+

Int

Int 1
lim (t2+1)2 — Lm n _ O, At — [ar(jtg t]io _ z
t—o0 ﬁ t—oo t2 +1 1 t2 +1 4

vyplyva konvergencia nevlastnych integralov

L nt * Int
——dt —dt
/0 (124 1)2 a4 /1 (24 1)2

(samy si dobre premyslite na zaklade nelimitného a limitného porovnavacieho
kritéria ;)). Potom konverguje i nevlastny integral I, kedze

< Int L ont < Int
I = ——dt = ——dt ——dt ).
[ @ [mimet | mrpe )

Nechdvame na citatela, aby konvergenciu nevlastného integralu J v zadani
Prikladu 5 overil jeho priamym vypoctom (vyuZzite vypocty v Priklade 4 ;)).

V dalsich prikladoch si ukdZeme, ¢o sa pri vypocCtoch uréitych, resp. ne-
vlastnych realnych integralov pomocou komplexnej Cauchyho teérie deje ,,v
skutonosti“ :). Poznamenajme, Ze niektoré z nasledujicich integralov nie st

z typov (i), (ii), (iii), (iv), (v) a (vi).

14



Priklad 7
N&jdime hodnoty tzv. Fresnelovych integralov

/ cos t* dt, / sint? dt.
0 0

Riesenie:
Obidva nevlastné integraly konverguji (pozri dodatok za prikladom :)). Uva-
zujme komplexni funkciu f(z) tvaru

flz)=¢%", zeC.

Funkcia f(z) je celd, t.j., je holomorfna v celej komplexnej rovine. Podla
Cauchyho integralnej vety potom pre kazdu uzavret, kladne orientovani a
po castiach hladku krivku ¢ plati

/eizzdz =0.
©

Uvazujme kladne orientovanu krivku ¢ v tvare ¢ = 1 & @9 & @3, pricom
p1:z2=t, te[0,R], wzzz:Reit7t€[0,£}, gagzz:(R—t)ei”/47t€[O7R],

kde R je dané kladné redlne ¢islo (samy znazornite v komplexnej rovine; mali
by ste dostat jednu osminku kruhovej ,torticky“ so stredom v bode 0 :)). Pre
kazdé R > 0 potom plati

O:/eizzdz:/ ¢’ dz —i—/ ¢ dz +/ ¢ dz. (1)
) p1 P2 P3

~— ———— N————
I p) I3

Jednotlivé krivkové integraly I;, I a I3 prepiseme pomocou danych para-
metrizacii. VSimnime si, ze krivky 1, @2 a @3 si parametrizované stuhlasne
s kladnou orientéciou celej krivky ¢ :). Postupne dostédvame

—t
L, § R, R
11:/ e“dz=| dz=dt :/ el dt:/ (cost2—|—isint2)dt
1 0 0
t € [0, R]

15



R R
= / cos t? dt—l—i-/ sin ¢ dt,
0 0

7= Relt "
I, = / e”’dz = | dz =iRedt | = / e (Re)? Rty
P2 0
te0,%]

: /4 iRZel2t it . m/4 R2?sin 2t+iR2 cos 2t it
= 1R-/ e e L e"dt = 1R / e fiTsm2tHifiTcos2t it gy
0 0

. 2 .
iR“ cos 2t elt dt,

z=(R—t)e"™/4
122 : R : iw/4 2 :
I3 —/ e dz=| dz=—€*dt —/ e (R0 e/ (—em/4) dt
©3 0

t €0, R]
toto je i
) R o im/2 ) R 9
_ _em/4'/ (B2 €2 g, _em/4'/ o (B2,
0 0

Zavedenim substiticie s = R —t v poslednom integrale mame

R
[3 _ _ei7r/4 . / e_SQdS
0

(samy overte :)). Dosadenim vysSie uvedenych vyjadreni integralov I; a I3
do rovnosti (1) ziskame

R R . R
():/ COStht—{—i-/ sintzdt+]2—e”r/4-/ e *ds. (2)
0 0 0
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Integral I, odhadneme v absolitnej hodnote zhora

w/4
‘[2‘ = iR / e—R2sin2t . eiR2cos2t . eit dt
0
toto je 1 toto je 1
/4 N /4
S |1‘ . ‘R' / ’e—R2sin2t . eiR2cos2t . eit’ dt = R / e—R2Sin2t dt
0 0

(samy si dobre premyslite jednotlivé kroky ;)). V poslednom integrale sa
(nakreslenim grafov oboch funkcii na intervale [0, 7/4] sa samy presvedcte,
ze plati 4t/ < sin2t pre t € [0,7/4] :)). Preto mame

w/4
< . —4R?t/m :l _ _—R?
|1r2|_R/0 e T dr = T (1 o) (3)

(poslednii rovnost samy overte priamou integraciou podla premennej ¢ :)).
Do6vod, preco robime takéto hrozné vypocty a odhady je nasledujici. V rov-
nosti (2) budeme limitovat R — oo. Mézeme to urobit, pretoze rovnosti (1),
(2) a odhad (3) platia pre akikolvek torticku ¢, a teda aj pre obrovské tortisko
¢ :). Cely figel spociva v tom, ze pri takomto limitovani prvy a druhy integ-
ral v (2) prejdu na Fresnelove integraly v zadani prikladu, kym integral I
bude konvergovat do nuly (z odhadu (3) vyplyva |I3] — 0 pre R — oo, samy
overte ;)). Napokon posledny integral v (2) sa zmeni na Poissonov integral
I e~5*ds :). Plati teda

R R ' R
0:/ cost2dt—|—i~/ Sint2dt—|—12—em/4-/ e % ds
0 0 0

Upre R— o0l

O:/ COSt2dt+i-/ sintht—ei”/‘l./ e ¥ ds.

Z Matematickej analyzy III vSak vieme, zZe

/ e ¥ ds = ﬁ
0 2

17



(samy vhodnym spésobom overte ;)). Okrem toho e™/* = 1—\751 Dostavame

0:/ cost2dt+i-/ sint?dt — +l-ﬁ.
0 0 \/§ 2

Z poslednej rovnosti porovnanim redlnych a imaginarnych casti danych vy-
razov vyplyva finalny vysledok

t2dt = /= int?dt =,/= ).
/o o \/;’ /0 o \/; )

Dodatok k Prikladu 7
Dokézeme konvergenciu nevlastného integralu [~ cost® dt v zadani Prikladu
6 (analogicky sa postupuje i v pripade nevlastného integralu fooo sin 2 dt).
Dany integral mozeme intuitivne vyjadrit ako stucet

o0 ??? 1 o0
/ cost?’dt = / cost?dt + / cost? dt.
0 0 1

Troch otéznikov nad symbolom = sa mozeme zbavif jedine vtedy, ked uka-
zeme existenciu oboch integralov na pravej strane uvedenej rovnosti :). Na-
kolko funkcia cost? je spojitd na intervale [0, 1], ur¢ity Riemannov integral
fol cost?dt bez problémov existuje a ma koneént hodnotu. V druhom, ne-
vlastnom integrale [ cost? dt vykondme substiticiu t = \/u, t.j.,

o0 > cosu
cost?dt = dt = - du = / du.
/1 ) 2Vu 1 2Vu

Vsimnime si i¢elnost rozdelenia povodného nevlastného integralu na dva in-
tegraly. Uvedend substiticia totiz nie je pouzitelnd na celom intervale [0, co)
(samy si premyslite :)). Vzniknuty nevlastny integral teraz vySetrime pomo-
cou Dirichletovho kritéria :). Polozme

f(u) := cosu, g(u) == SN
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Funkcia f(u) je spojita na intervale [1, 00), pricom uréity integral flp f(u)du
ako funkcia hornej hranice p existuje pre kazdé p € [1,00) a je rovhomerne
ohrani¢eny vzhladom na p na [1,00). V Tudskej reéi to znamend asi toto

P P
/ f(u)du = / cosudu = [sinp]] =sinp —sinl pre kazdé p € [1,00),
1 1

‘/ff(u)du

(samy si premyslite clivou spomienkou na davne a krasne ¢asy Matematicke;
analyzy I ;)). Naviac, funkcia g(u) je spojito diferencovatelna a klesajtca na
intervale [1,00) a lim, o g(u) = lim, e ﬁa = 0 (i toto je nostalgia mi-

= |sinp —sin1| < |sinp| +[sinl| <2 pre kazdé p € [1,00) )

nulych ¢ias :)). Podla Dirichletovho kritéria je potom zarucené konvergencia
nevlastného integralu

/loof(u)g(u)du:/loozcijgdu: loocost2dt ).

To nésledne dokazuje i konvergenciu nevlastného integralu

1 0 o]
/cost2dt—|—/ cost2dt:/ cost?dt ;).
0 1 0

Priklad 8
Nech n je dané prirodzené ¢islo. Pomocou vypoc¢tu komplexného integralu

1\*"d
Iz/(z—i——) —Z, vzl =1, O,
o z z

najdime hodnotu urcitého integralu
2
/ cos?" tdt.
0

Riesenie:
Integral I budeme pocitat dvomi sposobmi — jednak tradi¢ne, zavedenim pa-
rametrizacie, a jednak pomocou Cauchyho teérie :). Riesenie tlohy v priklade
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bude spocivat v porovnani vysledkov ziskanych tymito sposobmi. Krivka ¢ je
kladne orientované kruznica so stredom v bode 0 a polomerom 1. Ma teda pa-
rametrické vyjadrenie z = e, kde t € [0, 27]. Tato parametrizéicia je zrejme
sthlasné s orientaciou krivky ¢ v zadani prikladu. Dalej plati dz = ie'‘dt.
Zavedenim danej parametrizacie do integralu /I dostaneme

2 9n . . 2m 2w
I= / (e +e )™ eT i et dt = / (2cost)® -idt =i- / 227 cos®™ t dt.
0 0 0

o vele o . it —it
Pri Gprave sme vyuzili identitu cost = “—

sa d& upravif na tvar

1:/(2”1)2”%:/@@2-
o z z o z2n+

Citatel integrandu je funkcia holomorfna vo vnitri ¢ a koneéné a spojita na
¢. Naviac, bod 0 (nulovy bod menovatela) lezi vo vnutri krivky ¢. Podla
Cauchyho integralnej formuly teda plati

. Na druhej strane, integral I

2mi
(2n)!

™)
(samy si dobre premyslite :)). Potrebujeme néjst hodnotu 2n-tej derivécie
funkcie (22 + 1)*" v bode z = 0. Jednd sa o polyném stupiia 4n, pri¢om
podla binomickej vety mame

2n m
2 2n 2k
4 1) = z . 4
=y () (@)
k=0

Po 2n-tom derivovani tohto polynému dostaneme zrejme polyném 2n-tého
stupiia, ktorého absoltitny ¢len (¢len s mocninou 2°) bude to, ¢o vznikne 2n-
tym derivovanim ¢lena v povodnom polynéme (4) s k = n, t.j., ¢lena 22" (2:)
(samy si dobre premyslite; derivujeme prirodzené mocniny, ich stupne sa
kazdou derivaciou znizuju o jednotku ;)). Naco nam je vSak tento absolutny

¢len? Po dosadeni z = 0 do hladanej 2n-tej derivacie polynému (4) nadm
ostane iba absolatny ¢len (i toto si samy dobre premyslite ;)). Plati teda

(22 + 1)) %) = {22" (2n>} o 2n—1)-(2n—2)---2-1- (2:) = (2n)!- (2">

n n

(samy overte :)). To znamena, Ze pre integral I v zadani prikladu mame

I= éz;! - (2n)! - (?) — ori - (2:>
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Nakoniec porovnanim oboch ziskanych hodno6t pre I dostaneme

27
2
i-/ 927 ¢os2 ¢ dt = 2i - ( n)
0 n

4

27 2n
2pdp— . ).
/o cos Soni N )

Priklad 9
Pomocou vypoctu komplexného integralu

I:/e_dz
g,ez—{—efz

pozdlZ vhodnej uzavretej krivky ¢ najdime hodnoty nevlastnych integralov
* sinmt > cosmt
/ simt / cosmt R
o € et o € et

Riesenie:
Preskiimame najprv existenciu uvedenych nevlastnych integralov. Kedze vy-
Sinmt . ’ . . . . .
raz ;% je nepdrnou funkciou premennej ¢ a integrujeme cez interval sy-

metricky vzhladom na bod 0, plati

/ sin mt =0 )

t —t -
o € T €

(samy si dobre premyslite ;)). Pre vahajacich ¢itatelov pripajame i korekt-
nejsie argumenty

> sinmt R sinmt
———dt = lim ———dt=1lm 0=0 ).
o et R—oo | _pet et R—c0
totovje 0
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Skvelé, takze polovicu prikladu méme hotovt ;)). Na druhej strane, vyraz
cosmt je parnou funkciou premennej t, a preto

et4e—t
* cosmt > cosmt
——dt=2- —dt.
/_oo et +et /0 et +et

Staci teda overit konvergenciu nevlastného integralu fooo (ftoj:ﬁ dt. Plati

<1

cosmt
et +et

| 1

cosm B

:et+e—t<§:et’ t €0, 00),
N——

>et

| oera=ley =1
0

(samy si dobre premyslite :)). Z porovnavacieho kritéria potom vyplyva kon-

. 2, . ’ oo ’ .
vergencia nevlastného integralu [~ | S2™L| d¢t, a teda absolitna konvergencia
0 let+et ’

nevlastného integralu [ S5 d¢. Uvazujme teraz komplexni funkciu
eimz
2)= —.
=

Funkcia f(z) je zrejme holomorfna v celom C okrem bodov z spliiajiicich
e“+e =0 <= e¥=-1

Mnozina vSetkych korenov poslednej rovnice ma tvar

{§+k7r, keZ}

(samy overte ;)). Funkcia f(z) mé teda nekonecne vela izolovanych singu-
larit, ekvidistantne rozloZenych na imaginarnej osi (samy ich zndzornite v
komplexnej rovine :)). Kazd4 z nich je jednoduchy pdl funkcie f(z) (pokiuste
sa samy zdovodnit ;)). Uvazujme dalej uzavreti, kladne orientovani krivku
@ tvaru ¢ = o1 D Y2 O @3 © 4, kde

p1:z2=t, te|[-R,R] w3 1 z=—t+im, te[-R,R],
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po 1 z=R+1it, tel0,n], w4 z=—R+i(r—1t), tel0,n]
pre dané R > 0. Jedné sa teda o kladne orientovany obvod obdlznika s vr-
cholmi v bodoch [-R, 0], [R,0], [R, 7] a [-R, 7] (samy zakreslite v komplex-
nej rovine 1)). KedZe vo vnutri ¢ lezi pre kazdé R > 0 iba jedina singularita
z = funkcie f(z), podla Cauchyho vety o reziduach plati

eimz
I= de= [ —— dz = 2ri - resw
/¢f(z) z [pez+e—z z = 2mi - resy; f(2)

(samy si premyslite ;)). Bod % je jednoduchy pdl funkcie f(z), takze

. imz 5 — i | eimz
resm f(z) = lim (z— 7T—l)  — lim %
> % + e~ %

Zﬁ%i 2 zﬁ\%i e* 4+ e *

V poslednej limite nastava neurcitost typu 0/0, pricom citatel i menovatel
daného zlomku st funkcie holomorfné na prstencovom okoli limitného bodu
% (samy overte :)). Podla komplexného I'Hospitalovho pravidla potom mame

5 — ﬂ) R eimz:|’

res%i f(Z): lim [( 2 € +(Z——).1m.e

' ; = lim 2
z—Z [ez + e*z] 2= e* —e*
ems e~ 2

e% — e_% 2i

Pre hodnotu komplexného integralu I teda dostavame

mm

I:/—dZ:Zm- =T7e 2.
©

e +e* 2i
Vsimnime si, Ze tadto hodnota nezdvisi na volbe parametra R > 0. MoZeme
preto dany obdlznik fubovolne rozfahovat pre R — oo :). Krivkovy integral
I teraz vyjadrime pomocou parametrizacie krivky ¢, t.j.,

I= 1| f(e)dz+ | f()dz+ | f(z)dz+ [ f(2)dz, (5)

¥1 P4
N N
e v N e

I I I3 Iy

J/

pricom pre ciastkové integraly I, I5, I3 a I, postupne mame

z=t
R eimt
t € [—-R,R|
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. T eim<(R+it) .
I —L fR)dz=| dz=idt :/0 oty o-rrm “14h
te [0,
R gime(—t+im)
IS:L O I e =
1 _
te|[-R,R)]
. T eim- —R+i(m—t .
I, = /<p1 f(z)dz = dz = —idt = —/0 e—R+i(r—t) L gR—i(r—1) -idr.
t €0,
Integral I3 sa pomocou substitticie t = —u a identity €™ = e = —1 upravi
t=—u
—-R e (utim)
I; = dt = —du :/R prErpp——_—

-R~ R, R~ —R

—R imu —mm
€ - € _ €
= - - du = —e mm . _— du
. el . el  g=U . e~im . el 4 e~

R eimu
=e M. ——du=e"".1;
_pe“+e

(samy overte detaily vypoc¢tu :)). Na druhej strane, hodnoty integralov I, a
I, sa bud s rasticim R zmensovat do nuly. UkdZeme to pomocou trojuhol-
nikovych nerovnosti platiacich pre kazdé a € Rt a b e R

’|ea+ib| o |e—a—ib|’ S ’ea—&—ib + e—a—ib
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0

e% . |eib| —e . |e—ib| < |ea+ib +e—a—ib
1 1 -

0

e — e—a‘ < ‘ea—&—ib + e—a—ib

i}

1 1
|ea+ib + e—a—ib| — ‘ea _ e—al

(samy pozorne overte jednotlivé kroky vypoctov ;)). Aplikidciou posledne;
odvodenej nerovnosti na integral I, potom dostaneme odhad

™ eim-(RJrit) ™ eim-(R+it)

| 2| ‘A eR+1t+ef(R+1t) ‘ —A el+it +67(R+1t)

1 e—rnt

im-(R+it) imR t

™ im- i i im —m
T o s

0 |eR+it+ef(R+it)| 0 ’eR+it+ef(R+it)|
1

/Tr —mt 1 dt < /TF —mt 1 dt 1 /ﬂ' —mt dt

= e e e e T p7 = —a>S " e

o |eR+1t + e—R—1t| - ) |eR _ e—R‘ |eR _ e—Rl 0
—_———

konstanta

_ 1 e”m" 1 1—e ™
~|eR — e~ R m |, |ef—e R m

(samy si premyslite detaily :)). V trefom riadku tychto vypoc¢tov sme pou-
zili vyssie odvodent nerovnost s a + ib = R + it. Analogickou procedirou
dostaneme i pre integral I, odhad

T eim'[fRJri(ﬂ'ft)] ) ™ eim-[7R+i(7r7t)] )
[l = ‘/0 o RHi(n—1) 1 oR—i(n—1) 'ldt’ S/O o RAi(r—10) 1 oR-i(n—1) ' dt
) e=m(m—1)
—_—— N
w ’eim-[—R+i(7r—t)]‘ . P }eﬂmR| . ‘efm(ﬂft)’
- /0 |efR+i(7r7t) =+ eRfi(ﬂ'ft)| \|1/|, di = /0 ’efR+i(7rft) + eRfi(wft)} dt

1
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i 1 T 1
= m(t—m) < m(t—m) -
/0 e |e—R+i(7r7t) + eRfi(ﬂ,t)’ dt < /0 € |e—R — eR| dt
————’

konstanta

™ m(t—m ﬂ— —mm
-1 / ent-mgp o L [0 1 (1-e :
le=B —eB| J, le=F — ef| m o |eff—e E| m

Podobne, v trefom riadku tychto vypoctov sme aplikovali vyssie odvodent
nerovnost s a+ib = —R+i(7 —t) :). Integraly I, a I, teda spliiaji nerovnosti

1 1 —e ™M™ 1 1 —e™mm
Ll < . 1 < . .
'2'—|eR—eR|( m ) '4'—|eR—eR|< m )

Pre R — oo potom méame rovnosti

R—o0 R—o0 R—oo R—o0
(samy overte ;)). Okrem toho pre integral I; plati

R imt 0 elmt
lim /; = lim _— :/ —dt.
R—00 R—oo |_pet et o €+t
Zhrnieme teraz vSetky ziskané vysledky. Nakolko
%

1 =me™ s Igzeimﬂ'll,

podla rovnice (5) dostavame

mm
2

e :]1+Iz+eimﬂ'f1+f4:(1+67m7r)-]1+12+f4.

Limitovanim tejto rovnosti pre R — oo a vyuzitim predchadzajucich pozo-

rovani odvodime

0 elmt

e s = (14+e ™) / ——dt

¢ —t
o €' Fe

4

mm mm

© eimt me 2 e 2
/ gt = _ )
o et ‘I‘ eft ]_ _|_ e—mm emn + 1
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(samy si pozorne premyslite ;)). AvSak posledny nevlastny integral spliia
cos mt+isinmt
00 imt o] o] : 0o
t t t
/ te —dt= / (t:os mﬁt dt+i / jln m,t df — / :,os mﬁt a
s €' te o €t te s €t te o e te
[
0

(nulovt hodnotu integralu so sinusom sme ukazali na zac¢iatku prikladu :)).
Takze pre hodnotu druhého nevlastného integralu v zadani prikladu mame

> cosmt Te's
/ t ).

o et et T oemm 41
V pouzitom postupe riesenia ulohy sme mléky predpokladali, ze ¢islo m # 0
(samy zistite, kde :)). Nechavame na ¢itatela, aby priamym vypoctom ukazal,
ze odvodeny vysledok zostéva v platnosti aj pre m =0 ;).

Neriesené priklady

1. Pomocou tedrie rezidui vypocitajte dané urcité integraly. Vo vSetkych
ulohach uvazujte koeficienty p, q € R.

2T 2m
dt dt
w/ — 2 p>o, t»/ . o<pl<l,
o D 0

+cost’ 1—2pcost + p?’
27 27
cos 2t dt dt
c , >q >0, d / —_— 0.
) /0 p? + g2 — 2pg cost P-4 ) o (p+qcost)? p7

2. Najdite hodnoty nasledujicich nevlastnych integralov.

o0 tsint * sint
a) / U g b / il P
Lo P2 Ht+1 0o t

> cos 5t > cospt
——————dt d dt 0.
S N E=y e LN e L

3. Pomocou komplexnej analyzy vypocitajte dané nevlastné integraly.

> dt 2%t +1
a)/ A b)/ L,
N T

= t > dt
———dt d —_— > 0.
C) [m (t2+4t+13)2 ) ) [m (t2+p2)35 p
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4.

T*.

Stanovte nasledujiice nevlastné integraly.

a tp d 1 0 b ept d 0,1
——dt, <1, > 0, ——dt, € (0,1),
) /0 12 +¢2 v 1 ) /_oo et +1 p€©.1)

oo tp
c S —. T <1, 0, ¢>0.
) /0 T Ip)| p# q

Ndvod: V tlohe b) pouzite substiticiu u = e’ ;).

Urcte hodnoty danych nevlastnych integralov.

! ©
a)/ 24 p>o, b)/ dt,
0 0

t2 4 p? t4+1

©  2Int
dt.
A
Nech n je dané nezaporné celé ¢islo. Pomocou vypoctu komplexného
krivkového integralu

12n+1dz
)

najdite hodnotu urcitého integralu

27
/ sin?" 1 ¢ dt.
0

Nech n je dané prirodzené ¢islo. Pomocou vypoc¢tu komplexného kriv-
kového integralu

eZ
]:/wﬁdz, vzl =1, O,

dokéazte identity

2T

2m
e“ cos(nt —sint) dt = —,
0 n!

2T
/ e“’sin(nt — sint) dt = 0.
0
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8**. Vyuzitim Cauchyho integralnej vety a identity ffooo e dt = /7 do-
kazte rovnost

oo 2
/ e_“t2cosbtdt:\/E-e_Z“> a>0, b>0.

Ndvod: Uvazujte komplexny integral

2
/e‘”dz
©

pozdlZ kladne orientovaného obvodu obdlZnika s vrcholmi v bodoch
b b
R, R+i-—, —R+i-—, -—R,
2a 2a

kde R > 0. Tento integral vyjadrite dvomi sposobmi, jednak pomocou
Cauchyho integralnej vety, a jednak parametrizaciou integracnej cesty
. Naésledne ziskané vysledky limitujte pre R — oo :).
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