DIFERENCIALNI NEROVNOSTI ;

" co splimjfci Lipschitzovu podminky funkee ; i
an i iitd funkee splinuj \ funkee I
Ficemz f S ".‘ .Jc\};;z‘,ll;;l < . Odhadnete [2(t) = y(t)].
P 1 2" e s;mjl(a d ll =
gV R
r:s

(e (o) TERD neklesajict v z. NUf'l\l7 PO&htedn R
3. Bud w(t,?) Sp\‘j‘\‘A I“:’") ~ yo mé jediné @plné feSenf y. Ukaite, Ze pro kazdoy i
hem yf = w(tw) ylte) = 50 3] :
probk :T‘ ;,nkd 1 splhujici nerov nost
spajitou fu i 4 VL
W<y 4 | w(sx(s))ds 4 z
w0 <wt [ : AUTONOMNI SYSTEMY
0 f‘ 1. G 4 '
i z(t) Syt R i . Geometricks i - M
platd (1) { kazdého z nsledujicich poZateZnich problémi existyjo E ickd interpretace
3o Giplné fedeni kaZdého z je : o e I
1. Dokaite, 3e Gpm Vektorovd diferencilni rovnice
pro viechna T 2 %o s
- 54
3 — = f(z2),
Q) ¥= 11-'*'1/2 , y(zo) = yo, : (1.1} i flz)
+y :
PEEE BT Zo) = Yo, 1) kde vektorové funkee f je definovand na néjaké ablasi 12 v prostorg ", e pagiva
b v=2 -y , UZ)=Y 3 2 Y
autonomni systém. Casto bivi 0 = BV g kapitle buleme predpokisdac.
Q) y=1v +eV, y(zo0) = Yo. ze f je spojita n-vektorova funkee a Ze pocateéni problém {11), ity = za b
P jednoznaény pro libovolné [to.zo] € B x Q. Regenim tudeme eednd roznmet
: plné feseni. Oblast ) se nazyva fizovy prostor, Promanina ¢ se n g

5. Necht ¢ = f(z,y) je skaldrni diferenciélni rovnice takova, Ze funkce f a §f /oy
9. vechl = y .
jsou spojité v R? a ze zde plati

i (os. |
jako grad fualce
i ft danoy parametnicky

Redeni £ = (t) rovnice (1.1) miZene interprvtovat budin
z = @(t) v prostoru B x Q nebo jako kfiviy v pr

rovnici = ¢(¢). Ve druhém pfipadé se takovi kfivia nazyvs trgjektone svstémn
Ia_f('t'y)‘ < k(z), g (1.1). Je to kolmy primét grafu funkee z = #lt) z R x N do 0 -
- i’
dy \. 1.1 Véta. Bud r = p(t) feseni rovnice {L1) spliujici pocdteéni podminku

kde k je spojitd funkce v R. Dokazte, Ze (plné fefeni poCate¢niho problému 3y’ =

p(to) = zo. Pak pro kaidé ¢ € R je téi r = yft) := |
f(z,y), y(zo) = yo je definovano pro vechna z > zo.

#{t + ¢} sedenfm {1.2;
a spliiuje podminku ¢(ty — ¢) = zo. Je-li #(t) definované na intervaly (¢, 1:), je

|
3! Y(t) definované na intervalu (t; —c, t; — c}.
6. Bud f(t,z) spojita n-vektorova funkce takov, ze v oblasti |y|. > b plati 1 Diikaz. Plat{ ¢/(t) = /(t+c) = flp(t+c)] = [t} pro kazdé € € {4 -, =g}
; takZze ¢ je feSenim rovnice (1.1) a 1)(ty — c)=y(th)=25. O 3
v f(z,y) < Kz) yl2, 7 ) N - o et s b
4 Pozndmka. Bez ijmy na obecnosti mitzere tedy kazdou srajektori rgviice (1,1)
kde ||, znati Euklidovu normu, - zna#{ skalarni souéin a k funkci spojitou na R ! uréit po¢atecni podminkou v éase tg = 0.
Dokate, Ze Giplné feSeni rovnice y' = f (z,y) s libovolnou poé&ate¢ni podminkou F 1.2 Pfiklad. 1. Autonomni systém
u(z0) = yo existuje pro véechna z > zq. ™
A = .1,
Doporudens literatura o

Ty = —ry

LAKSHMIKANTHAM V, - LEELA S. [1].

ma fundamentélni matici

sint  cost]
cost . —-sintf &

Vektorova funkce o slozkich 2y = sint, r5 = cost je tedy Jjednim z feleni dadého' ;
systému pro t € (-00,00). Vektorové funkee o slozkich 7 = sin(t + 6).__::'2 =
cos(t + ) je rovnéz fesenim pro ¢ € {—o0, 50}, Trajektorii kazdého z té.:hw dvou.
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1 v rovind I 2 takze obt trajektorie splyvajf,
$ 21V

b ystému jsou tvaru

hrudnice &1

. 3

ki”\" ;‘; viechna fedeni Jancho §
Pordvads =

\ Y= (Cusint + 2 cost, Cy cost = Cysint),
3} = (G103

4+ (Cy cost = Cysint)’ = C} + e,

(r, ¥ )
3, g3 (Crsint +C 3 cost)
1 v )
ystému kruznice s¢ stiedem v pocitku o polomgry,
©_ ¢, = 0, kdy trajektorii je jeding bod (pocitek
na na obrazcich 6.1 a 6.2. Sipky na trajek.

[ wou piipadu (@]
kb . S 0§ Azornd

f\ e o prostoru). Situace je znazor!
Fazoveho | ce Je B

t ‘d vyanaduji smir toku ¢asu

torich VY32

5

-hny trajektone dancho §
vy

pnad

Obr. 6.1 Obr. 6.2

2. Uvaiujme nyni autonomni systém

Integraci jednotlivych rovnic tohoto systému dostdvdme obecné feSeni 2y = Cy +1t,
13 = (3. Trajektorie jsou tedy piimky rovnobdzné s osou z;.

1.3 Véta. Budtey, y fedeni rovnice (1.1). Pak jejich trajektorie budto splyvaji,
nebo nemaji ani jeden bod spolecny.

Dikaz. Necht napt. ¢(t)) = ¢(t;). Oznatme z(t) := p(t +¢), kde ¢ = t; — ty.
Podle pi’eddxizvjici véty je z feSenim (L.1) a z(ts) = p(ta + t; — tg) = @(t)) =
v(t2). Vzhledem k piedpokladu jednoznacnosti fedeni potatecniho problému plati
2{t) = (1) Trajektorie tedenf r a ¥ tedy splyvaji. Pondvadz feSenf ¢ a z maiji
tutéz trajektorii, trajektorie feSeni v aysplyvaji. O
m;{igﬁqil?'d{m o se nazyva singuldrni bod (kriticky bod, staciondrni bod,
ey vazny bod, degenerovand trajektorie) rovnice (1.1), jestlize f(xo) = 0. Tra-
Jektarie rovnice (1.1) se nuzyvi cyklus, jestlize je uzavienou kfivkou,

e

L GROMETRICKA INTERVRETACE w

Bod zo je zteimé singulhrnin bodem privé whdy, kdyz (1.1) mi konsantni fedeni
2(t) = z0, t € (m00,00) V piikiadu 1.2 se keané trajevoni typu singnlirafho
bodu a cyklu vyskytly také trajektorie. které Yze cnarakeatizivat tay, b samy whe
nikde neprotinaji. Nasledujicf véta akazuge, 7 keomé vhekio (8 2
tmjl'k“’fii se u autonomnich systémd daldi typy trajektizii nemol

nixn typ
yekytaois
1.5 Véta. Autonomnf systém (1.1) mize wit trajebtorie teojfho typu;

1. Singuldrni body. Odpovidajl konstantnim fedenfm. 3 2
2. Uzaviend trajektorie (cykly). Odpovidaji nekonstantaim periodickym fedenim.
3. Trajektorie, které samy sche neprotinaji ; :

Diikaz. Bud p fedeni rovnice (1.1} definavané ua [ = (a, by Piedpeklideime, 7e
trajektorie fefenf  neni typu 3. Pak existuji t;. t; € L 1y < 3 tab. Je () =
@(t2). UkdZzeme nejprve, Ze v tomto pifpadé frdent g existuje pro viechna t €.
Oznatime-li ¥(t) := p(t +ta —ty), je 12 fedeni rovoice {1.1) defirované ra intervaly
(a—ta+ti,b—ta+t1). Protoze G(ty) = p(tz) = o), obé iedeni musi splivat, takze
W(t) = p(t). Regeni i, ¥ musi mit stejng definiénf obor (penévads jsou ipinal, # to
je mozné jen tak, Ze a = —oc, b= co. Plati tedy [ = R ’

Cislo T = t2 — t1 je periodou fedeni . Také kazdé ¢islo kT je perindou pro
k € N. Mnozina P vSech period funkce » mé tyts vlastnosti:

TeP=-TeP,

TWwheP=>T)+T,€ P,
P je uzavieni.

Vskutku, je-li 7x = 7, 7« € P, pak 7 € P, nebot ze vztahu o(n +t) = &{t)
a ze spojitosti ¢ plyne (T +t) = @(t). Je tedy P uzaviend a mohou nastat dva
pripady:

1. P obsahuje nejmen3i kladné ¢islo.

2. P obsahuje libovolng mal4 kladna ¢isla.

V prvnim pfipad¢ oznaéme tuto nejmensi kladnou periodu r. L’l:._i.iemt-. de
PN{0, c0) = {kr: k€ N}.

Vskutku, bud' w € PN (0,c). Pak existuje k € NU {0} tak, 2e kr < w'< (k+ 1)r,
Ale w — k7 je periodou a 0 € w - k7 < 7. Ponévad? 7 je nejmendi kladnd perioda;
jew—kr =0, tojest w = kra PO(0, oc) C {kv : k'€ N}). Opaéna inkluze je
zfejmd. :

V drubém ptipad® existuje posloupnost (7x) takovd, ze 7. € P, np > 7 >
o> T > ., lim g = 0. UkdZeme, Ze libovalné kladné ¢islo 7 je prvkem Po

Vskutku, ke kazdému 7, existuje jx € NU {0} tak, ze jire £ 7 < (i + 1)1y, tedy

[7 = jxm| < 1. Ale jimi € P, lim jymy =7, tedy 7 € P

V prvnim piipadé je trajektorie odpovidajici feSeni  cyklem, piitems fedeni ¢ -

je periodické s nejmensi periodon r. Druhy piipad miZe nastat, jen kdyz e jcdmi
o degenerovanou trajektorii. O : =4
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) 2. Typy singul;irm’ch bodit v roviné

nni systém dvou rovnic ve yektorovém tvaru
utonot! $
2= 1)
- istenci @ jvdu()zu;u‘m)ﬁt fetient kazdého potateeniho problému,
tedpokladejme existened 4 )
Sinl'ul.lil ni bod g rovnice (2.1) se nazyv: -
, & existuje ryzi okoli U bodu zo takové, %e kazdym bodem a € U
”liﬁi kdlyll i(‘;‘i;:',ilci(zri(- kterd je uzaviend a obsahuje ve svém vnitiku bod zo;
gl Jec 114 o N : . ‘
proc . (dy? existuje ryzi okoli U bodu zo takové, ze bod z(t) trajektoric z
ohnisko, kdy? exis tho bodu a € U mé tu vlastnost, Ze konverguje pro t — oo

rychazejici z libovolnd )
‘)I(Jhﬂfq‘:‘ 700 k 0, a to tak, Ze velikost orientovaného (ihlu vektoru m od
nebo t 2 = ) i okt e

néjakého pevného vektoru 7o @ mé nevlastni limitu;

uzel, kdyZ existuje ryzk okoli U bodu zo takové, ze pro bod z(t) trajektorie z
\'vdn:‘u'.ycj(d 2 libovolného bodu a € U plati

pud dén al

ap

. = y lim z(t) = xo,
‘]'L"r,a;(t) =T nebo Jm (t) 0

piitem? velikost orientovaného ahlu vektoru zo x(t; od néjakého pevného vektoru

3T} mé konenou limitu;

sedlo, kdy existuje jen konefny potet trajektorif z = z(t) takovych, Ze

!h.n;‘ z(1) = Zq nebo 5 I’u_noc z(t) = zo.

Posdmka. Je-li o # 0 singuldrni bod rovnice (2.1), lze posunutim y = z — 7o
transformovat (2.1) na rovnici y' = f(y + o), kterd ma singuldrnf bod v po¢itku
fazového prostoru R?, Touto transformaci se neméni typ singularniho bodu.

Provedeme nynf klasifikaci singuldrnich bodi a popiSeme prib¢h trajektorii
linedrnich autonomnich systémi ve fizovém prostoru R?.

3. Linedrnf autonomnf systémy v roviné
Bud ddn autonomnf systém

3.1) 2' = Ae,
kde

an Ta

Je-li r FeSeni; I s =
Olipovida\?;:{“::k::t;?:(h&a'12' Je téZ rx, T € R, feSenim této rovnice. Trajektorie
Gitku. Potitck 1 jodi 3 Sn m..Jsou ted?' stejnolehlé se stiedem stejnolehlosti v po-
detd #0, 4 wr{m}l hn)m singulirnim bodem rovnice (3.1) pravé tehdy, kdyZ
(3.2) o tehdy, kdy2 0 neni kofenem charakteristické rovnice mar:ice A

.2 PO

a [ r
A:([n: m]’ oy €R, :={'t'].

%11 +a22)A + ayyay, — ar202; = 0.

TR AR ASEY S S

3. LINEARN[ AUTONOMNI SYSTEMY v ROVINE ; 99,

Jestlize det A = 0, pak existuje singulirni bod v # 0 rovnice (3.1). Rovnice (3.1)
mé v tomto pfipadé nekoneéné mnoho singulérnich bodi. Je-li navic A # 0, jsou
singuldrnimi pravé véechny body ptimky z = v, 7 € & Je-li A = O, je kaZdy bod
fazového prostoru R? singuldrni. i
7 algebry je zndmo, Zo cxistuje vhodna realnd lincdrui transformace z == Pu:
prevadéjict rovnici (3.1) na tvar !

(3.3) w' = Bw, B=P'AP

Podle povahy kofentt s, v charakteristické rovnice matice A mie byt B tvary

u 0 “ 0] nol Ry B(w)
0 v]’ 0 ul’ 0 pf’ =Q(u) R j"

Prvni tvar odpovidd dvéma redlnym riznym kofenim g, v, druhy a tfeti tvar
dvojndsobnému kofenu p. Je-li laiz| + lagi| = 0, nastane pfipad druhy, je-li
|ai2| + |a21| # O, nastane pifpad tieti. Posledni tvar odpovidd pfipadu neredlnych
komplexné sdruzenych kofent yu, v.

Uré&ime-li trajektorie rovnice (3.3), jsou trajektorie rovnice (3.1) dany rovnici
r = Pw, to jest, obdriime je z nich linedrni transformaci, kterd geometricky pied-
stavuje otoleni, symetrii vzhledem k piimce a dilataci, a tudiz neméni typ sin-
gularniho bodu. MiZeme tedy vysetfovini priibéhu trajektorii rovnice (3.1) nahra-
dit vySetfovanim prabéhu trajektorii rovnice (3.3) v okoli pocdtku. Oznatme zs
tim uéelem u a v slozky vektoru w.

Predpokladejme nejprve, ze det A = 0, A # O.

1. Mé-li charakteristick4 rovnice (3.2) kofeny u = 0, v # 0, pak

5=[2 1],

kde v # 0. ReSenim autonomni rovnice (3.3) je vektorova funkee o gloﬁl&’\dx
u=uy, U = vp exp(vt),

kde ug,vp € R jsou libovolné konstanty. Singuldrnimi body jsou zfejmé viechny

body lezici v piimce v = 0. Odpovidaji volbé vg = 0. Je-livp # 0, jsou trajektoriemi -

oteviené poloptimky vychazejici z bodu [ug,0] a leZici v pfitnce u = ug (viz obr.
6.3 pro piipad v < 0, a obr. 6.4 pro ptipad v > 0). Je-li p#O0av =0, je

_[# 0
o]z 3
Situace je stejna aZ na otoleni o hel 7 /2. Singulérm'mi body jsx;n vechny bt;.dy

pfimky u = 0 a ostatni trajektorie rovnice (3.3} jsou oteviené polopiimky rovno-
béZné s ptimkou v = 0. 4 =
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Obr. 6.3 Obr. 6.4

2. Ma-li charakteristickd rovnice (3.2) dvojnésobny kofen 0, je
01
B= [ : 0] :
Trajektorie rovnice (3.3) jsou uréeny rovnicemi
u = ug + vot, v = 1g.
Singulérnimi body jsou opét body piimky v = 0. Odpovidaji volb& vo = 0. Je-li

v # 0, jsou trajektoriemi pfimky prochazejici bodem [uo, vo] rovnobézné s pfimkou
v =0 (viz obr. 6.5).

Obr. 6.5

Ve zbyvajici ¢4sti tohot

0 odstavce budeme predpoklédat det A # 0, takZe rovnice

(3-1) m4 jediny singuldrni bod v ku ! e f fen
: &4t 2 ieonli

rowmice (3.2), pak je jus £ 0, po fézového prostoru R? a jsou-li 4 a v koreny

* 1. M&-li charakteristick4 rovnice (3.2) redlné kofeny 1 # v, je

-5 )

i i e ik L i S

3. LINEARN{ AUTONOMNI SYSTEMY v

ROVING' RO
Regenirn autonomni rovnice (3.3) Je vektorova funkee o slozka ; 7,

u =ugexp(ut), v= g exp{ut),

kde ug,vo € R jsou libovolné konstanty. Je-hi ug
generované trajektorie oteviené polopfimky vych
u =0 nebo v =0. Je-li ug # 0 +# vg, plati

() == (3

takze kazdou trajektorii rovnice {3.3) mfiZeme peit ve tvaru

="0nebo 15 = 0, js6u nede -
bzejict 2 patatky a dedict v primo:

(3.4) v = tojug) T/ juf"/x.

1.1.Bud 0 < v < p, takie 0 < v/ < 1. Prot = —oc kxmvergujc‘b{,d wit
[u(t),v(t)] k pocatku a plati

v(t) .. vove oc, le#-li fug,pl + 1.
th—nxu(t) T te-cougpert | —oo, lezi-li fug, gl v 2 mebe 4. Evadramtu. |
Potitek je tedy uzel (obr. 6.6}. ,

1.2. Je-li 0 < p < v, feleni jsou opét tvaru (3.4}, je oviem v»{p > 1. Podatek
opét uzel (obr. 6.7). i

v

Obr. 6.6 - Obr. 8.7

1.3. Necht p < 0,7 < 0, 4 # v. Transformace t — —t pfevadi mmopnpati
jeden 2 predchézejicich. Pribéh trajektorii je stejay, pobyb bedu (] po Pl

je véak opaény. Jedna se opét o uzel (obr. 6.8 3_5:9)'
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6.8 Obr. 6.9
Obr. 6.

102

v <, Je ex t v/p v (3.4) zéporny. V po-
sou- opatnych znamének, je exponen -4
. vgt"'jg.z:ig, “pan'i,bélll) tra)jektorii je znazornén na obr. 6.10 (pfipad £ > 0 > V) a
catku S .
obr. 6.11 (piipad v > 0> u)-

I\
N

.
S

Obr. 6.11

Obr. 6.10

2. Mé-li charakteristick4 rovnice (3.2) dvojnasobny kofen o # 0 a |aja|+|az1| =0,
je

_{» 0
a1 9]
V tomto piipadé jsou nede;

mta generovanymi trajektoriemi rovnice (3.3) polopfimky
vychézejici z potatku

u=uge, y=yyent, ug, ¥y € R.
V poditku je uzel, situac

i e 612 (pi 613
(ptipad » > 0). na na obr. 6.12 (pfipad ¢ < 0) a na obr.

3. LINEARNT AUTONGRNS SYSTEMY V ROVING

v

Obr. 6.12

Obr. 6.13

3. Mé-li charakteristické rovnice (3.2) dvoindsabny knfen u # 02 @}

B=[‘6 n

Trajektorie rovnice (3.1) jsou uréeny rovnicemi

+lani £0,:
je

u = e (ug + vot), v = goett.

Je-li vo =0, leZi trajektorie v ose u. Je-li vy #0, je

1 v
t=-ln—
B, To

a rovnici trajektorii Ize psit ve tvaru

4= {ug+ 2 in 2,
Vg H ta .
Pribéh trajektorii v okoli pofatku, coi je opét uzel, ¥ mdzarnén na obr. 6.14
(> 0) a na obr. 6.15 (u < 0).

v

FOLARARE

Obr. 6.14 e

‘Obr. 6.15
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ice (3.2) peredlné kofeny 4, 14, jo

4. Ma-li rhm.\k(rrbtivki rovh

l’ Ky S
B=l g R

= 9(p):
.= R S S
Qznadme @ v odnd se l(\l\ 0 8 stém

11 \(\hjt‘l“‘L‘ 1

u' = gv, v = =fu,
J W ice trajektorif jsou
3 narametricke TOVIIce
takie u” = =36 ’F
& cos(t + 1) v = —cy sin(8t +c2), e, e €R
y=aq = N

neres -anfmi trajektoriemi jsou tedy kruznice u?+2? = ¢} a potitek j je stied
6(3>0 aobr. 6.17 (3<0).

ve
|
|

o
J—//u

Obr. 6.17

ﬁ

Obr. 6.16
4.2 Je-li a # 0, jedna se o systém
' = au+ fu, v = —fu+ av.
Zavedenim polérnich soufadnic u = r cos @, v = r sin ¢, obdriime
2

,
rr' = uu' + v’ = ar?,

-A.

o= v'u —vu'
u? $ut

- ReSenim tohoto systémuy jsou funkee

TEree™s g =g Bt kde rg, po € R

Pro
0 15 > 0 to jsou parametrické rovnice logaritmickych spiral, takze potatek je .

oknigko. Situace j Je zZnézorngn
2 na obr. 6.18 (a < 0, § < 0), obr. 6.19 (@ >0, >
0}, obr. 62D(a<0ﬂ>0)an¢obr (321(n¢>0,;’;ﬁ<ﬂ).)‘mr Mol '

v

L @r

Obr. 6.18

Obr. 6.20 Obr. 6.21

Pozndmka. Vysledky tohoto odstavce lze shrnout takto.
OznaZme
A= det 4 = ay632 — 328,
D == (an + a22)* — 4(an 622 - 6z = {any —am)’ +““!2“‘-’h .
takZe D je diskriminant charakteristické rovnice matice A.
Jednotlivé typy singuldrniho bodu [0, 0} rovnice (3.1) jsou (haxaktensovﬁny Lakto"
Ohnisko: A >0, D<0, ayn +an#0, :
Stfed: A>0, D<O antan=0
Uzel: A>0, D20 :
Sedlo: & < 0.

—_———

'V pHpadd A = 0, A # O vypHinji smgatared body rovnice (3.1} pllmku pmcbhepcl po{iu.kwn
Je-li navic ayy + aza # 0, jsou ostatni trajektorie rovnice (3.1) oteviené, vijemnd m\nnbé'm- b
P“lﬁp"mky vychazejic 2 bodd této prinky a svirajici 8 ni stejny nenulovy dhel. .h»h ey #O]D =0,
isou ostatnf trajektorie rovnice (3.1) ptimky ravuobd¥né s pﬁmknu wwolenou singuldeni bod)'~
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