TEORIE MNOZIN - PRIKLADY

J. ROSICKY

1. MNOZINY

1. Zformulujte axiom extensionality, slovné a pomoci predikatové logiky.

2. Zformulujte axiom dvojice, slovné a pomoci predikatové logiky.

3. Zformulujte schéma axiomu vy¢lenéni, slovné a pomoci predikatové logiky.

4. S pomoci schématu axiomu vyclenéni sestrojte prunik a rozdil mnozin A, B.
5. Zformulujte axiom sjednoceni, slovné a pomoci predikatové logiky.

6. Zformulujte axiom mnoziny podmnozin, slovné a pomoci predikatové logiky.
7. Pro mnoziny a, b, definujte mnozinu (a, b), t.j., usporadanou dvojici prvku a, b.
8. Pomoci axiomu teorie mnozin, sestrojte kartézsky soucin A x B mnozin A, B.
9. Zformulujte axiom nekonecna, slovné a pomoci predikatové logiky.

10. Zformulujte schéma axiomu nahrazeni, slovné a pomoci predikatové logiky.
11. Dokazte (A x B)® = A x BC.

12. Dokazte, ze pro libovolnou mnozinu A plati |A| < |P(A)|. Udejte piiklad mnoziny
A takové, ze |A| = |P(A)|.

13. Dokazte (AP)¢ = AB*C,
14. Dokazte, ze pro disjunktni mnoziny A, B plati CAYE = 04 x OB,

15. Definujte tranzitivni mnozinu. Rozhodnéte, ktera z nasledujicich mnozin je

tranzitivni: 0, {0}, {{0}}, {0, {0}}
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2. KARDINALNI CIiSLA

1. a) Udejte priklad nekoneénych mnozin A, B, C takovych, ze |A| < |B| < |C]|.
b) Vysvétlete pro¢ kardinalni ¢isla netvori mnozinu.

2. Definujte

a) kardindlni ¢islo,

b) usporadani kardinélnich ¢isel.
Je toto usporadani

a)linedrni

b) dobré?

3. Naleznéte
a) nejmensi kardindlni ¢islo,
b) nejmensi nekoneéné kardinalni éislo,
¢) nejmensi nespocetné kardinalni ¢islo.

4. Realné cislo se nazyva algebraické, pokud je kofenem polynomu s celo¢iselnymi
koeficienty. Dokazte, ze mnozina algebraickych ¢isel je spocetna.

5. a) Ukazte, ze neexistuje mnozina A takovd, ze pro libovolnou mnozinu B plati
| B < [A].

b) Naleznéte mnozinu A takovou, ze pro libovolnou mnozinu B plati |A| < |B|.

6. Dokazte, ze plati a) |A] < |AU B|,
b) [A] < |A x A
c¢) Rozhodnéte, zda plati |B| < |A — B| pro libovolné mnoziny A, B.

7. a) Definujte soucet o + 3, souéin « - 3 a mocninu o’ kardinalnich éfsel.
b) Dokaite, ze plati NO . NO = No.

8. a) Uvedte definici spocetné mnoziny.
b) Naleznéte 5 navzdjem ruznych spoc¢etnych mnozin.

9. Dokazte, ze sjednoceni dvou spocetnych mnozin je spoc¢etnd mnozina.
10. a) Dokazte, ze nekoneénd podmnozina spocetné mnoziny je spocetna.
b) Uvedte piiklad dvou mnozin, které maji riznou mohutnost a pritom nejsou ani

konecné, ani spocetné.

11. Dokazte, ze mnozina R vsech realnych ¢isel je nespocetna.



12. Urcete mohutnost mnoziny C vSech komplexnich ¢isel.

13. Pro libovolné kardinalni ¢islo N, plati X, - N, = R,. Z tohoto vztahu dokazte, ze
pro libovolnd kardindlni ¢isla X, N plati:

a) R, - Ng = max{X,, Nz}

b) N, + N3 = max{R,, Nz}

c) NoP — oNs

14. Dokazte
a) IN x N| = |N|
b) IR x R| = |R]

15. Setadte podle velikosti kardindln{ &sla (s vyznacenim pifpadnych rovnof):
N07 2- NOu NO ' 27 N%u 2N07 N0 : N0-

16. a) Udejte piiklad nekoneénych mnozin A, B, C takovych, ze |A| < |B| < |C].
b) Udejte priklad mnoziny, kterd méa pravé spocetné mnoho podmnozin.

17. Vysvétlete, pro¢ neexistuje nejveétsi kardinalni ¢islo
Rozhodnéte, zda existuje nejvétsi kardindlni ¢islo < Ny

18. Urcete mohutnost mnoziny N* vSech konecnych posloupnosti prirozenych ¢isel.
Vysledek zduvodnéte.

19. Urcete mohutnost mnoziny Rel(N) vsech bindrnich relaci na mnoziné pfirozenych
¢isel. Vysledek zduvodnéte.

20. Sefadte nasledujici mnoziny podle mohutnosti (s vyznacenim pripadnych rovnosti):
mnozina I iraciondlnich ¢isel, mnozina M (R) étvercovych redlnych matic, mnozina
RE redlnych funkei, mnozina R[x] polynomi s redlnymi koeficienty a mnozina C
komplexnich cisel.

21. Sefadte nasledujici mnoziny podle mohutnosti (s vyznacenim pripadnych rovnosti):
Z,R® Q, P(R),0, P(N),I (I oznac¢uje mnozinu vsech iracionalnich &fsel):

22. a) Definujte mocninu Xy kardinalnich éfsel N, a Ng.
b) Sefadte nasledujici kardinalni ¢isla podle velikosti: R, 280, R

23. a) Definujte regularni kardinélni ¢islo.
b) Dokazte, ze W, je vzdy reguldrni.
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24. a) Definujte singuldrni kardindlni ¢islo.
b) Udejte piiklad singuldrniho kardinalniho éisla.

25. a) Definujte mocninu N§B kardindlnich ¢isel R, a Ng.
b) Uspotadejte nasledujici kardinalni éisla podle velikosti: Ry, Rg - Ry, 281 Ngl.

26. Redlné ¢islo se nazyva transcendentni, pokud neni kofenem polynomu s celo¢iselnymi
koeficienty. Dokazte, ze mnozina vSech transcendentnich redlnych ¢isel je nespocetna.

27. Urcete mohutnost mnoziny vsech nekone¢nych rad
a) > a;x',a; ERproi=0,1,...,
i=0
b) S fir', i : R—Rproi=0,1,....
i=0

28. Udejte ptiklad mnoziny mohutnosti
a) NO?
b) 2%,
C) Nl-

29. Urcete mohutnost mnoziny
a) vech koneénych posloupnosti symbolu {a, b},
b) vSech spocetnych posloupnosti symbolui {a, b}.

30. A) Definujte nedosazitelné kardinalni ¢islo.
b) Je W, nedosazitelné?

3. DOBRE USPORADANE MNOZINY

1. Bud A dobfe usporddand mnozina a f : A — A prosté izotonni zobrazeni. Dokazte,
7e pro viechna z € A plati x < f(x). (Navod: Uvazte podmnozinu {z € A, f(z) <

}.)

2. a) Naleznéte tfi navzajem neisomorfni spocetné dobfe usporadané mnoziny.
b) Udejte priklad nespocetné dobfe usporadané mnoziny.

3. a) Udejte priklad dobfe usporddané mnoziny A takové, ze A je rovnéz dobfe
usporadana.

b) Udejte piiklad dobrého uspofadéni na mnoziné N x N.

4.a) Definujte vlastni zacdtek usporddané mnoziny.
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b) Ukazte, ze libovolny vlastni zacatek dobfe usporddané mnoziny A je tvaru
A(a) = {z € A\z < a} pro néjaké a € A.

5. Dokazte, ze dobfe usporadand mnozina neni isomorfni s zddnym svym vlastnim
zacatkem.

6. Definujte lexikograficky souc¢in A - B dobie usporddanych mnozin A, B. Dokazte,
ze A - B je dobfe usporadand mnozina.

7. a) Definujte, kdy se usporddand mnozina nazyvéa dobfe usporadana.
b) Uvedte piiklad usporddané mnoziny, kterd neni dobfe uspoiradana.
¢) Naleznéte vSechna mozné dobra usporadani mnoziny {1, 2, 3}.

8. Definujte lexikograficky souc¢in A - B dobfe usporddanych mnozin A, B. Dokazte,
ze usporadané mnoziny A- (B -C) a (A- B) - C jsou izomorfni.

9. Zformulujte a dokazte princip transfinitni indukce.

10. Naleznéte dobré usporadani mnoziny
a) Z vsech celych cisel
b) Q vsech racionélnich ¢isel
¢) vSech polynomu, jejichz koeficienty jsou nezapornd celd ¢isla.

11. Udejte ptiklad dobie usporddané mnoziny A, izotonniho zobrazeni f: A — A a
prvku a € A tak, ze f(a) < a.

12. Bud A dobfe usporddand mnozina. Dokazte, ze existuje jediny isomorfismus

A— A.

13. (1) Definujte
a) uspordadanou mnozinu
b) linedrné usporddanou mnozinu
¢) dobfe usporddanou mnozinu
(2) Udejte priklad
(a) usporadané mnoziny, kterd neni linearné usporadana
(b) linedrné usporadané mnoziny, kterd neni dobfe usporadana
(c) koneéné linearné usporadané mnoziny, kterd neni dobfe usporadana.

14. Rozhodnéte, kolik existuje navzajem neizomorfnich dobrych uspoirddani mnoziny
N prirozenych ¢isel. Naleznéte tii z nich.
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15. a) Definujte pojem dobte uspofddané mnoziny.
b) Rozhodnéte, které z néasledujicich mnozin (s uspofddanim < podle velikosti)
jsou dobie usporadané: {—3,0,1,3,5}, N, Z, [0, 1].

16. a) Definujte, kdy dobfte uspordadané mnoziny A, B nazyvame izomorfni.
b) Naleznéte 2 navzajem neizomorfni koneéné dobfe usporadané mnoziny.
c¢) Naleznéte 2 navzajem neizomorfni spocetné dobfe usporadané mnoziny.

17. Naleznéte néjaké dobré usporaddni mnoziny My(Q) ¢tvercovych matic nad Q
stupné 2.

18. Rozhodnéte, zda usporadana mnozina A je dobte usporadand. V kladném piipadé
napiste ano, v zadporném uvedte neprazdnou podmnozinu X C A, kterd nem4 nej-
mensi prvek:

a) A=R,

b) A=17,

c) A= P({0,1}) (usporddand inkluzi).

19. Rozhodnéte, zda pro libovolné dobte usporadané mnoziny A, B, C plati distribu-
tivni zakon
A-(B+C)=(A-B)+(A-C).

V kladném piipadé napiste ano a uvedte dikaz, v zdporném piipadé uvedte ne a
udejte dobfe usporadané mnoziny A, B, C', pro které tvrzeni neplati.

20. Naleznéte 2 navzajem neizomorfni dobra uspordadani mnoziny N pfirozenych ¢isel,
ktera nemaji nejvétsi prvek.

21. Dokazte, ze libovolnd podmnozina dobfe usporadané mnoziny je dobfe usporadana.

22. Definujte
a) pojem izomorfismu dvou dobfe usporadanych mnozin,
b) pojem vlastniho za¢atku dobte uspofadané mnoziny.
Udejte priklad dobte usporddané mnoziny izomorfni se svym vlastnim zacatkem.

23. Rozhodnéte, zda pro libovolné dobfe uspotradané mnoziny A, B, C' plati distribu-
tivni zakon
(B+C)-A=(B-A)+(C-A).

V kladném piipadé napiste ano a uvedte dukaz, v zdporném piipadé uvedte ne a
udejte dobfe usporadané mnoziny A, B, C', pro které tvrzeni neplati.



4. ORDINALNI CISLA

1. a) Sefadte nésledujici ordinalni éisla podle velikosti: 2w, w+1, w+wq, wi +w, 1+
w,w+w,w+ 14+ w.

b) Rozhodnéte, zda existuje nejvétsi spocetné ordinalni éislo.

c¢) Naleznéte nejmensi ordindln{ &islo > w? + w + 1,

d) Naleznéte nejmensi nespocetné ordinélni ¢islo.

2. a) Definujte soué¢in « - § ordindlnich ¢isel o, B (s vysvétlenim v definici pouzitych
pojmu).
b) Charakterizujte ordinélni ¢isla o takovd, ze a-2 =2 - a.

3. Ukazte, ze mnozina spocetnych ordinédlnich ¢isel je nekoneéna.

4. Definujte
a) ordindlni ¢islo,
b) usporadani ordinélnich ¢isel,
¢) soucet ordindlnich ¢isel,
d) soucin ordindlnich ¢isel.

5. Naleznéte 3 navzdjem neizomorfni dobra usporddéni mnoziny N vsech prirozenych
¢isel, udejte jejich ordinalni cisla a sefadte je podle velikosti.

6. a) Definujte soucet a + ( a soucin « - # ordinélnich &isel.

b) Nakreslete Hasseuv diagram dobte usporddanych mnozin, které maji ordinalni
¢slaw+1al+w.

c¢) Dokazte, ze plati w + 1 # 1 + w.

7. a) Nakreslete Hasseuv diagram dobte uspofadanych mnozin, které maji ordinaln{
¢isla 2 -waw-2.

b) Dokazte, ze plati 2 - w # w - 2.

¢) Ordinalni éisla w,w+ 1,1 +w, 2w, w- 2 sefadte podle velikosti.

8. a) Nakreslete Hasseuv diagram dobfe usporddané mnoziny, kterd ma ordinalni
¢islo w - w.
b) Definujte mocninu o ordinalnich éisel.

9. Naleznéte (v dobfe uspotddané tiidé ordindlnich cisel):
a) tfeti nejmensi nekonecné ordindlni ¢islo
b) néjaké ordindlni ¢islo a s vlastnosti w? < o < w?
¢) nejvetsi spocetné ordindlni ¢éislo
d) w-té nespocetné ordinalni ¢islo
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10. Uréete ordinalni ¢isla
19,2¢ ...,n%, o w”

(kde n je prirozené ¢islo). Rozhodnéte, kterd z téchto ordindlnich ¢isel jsou spocetna
a kterd jsou nespocetna.

11. Sefadte podle velikosti ordindln{ éfsla w, 2 - w, w - 2, w? 2%, w - w

12. a) Definujte mocninu o’ ordindlnich éisel av a 3.
b) Urcete ordinalni ¢isla 1¢ a 2¥
¢) Rozhodnéte, zda w* = w. Své rozhodnuti zduvodnéte.

13. a) Definujte ordindlni ¢islo w;.
b) Rozhodnéte, zda w; < w®. Své rozhodnuti zduvodnéte.

14. a) Definujte soucet ordinélnich ¢isel v + .
b) Rozhodnéte, zda w + w = w. Své rozhodnuti zduvodnéte.
c¢) Rozhodnéte, zda w + w? = w?. Své rozhodnut{ zdivodnéte.

15. Nésledujici ordinélni ¢isla sefadte podle velikosti (a vyznacte piipadné rovnosti):

10, 10%, w'% w4+ w, w*, wy, 10 4+ w.

16. Nésledujici ordinélni ¢isla sefadte podle velikosti (a vyznacte piipadné rovnosti):

wHl+ww - (wW+1),1+w) w,(14+w) - (w+1),w+1+w+w.

17. Naleznéte nejmensi ordindlni ¢islo o takové, Ze ordinalni mocnina o je
a) kone¢né ordindlni ¢islo,
b) spocetné ordinélni ¢islo,
¢) nespocetné ordindlni éislo.

18. Vyjddiete wy v Cantorové normélnim tvaru (t.j.,
wr =w™ - mo+w my e+ w™my,
kde k, mg, mq, ..., my jsou nenulova pfirozena ¢isla a vy > 3 > -+ > 7, ordindlni

¢isla.

19. a) Definujte mocninu o ordinélnich éisel o a 3.
b) Spoctéte ordinalni ¢islo wy.

20. a) Naleznéte ordindlni ¢isla 6 < w a p < 3 takova, ze w =3 -§ + p.
b) Naleznéte ordindlni ¢isla 6 < wy a p < w takovd, ze w; = w - § + p.



21. Rozhodnéte, zda
a) w
b) w
) ex1stuJe nejmen51 ordinalni ¢islo a takové, ze w* = a,
) v kladném piipadé v (c) rozhodnéte, zda toto ¢islo je spocetné.

(
(
(c
(d

22. Rozhodnéte, zda pro ordindlni ¢isla «, 8 plati

=pY=a=7.

Své rozhodnuti zduvodnéte.
23. Naleznéte w-té nespocetné ordindlni ¢islo.
24. Dokazte, ze w*! = wy.

25. Ordinalni ¢islo A se nazyva nespocetné, pokud |A| > N,.

a) Rozhodnéte, zda existuje infimum mnoziny vSech nespocetnych ordindlnich ¢isel.
V kladném prtipadé jej naleznéte, v zaporném ptipadé tvrzeni dokazte.

b) Rozhodnéte, zda existuje supremum mnoziny vSech nespocetnych ordindlnich
¢isel. V kladném pripadé jej naleznéte v zaporném ptipadé tvrzeni dokazte.

26. Naleznéte
(a) treti nejmensi nekone¢né ordindlni éislo,
(b) ngjaké limitn{ ordindlni{ ¢fslo a s vlastnosti w? < a < w3,

(¢) w-té nespocetné ordinalni ¢islo.

27. a) Definujte mocninu o’ ordindlnich &fsel a a 3.
b) Uréete ordindln{ éfslo 241, Vyuzijte pfitom vztahu: 1 < o, 8 < v = o < a7.

28. Rozhodnéte, zda pro ordinalni ¢isla «, 8,y plati tvrzeni
a< f=a <p.
Tvrzeni bud dokazte nebo vyvratte protipiikladem.
29. Cantortuv normalni tvar ordinalniho ¢isla « je
a=w" -mg+w -m+---+w* - -my,
kde k,mg, mq, ..., my jsou nenulova pfirozena ¢isla a vy > v, > --- > v ordindlni

cisla.
Vyjadrete v tomto tvaru ws + wy +w + 1.
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30. Budte o < 3 a v ordinalni &sla. Rozhodnéte, zda plati (tvrzeni bud dokazte
nebo udejte protiptiklad):

a) y+a<y+0,

b) a+vy<B+7.

31. Cantoruv normalni tvar ordinalniho ¢isla « je

a:w'yo.m0+w’yl.m1+...+w7k.mk’

kde k,mg, mq, ..., m jsou nenulova pfirozena ¢isla a vy > v, > --- > v ordindlni
cisla.
Vyjadrete v tomto tvaru w,, + w; +w + 1.

32. Definujte ordinalni ¢islo v axiomatické teorii mnozin.

5. AXIOM VYBERU

1. Zformulujte
a) axiom vybéru,
b) princip dobrého usporadant,
¢) princip maximality.

2. Zformulujte axiom vybéru a princip dobrého usporadani. Dokazte, ze princip
dobrého uspotadani implikuje axiom vybéru.

3. Dokazte, ze z principu dobrého uspoiadani vyplyva, ze usporadani kardinalnich
¢isel je linearni.

4. Dokazte, ze z linearity uspotradani kardinalnich ¢éisel vyplyva princip dobrého
usporadani.
5. Dokazte, ze princip maximality implikuje princip dobrého uspotradani.

6. Dokazte, ze za axiomu vybéru ma kazdy vektorovy prostor bazi (t.j. linedrné
nezavislou mnozinu generatoru).

6. AXIOM REGULARITY

1. a) Urcete Ws.
b) Naleznéte nejmensi « s vlastnosti w € W,,.
c¢) Naleznéte jednoprvkovou mnozinu, kterd nepatii do W,,.

2. a) Udejte ptiklad mnoziny patfici do W; ale ne do Wy.
b) Naleznéte nejmensi « s vlastnosti wy; € W,.
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¢) Naleznéte jednoprvkovou mnozinu, kterd nepatii do Wi,,.
3. a) Udejte piiklad mnoziny patiici do W, ale ne do W,, pro zadné n € w.
b) Naleznéte nejmensi « s vlastnosti{ P(N) € W,.
c¢) Naleznéte konecnou mnozinu, kterd nepatii do W,
6. Zformulujte axiom regularity (pomoci predikatové logiky).
7. Definujte tad mnoziny z. Urcete tad ordinalniho ¢isla w®.
8. Pro jaké ordindlni ¢islo a je W, model ZFC?
9. Pro jaké ordindlni ¢islo a je W, model ZFC bez schématu axiomu nahrazeni?
10. Dokazte, ze * C W implikuje x € W.
11. Dokazte, ze pokud x € y, pak fdd x je mensi nez tad y.

7. PERMUTACNI MODEL

1. Definujte symetrickou mnozinu.

2. Definujte dédicné symetrickou mnozinu.

3. Kdy je podmnozina x C A mnoziny atomu symetricka?

4. Je mnozina P(A) podmnozin mnoziny atomu dédiéné symetricka?
5. Popiste permutac¢ni model teorie mnozin s atomy.

8. TEORIE MNOZIN V ALGEBRE A ANALYZE

1. Definujte nasledujici pojmy: strom, hladina, vyska stromu, vétev, kofinalni vétev.
2. Zformulujte a dokazte Konigovu vétu.

3. Definujte slabé kompaktni kardinalni ¢islo.

4. Definujte naledujici pojmy: filtr, vlastni filtr, hlavni filtr, ultrafiltr.

5. Udejte priklad vlastniho filtru na N, ktery neni hlavni.

6. Udejte priklad ultrafiltru na N.
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7. Ukazte, ze filtr F na M takovy, ze pro libovolnou A C M plati bud A € F nebo
M\ A € F je ultrafiltr.

8. Dokazte, ze pro libovolny vlastni filtr F na mnoziné M existuje ultrafiltr ¢ na M
takovy, ze F CU.

9. Definujte dvouhodnotovou miru na mnoziné M.

10. Dokazte, ze pro libovolnou dvouhodnotovou miru p na mnoziné M je
[AC M|p(4) = 1)
ultrafiltr.

11. Definujte spocetné aditivni dvouhodnotovou miru na mnoziné M.

12, a) Definujte spocetné tplny filtr na mnoziné M.
b) Udejte piiklad spocetné uplného filtru na mnoziné R.

13. Definujte meértitelné kardindlni ¢islo.

14. Definujte silné kompaktni kardinalni ¢islo.



