
TEORIE MNOŽIN

J. ROSICKÝ

1. Množiny

Pojem množiny je základńım pojmem matematiky. Množina je určena svými prvky,
t.j., množinou rozumı́me souhrn prvk̊u. Teorii množin vybudoval německý matem-
atik G. Cantor v roce 1872. Výše uvedené vymezeńı pojmu množiny neńı přesnou
definićı. Vede také k rozpor̊um neboť jsou ”souhrny”, které za množiny považovat
nemůžeme. Později uvid́ıme, že nemůžeme vytvořit ”množinu” všech množin. Ne-
jjednodšš́ı př́ıklad takové zakázané ”množiny” nalezl B. Russel v roce 1900. Je to
souhrn M = {x\ /∈ x} všech množin x, které neobsahuj́ı sebe jako prvek. Totiž,
pokud by M byla množina, můžeme si položit otázku, zda M ∈ M . Pokud ano, pak,
podle definice M plat́ı M /∈ M . Pokud ne, pak, opět podle definice M , plat́ı M ∈ M .
V obou př́ıpadech dostáváme spor. Řešeńı problému definice pojmu množiny podává
axiomatická teorie množin. My budeme pracovat v tzv. naivńı teorii množin, t.j., na
základě výše uvedené nepřesné ”definice”. Budeme však opatrńı v jej́ım použ́ıváńı:
ne všechny souhrny budeme považovat za množiny. Zároveň si naznač́ıme, jak vypadá
axiomatická teorie množin.
Základńı (a vlastně jedinou) vlastnost́ı množin je, že maj́ı prvky. Ṕı̌seme a ∈ A,

což znamená, že a je prvkem množiny A. Malá a velká ṕısmena použ́ıváme pro
názornost; ve skutečnosti v teorii množin neńı nic jiného než množiny, t.j., i a je
množina. Fakt, že množina je určena svými prvky je vyjádřen následuj́ıćım axiomem
(který je prvńım axiomem axiomatické teorie množin):

Axiom extensionality: Dvě množiny jsou stejné, právě když maj́ı stejné prvky.
Pomoćı predikátové logiky (v jazyce s jediným binárńım relačńım symbolem ∈, což

je jazyk axiomatické teorie množin) se tento axiom zaṕı̌se následovně:

(A1) (∀x, y)(x = y ↔ (∀z)(z ∈ x ↔ z ∈ y)).

Máme-li množiny A,B, můžeme utvořit novou množinu {A,B}, která má za prvky
právě A a B. Tento zp̊usob tvorby množin se nazývá axiom dvojice. Pomoćı formule
predikátové logiky se zaṕı̌se následovně:

(A2) (∀x, y)(∃z)(∀t)(t ∈ z ↔ t = x ∨ t = y).
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Pro libovolnou množinu A a libovolnou ”množinovou vlastnost” ϕ(x) můžeme
utvořit novou množinu

{a ∈ A\ϕ(a) plat́ı}.

Přesná definice množinové vlastnosti je, že se jedná o formuli predikátové logiky v
jazyce s jediným binárńım relačńım symbolem ∈. Tento zp̊usob tvorby množin se
nazývá axiom vyčleněńı. V predikátové logice vypadá následovně

(A3) (∀t1, . . . , tn)(∀y)(∃x)(∀z)(z ∈ x ↔ z ∈ y ∧ ϕ(z, t1 . . . , tn)).

T́ımto zp̊usobem vznikly množiny:

A ∩ B = {a ∈ A\a ∈ B}

A− B = {a ∈ A\a /∈ B}.

Pro libovolnou množinu A také můžeme utvořit množinu
⋂

A = {a\a ∈ A pro libovolné A ∈ A}.

Psaćı ṕısmo jsme opět použili pouze pro názornost. Obvyklé označeńı je pomoćı
index̊u: máme množinu I a množiny Ai pro libovolné i ∈ I a vytvář́ıme množinu

⋂

i∈I

Ai = {a\a ∈ Ai pro libovolné i ∈ I}.

Existuje množina, která se vyznačuje t́ım, že nemá žádné prvky. Nazývá se prázdná,
označuje se ∅ a źıskáme ji vyčlenńım

∅ = {a ∈ A\a 6= a}.

Pomoćı axiomu dvojice můžeme z prázdné množiny vytvořit nové množiny, {∅},
{{∅}}, {∅, {∅}}, atd. T́ımto zp̊usobem můžeme definovat nezáporná celá č́ısla: 0 = ∅,
1 = {∅}, 2 = {∅, {∅}}, 3 = {∅, {∅}, {∅, {∅}}}, atd. Vždy n = {0, 1, · · · , n− 1}.
Pro sjednoceńı množin potřebujeme nový zp̊usob tvorby množin nazývaný axiom

sjednoceńı. Řı́ká, že pro libovolnou množinu A můžeme utvořit novou množinu
⋃

A = {a\ existuje A ∈ A tak, že a ∈ A}.

V predikátové logice se zaṕı̌se

(A4) (∀x)(∃y)(∀z)(z ∈ y ↔ (∃t)(t ∈ x ∧ z ∈ t)).

Zejména

A ∪ B =
⋃

{A,B}.

Obvyklé značeńı opět je
⋃

i∈I

Ai = {a\a ∈ Ai pro nějaké i ∈ I}.
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Je-li A množina, můžeme utvořit množinu

P(A) = {X\X ⊆ A}

všech podmnožin množiny A. Nazýváme to axiom množiny podmnožin a jeho formálńı
zápis je

(A5) (∀x)(∃y)(∀z)(z ∈ y ↔ z ⊆ x).

Zde z ⊆ x zkracuje (∀t)(t ∈ z → t ∈ x).
Uspořádaná dvojice (a, b) se definuje jako množina

(a, b) = {{a}, {a, b}}.

Tato definice je v duchu teorie množin: vše je množina, tedy i uspořádaná dvojice.
Snadno se ověř́ı, že plat́ı

(a, b) = (c, d) ⇔ a = c a b = d.

Kartézský součin množin A,B nyńı definujeme jako

A× B = {(a, b)\a ∈ A, b ∈ B}.

Za pomoćı axiomů se zaṕı̌se následovně

A× B = {(a, b) ∈ P(P(A ∪B))\a ∈ A ∧ b ∈ B}.

Potřebujeme utvořit množinu všech nezáporných celých č́ısel

ω = {0, 1, 2, · · · , n, · · · }.

To umožuje axiom nekonečna. Jeho přesná formulace je následuj́ıćı

(A7) (∃x)(∅ ∈ x ∧ (∀y)(y ∈ x → y ∪ {y} ∈ x)).

Množiny x z axiomu nekonečna se nazývaj́ı induktivńı. Pak

ω =
⋂

{x\x induktivńı}.

Tento pr̊unik existuje neboť se můžeme omezit na podmnožiny dané induktivńı
množiny a těch je pouze množina.
Dosud jsme se seznámili s následuj́ıćımi axiomy teorie množin: axiom extension-

ality, axiom dvojice, axiom vyčleněńı, axiom sjednoceńı, axiom množiny podmnožin
a axiom nekonečna. Prvńı udává, kdy jsou dvě množiny stejné, daľśı popisuj́ı ”po-
volené” zp̊usoby tvorby množin. K plné Zermelo-Fraenkelově teorii množin (což je
standartńı axiomatika teorie množin, označuje se ZF) nám chyb́ı již jen dva dosti
technické axiomy: axiom regularity a schéma axiomů nahrazeńı, kterým se budeme
věnovat později.
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Ideálńı teorie množin by kromě axiomu extensionality obsahovala pouze axiom
ř́ıkaj́ıćı, že pro libovolnou množinovou vlastnost ϕ(x) je

{a\ϕ(a) plat́ı}

množina. Russel̊uv paradox však ukazuje, že tato teorie je sporná. Axiomy Zermelo-
Fraenkelovy teorie množin uvádj́ı povolené př́ıpady výše uvedeného ”ideálńıho” ax-
iomu.

2. Kardinálńı č́ısla

Každé množině A přǐrad́ıme symbol |A| takový, že |A| = |B|, právě když množiny
A,B maj́ı stejnou mohutnost. Symboly |A| se nazývaj́ı kardinálńı č́ısla.
Kardinálńı č́ıslo |A| rovněž nazýváme mohutnost množiny A. Poněvadž ”mı́t

stejnou mohutnost” je relace ekvivalence, postup je korektńı. Neńı však podán
v termı́nech teorie množin neboť kardinálńı č́ısla nejsou definována jako množiny.
Později naznač́ıme, jak lze kardinálńı č́ısla definovat v termı́nech teorie množin.

Př́ıklady 2.1. (1) Nezáporná celá č́ısla považujeme za kardinálńı č́ısla a sice za
mohutnosti konečných množin.
(2) Mohutnost spočetné množiny znač́ıme ℵ0.
(3) Mohutnost množiny reálných č́ısel nazýváme mohutnost kontinua a znač́ıme ji

c.

Polož́ıme |A| ≤ |B|, jestliže existuje prosté zobrazeńı A → B. Relace ≤ mezi
kardinálńımi č́ısly je zřejmě reflexivńı a tranzitivńı. Ukážeme, že je uspořádáńı.
Předevš́ım si uvědomı́me, že pokud A ⊆ B, pak |A| ≤ |B| (nebo zobrazeńı inkluze

A → B je prosté).

Věta 2.2 (Cantor-Bernsteinova věta). Z |A| ≤ |B| a |B| ≤ |A| plyne |A| = |B|.

Důkaz. Mějme prostá zobrazeńı f : A → B a g : B → A. Muśıme ukázat, že pak
existuje bijekce A → B. Uvažujme zobrazeńı h : P(A) → P(A) definované vztahem

h(X) = A− g(B − f(X))

NechťX, Y ∈ P(A), X ⊆ Y . Pak postupně plat́ı f(X) ⊆ f(Y ), B−f(Y ) ⊆ B−f(X),
g(B − f(Y )) ⊆ g(B − f(X)) a h(X) ⊆ h(Y ). Tedy h : P(A) → P(B) je isotonńı
zobrazeńı (obě množiny P(A),P(B) jsou uspořádané množinovou inkluźı). Podle
Tarského věty o pevném bodu existuje C ⊆ A tak, že

C = A− g(B − f(C)).

Definujme zobrazeńı t : A → B takové, že t(x) = f(x) pro x ∈ C a t(x) = g−1(x)
pro x /∈ C. Definice je korektńı neboť pro x /∈ C plat́ı x ∈ g(B − f(C)). Ukážeme,
že t : A → B je bijekce.
Předpokládejme, že pro x ∈ C a y /∈ C plat́ı t(x) = t(y). Pak f(x) = g−1(y),

takže g(f(x)) = y /∈ C. Zároveň f(x) /∈ B − f(C) (neboť x ∈ C), takže g(f(x)) /∈
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g(B − f(C)) a tedy g(f(x)) ∈ C; spor. Tedy t je prosté zobrazeńı neboť obě zúžeńı
t na C a A− C jsou prostá.
Nechť y ∈ B, y /∈ t(A). Pak y /∈ f(C), takže y ∈ B − f(C) a tedy g(y) /∈ C. To

však znamená, že y = t(g(y)), spor. Tedy t je zobrazeńı na. �

Poznámka 2.3. (1) Poněvadž zobrazeńı f : A → P(A), f(a) = {a} je vždy prosté,
pro libovolnou množinu A plat́ı |A| ≤ |P(A)|. Z Cantorovy věty plyne, že vždy

|A| < |P(A)|.

Odsud plyne, že neexistuje největš́ı kardinálńı č́ıslo.

Věta 2.4. Kardinálńı č́ısla netvoř́ı množinu.

Důkaz. Předpokládejme, že existuje množina I a množiny Ai, i ∈ I tak, že |Ai|,
i ∈ I vyčerpává všechna kardinálńı č́ısla. Poněvadž Ai ⊆

⋃

i∈I

Ai, plat́ı |Ai| ≤ |
⋃

i∈I

Ai|.

Tedy |
⋃

i∈I

Ai| je největš́ı kardinálńı č́ıslo, což odporuje 2.3. �

Z Cantorovy a Cantor-Bernsteinovy věty rovněž plyne, že neexistuje množina všech
množin. Pro takovou množinu M by totiž platilo, že |P(M)| ≤ |M | neboť libovolná
podmnožina M je prvkem M . Tedy |P(M)| = |M |, spor.
Zat́ım nejsme schopni zjistit, zda uspořádáńı kardinálńıch č́ısel je lineárńı.
Dosud známá kardinálńı č́ısla jsou

0 < 1 < · · · < ℵ0 < c.

Zřejmě ℵ0 je minimálńı nekonečné kardinálńı č́ıslo. Otázka, zda c je nejmenš́ı ne-
spočetné kardinálńı č́ıslo je nerozhodnutelná.

Věta 2.5. c = |P(ω)|.

Důkaz. Definujme zobrazeńı f : 2ω → R desetinným rozvojem

f(h) = 0, h(0)h(1)h(2) . . .

kde h : ω → 2. Poněvadž f je prosté zobrazeńı, v́ıme, že c ≥ |P(ω)|. Z konstrukce
reálných č́ısel jako řez̊u ve spočetné množině Q v́ıme, že c ≤ |P(ω)|. Tedy c = |P(ω)|.
�

Operace s kardinálńımi č́ısly: Nech α = |A| a β = |B|, přičemž množiny A,B
jaou v (1) disjunktńı. Položme
(1) α + β = |A ∪ B|
(2) α · β = |A×B|
(3) αβ = |AB|

Bute I, Ai, i ∈ I množiny, přičemž Ai jsou navzájem disjunktńı.
(4)

∑

i∈I

αi = |
⋃

i∈I

Ai|

Definice je korektńı neboť operace nezáviśı na volbě množin A,B. Skutečně, jsou-li
f : A → A′ a g : B → B′ bijekce, pak

f ∪ g : A ∪B → A′ ∪B′ pro A,B a A′, B′ disjunktńı
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f × g : A× B → A′ × B′

a

h : AB → (A′)B
′

, h(u) = f · u · g−1

jsou bijekce.
Operace +, · jsou asociativńı, komutativńı a distributivńı, což plyne z vlastnost́ı

množinových operaćı ∪,×. Nav́ıc, z vlastnost́ı mocnin množin plyne, že plat́ı

(α · β)γ = αγ · βγ

(αβ)γ = αβ·γ

αβ+γ = αβ · αγ.

Dále plat́ı

α ≤ β ⇒ α + γ ≤ β + γ

α ≤ β ⇒ α · γ ≤ β · γ.

Skutečně, je-li f : A → B prosté zobrazeńı, pak zobrazeńı f ∪ idC : A ∪ C → B ∪ C
a f × idC : A× C → B × C jsou rovněž prostá.
Tvrzeńı věty 2.4 lze přepsat ve tvaru

c = 2ℵ0

Věta 2.6. ℵ0 · ℵ0 = ℵ0, ℵ0 + ℵ0 = ℵ0.

Důkaz. Plat́ı

ℵ0 + ℵ0 = |N|+ |ω| = |Z| = ℵ0

Podobně ℵ0 · ℵ0 = ℵ0 plyne z toho, že Q je spočetná množina. �

Věta 2.7. Je-li S spočetná množina reálných č́ısel, pak |R− S| = c.

Důkaz. Máme |R × R| = 2ω · 2ℵ0 = 2ℵ0+ℵ0 = 2ℵ0. Tedy mı́sto R m̊ižeme vźıt
množinu R × R. Buď tedy S ⊆ R × R spočetná množina. Existuje x ∈ R tak, že
S ∩ (R× {x}) = ∅. Tedy {x} × R ⊆ R− S, takže |R− S| = c. �

Důsledek 2.8. Mohutnost množiny iracionálńıch č́ısel je c.

Věta 2.9. Mohutnost množiny všech konečných posloupnost́ı přirozených č́ısel je ℵ0.

Důkaz. Buď P množin všech konečných posloupnost́ı přirozených č́ısel. Zřejmě
ℵ0 ≤ |P |. Pro d̊ukaz opačné nerovnosti zapǐsme libovolné přirozené č́ıslo a v dvojkové
soustavě. Posloupnost a1 . . . an pak určuje racionálńı č́ıslo 0, a12a22 . . . an. Poněvadž
r̊uzné posloupnosti zřejmě určuj́ı r̊uzná racionálńı č́ısla, plat́ı |P | ≤ |Q| = ℵ0. �

Důsledek 2.10. Mohutnost množiny konečných podmnožin spočetné množiny je ℵ0.
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Připomeme, že reálné č́ıslo se nazývá algebraické, pokud je kořenem polynomu s
celými koeficienty. Libovolné racionálńı č́ıslo je zřejmě algebraické. Reálná č́ısla,
která nejsou algebraická se nazývaj́ı transcendentńı. Transcendentńı jsou např́ıklad
č́ısla π, e; d̊ukaz je však obt́ıžný. Ukážeme, že transcendentńı č́ısla existuj́ı (a že jich
je v́ıc než algebraických).

Věta 2.11. Množina A všech algebraických č́ısel je spočetná.

Důkaz. Množina všech polynomů s celými koeficienty se označuje Z[x]. Z 2.9.
plyne, že to je spočetná množina, t.j., existuje bijekce f : ω → Z[x]. Definujme
zobrazeńı g : A → ω × ω vztahem g(a) = (n, k), kde n je nejmenš́ı č́ıslo takové,
že a je kořen polynomu f(n) a a je přitom k-tý reálný kořen tohoto polynomu v
uspořádáńı podle velikosti. Zobrazeńı g je zřejmě prosté, takže |A| ≤ ℵ0. Poněvadž
Q ⊆ A, A je spočetná množina. �

Důsledek 2.12. Množina všech transcendentńıch č́ısel má mohutnost kontinua.

Důkaz plyne z 2.8 a 2.11.

3. Dobře uspořádané množiny

Definice 3.1. Řekneme, že lineárně uspořádaná množina je dobře uspořádaná, jestliže
libovolná jej́ı neprázdná podmnožina má nejmenš́ı prvek.

Př́ıdavné jméno lineárně jsme mohli v definici vynechat nebo to plyne z exis-
tence nejmenš́ıch prvk̊u dvouprvkových podmnožin. Libovolná podmnožina dobře
uspořádané množiny je zřejmě dobře uspořádaná.

Př́ıklad 3.2. (1) Libovolná konečná lineárně uspořádaná množina je dobře uspořádaná.
ω je dobře uspořádaná.
(2) ωop,Z,Q a R nejsou dobře uspořádané.

Věta 3.3. Buď A dobře uspořádaná množina a f : A → A prosté izotonńı zobrazeńı.
Pak pro všechna a ∈ A plat́ı a ≤ f(a).

Důkaz. Buď X = {a ∈ A\f(a) < a}. Pokud X 6= ∅, existuje nejmenš́ı prvek
a0 ∈ X . Plat́ı f(a0) < a0, takže f(f(a0)) < f(a0). Tedy f(a0) ∈ X , což je spor s
f(a0) < a0. �
Předpoklad, že f je prosté je podstatný; pro konstantńı zobrazeńı tvrzeńı neplat́ı.

Definice 3.4. Podmnožina Z uspořádané množiny A se nazývá začátek, pokud x ∈
Z, y ≤ x implikuje y ∈ Z. Začátek Z se nazývá vlastńı, pokud Z 6= A.

Věta 3.5. Dobře uspořádaná množina neńı isomorfńı s žádným svým vlastńım za-
čátkem.

Důkaz. Předpokládejme, že Z je vlastńı začátek dobře uspořádané množiny A a
f : A → Z isomorfismus. Existuje prvek a ∈ A− Z. Poněvadž f(a) ∈ Z muśı platit
f(a) < a, což je spor s větou 3.3. �
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Je-li A uspořádaná množina a a ∈ A, pak polož́ıme

A(a) = {x ∈ A\x < a}

Zřejmě A(a) je vlastńı začátek v A. V dobře uspořádané množině A je libovolný
vlastńı začátek Z tvaru A(a) pro nějaké a ∈ A. Za a je třeba vźıt nejmenš́ı prvek
množiny A− Z.

Věta 3.6. Buďte A,B dobře uspořádané množiny. Pak existuje nejvýše jeden iso-
morfismus A → B.

Důkaz. Buďte f, g : A → B isomorfismy. Předpokládejme, že f 6= g. Pak existuje
a ∈ A takové, že f(a) < g(a). Poněvadž A(a) ∼= B(f(a)) a A(a) ∼= B(g(a)) plat́ı
B(f(a)) ∼= B(g(a)). Nav́ıc B(f(a)) je začátek v B(g(a)). Totiž pro libovolné c < f(a)
existuje d ∈ A tak, že c = f(d). Zřejmě d < a, takže c ∈ B(f(a)). Dostáváme spor s
3.5. �

Důsledek 3.7. Buď A dobře uspořádaná množina a f : A → A isomorfismus. Pak
f = idA.

Věta 3.8. Buďte A,B dobře uspořádané množiny. Pak nastane právě jedna z následuj́ıćıch
možnost́ı:
(1) A ∼= B
(2) A je isomorfńı s vlastńım začátkem B
(3) B je isomorfńı s vlastńım začátkem A.

Důkaz. Je-li jedna z množin A,B prázdná, tvrzeńı zřejmě plat́ı. Předpokládejme,
že obě množiny A,B jsou neprázdné. Položme

A0 = {a ∈ A\ existuje b ∈ B s A(a) ∼= B(b)}

B0 = {b ∈ B\ existuje a ∈ A s B(b) ∼= A(a)}.

Poněvadž A0 obsahuje nejmenš́ı prvek A a B0 obsahuje nejmenš́ı prvek v B, množiny
A0, B0 jsou neprázdné. Nav́ıc to zřejmě jsou začátky (A0 v A a B0 v B). Dokážeme,
že A0

∼= B0.
Definujme zobrazeńı f : A0 → B0 tak, že A(a) ∼= B(f(a)). Z definice množin

A0, B0 a 3.5 plyne, že takové zobrazeńı existuje právě jedno. Nav́ıc to je zřejmě
isomorfismus.
Ukážeme, že nemůže nastat situace, kdy A0 6= A a současně B0 6= B. V tomto

př́ıpadě však existuj́ı a ∈ A a b ∈ B tak, že A0 = A(a) a B0 = B(b). Tedy a ∈ A0 a
b ∈ B0, což neńı možné.
Ověřili jsme, že vždy nastane jedna z možnost́ı (1)-(3) a zbývá ověřit, že tyto

možnosti se navzájem vylučuj́ı. Nastanou-li však dvě možnosti současně, vznikne
dobře uspořádaná množina isomorfńı se svým vlastńım začátkem, což odporuje ??.
�
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Poznámka 3.9. Z 3.8 plyne, že pro dobře uspořádané množiny A,B nastane právě
jedna z možnost́ı

|A| = |B|, |A| < |B|, |B| < |A|.

Tedy kardinálńı č́ısla dobře uspořádaných množin jsou lineárně uspořádaná. Pokud
by libovolná množina šla dobře uspořádat, kardinálńı č́ısla by byla lineárně uspořádaná.
Uvid́ıme, že tomu tak je i naopak: pokud kardinálńı č́ısla jsou lineárně uspořádaná,
pak libovolnou množinu lze dobře uspořádat.
Zat́ım umı́me dobře uspořádat každou konečnou i spočetnou množinu. Neumı́me

např. dobře uspořádat množinu R. Uvid́ıme, že problém, zda libovolnou množinu lze
dobře uspořádat, je na základě dosavadńıch axiomů ZF nerozhodnutelný.

Význam dobře uspořádaných množin spoč́ıvá mimo jiné v tom, že poskytuj́ı prostřed́ı
pro rozš́ı̌reńı pojmu indukce.

Věta 3.10 (transfinitńı indukce). Buď A dobře uspořádaná množina. Nechť pro
libovolný prvek a ∈ A je dán výrok V (a). Předpokládejme, že pro libovolné a ∈ A
plat́ı:
(⋆) Je-li pravdivý výrok V (x) pro libovolné x < a, je pravdivý výrok V (a).

Pak výrok V (a) je pravdivý pro všechna a ∈ A.

Důkaz. Nechť B = {a ∈ A\V (a) je nepravdivý}. Předpokládejme. že množina B
je neprázdná. Buď a nejmenš́ı prvek v B. Dostáváme spor s (⋆). �
Obvyklá matematická indukce je transfinitńı indukce pro ω. Z (⋆) plyne, že výrok

V je pravdivý pro nejmenš́ı prvek v A.
Součin lineárně uspořádaných množin již nemuśı být lineárně uspořádaný. V teorii

dobře uspořádaných množin proto pracujeme s tzv. lexikografickým součinem.

Definice 3.11. Lexikografický součin A · B dobře uspořádaných množin A,B je
kartézský součin A×B vybavený uspořádáńım

(a, b) ≤ (c, d) ⇔ a < c nebo a = c, b ≤ d.

Věta 3.12. Buďte A,B dobře uspořádané množiny. Pak A · B je dobře uspořádaná
množina.

Důkaz. Nechť X ⊆ A×B je neprázdná podmnožina lexikografického součinu A·B.
Bu a0 nejmenš́ı prvek v p1(X) a b0 nejmenš́ı prvek v p2(p

−1
1 (a0)∩X). Zřejmě (a0, b0)

je nejmenš́ı prvek v X . �
Lexikografický součin neńı obecně komutativńı. Např., 2 ·ω a ω ·2 nejsou isomorfńı.

Totiž ω · 2 ∼= ω, zat́ımco 2 · ω jsou dvě kopie ω nad sebou.

Věta 3.13. Pro libovolné uspořádané množiny A,B,C plat́ı

(A · B) · C ∼= A · (B · C).

Důkaz. V (A ·B) · C plat́ı



10

(a, b, c) ≤ (a′, b′, c′) ⇔ (a, b) < (a′, b′) nebo (a, b) = (a′, b′), c ≤ c′

⇔ a < a′ nebo a = a′, b < b′ nebo a = a′, b = b′, c < c′.
(1)

Podobně, v A · (B · C)) plat́ı

(a, b, c) ≤ (a′, b′, c′) ⇔ a < a′ nebo a = a′, (b, c) ≤ (b′, c′)

⇔ a < a′ nebo a = a′, b < b′ nebo a = a′, b = b′, c < c′.
(2)

�

Součet (kardinálńı) disjunktńıch uspořádaných množin A,B můžeme definovat
jako jejich sjednoceńı A ∪ B spolu s uspořádáńım, které na A, resp. B splývá se
zadaným uspořádáńım a libovolné prvky a ∈ A, b ∈ B jsou nesrovnatelné. Takový
součet dvou lineárně uspořádaných množin neńı lineárně uspořádaný. V teorii dobře
uspořádaných množin proto pracujeme s jiným (tzv. ordinálńım) součtem.

Definice 3.14. Součet A+ B dvou disjunktńıch dobře uspořádaných množin defin-
ujeme jako jejich sjednoceńı A ∪ B vybavené uspořádáńım

x ≤ y ⇔x, y ∈ A, x ≤ y nebo

x, y ∈ B, x ≤ y nebo

x ∈ A, y ∈ B.

(3)

Součet dobře uspořádaných množin neńı komutativńı. Např., ω+1 neńı isomorfńı
s 1 + ω. Totiž, 1 + ω ∼= ω, zat́ımco ω + 1 neńı isomorfńı s ω.

Věta 3.15. Pro libovolné navzájem disjunktńı dobře uspořádané množiny A,B,C
plat́ı

(A +B) + C = A+ (B + C).

Důkaz. V obou př́ıpadech plat́ı

x ≤ y ⇔x, y ∈ A, x ≤ y nebo

x, y ∈ B, x ≤ y nebo

x, y ∈ C, x ≤ y nebo

x ∈ A, y ∈ B nebo

x ∈ A, y ∈ C nebo

x ∈ B, y ∈ C.

(4)

�

Budeme potřebovat i nekonečné součty.
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Definice 3.16. Buď I 6= ∅ uspořádaná množina a Ai, i ∈ I po dvou disjunktńı
uspořádané množiny. Součet

∑

i∈I

Ai definujeme jako
⋃

i∈I

Ai spolu s uspořádáńım

x ≤ y ⇔ existuje i ∈ I tak, že x, y ∈ Ai, x ≤ y

nebo x ∈ Ai, y ∈ Aj , i < j.
(5)

Věta 3.17. Buďte I 6= ∅ a Ai, i ∈ I po dvou disjunktńı dobře uspořádané množiny.
Pak

∑

i∈I

Ai je dobře uspořádaná.

Důkaz. Mějme ∅ 6= X ⊆
⋃

i∈I

Ai. Nechť I0 = {i ∈ I\X ∩ Ai 6= ∅}. Bu v d i0

nejmenš́ı prvek v I0 a a0 nejmenš́ı prvek v Ai0 ∩ X . Zřejmě a0 je nejmenš́ı prvek v
X . �

Věta 3.18 (obecný asociativńı zákon). Buď I 6= ∅ uspořádaná množina, Ai, i ∈ I
uspořádané množiny a I =

∑

j∈J

Ij. Pak plat́ı

∑

i∈I

Ai =
∑

j∈J

∑

i∈Ij

Ai

Věta 3.19 (pravý distributivńı zákon).

(
∑

i∈I

Ai) · B =
∑

i∈I

(Ai ·B).

Důkaz. Předevš́ım plat́ı
⋃

i∈I

(Ai × B) = (
⋃

i∈I

Ai) × B. Uspořádáńı v (
∑

i∈I

Ai) · B je

dáno následovně:
(a, b) ≤ (c, d) ⇔a, c ∈ Ai, a < c nebo

a ∈ Ai, c ∈ Aj , i < j nebo

a = c, b ≤ d.

(6)

Uspořádáńı v (
∑

i∈I

(Ai ·B) je dáno následovně:

(a, b) ≤ (c, d) ⇔(a, b), (c, d) ∈ Ai · B, (a, b) ≤ (c, d) nebo

(a, b) ∈ Ai · B, (c, d) ∈ Aj ·B, i < j.
(7)

To však nastane právě když

a, c ∈ Ai, a < c nebo

a = c, b ≤ d nebo

a ∈ Ai, b ∈ Aj , i < j.

(8)

T́ım je tvrzeńı dokázáno. �
Levý distributivńı zákon neplat́ı:

ω · (1 + 1) = ω 6= ω + ω = ω · 1 + ω · 1.
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Věta 3.20. Buď I uspořádaná množina a Ai
∼= A po dvou disjunktńı uspořádané

množiny. Pak plat́ı
∑

i∈I

Ai
∼= I · A.

Důkaz. Buďte fi : Ai → A, i ∈ I isomorfismy. Pak zobrazeńı f :
⋃

i∈I

Ai → I × A

dané předpisem f(a) = (i, fi(a)) pro a ∈ Ai je bijekce. Pro a, b ∈
⋃

i∈I

Ai plat́ı

a ≤ b v
∑

i∈I

Ai ⇔a, b ∈ Ai, a ≤ b nebo

a ∈ Ai, b ∈ Aj, i < j.

(9)

To však nastane právě když (i, fi(a)) ≤ (j, fj(b)) v I × A. �

4. Ordinálńı č́ısla

Každé dobře uspořádané množině A přǐrad́ıme symbol A tak, že A = B, právě
když A ∼= B. Symboly A se nazývaj́ı ordinálńı č́ısla.
Poněvadž relace ”být isomorfńı” je relaćı ekvivalence, postup je korektńı. Neńı

však veden v termı́nech teorie množin, což později oprav́ıme.

Definice 4.1. Ordinálńı č́ıslo n-prvkové dobře uspořádané množiny označ́ıme n. Or-
dinálńı č́ıslo dobře uspořádané množiny ω znač́ıme ω.

Polož́ıme A ≤ B, pokud A je isomorfńı se začátkem B. Relace≤ je zřejmě reflexivńı
a tranzitivńı. Z věty 3.8 plyne, že se jedná o lineárńı uspořádáńı (na tř́ıdě všech
ordinálńıch č́ısel). Právě uvedená formulace je korektńı nebo ≤ zřejmě nezáviśı na
volbě reprezentant̊u. Uspořádáńı ordinálńıch č́ısel uvedených v př́ıkladu nahoře je

0 < 1 < . . . n < . . . ω

Pro libovolné ordinálńı č́ıslo α polož́ıme

W (α) = {β\β < α je ordinálńı č́ıslo}

Např́ıklad, W (0) = ∅, W (n) = {0, . . . , n− 1} a W (ω) = {0, 1, . . . , n, . . . }.

Věta 4.2. Množina W (α) je dobře uspořádaná pro libovolné ordinálńı č́ıslo α a plat́ı

W (α) = α.

Důkaz. Nechť α = A. Položme f(x) = A(x) pro libovolné x ∈ A. Zřejmě
f : A → W (α) je prosté zobrazeńı. Mějme β < α, β = B. Pak existuje x ∈ A tak, že
B ∼= A(x). Tedy β = f(x), takže f je isomorfismus. �

Věta 4.3. Ordinálńı č́ısla jsou dobře uspořádaná relaćı ≤.
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Důkaz. Buď Z 6= ∅ množina ordinálńıch č́ısel. Uvažujme α ∈ Z. Pak bu α je
nejmenš́ı prvek v Z nebo množina W (α) ∩ Z je neprázdná. Pak jej́ı nejmenš́ı prvek
(který existuje nebo α je ordinálńı č́ıslo) je zřejmě nejmenš́ı prvek v Z. �
Ordinálńı č́ıslo α se nazývá limitńı, pokud množina W (α) nemá největš́ı prvek. V

opačném př́ıpadě se nazývá izolované. Tedy ordinálńı č́ıslo 0 je limitńı.
Operace s ordinálńımi č́ısly: Nech α = A a β = B, přičemž dobře uspořádané
množiny A,B jsou v (1) disjunktńı. Položme
(1) α + β = A+B
(2) α · β = B · A
Definice je korektńı nebo operace zřejmě nezaviśı na volbě dobře uspořádaných

množin A,B.
Operace +, · jsou asociativńı, což plyne z vět 3.13 a 3.15. Z věty 3.19 plyne platnost

levého distributivńıho zákona

α · (β + γ) = α · β + α · γ

Dále plat́ı
α + 0 = 0 + α = α

α · 0 = 0 · α = 0

α · 1 = 1 · α = α

α · 2 = α+ α

.
Operace +, · nejsou komutativńı. Např. plat́ı

1 + ω = ω 6= ω + 1

2 · ω = ω 6= ω · 2 = ω + ω

Všimněme si faktu, že izolovaná ordinálńı č́ısla jsou právě ordinálńı č́ısla tvaru
α+ 1.
Buď I dobře uspořádaná množina, Ai, i ∈ I, dobře uspořádané množiny a αi = Ai.

Pak ordinálńı č́ıslo
∑

i∈I αi definujeme předpisem
∑

i∈I

αi =
∑

i∈I

Ai

Definice zřejmě opět nezáviśı na volbě dobře uspořádaných množin Ai. Z 3.19 a 3.20
plyne

α ·
∑

i∈I

βi =
∑

i∈I

αi · β

∑

i∈I

α = α · I

Tř́ıdu všech ordinálńıch č́ısel označ́ıme W . Symbol W (α) je ve shodě s obecným
označeńım A(x) pro začátek. VeW má nejen každá podmnožina, ale i každá podtř́ıda
Z ⊆ W má nejmenš́ı prvek (d̊ukaz je stejný).
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Věta 4.4. Buď M množina ordinálńıch č́ısel. Pak existuje ordinálńı č́ıslo α takové,
že β < α pro libovolné β ∈ M .

Důkaz. Pokud M = ∅, pak α = 0. Má-li M největš́ı prvek β, pak α = β + 1.
Pokud M nemá největš́ı prvek, uvažujeme množinu

A =
⋃

β∈M

W (β)

Poněvadž A je dobře uspořádaná nmožina, pro α = A plat́ı β < α pro všechna
β ∈ M . �

Poznámka 4.5. Z 4.4 plyne, že W neńı množina a neobsahuje největš́ı prvek.

Důsledek 4.6. Pro libovolnou množinu M ordinálńıch č́ısel existuje supM ve W .

Důkaz. Tvrzeńı je zřejmé, pokud M má největš́ı prvek. Nech M nemá největš́ı
prvek. Bez ujmy na obecnosti můžeme předpokládat, že z β1 < β2 ∈ M plyne
β1 ∈ M . Ordinálńı č́ıslo α z 4.4 patř́ı do tř́ıdy W − M , která je proto neprázdná,
takže obsahuje nejmenš́ı prvek. Ten je zřejmě supM . �
Konečně, pro libovolná ordinálńı č́ısla α, β definujeme mocninu αβ následovně:

α0 = 1

αβ+1 = αβ · α

αβ = sup{αγ\γ < β}

pro 0 < β limitńı. (Zde je použito 5.7) Definice je založena na větě 3.10, t.j. na
transfinitńı indukci.
Později uvid́ıme, že mocnina ordinálńıch č́ısel má následuj́ıćı vlastnosti

αβ+γ = αβ · αγ

(αβ)γ = αβ·γ

Nyńı si můžeme udělat představu o začátku tř́ıdy W ordinálńıch č́ısel (v jej́ım
uspořádáńı):

0, 1, 2, . . . , n, . . . , ω, ω + 1, . . . , ω + ω = ω · 2, . . . , ω · n, . . . ω · ω = ω2, . . . , ωn, . . . ωω,

ω(ωω), . . . , ω(ω
·
·
·

ω)}

n

, . . . ǫ0, . . .

Přitom každé limitńı ordinálńı č́ıslo je vždy supremum všech menš́ıch ordinálńıch
č́ısel. Totiž, vztahy

ω =
∨

n<ω

n

ω + ω =
∨

n<ω

ω + n
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jsou zřejmé. Rovnost

ω · ω =
∨

n<ω

ω · n

plyne z toho, že pro libovolné β < ω ·ω existuj́ı m,n < ω tak, že β ∈ W (m,n). Tedy
β < ω · n.
Konečně rovnost

ωω =
∨

n<ω

ωn

plyne z definice mocniny ordinálńıch č́ısel. ı́slo ǫ0 je supremum všech předchoźıch
ordinálńıch č́ısel. Je to nejmenš́ı ordinálńı č́ıslo s vlastnost́ı ωǫ0 = ǫ0.
Všechna výše uvedená ordinálńı č́ısla jsou spočetná (t.j., jsou to ordinálńı č́ısla

spočetných dobře uspořádaných množin). Nespočetná ordinálńı č́ısla však muśı ex-
istovat nebo spočetných ordinálńıch č́ısel neńı v́ıc než všech možných uspořádáńı
na množině ω, t.j., nejvýše 2ω·ω = 2ω (a W neńı množina). Nejmenš́ı nespočetné
ordinálńı č́ıslo se označuje ω1.

5. Ordinálńı aritmetika

Lemma 5.1. Buď A dobře uspořádaná množina a B ⊆ A. Pak B ≤ A.

Důkaz. Předpokládejme, že B > A. Pak existuje prosté izotonńı zobrazeńı f :
A → B na vlastńı začátek B. Složeńı g : A → A zobrazeńı f s inkluźı B → A je
prosté izotonńı zobrazeńı. Pro a ∈ B − f(A) plat́ı g(a) < a. Dostáváme spor s 3.3.
�

Lemma 5.2. Pro libovolná ordinálńı č́ısla α, β, γ plat́ı
(1) α < β ⇒ γ + α < γ + β
(2) α ≤ β ⇒ α + γ ≤ β + γ.

Důkaz. (1) je zřejmé, (2) plyne z 5.1. �

Lemma 5.3. Pro libovolná ordinálńı č́ısla α, β a pro libovolné 0 < γ plat́ı
(1) α < β ⇒ γ · α < γ · β
(2) α ≤ β ⇒ α · γ ≤ β · γ.

Důkaz. (1) je zřejmé, (2) plyne z 5.1. �

Lemma 5.4. Pro libovolná ordinálńı č́ısla α ≤ β existuje právě jedno ordinálńı č́ıslo
γ tak, že α + γ = β.

Důkaz. Je zřejmý. �

Lemma 5.5. Pro libovolná ordinálńı č́ısla α a 0 < β existuj́ı ordinálńı č́ısla δ ≤ α a
ρ < β tak, že α = β · δ + ρ.
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Důkaz. Podle 5.3 (2) plat́ı α = 1 · α ≤ β · α. Pokud nastane rovnost, zvoĺıme
δ = α a ρ = 0. Nechť α < β · α a α = A, β = B. Pak A je izomorfńı vlastńımu
začátku Z v lexikografickém součinu A · B. Tedy existuj́ı a ∈ A, b ∈ B tak, že
Z = {(x, y)\(x, y) < (a, b)}. Bu δ = A(a) a ρ = B(b). Pak α = β · δ + ρ. �

Př́ıklad 5.6. Jedná se o větu o děleńı se zbytkem pro ordinálńı č́ısla. Lze ukázat, že
δ a ρ jsou určeny jednoznačně.

Lemma 5.7. Buď I množina. Pro libovolná ordinálńı č́ısla α a βi, i ∈ I plat́ı
(1) α+ supβi = sup(α + βi)
(2) α · supβi = sup(α · βi).

Důkaz. (1) je zřejmá. (2) plat́ı pro α = 0. Buď 0 < α. Pak

α · supβi ≥ sup(α · βi)

neboť α · βi ≤ α · supβi pro všechna i ∈ I (podle 5.3 (1)). Je-li γ = supβi izolované
ordinálńı č́ıslo, pak existuje j ∈ I tak že supβi = βj a tvrzeńı plat́ı. Buď γ limitńı.
Pak βj < supβi pro všechna j ∈ I a tedy α · βj < α · supβi pro pro všechna j ∈ I
(podle 5.3 (1)). Předpokládejme, že σ = sup(α · βi) < α · γ. Podle 5.5 existuj́ı
ordinálńı č́ısla δ ≤ σ a ρ < α tak, že σ = α · δ + ρ. Tedy, podle 5.2 (1)

σ = α · δ + ρ < α · δ + α = α · δ + α · 1 = α · (δ + 1).

Plat́ı δ < γ neboť v opačném př́ıpadě γ ≤ δ a tedy α · γ ≤ α · δ (podle 5.3), Odsud
by plynulo

α · δ ≤ α · δ + ρ = σ < α · γ,

což je spor.
Tedy δ < βj pro nějaké j ∈ I, takže

σ < α · (δ + 1) ≤ α · βj,

což je spor. �

Lemma 5.8. Pro ordinálńı č́ısla plat́ı
(1) α ≤ β ⇒ αγ ≤ βγ

(2) 1 < α, β < γ ⇒ αβ < αγ

(3) 1 < α ⇒ αsupβi = supαβi.

Důkaz. Důkaz provedeme transfinitńı indukćı podle γ. Tvrzeńı plat́ı pro γ = 0.
Předpokládejme, že plat́ı pro všechna δ < γ. Je-li γ = δ + 1, pak podle indukčńıho
předpokladu a 5.3 (1) plat́ı

αγ = αδ · α ≤ βδ · α ≤ βδ · β = βγ.

Je-li γ limitńı, pak

αγ = sup{αδ\δ < γ} ≤ sup{βδ\δ < γ} = βγ.
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(2) Podle 7.4 existuje 0 < δ tak, že γ = β + δ. Podle 5.3 (1) plat́ı

αβ = αβ · 1 < αβ · α = αβ+1 ≤ αβ+δ = αγ .

Posledńı nerovnost přitom plyne z definice ordinálńı mocniny a z 5.3 (1).
(3) plyne z definice ordinálńı mocniny. �

Lemma 5.9. Pro ordinálńı č́ısla α, β, γ plat́ı
(1) αβ+γ = αβ · αγ

(2) (αβ)γ = αβ·γ.

Důkaz. (1) Pro α ≤ 1 je tvrzeńı zřejmé. Nechť 1 < α. Důkaz provedeme trans-
finitńı indukćı podle γ. Tvrzeńı plat́ı pro γ = 0. Předpokládejme, že plat́ı pro všechna
δ < γ. Je-li γ = δ + 1, pak podle indukčńıho předpokladu a 5.3 (1) plat́ı

αβ+γ = αβ+δ+1 = αβ+δ · α = αβ · αδ · α = αβ · αγ.

Je-li γ limitńı, pak, použit́ım 5.7 (2),

αβ · αγ = αβ · sup{αδ\δ < γ} = sup{αβ · αδ\δ < γ} = αβ+γ.

(2) Pro α ≤ 1 je tvrzeńı zřejmé, rovněž pokud některé z β, γ je 0. Nech 1 < α,
0 < β, γ. Důkaz provedeme transfinitńı indukćı podle γ. Tvrzeńı plat́ı pro γ = 0.
Předpokládejme, že plat́ı pro všechna δ < γ. Je-li γ = δ + 1, pak podle indukčńıho
předpokladu a (1)

(αβ)γ = (αβ)δ+1 = (αβ)δ · αβ = αβ·δ · αβ = αβ·δ+β = αβ·(δ+1) = αβ·γ.

Je-li γ limitńı, pak (s použit́ım 5.9 (2)),

(αβ)γ = sup{(αβ)δ\δ < γ} = sup{αβ·δ\δ < γ} = αsup{β·δ\δ<γ} = αβ·sup{δ\δ<γ}.

Posledńı výraz je však roven αβ·γ. �

Věta 5.10. Buď 0 < α ordinálńı č́ıslo. Pak existuj́ı přirozená č́ısla k,m0, . . . , mk a
ordinálńı č́ısla γ0 > γ1 > · · · > γk tak, že

α = ωγ0 ·m0 + · · ·+ ωγk ·mk.

Důkaz. Budeme postupovat transfinitńı indukćı podle α. Pro α = 1 máme α = ω0.
Buď 1 < α a předpokládejme, že věta plat́ı pro všechna β < α. BuďX = {γ\ωγ ≤ α}.
Z 5.8 (2) plyne, že X je množina. Podle 5.8 (3),

ωsupX = sup{ωγ\γ ∈ X} ≤ α,

takže X má největš́ı prvek γ0. Bu Y = {δ\ωγ0 · δ ≤ α}. Z 5.2 (1) plyne, že Y je
množina. Podle 5.7 (2) ωγ0 · supY ≤ α, takže Y má největš́ı prvek m0. Plat́ı m0 < ω
nebo

ωγ0 · ω = ωγ0+1 > α.

Pokud ωγ0 ·m0 = α, věta je dokázána. Nechť ωγ0 ·m0 < α. Pak

α = ωγ0 ·m0 + β
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(podle 5.4. Plat́ı β < ωγ0 nebo ωγ0 ≤ β implikuje

α = ωγ0 ·m0 + β ≥ ωγ0 ·m0 + ωγ0 = ωγ0 · (m0 + 1),

což je spor s maximalitou m0.
Podle indukčńıho předpokladu existuj́ı přirozená č́ısla k,m1, . . . , mk a ordinálńı

č́ısla γ1 > · · · > γk tak že

β = ωγ1 ·m1 + · · ·+ ωγk ·mk.

Z maximality γ0 plyne že γ0 > γ1. Tedy

α = ωγ0 ·m0 + · · ·+ ωγk ·mk.

a d̊ukaz je ukončen. �

Př́ıklad 5.11. Jedná se o rozvoj ordinálńıho č́ısla 0 < α v mocninách ω . Lze
ukázat, že přirozená č́ısla k,m0, . . . , mk a ordinálńı č́ısla γ0 > γ1 > · · · > γk jsou
určena jednoznačně.

6. Axiom výběru

Axiom výběru: Buď I množina a Ai, i ∈ I neprázdné množiny. Pak množina
∏

i∈I

Ai

je rovněž neprázdná.
Axiom ř́ıká, že libovolná množina neprázdných množin {Ai\i ∈ I}má tzv. výběrovou

funkci, t.j. zobrazeńı

f : I →
⋃

i∈I

Ai

takové, že f(i) ∈ Ai pro libovolné i ∈ I. Axiom výběru se označuje AC. Zermelo-
Fraenkelova teorie množin s axiomem výběru se označuje ZFC a je to v současné
době ”standardńı” teorie množin. Př́ıčinou zvláštńıho postaveńı axiomu výběru
je jeho ”nekonstruktivńı” charakter. Zat́ımco všechny ostatńı axiomy ZF přesně
popisuj́ı, jakou množinu vytvář́ı, AC pouze tvrd́ı, že určitá množina (t.j., výběrová
funkce) existuje, aniž by řekl, jak vypadá. Výběrová funkce vždy existuje (bez AC),
pokud množina I je konečná, např. I = {1, . . . , n}. Stač́ı zvolit prvky ai ∈ Ai pro
i = 1, . . . , n a položit f = {(1, a1), . . . , (n, an)}. Tato výběrová funkce je vytvořena
použit́ım axiomu dvojice. Takovou možnost již nemáme pro nekonečnou množinu I
a to ani v př́ıpadě, pokud množiny Ai jsou konečné nebo dokonce dvouprvkové.

Princip dobrého uspořádáńı: Libovolnou množinu lze dobře uspořádat.

Tento princip má rovněž ”nekonstruktivńı” charakter neboť neř́ıká, jak př́ıslušné
dobré uspořádáńı vypadá. Nahlédneme to např. na existenci dobrého uspořádáńı
množiny R reálných č́ısel. Ukážeme, že princip dobrého uspořádáńı je (v ZF) ekvi-
valentńı s axiomem výběru.

Věta 6.1. Princip dobrého uspořádáńı implikuje axiom výběru.
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Důkaz. Buď I množina a ∅ 6= Ai, i ∈ I. Podle principu dobrého uspořádáńı lze
množinu

⋃

i∈I

Ai

dobře uspořádat. V tomto dobrém uspořádáńı, má libovolná množina Ai nejmenš́ı
prvek ai. Pak f(i) = ai definuje výběrovou funkci

f : I →
⋃

i∈I

Ai.

�

Je poučné si uvědomit, že d̊ukaz nelze vést následovně: libovolná množina Ai

lze dobře uspořádat, takže má nejmenš́ı prvek ai, atd. Totiž existuje celá množina
Di dobrých uspořádáńı množiny Ai a k výběru nějakého z nich pro všechna i ∈ I
použ́ıváme axiom výběru (pro množiny Di, i ∈ I). Ukážeme si daľśı ”skrytá” použit́ı
axiomu výběru. Tato použit́ı dokumentuj́ı, že AC běžně už́ıváme.

Př́ıklad 6.2. Známé tvrzeńı matematické analýzy ř́ıká, že funkce f : R → R je spo-
jitá v bodě a, právě, když an → a implikuje f(an) → f(a) pro libovolnou posloupnost
(an). Nutnost podmı́nky je zřejmá. Dostatečnost se dokazuje následovně. Nechť f
neńı spojitá v a. Pak existuje okoĺı V bodu f(a) takové, že pro libovolné 0 < n exis-
tuje an s vlastnostmi |an−a| < 1

n
, f(an) /∈ V . Pak an → a, ale neplat́ı f(an) → f(a).

Použitá posloupnost an je však výběrová funkce

N →
⋃

n∈N

{x\|x− a| <
1

n
, f(x) /∈ V }

Lze ukázat, že (bez určité formy) AC tvrzeńı neplat́ı, t.j., že ”nemáme dost posloup-
nost́ı”.

Př́ıklad 6.3. Dokážeme, že sjednoceńı spočetné množiny spočetných množin je spočetná
množina. Mějme spočetné množiny Ai, i ∈ ω. Množiny Ai lze tedy zapsat posloup-
nostmi

Ai = {ai0, ai1, . . . , ain, . . . }

Uspořádáme-li množinu A =
⋃

i∈ω

Ai po diagonálách A = {a00, a01, a10, . . . }, vid́ıme,

že množina A je spočetná. Použit́ı AC spoč́ıvá ve výběru uspořádáńı množin Ai do
posloupnost́ı. Takových posloupnost́ı je vždy množina Di a na množiny Di muśıme
opět uplatnit AC.

Princip maximality Buď A uspořádaná množina taková, že libovolný řetězec v A má
horńı závoru. Pak ke každému a ∈ A existuje maximálńı prvek b ∈ A tak, že a ≤ b.

Věta 6.4. Princip maximality implikuje princip dobrého uspořádáńı.
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Důkaz. Buď A množina. Uvažujme množinu

D = {(B,R)\R ⊆ A× A,R je dobré uspořádáńı na B ⊆ A}

Poněvadž (∅, ∅) ∈ D, plat́ı máme D 6= ∅. Pro (B1, R1), (B2, R2) ∈ D polož́ıme
(B1, R1) ≤ (B2, R2), pokud (B1, R1) je začátek (B2, R2). Zřejmě ≤ je uspořádáńı
množiny D. Ověř́ıme, že D spluje předpoklad principu maximality.
Buď C ⊆ D řetězec. Pak

Q =
⋃

(B,R)∈C

R

je lineárńı uspořádáńı množiny

Z =
⋃

(B,R)∈C

B

Uvažujme ∅ 6= X ⊆ Z. Pro libovolné x ∈ X existuje (B,R) ∈ C tak, že x ∈ B.
Zřejmě nejmenš́ı prvek podmnožiny X∩B je nejmenš́ım prvkem množiny X . Tedy Q
je dobré uspořádáńı množiny Z, takže (Z,Q) ∈ D. Zřejmě (Z,Q) je hledanou horńı
závorou řetězce C v D.
Podle principu maximality existuje maximálńı prvek (B,R) v D. Ukážeme, že

pak B = A. V opačném př́ıpadě existuje prvek a ∈ A − B a pro B0 = B ∪ {a} a
R0 = R ∪ (B × {a}) ∪ {(a, a)} plat́ı (B0, R0) ∈ D a zárove (B,R) < (B0, R0), což
neńı možné. �

Věta 6.5. Axiom výběru implikuje princip maximality.

Důkaz. Buď A uspořádaná množina taková, že libovolný řetězec v A má horńı
závoru a nechť a ∈ A. Buď f výběrová funkce na množině všech neprázdných
podmnožin množiny A. To znamená, že f(X) ∈ X pro libovolné ∅ 6= X ⊆ A.
Existuje dobře uspořádaná množina B taková, že |B| ≤ |A| neplat́ı. V opačném

př́ıpadě by se W skládala z ordinálńıch č́ısel podmnožin množiny A, které lze dobře
uspořádat. Poněvadž dobrých uspořádáńı podmnožin množiny A je pouze množina,
dostali bychom spor s 4.5.
Transfinitńı indukćı definujme zobrazeńı g : C → A definované na podmnožině C

množiny B tak, že a je obrazem nejmenš́ıho prvku množiny B a

g(b) = f({x ∈ A\g(y) < x pro všechna y < b})

Zobrazeńı g je zřejmě prosté. Poněvadž |B| ≤ |A| neplat́ı, existuje b ∈ B tak že g
neńı definováno pro b. Buď b nejmenš́ı prvek v B s touto vlastnost́ı. Pak existuje
c ∈ C tak že c < b a neexistuje x ∈ B, c < x < b. V opačném př́ıpadě by obraz g byl
řetězec v A bez horńı závory. Zřejmě g(c) je hledaný maximálńı prvek v A takový,
že a ≤ g(c). �
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7. Kardinálńı aritmetika

Věta 7.1 (AC). Kardinálńı č́ısla jsou dobře uspořádaná relaćı ≤.

Důkaz. Libovolnému kardinálńımu č́ıslu α přǐrad́ıme ordinálńı č́ıslo α∗ tak, že

α ≤ β ⇔ α∗ ≤ β∗

Odsud již vyplyne tvrzeńı věty nebo ordinálńı č́ısla jsou dobře uspořádaná relaćı ≤
dle 4.3.
Nechť α = |A|. Buď Mα množina všech ordinálńıch č́ısel β takových, že β = (A,�)

pro nějaké dobré uspořádáńı � množiny A. Z AC v́ıme, že Mα 6= ∅, takže Mα má
nejmenš́ı prvek, který označ́ıme α∗. Definice zřejmě nezáviśı na volbě množiny A.
Implikace

α∗ ≤ β∗ ⇒ α ≤ β

je zřejmá. Nechť α ≤ β. Pak α∗ ≤ β∗ nebo β∗ ≤ α∗. V druhém př́ıpadě plat́ı β ≤ α,
takže α = β, takže α∗ = β∗. �
Předchoźı věta nám umožuje indexovat nekonečná kardinálńı č́ısla pomoćı or-

dinálńıch č́ısel. Tř́ıda kardinálńıch č́ısel pak (ve svém uspořádáńı≤) vypadá následovně

0, 1, . . . , n, . . .ℵ0,ℵ1, . . . ,ℵn, . . .ℵω, . . .ℵα, . . .

Indexováńı provedeme následovně. Již dř́ıve jsme nejmenš́ı nekonečné kardinálńı
č́ıslo označili ℵ0. Nyńı ℵ1 je nejmenš́ı nespočetné kardinálńı č́ıslo. Z 7.1 v́ıme, že
takové kardinálńı č́ıslo existuje. Máme-li již sestrojena kardinálńı č́ısla ℵβ pro všechna
ordinálńı č́ısla β < α, pak ℵα je nejmenš́ı kardinálńı č́ıslo větš́ı než všechna ℵβ pro
β < α. Z 7.1 plyne, že takové kardinálńı č́ıslo existuje. Poněvadž pro libovolné
kardinálńı č́ıslo ℵ existuje pouze množina kardinálńıch č́ısel menš́ıch než ℵ, ℵ = ℵα

pro nějaké ordinálńı č́ıslo α. T́ımto postupem jsme vlastně sestrojili bijekci mezi
ordinálńımi č́ısly a nekonečnými kardinálńımi č́ısly.
V d̊ukazu věty 7.1 jsme libovolnému kardinálńımu č́ıslu α přǐradili ordinálńı č́ıslo

α∗ a sice nejmenš́ı ordinálńı č́ıslo mohutnosti α. Budeme značit

ℵ∗
α = ωα

Tř́ıdu W ordinálńıch č́ısel si pak můžeme představit následovně

0, 1, . . . , n, . . . ω0, . . . ǫ0, . . . ω1, . . . ωα, . . .

(srv. s kapitolou 5; ω = ω0).

Věta 7.2. Axiom výběru je ekvivalentńı s t́ım, že kardinálńı č́ısla jsou lineárně
uspořádaná relaćı ≤.

Důkaz. Implikace ⇒ plyne z 7.1. Předpokládejme, že kardinálńı č́ısla jsou lineárně
uspořádaná relaćı ≤. Ukážeme, že pak libovolnou množinu lze dobře uspořádat, což
implikuje AC.
Buď A množina. Z d̊ukazu věty 6.5. v́ıme, že existuje dobře uspořádaná množina

B taková, že |B| ≤ |A| neplat́ı. Tedy |A| < |B| nebo předpokládáme, že kardinálńı
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č́ısla jsou lineárně uspořádána relaćı ≤. Tedy existuje prosté zobrazeńı f : A → B,
které nám umožńı definovat dobré uspořádáńı množiny A:

a ≤ b ⇔ f(a) ≤ f(b).

�

Poznámka 7.3. Byli jsme si vědomi toho, že ani kardinálńı, ani ordinálńı č́ısla
jsme nezavedli v termı́nech teorie množin. Za AC lze kardinálńı č́ısla zavést po-
moćı ordinálńıch č́ısel. T́ım mysĺıme definovat ℵα jako ωα, t.j., za kardinálńı č́ıslo
př́ımo považovat nejmenš́ı ordinálńı č́ıslo dané mohutnosti. Nyńı naznač́ıme, jak lze
v termı́nech ZF definovat ordinálńı č́ısla. Idea spoč́ıvá v ”kanonické volbě” dobře
uspořádané množiny A takové, že A = α. Touto volbou bude W (α). Máme-li

α = W (α)

pak

β < α ⇔ β ∈ α

t.j., α je množina všech menš́ıch ordinálńıch č́ısel. Zejména to znamená, že α je dobře
uspořádané relaćı ∈. Definice ordinálńıho č́ısla jako množiny dobře uspořádané relaćı
∈ by však ještě nebyla v pořádku. Takovou je i množina {{∅}}, kterou za ordinálńı
č́ıslo nechceme nebo ordinálńım č́ıslem jednoprvkové množiny je {∅}. Množina {{∅}}
však neńı tranzitivńı ve smyslu

x ∈ X ⇒ x ⊆ X.

Ordinálńı č́ısla tranzitivńı jsou. Definice ordinálńıho č́ısla v ZF tedy zńı: ordinálńı
č́ıslo je tranzitivńı množina dobře uspořádaná relaćı ∈.

Věta 7.4 (AC). Pro libovolné nekonečné kardinálńı č́ıslo ℵ plat́ı

ℵ · ℵ = ℵ

Důkaz. Již v́ıme, že za AC jsou kardinálńı č́ısla právě ℵα, kde α ∈ W . Transfinitńı
indukćı budeme tedy dokazovat, že

ℵα · ℵα = ℵα

Pro α = 0 tvrzeńı plat́ı (viz 2.6). Předpokládejme, že 0 < α a že tvrzeńı plat́ı pro
všechna β < α. Dokážeme, že tvrzeńı plat́ı pro α. T́ım bude d̊ukaz ukončen.
Na množiněW (ωα)×W (ωα) budeme uvažovat tzv. maximo-lexikografické uspořádáńı.

Je definováno tak, že (β, γ) < (δ, ǫ), právě když

max{β, γ} < max{δ, ǫ}

nebo

max{β, γ} = max{δ, ǫ} a β < δ

nebo

max{β, γ} = max{δ, ǫ}, β = δ a γ < ǫ
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Zřejmě se jedná o dobré uspořádáńı. Označme

η = W (ωα)×W (ωα)

takže

W (ωα)×W (ωα) ∼= W (η)

Stač́ı, když dokážeme, že plat́ı η = ωα. Pak totiž bude platit

ℵα · ℵα = |W (ωα)×W (ωα)| = |W (ωα)| = ℵα

Předevš́ım plat́ı ωα ≤ η nebo

|W (ωα)| ≤ |W (ωα)×W (ωα)| = |W (η)|

a ωα je nejmenš́ı ordinálńı č́ıslo mohutnosti ℵα. Předpokládejme, že ωα < η. Pak
existuj́ı ordinálńı č́ısla γ, δ < ωα tak, že

W (ωα) ∼= W ((γ, δ))

(druhý výraz zde označuje začátek určený dvojićı (γ, δ) v W (ωα)×W (ωα)). Položme

ξ = max{γ, δ}+ 1

Zřejmě ξ < ωα. Z definice maximo-lexikografického uspořádáńı plyne, že

W ((γ, δ)) ⊆ W (ξ)×W (ξ)

tedy

|W (ωα)| = |W ((γ, δ))| ≤ |W (ξ)×W (ξ)| = |W (ξ)|

(posledńı rovnost plyne z indukčńıho předpokladu). Poněvadž ξ < ωα, plat́ı

|W (ωα)| ≤ |W (ξ)| < |W (ωα)|

Dostáváme spor a d̊ukaz je t́ım ukončen. �

Věta 7.5 (AC). Pro libovolná ordinálńı č́ısla α, β plat́ı

ℵα · ℵβ = max{ℵα,ℵβ}

Důkaz. Nechť např́ıklad α ≤ β. Pak plat́ı

ℵβ = 1 · ℵβ ≤ ℵα · ℵβ ≤ ℵβ · ℵβ = ℵβ

takže ℵα · ℵβ = ℵβ. �

Důsledek 7.6 (AC). Pro libovolná ordinálńı č́ısla α, β plat́ı

ℵα + ℵβ = max{ℵα,ℵβ}

Důkaz. Nechť např́ıklad α ≤ β. Pak plat́ı

ℵβ ≤ ℵα + ℵβ = 2 · ℵβ = ℵβ

�
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Důsledek 7.7 (AC). Pro libovolná ordinálńı č́ısla α ≤ β plat́ı

ℵ
ℵβ
α = 2ℵβ

Důkaz. Plat́ı

2ℵβ ≤ ℵ
ℵβ
α ≤ (2ℵα)ℵβ = 2ℵα·ℵβ = 2ℵβ

�

Zobecněná hypotéza kontinua ř́ıká, že

2ℵα = ℵα+1.

Toto tvrzeńı je nezávislé na ZFC.

Důsledek 7.8 (AC). Bute I, Ai, i ∈ I množiny takové, že |I|, |Ai| ≤ ℵα pro všechna
i ∈ I. Pak plat́ı

|
⋃

i∈I

Ai| ≤ ℵα

Důkaz. Plat́ı

|
⋃

i∈I

Ai| ≤ |
∑

i∈I

W (ωα)| = |I ×W (ωα)| = |I| · ℵα ≤ ℵα

(zde jsme použili 7.5) �

Poznámka 7.9. Zejména, za AC plat́ı, že sjednoceńı spočetně mnoha spočetných
množin je spočetná množina.

Definice 7.10. Kardinálńı č́ıslo ℵα se nazývá regulárńı, jestliže sjednoceńı < ℵα

množin mohutnosti < ℵα má mohutnost < ℵα. V opačném př́ıpadě se ℵα nazývá
singulárńı.

Př́ıkladem regulárńıho kardinálńıho č́ısla je ℵ0.

Důsledek 7.11 (AC). Pro libovolné ordinálńı č́ıslo α je kardinálńı č́ıslo ℵα+1 regulárńı.

Důkaz. Plyne z 7.8 a z toho, že

|X| < ℵα + 1 ⇔ |X| ≤ ℵα

�

Nespočetné kardinálńı č́ıslo ℵα se nazývá (slabě) nedosažitelné, je-li regulárńı a
zárove α je limitńı. Nazývá se nedosažitelné, je-li regulárńı a plat́ı

ℵβ < ℵα ⇒ 2ℵβ < ℵα

Libovolné nedosažitelné kardinálńı č́ıslo je zřejmě slabě nedosažitelné. Za zobecněné
hypotézy kontinua oba pojmy splynou.
Existenci nedosažitelného kardinálńıho č́ısla nelze dokázat z axiomů ZFC.
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8. Axiom regularity

Jedná se o axiom

(A8) (∀x)(x 6= ∅ → (∃y)(y ∈ x ∧ y ∩ x = ∅))

Jeho zápis jsme zkrátili pomoćı 6= ∅ a ∩.
Aplikaćı na {x}, axiom vylučuje možnost x ∈ x. Obecněji, aplikaćı na

{x1, x2, . . . , xn. . . . },

axiom vylučuje
· · · ∈ xn · · · ∈ x2 ∈ x1.

Tedy vylučuje existenci nekonečných klesaj́ıćıch řetězc̊u v ∈.
Axiom regularity je ekvivalentńı s t́ım, že “každá množina vznikne z ∅”.

Definice 8.1 (kumulativńı hierarchie). Položme

(1) W0 = ∅,
(2) Wα+1 = P(Wα) pro libovolné ordinálńı č́ıslo α,
(3) Wα = ∪β<αWβ pro libovolné limitńı ordinálńı č́ıslo α.

Nechť W = ∪αWα, kde α prob́ıhá všechna ordinálńı č́ısla.

Máme W1 = {∅}, W2 = {∅, {∅}}, W3 = {∅, {∅}, {{∅}}, {∅, {∅}}}, atd. Wn,
n < ω jsou konečné množiny, Wα jsou nnožiny, W je vlastńı tř́ıda složená z množin
vytvořených z ∅.
Tř́ıdu všech množin znač́ıme V . Ukážeme, že axiom regularity je ekvivalentńı s

t́ım, že V = W .
Pro x ∈ W , je nejmenš́ı ordinálńı č́ıslo α takové, že x ∈ Wα izolované.

Definice 8.2. Nechť x ∈ W . Nejmenš́ı ordinálńı č́ıslo α takové, že x ∈ Wα+1 se
nazývá řád x. Znač́ıme α = r(x).

Lemma 8.3. (1) Wβ ⊆ Wα pro β ≤ α,
(2) x ∈ W ⇒ x ⊆ W .
(3) x ∈ y ∈ W ⇒ r(x) < r(y).

Důkaz. (1) Pro α limitńı je tvrzeńı zřejmé. Stač́ı tedy ukázat, že Wα ⊆ Wα+1 pro
libovolné α. Dokážeme to transfinitńı indukćı. Nechť to plat́ı pro libovolné β < α.
Je-li 0 < α limitńı, pak

Wα+1 = P(Wα) ⊇
⋃

β<α

P(Wβ) =
⋃

β<α

Wβ+1 = Wα.

Pro α = 0 to ke zřejmé. Pokud α = γ + 1, pak podle indukčńıho předpokladu plat́ı,
že Wγ ⊆ Wα. Tedy

Wα+1 = P(Wα) ⊇ P(Wγ) = Wα.

(2) Pro x ∈ W plat́ı x ⊆ Wr(x) ⊆ W . Pro x ⊆ W , plat́ı x ⊆ Wr(x) a tedy
x ∈ Wr(x)+1 ⊆ W .
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(3) Postupně plat́ı y ∈ Wr(y)+1, y ⊆ Wr(y), takže x ∈ Wr(y). Tedy r(x) < r(y). �

Lemma 8.4. Libovolné ordinálńı čislo α patř́ı do W a plat́ı r(α) = α.

Důkaz. Tvrzeńı plat́ı pro α = 0 neboť 0 = ∅. Nechť tvrzeńı plat́ı pro libovolné
β < α. Je-li α limitńı, pak α = {β|β < α} a tedy r(α) = α. Je-li α = β+1 izolované,
pak α = β ∪ {β} ∈ Wβ+2 = Wα+1. �

Připomeňme, že množina X se nazývá tranzitivńı, pokud

x ∈ X ⇒ x ⊆ X.

Lemma 8.5. Buď X množina. Položme T0(X) = X,. . . , Tn+1(X) =
⋃

Tn(X) a
T (X) =

⋃

0≤n<ω

Tn(X). Pak T (X) je nejmenš́ı tranzitivńı množina obsahuj́ıćı X.

Důkaz. Je zřejmý.

Definice 8.6. T (X) se nazývá tranzitivńı obal množiny X .

Věta 8.7 (A8). Pro libovolnou tř́ıdu C 6= ∅ existuje x ∈ C tak, že x ∩ C = ∅.

Důkaz. Nechť z ∈ C, z ∩ C 6= ∅. Pak y = T (z) ∩ C 6= ∅ neboť z ∩ C ⊆ y. Z (A8)
plyne existence x ∈ y, x∩y = ∅. Plat́ı x ∈ C. Předpokládejme, že existuje t ∈ x∩C.
Pak t ∈ x ∈ y ⊆ T (z), takže t ∈ T (z). Tedy t ∈ T (z) ∩ C = y, takže t ∈ x ∩ y, což
neńı možné. �

Důsledek 8.8 (A8). Buď C vlastńı tř́ıda taková, že

x ∈ C ⇒ x ∈ C.

Pak C = V .

Důkaz. Předpokládejme, že V − C 6= ∅. Podle 8.7, existuje x ∈ V − C tak, že
x ∩ (V − C) = ∅. Tedy x ⊆ C, takže x ∈ C, což je spor. �

Věta 8.9. (A8) ⇔ V = W.

Důkaz. (A8) ⇐ V = W plyne z 8.8 a 8.3(2).
Nechť ∅ 6= x ∈ W a buď y prvek množiny x nejmenš́ıho řádu. Pak y∩x = ∅ (podle

8.3(3). Tedy V = W ⇐ (A8). �

Schéma axiom̊u nahrazeńı

(∀t1. . . . , tn)(∀x)(∀y)(∀z)(ϕ(x, t1, . . . , tn, y) ∧ ϕ(x, t1, . . . , tn, z) → y = z)

→ (∀t1, . . . , tn)(∀x)(∃y)(∀u)(u ∈ y ↔ (∃z)(z ∈ x) ∧ ϕ(z, t1, . . . , tn, u))
(A6)

Axiom ř́ıká, že obraz množiny x v tř́ıdovém zobrazeńı ϕ je množina.
ZF je teorie složemá z axiomů (A1-A8). Model ZF je tř́ıda splňuj́ıćı všechny ax-

iomy ZF. Př́ıkladem takového modelu je V . Pod ZF0 budeme rozumět ZF bez (A8).
Podobně, ZFC je ZF + (AC) a ZFC0 je ZF0 + (AC).

Věta 8.10 (ZFC0). W je model ZFC.
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Důkaz. (A1) plyne z 8.3(2).
(A2) Pokud x, y ∈ Wα, pak {x, y} ∈ Wα+1.
(A3) Nechť y ⊆ x ∈ W . Pak x ⊆ Wr(x) a tedy y ⊆ Wr(x), takže y ∈ Wr)x)+1.
(A4) Nechť x ∈ W . Pak z ∈ y ∈ x implikuje r(z) < r(x), takže z ∈ Wr(x). Tedy

∪x ∈ Wr(x)+1.
(A5) Nechť x ∈ W . Pak x ⊆ Wr(x), takže P(x) ⊆ P(Wr(x)). Tedy P(x) ∈ Wr(x)+2.
(A7) podle 8.4 ω ∈ Wω+1.
(A8) plat́ı v W podle d̊ukazu 8.9.
(AC) Nechť x ∈ W a buď f : x → ∪x výběrová funkce ve V . Pak ∪x a f patř́ı do

W , takže f je výběrová funkce v W . �

Důsledek 8.11. Z bezespornosti ZF0 plyne bezespoprnost ZF.

Věta 8.12 (ZFC0). Je-li κ nedosažitelné kardinálńı č́ıslo, pak Wκ je model ZFC.

Důkaz. (A1)-(A5), (A7) a (AC) se ověř́ı jak v 8.10.
(A6) Poněvadž κ je nedosažitelný, plat́ı |Wα| < κ pro α < κ a |Wκ| = κ. Ukážeme,

že pro x ⊆ Wκ plat́ı x ∈ Wκ, právě když |x| < κ. Implikace ⇒ je zřejmá. Opačná
implikace plyne z regularity κ neboť {r(y) y ∈ x} nemůže být kofinálńı s κ, takže
x ∈ Wκ.
Vrát́ıme-li se k (A6), pak |y| ≤ |x| < κ, takže y ∩Wκ ∈ Wκ.

Poznámka 8.13. Ukázali jsme, že pokud ω < α je limitńı ordinálńı č́ıslo, pak Wα

je model ZFC - (A6).

Z Gödelovy věty o neúplnosti plyne, že existenci nedosažitelného kardinálńıho č́ısla
nelze dokázat v ZFC.

9. Permutačńı model

Teorie množin s atomy ZFA je v jazyce s ∈ a unárńımi relačńımi synboly ∅ a A.
Má stejné axiomy jako ZF, pouze (A1) se nahrad́ı

(∅) ¬(∃x)(x ∈ ∅)

(A) (∀z)(z ∈ A ↔ z 6= ∅ ∧ ¬(∃x)(x ∈ z))

((A1’)) (∀x)∀y)((x /∈ A ∧ y /∈ A) → (x = y ↔ (∀z)(z ∈ x ↔ z ∈ y)))

Prvky množiny A nazýváme atomy. Tř́ıdu všech množin ZFA znač́ıme VA. Plat́ı
V ⊆ VA.

Definice 9.1 (kumulativńı hierarchie s atomy). Položme

(1) WA
0 = A,

(2) WA
α+1 = P(WA

α ) pro libovolné ordinálńı č́ıslo α,
(3) WA

α = ∪β<αW
A
β pro libovolné limitńı ordinálńı č́ıslo α.

Nechť WA = ∪αW
A
α , kde α prob́ıhá všechna ordinálńı č́ısla.
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Analogicky jak v ZF se ukáže, že WA = VA.

Definice 9.2. Buď f : A → A permutace. Definujme f̂ : WA → WA následovně:

(1) f0 = f ,
(2) fα+1(x) = {fα(y)| y ∈ x},
(3) fα =

⋃

β<α

fβ pro 0 6= α limitńı,

(4) f̂ =
⋃

α

fα, kde α prob́ıhá všechna ordinálńı č́ısla.

Lemma 9.3. f̂ : WA → WA je isomorfismus, t.j., bijekce taková, že

(1) f(∅) = ∅,
(2) f(A) = A,

(3) x ∈ y ⇔ f̂(x) ∈ f̂(y).

Důkaz. Transfinitńı indukćı.

Definice 9.4. Množina x ∈ WA se nazývá symetrická, jesttliže existuje konečná
množina atomů N(x) = {a1, . . . , an} taková, že pro libovolnou permutaci f : A → A
plat́ı

f(ai) = ai, i = 1, . . . , n ⇒ f̂(x) = x.

N(x) se nazývá nosič x.
Množina x se nazývá dědičně symetrická, pokud je symetrická a každý prvek z

tranzitivńıho obalu T (x) je symetrická množina.

Př́ıklady 9.5. (1) Libovolná množina x ∈ V je dědičně symetrická s N(x) = ∅.
(2) Libovolné a ∈ A je dědičně symetrická s N(a) = {a}.
(3) Množina x ⊆ A je symetrická, právě když je konečná nebo jej́ı doplněk je

konečný. V prvńım př́ıpadě N(x) = x, v druhém N(x) = A− x. Tyto množiny jsou
dědičně symetrické.
(4) P(A) je symetrická množina s nosičem ∅. Neńı však dědičně symetrická.

Nechť PA označuje tř́ıdu všech dědičně symetrických množin s množinou atomů A.

Věta 9.6. PA je model ZFA.

Důkaz. ∅, A ∈ PA a (∅), (A) plat́ı. (A1’) plyne z toho, že x ∈ PA implikuje x ⊆ PA.
(A2) Nechť x, y ∈ PA. Zřejmě {x, y} je symetrická s nosičem N(x)∪N(y). Zřejmě

{x, y} je dědičně symetrická.
(A3) Nechť x, t1, . . . , tn ∈ PA a x = {z ∈ y|ϕ(z, t1, . . . , tn)}. Ukážeme, že x je

symetrická množina s nosičem N(x) = N(y) ∪
n
⋃

i=1

N(ti). Buď f : A → A per-

mutace taková že f(a) = a pro libovolné a ∈ N(x). Poněvadž f̂ je isomorfismus,

ϕ(z, t1, . . . , tn) plat́ı, právě když plat́ı ϕ(f̂(z), f̂(t1), . . . , f̂(tn) = ϕ(f̂(z), t1, . . . , tn).

Tedy f̂(x) = x, takže x je symetrická množina, která je zřejmě dědičně symetrická.
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(A4) Nechť x ∈ PA a y = ∪x. Buď f permutace A taková, že f(a) = a pro

libovolné a ∈ N(x). Ukážeme, že f̂(y) = y. Plat́ı

z ∈ y ⇔ z ∈ t ∈ x ⇔ f̂(z) ∈ f̂(t) ∈ f̂(x) = x.

Tedy f̂(z) ∈ y, takže f̂(y) ⊆ y. Naopak, nechť z ∈ y, t.j. z ∈ t ∈ x. Pak

f̂−1(z) ∈ f̂−1(t) ∈ f̂−1(x) = x, kde rovnost plyne z toho, že f−1(a) = a pro libovolné

a ∈ N(a). Tedy f̂−1(z) ∈ y, takže z ∈ f̂(y).
Dokázali jsme, že y je symetrická množina,která je zřejmě dědičně symetrická.
(A5) Nechť y ∈ PA a x = P(y) ∩ PA. Ukážeme, že x je symetrická množina,

N(x) = N(y). Pokud f̂(y) = y, pak f̂(P(y)) = P(y). Nechť z ∈ x. Ukážeme, že

f̂(z) ∈ PA, N(f̂(z)) = f(N(z)). Nechť g(f(a)) = f(a) pro libovolné a ∈ N(z). Pak

f−1gf(a) = a, takže z = f̂−1gf(z) = f̂−1ĝf̂(z). Tedy ĝ(f̂(z) = f̂(z).

Ukázali jsme, že f̂(x) = x, takže x je symetrická množina, N(x) = N(y). Zřejmě
x ∈ PA.
(A6) Nechť z, t1 . . . , tn ∈ PA a ϕ(z, t1, . . . , tn, u) je funkcionálńı formule. Nechť

f(a) = a pro libovolné a ∈ N(z) ∪
n
⋃

i=1

N(ti). Pokud plat́ı ϕ(z, t1, . . . , tn, u), pak

plat́ı i ϕ(z, t1, . . . , tn, f̂(u)) a tedy u = f̂(u). Tedy u je symetrická množina, N(u) =

N(z) ∪
n
⋃

i=1

N(ti). Tedy pro x ∈ PA je

{u|(∃z ∈ x, ϕ(z, t1, . . . , tn, u)}

dědičně symetrická množina s nosičem N(x) ∪
n
⋃

i=1

N(ti).

(A7) ω ∈ W ⊆ PA.
(A8) je zřejmý. �

Věta 9.7. Je-li A nekonečná množina, pak (AC) neplat́ı v PA.

Důkaz. Ukážeme, že množinu A nelze dobře uspořádat v PA. Předpokládejme, že
existuje dobré uspořádańı <⊆ A2. Pak < je symetrická množina a, poněvadž A je
nekonečná, existuj́ı a < b v A, a, b /∈ N(<). Buď f transpozice vyměňuj́ıćı a a b.

Poněvadž f̂(<) =<, b = f(a) < f(b) = a, což je spor. �

Věta 9.8. Je-li A nekonečná množina, pak neplat́ı ℵ0 ≤ |A| ani |A| ≤ ℵ0.

Důkaz. Pro zobrazeńı g : N → A v PA plat́ı g(N) ⊆ N(g). Podobně pro zobrazeńı
h : A → N plat́ı h(A) ⊆ N(h). Tedy g ani h nejsou injektivńı. �

10. Teorie množin v algebře a analýze

Definice 10.1. Částečně uspořádaná množina T se nazývá strom, jestliže

↓ x = {y| y < x}
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je dobře uspořádaná pro libovolné x ∈ T .
α-tá hladina Tα = {x ∈ T | ↓ x = α}.
Výška stromu je nejmenš́ı α takové že Tα = ∅.
Větev je maximálńı lineárně uspořádaná podmnožina T .

Poznámka 10.2. Libovolná dobře uspořádaná množina je strom, jehož hladiny jsou
jednoprvkové.

Věta 10.3 (König). Spočetný strom T s konečnými hladinami má kofinálńı větev.

Důkaz. Poněvadž T0 je konečná množina, existuje t0 ∈ T0 takové, že

↑ t0 = {t ∈ T | to < t}

je nekonečná množina. Podobně existuje t0 < t1 ∈ T1 tak, že ↑ t1 je nekonečná
množina. Takto postupně sestroj́ıme kofinálńı větev t0 < t1 < · · · < tn < . . . .
�

Definice 10.4. Buď κ nekonečné kardinálńı č́ıslo. Pak κ-strom je strom mohutnosti
κ, jehož hladiny maj́ı mohutnost < κ.

Definice 10.5. Kardinálńı č́ıslo ℵ0 < κ se nazývá slabě kompaktńı, pokud každý
κ-strom má kofinálńı větev.

Věta 10.6. Slabě kompaktńı kardinálńı č́ıslo je nedosažitelné.

Poznámka 10.7. Dokonce, κ je κ-té nedosažitelné kardinálńı č́ıslo.

Definice 10.8. Systém F podmnožin množiny M se nazývá filtr, pokud

(1) M ∈ F ,
(2) A,B ∈ F ⇒ A ∩ B ∈ F ,
(3) A ∈ F , A ⊆ B ⇒ B ∈ F .

Př́ıklady 10.9. (1) P(M) je filtr, nazývá se nevlastńı. Ostatńı filtry se nazývaj́ı
vlastńı.
2) Pro X ⊆ M

↑ X = {A ⊆ M |, X ⊆ A}

je filtr. Nazývá se hlavńı.
3) F = {A ⊆ M |M − A je konečná} je filtr. Pokud M je nekonečná, tento filtr

neńı hlavńı.

Definice 10.10. Maximálńı vlastńı filtr se nazývá ultrafiltr.

Př́ıklad 10.11. ↑ {x} je ultrafiltr.

Věta 10.12. Vlastńı filtr F je ultrafiltr, právě když pro libovolnou podmnožinu A ⊆
M plat́ı A ∈ F nebo M − A ∈ F .
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Důkaz. Nechť F splňuje podmı́nku věty a F ⊆ G filtr, F 6= G. Pro A ∈ G − F
plat́ı M −A ∈ F , takže ∅ = A∩ (M −A) ∈ G. Tedy G = P(M), takže F je ultrafiltr.
Naopak, buď F ultrafiltr a X ⊆ M tak, že M −X /∈ F . Pak

G = {A ⊆ M | existuje B ∈ F , B ∩X ⊆ A}.

Pak G je filtr, F ⊆ G, X ∈ G a M −X /∈ G. Poněvadž F je ultrafiltr, G = F , takže
X ∈ F . �

Věta 10.13 (AC). Pro libovolný filtr F na množině M existuje ultrafiltr U na M
takový, že F ⊆ U .

Důkaz. Plyne z 6.5 a toho, že sjednoceńı řetězce vlastńıch filtr̊u je vlastńı filtr. �

Definice 10.14. Dvouhodnotová mı́ra na množině M je zobrazeńı µ : P(M) → 2
takové že

(1) µ(∅) = 0, µ(M) = 1,
(2) A ⊂ B ⇒ µ(A) ≤ µ(B),
(3) A ∩ B = ∅ ⇒ µ(A ∪B) = µ(A) + µ(B).

Věta 10.15. Je-li µ dvouhodnotová mı́ra na množině M , pak U={A ⊆ M |µ(A) = 1}
je ultrafiltr.

Důkaz. Nechť A,B ∈ U . Podle (3),

1 = µ(A) = µ(A ∩ B) + µ(A− B), 1 = µ(B) = µ(A ∩B) + µ(B −A).

Pokud µ(A ∩ B) = 0, pak µ(A− B) = µ(B − A) = 1 a tedy

µ(A ∪ B) = µ(A ∩ B) + µ(A− B) + µ(B −A) = 2,

což neńı možné. Tedy A ∩B ∈ U .
Odsud zřejmě plyne, že U je filtr, který je ultrafiltr vzhledem k (3) a 10.12.

Poznámka 10.16. (1) Naopak, pokud U je ultrafiltr na M , pak

µ(A) = 1 ⇔ A ∈ U

definuje dvouhodnotovou mı́ru na M .
Vlastnosti (1) a (2) jsou zřejmé. Nechť A ∩ B = ∅, A ∪ B ∈ U a A /∈ U . Pak

M −A ∈ U a tedy B = (M −A) ∩ (A ∪ B) ∈ U , což dává (3).

Definice 10.17. Dvouhodnotová mı́ra µ na množině M se nazývá spočetně aditivńı,
jestliže pro navzájem disjunktńı množiny Ai, i < ω plat́ı

µ(
⋃

i<ω

Ai) =
∑

i<ω

(Ai).
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Věta 10.18. Mı́ra µ na M je spočetně aditivńı, právě když pro př́ıslušný ultrafiltr U
plat́ı

Ai ∈ U , i < ω ⇒
⋂

i<ω

Ai ∈ U .

Důkaz. I. Buď U ultrafiltr určený spočetně aditivńı mı́rou µ. Nechť Ai ∈ U , i < ω.
Množiny

Bi = (M − Ai)−
⋃

j<i

(M − Aj)

jsou navzájem disjunktńı a µ(Bi) = 0. Nav́ıc
⋃

i<ω

Bi = M −
⋂

i<ω

Ai. Totiž, pokud

x ∈ Bi, pak x /∈ Ai a tedy x /∈
⋂

i<ω

Ai. Naopak, pro x /∈
⋂

i<ω

Ai buď i < ω nejmenš́ı

takové, že x ∈ Aj , j < i a x /∈ Ai. Pak x ∈ Bi a tedy x ∈
⋃

i<ω

Bi.

Tedy
⋂

i<ω

Ai ∈ U neboť

µ(M −
⋂

i<ω

Ai) =
∑

i<ω

Bi = 0.

II. Obráceně spočetně úplný ulttrafiltr U určuje spočetně aditivńı mı́ru µ neboť
⋃

i<ω

Ai ∈ U právě když Ai ∈ U pro nějaké i < ω. �

Definice 10.19. Ultrafiltr s vlastnost́ı z předešlé věty se nazývá spočetně úplný.

Poznámka 10.20. Hlavńı ultrafiltry jsou spočetně úplné. Existence nehlavńıch
spočetně úplných ultrafiltr̊u však záviśı na teorii množin. Totiž nejmenš́ı kardinálńı
č́ıslo κ takové, že na množině mohutnosti κ existuje spočetně úplný ultrafiltr je slabě
kompaktńı. Na takové množině totiž existuje nehlavńı κ-úplný ultrafiltr, to je ultra-
filtr uzavřený na pr̊uniky < κ prvk̊u. Takové kardinálńı č́ıslo se nazývá měřitelné.
Libovolné měřitelné kardinálńı č́ıslo je slabě kompaktńı.

Definice 10.21. Nespočetné regulárńı kardinálńı č́ıslo κ se nazývá silně kompaktńı,
pokud každý κ-úplný filtr na množině M lze rozš́ı̌rit na κ-úplný ultrafiltr na M .

Věta 10.22. Libovolné silně kompaktńı kardinálńı č́ıslo e měřitelné.

Důkaz. Je-li κ regulárńı, pak F = {A ⊆ M | |A| < κ} je κ-úplný filtr na M . �

Poznámka 10.23. Kardinálńı č́ıslo κ je silně kompaktńı, právě když logika Lκκ

připouštěj́ıćı konjunkce a disjunkce < κ formuĺı a kvantifikace podle < κ proměnných
má vlastnost kompaktnosti. To znamená, že pokud každá podteorie S teorie T s < κ
axiomy má model, pak i T má model.
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