TEORIE MNOZIN

J. ROSICKY

1. MNOZINY

Pojem mnoziny je zakladnim pojmem matematiky. Mnozina je uréena svymi prvky,
t.j., mnozinou rozumime souhrn prvku. Teorii mnozin vybudoval némecky matem-
atik G. Cantor v roce 1872. Vyse uvedené vymezeni pojmu mnoziny neni presnou
definici. Vede také k rozportim nebot jsou ”souhrny”, které za mnoziny povazovat
nemuzeme. Pozdéji uvidime, ze nemuzeme vytvorit "mnozinu” vSech mnozin. Ne-
jjednodssi priklad takové zakazané "mnoziny” nalezl B. Russel v roce 1900. Je to
souhrn M = {z\ ¢ x} vSech mnozin x, které neobsahuji sebe jako prvek. Totiz,
pokud by M byla mnozina, muzeme si polozit otazku, zda M € M. Pokud ano, pak,
podle definice M plati M ¢ M. Pokud ne, pak, opét podle definice M, plati M € M.
V obou pifpadech dostavame spor. Resen{ problému definice pojmu mnoziny podéva
axiomatickd teorie mnozin. My budeme pracovat v tzv. naivni teorii mnozin, t.j., na
zakladé vyse uvedené nepresné ”definice”. Budeme vsak opatrni v jejim pouzivani:
ne vSechny souhrny budeme povazovat za mnoziny. Zaroven si naznacime, jak vypada
axiomatickd teorie mnozin.

Zakladni (a vlastné jedinou) vlastnosti mnozin je, ze maji prvky. PiSeme a € A,
coz znamena, ze a je prvkem mnoziny A. Mala a velkd pismena pouzivame pro
nazornost; ve skutecnosti v teorii mnozin neni nic jiného nez mnoziny, t.j., i a je
mnozina. Fakt, ze mnozina je urcena svymi prvky je vyjadien nasledujicim axiomem
(ktery je prvnim axiomem axiomatické teorie mnozin):

Axiom extensionality: Dvé mnoziny jsou stejné, pravé kdyz maji stejné prvky.

Pomoci predikatové logiky (v jazyce s jedinym bindrnim rela¢nim symbolem €, coz
je jazyk axiomatické teorie mnozin) se tento axiom zapiSe nédsledovneé:

(A1) Ve, y)(z=y < (V2)(z € x ¢ 2 €9)).

Méame-li mnoziny A, B, muzeme utvofit novou mnozinu { A, B}, kterd ma za prvky
pravé A a B. Tento zpusob tvorby mnozin se nazyva axiom dvojice. Pomoci formule
predikatové logiky se zapiSe nasledovneé:

(A2) Ve, y)(Fz)(Vt)(t €zt =a Vi =1y).
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Pro libovolnou mnozinu A a libovolnou ”mnozinovou vlastnost” ¢(x) muzeme
utvorit novou mnozinu

{a € A\p(a) plati}.

Presna definice mnozinové vlastnosti je, ze se jednd o formuli predikatové logiky v
jazyce s jedinym binarnim relacnim symbolem €. Tento zpusob tvorby mnozin se
nazyva axiom vyclenéni. V predikatové logice vypadéd nasledovné

(A3) (Vt1, ..., to)(Yy)(Fz)(V2)(z €z <> 2z €y Np(z,t1 ..., t,)).
Timto zpusobem vznikly mnoziny:
ANB={a€c A\a € B}
A—B={a€ A\a ¢ B}.
Pro libovolnou mnozinu A také muzeme utvorit mnozinu

ﬂA = {a\a € A pro libovolné A € A}.

Psaci pismo jsme opét pouzili pouze pro nazornost. Obvyklé oznaceni je pomoci
indext: mame mnozinu / a mnoziny A; pro libovolné i € I a vytvarime mnozinu

ﬂ A; = {a\a € A; pro libovolné i € I}.

iel
Existuje mnozina, ktera se vyznacuje tim, ze nema zadné prvky. Nazyva se prdzdnd,
oznacuje se () a ziskdme ji vyclennim

) ={ae A\a# a}.
Pomoci axiomu dvojice muzeme z prazdné mnoziny vytvorit nové mnoziny, {0},
{{0}}, {0,{0}}, atd. Timto zptisobem muzeme definovat nezdporna celd ¢isla: 0 = (),
1= {@}7 2= {Q)v {(Z)}}v 3= {Q)v {(Z)}v {Q)v {(Z)}}}v atd. VZdy n= {07 17 e, N — 1}-
Pro sjednoceni mnozin potrebujeme novy zpusob tvorby mnozin nazyvany aziom

sjednoceni. Rika, ze pro libovolnou mnozinu A muzeme utvorit novou mnozinu

UA = {a\ existuje A € A tak, ze a € A}.

V predikatové logice se zapise

(A4) (Vx)(Fy)(V2)(z €y < (Ft)(t € x ANz €1)).
Zejména
AuB=| J{A B}.
Obvyklé znaceni opét je
UAZ' = {a\a € A, pro néjaké i € I}.

el



Je-li A mnozina, muzeme utvofit mnozinu
P(4) = {X\X C 4}

vsech podmnozin mnoziny A. Nazyvame to aziom mnoZiny podmnoZzin a jeho formalni
Zapis je

(Ab) (Vx)(Fy)(V2)(z € y <> 2z C x).
Zde z C x zkracuje (Vt)(t € z —> t € z).
Usporadand dvojice (a,b) se definuje jako mnozina
(a,0) = {{a},{a,b}}.

Tato definice je v duchu teorie mnozin: vSe je mnozina, tedy i usporadana dvojice.
Snadno se ovéri, ze plati

(a,b) = (¢,d) & a=cab=d.
Kartézskyj soucin mnozin A, B nyni definujeme jako
Ax B ={(a,b)\a € A, b€ B}.
Za pomoci axiomu se zapise nésledovné
Ax B={(a,b) e P(P(AUB))\a € AANbE B}.
Potfebujeme utvorit mnozinu vSech nezapornych celych ¢isel
w=10,1,2,---,n,---}.

To umozuje axiom nekonecna. Jeho presna formulace je nasledujici

(A7) ) ez N (Vy)ly ez —yU{y} € x)).

Mnoziny x z axiomu nekonecna se nazyvaji induktivni. Pak
w= ﬂ{x\x induktivni}.

Tento prinik existuje nebot se miiZeme omezit na podmnoziny dané induktivni
mnoziny a téch je pouze mnozina.

Dosud jsme se seznamili s nasledujicimi axiomy teorie mnozin: axiom extension-
ality, axiom dvojice, axiom vyc¢lenéni, axiom sjednoceni, axiom mnoziny podmnozin
a axiom nekonec¢na. Prvni udava, kdy jsou dvé mnoziny stejné, dalsi popisuji ”po-
volené” zpusoby tvorby mnozin. K plné Zermelo-Fraenkelové teorii mnozin (coz je
standartni axiomatika teorie mnozin, oznacuje se ZF) nam chybi jiz jen dva dosti
technické axiomy: axiom regularity a schéma axiomu nahrazeni, kterym se budeme
vénovat pozdéji.



Idealni teorie mnozin by kromé axiomu extensionality obsahovala pouze axiom
fikajici, ze pro libovolnou mnozinovou vlastnost () je

{a\p(a) plati}
mnozina. Russeluv paradox vSak ukazuje, ze tato teorie je spornd. Axiomy Zermelo-
Fraenkelovy teorie mnozin uvadji povolené piipady vyse uvedeného ”idealniho” ax-
iomu.

2. KARDINALNI CiSLA

Kazdé mnoziné A prifadime symbol |A| takovy, ze |A| = |B|, pravé kdyz mnoziny
A, B maji stejnou mohutnost. Symboly |A| se nazyvaji kardindlni ¢isla.

Kardindlni ¢islo |A| rovnéz nazyvame mohutnost mnoziny A. Ponévadz "mit
stejnou mohutnost” je relace ekvivalence, postup je korektni. Neni vSak podan
v terminech teorie mnozin nebot kardinalni ¢isla nejsou definovéna jako mnoziny.
Pozdéji naznacime, jak lze kardinalni ¢isla definovat v terminech teorie mnozin.

Piiklady 2.1. (1) Nezdporna celd ¢isla povazujeme za kardindlni ¢isla a sice za
mohutnosti koneénych mnozin.

(2) Mohutnost spocetné mnoziny znacime .

(3) Mohutnost mnoziny redlnych ¢isel nazyvame mohutnost kontinua a znacime ji
c.

Polozime |A| < |B|, jestlize existuje prosté zobrazeni A — B. Relace < mezi
kardinalnimi ¢isly je ziejmé reflexivni a tranzitivni. Ukézeme, Ze je usporadani.

Ptedevsim si uvédomime, ze pokud A C B, pak |A| < |B| (nebo zobrazeni inkluze
A — B je prosté).

Véta 2.2 (Cantor-Bernsteinova véta). Z |A| < |B| a |B| < |A| plyne |A| = |B.

Dtkaz. Méjme prosta zobrazeni f: A — B a g: B — A. Musime ukézat, ze pak
existuje bijekce A — B. Uvazujme zobrazeni h : P(A) — P(A) definované vztahem

h(X)=A-g(B - f(X))
Necht X,Y € P(A4), X CY. Pak postupné plati f(X) C f(Y), B—f(Y) C B—f(X),
g(B—f(Y)) Cg(B—f(X)) ahX)ChY). Tedy h : P(A) — P(B) je isotonni
zobrazeni (obé mnoziny P(A), P(B) jsou uspofadané mnozinovou inkluzi). Podle
Tarského véty o pevném bodu existuje C' C A tak, ze

C=A-yg(B-f(C)
Definujme zobrazeni t : A — B takové, ze t(z) = f(x) pro z € C a t(z) = g (z)
pro z ¢ C. Definice je korektni nebot pro x ¢ C plati x € g(B — f(C)). Uk4zeme,
ze t: A — B je bijekce.
Predpoklddejme, ze pro xz € C' a y ¢ C plati ¢(x) = t(y). Pak f(z) = g (y),
takze g(f(x)) =y ¢ C. Zaroven f(x) ¢ B — f(C) (nebot z € O), takze g(f(z)) ¢
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g(B — f(C)) a tedy g(f(z)) € C; spor. Tedy t je prosté zobrazeni nebot obé zizeni
tna C a A — C jsou prosta.
Necht y € B, y ¢ t(A). Pak y ¢ f(C), takze y € B — f(C) a tedy g(y) ¢ C. To

vsak znamend, ze y = t(g(y)), spor. Tedy ¢ je zobrazeni na. OJ

Poznamka 2.3. (1) Ponévadz zobrazeni f : A — P(A), f(a) = {a} je vidy prosté,
pro libovolnou mnozinu A plati |A| < |P(A)|. Z Cantorovy véty plyne, ze vzdy

Al < P(A)].
Odsud plyne, Ze neexistuje nejvétsi kardinalni ¢islo.
Véta 2.4. Kardindlni ¢isla netvori mnoZinu.

Diukaz. Predpokladejme, ze existuje mnozina I a mnoziny A;, i € I tak, ze |A;],
i € I vycerpava vsechna kardindlni ¢isla. Ponévadz A; C | A;, plati |A;] < | U Al
el iel
Tedy | |J A;i| je nejvétsi kardindlni ¢islo, coz odporuje 2.3. O
iel

Z Cantorovy a Cantor-Bernsteinovy véty rovnéz plyne, Ze neexistuje mnozina vsech
mnozin. Pro takovou mnozinu M by totiz platilo, ze |P(M)| < |M| nebot libovolna
podmnozina M je prvkem M. Tedy |P(M)| = |M]|, spor.

Zatim nejsme schopni zjistit, zda usporadani kardindlnich ¢isel je linearni.

Dosud znama kardinalni ¢isla jsou

O<l<---<Ny<e.
Ziejmé Ny je minimalni nekonecné kardinalni ¢islo. Otazka, zda ¢ je nejmensi ne-
spocetné kardinalni ¢islo je nerozhodnutelna.
Véta 2.5. ¢ = |P(w)|.
Dikaz. Definujme zobrazeni f : 2¥ — R desetinnym rozvojem
f(h) =0,h(0)h(1)A(2)...

kde h : w — 2. Ponévadz f je prosté zobrazeni, vime, ze ¢ > |P(w)|. Z konstrukce
realnych ¢isel jako fezu ve spocetné mnoziné Q vime, ze ¢ < |P(w)|. Tedy ¢ = |P(w)].
0

Operace s kardindlnimi ¢isly: Nech o« = |A| a § = |B|, pricemz mnoziny A, B
jaou v (1) disjunktni. Polozme

(1) a+B8=|AUB|
(2) a-8=|Ax Bl
(3) o = |47

Bute I, A;,i € I mnoziny, pficemz A; jsou navzajem disjunktni.

(4) 20 = U Al
i€l i€l §
Definice je korektni nebot operace nezavisi na volbé mnozin A, B. Skutecné, jsou-li
f:A— A" ag: B — B bijekce, pak

fUg: AUB — A UB pro A, B a A', B' disjunktni



fxg:AxB— A xB

h:AP — (AN hu)=f-u-g
jsou bijekce.

Operace +, - jsou asociativni, komutativni a distributivni, coz plyne z vlastnosti
mnozinovych operaci U, X. Navic, z vlastnosti mocnin mnozin plyne, ze plati

(-8 = o -
(aﬁ)v:aﬁw
P =P ar.
Dale plati
asf=a+y<f+y
a<f=a-y<p-7.

Skutecné, je-li f: A — B prosté zobrazeni, pak zobrazeni f Uids: AUC — BUC
a fxide: Ax C — B x C jsou rovnéz prosta.
Tvrzeni véty 2.4 lze prepsat ve tvaru

c=2%
Véta 2.6. NO . NO = No, NO —+ NO = No.
Dukaz. Plati
Ro + No = [N| + |w| = |Z] = Ro
Podobné Ny - Ry = Ny plyne z toho, ze Q je spocetnd mnozina. [

Véta 2.7. Je-li S spocetnd mnozina redlnych cisel, pak |R — S| = c.

Ditkaz. Mame |[R x R| = 29 . 2% — 9%+® — 9%  Tedy misto R mizeme vzit
mnozinu R x R. Bud tedy S C R x R spocetna mnozina. Existuje = € R tak, ze
SN(Rx {z})=0. Tedy {z} x RCR -5, takze |R— S| =c. O

Disledek 2.8. Mohutnost mnoziny iraciondlnich cisel je c.
Véta 2.9. Mohutnost mnoziny vsech konecnijch posloupnosti prirozenyjch cisel je W.

Dukaz. Bud P mnozin viech koneénych posloupnosti piirozenych ¢isel. Ziejmé
Ng < |PJ. Pro dukaz opa¢né nerovnosti zapisme libovolné piirozené ¢islo a v dvojkové
soustavé. Posloupnost a; ... a, pak urcuje raciondalni ¢islo 0, a;2as2. .. a,. Ponévadz
ruzné posloupnosti ziejmé uréuji ruzna racionalni ¢isla, plati |P| < |Q| = Ro. O

Disledek 2.10. Mohutnost mnoziny konecnijch podmnozin spocetné mnozZiny je N.
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Ptipomeme, ze redlné ¢islo se nazyva algebraické, pokud je kotfenem polynomu s
celymi koeficienty. Libovolné racionalni ¢islo je zfejmé algebraické. Redlna cisla,
ktera nejsou algebraickd se nazyvaji transcendentni. Transcendentni jsou naptiklad
¢isla 7, e; dukaz je vSak obtizny. Ukazeme, ze transcendentni ¢isla existuji (a ze jich
je vic nez algebraickych).

Veéta 2.11. Mnozina A vsech algebraickych cisel je spocetna.

Dukaz. Mnozina vSech polynomu s celymi koeficienty se oznacuje Zlx]. Z 2.9.
plyne, Ze to je spocetnd mnozina, t.j., existuje bijekce f : w — Zlx]. Definujme
zobrazeni g : A — w X w vztahem g(a) = (n,k), kde n je nejmensi ¢islo takové,
ze a je kofen polynomu f(n) a a je ptitom k-ty redlny kofen tohoto polynomu v
uspoiadani podle velikosti. Zobrazeni g je ziejmé prosté, takze |A| < R°. Ponévadz
Q C A, A je spocetna mnozina. [J

Dausledek 2.12. Mnozina vsech transcendentnich c¢isel md mohutnost kontinua.

Dikaz plyne z 2.8 a 2.11.

3. DOBRE USPORADANE MNOZINY

Definice 3.1. Rekneme, Ze linearné uspoirddana mnozina je dobre uspordadand, jestlize
libovolna jeji neprazdna podmnozina ma nejmensi prvek.

Piidavné jméno linedrné jsme mohli v definici vynechat nebo to plyne z exis-
tence nejmensich prvku dvouprvkovych podmnozin. Libovolna podmnozina dobie
uspotradané mnoziny je zifejmé dobte uspoiradana.

Piiklad 3.2. (1) Libovolnd konecnd linearné uspoiadand mnozina je dobfe uspofadana.
w je dobte usporadana.
(2) w,7Z,Q a R nejsou dobie usporadané.

Véta 3.3. Bud A dobie usporddand mnozina a f : A — A prosté izotonni zobrazent.
Pak pro vsechna a € A plati a < f(a).

Dtkaz. Bud X = {a € A\f(a) < a}. Pokud X # 0, existuje nejmensi prvek
ap € X. Plati f(ag) < ag, takze f(f(ag)) < f(ao). Tedy f(ag) € X, coz je spor s
f(a,o) < agp. U

Predpoklad, ze f je prosté je podstatny; pro konstantni zobrazeni tvrzeni neplati.

Definice 3.4. Podmnozina Z usporadané mnoziny A se nazyva zacdtek, pokud x €
7,y < x implikuje y € Z. Zacatek Z se nazyva vlastni, pokud Z # A.

Véta 3.5. Dobre usporadand mnozina neni isomorfni s Zadnym svym vlastnim za-
catkem.

Diukaz. Predpokladejme, ze Z je vlastni zacatek dobre usporadané mnoziny A a
f: A — Z isomorfismus. Existuje prvek a € A — Z. Ponévadz f(a) € Z musi platit
f(a) < a, coz je spor s vétou 3.3. [



Je-li A usporadand mnozina a a € A, pak polozime
Ala) ={z € A\zx < a}

Ziejmé A(a) je vlastni zacdtek v A. V dobfe uspofddané mnoziné A je libovolny
vlastni zac¢dtek Z tvaru A(a) pro néjaké a € A. Za a je tieba vzit nejmensi prvek
mnoziny A — Z.

Véta 3.6. Budte A, B dobie usporddané mnoziny. Pak existuje nejvyse jeden iso-
morfismus A — B.

Dukaz. Budte f,g: A — B isomorfismy. Piedpokladejme, ze f # g. Pak existuje
a € A takové, ze f(a) < g(a). Ponévadz A(a) = B(f(a)) a A(a) = B(g(a)) plati
B(f(a)) = B(g(a)). Navic B(f(a)) je zacatek v B(g(a)). Totiz pro libovolné ¢ < f(a)
existuje d € A tak, ze ¢ = f(d). Ztejmeé d < a, takze ¢ € B(f(a)). Dostavame spor s
3.5. 0

Dusledek 3.7. Bud A dobre usporddand mnozina a f : A — A isomorfismus. Pak
f=idy.

Véta 3.8. Budte A, B dobre usporddané mnoziny. Pak nastane prdvé jedna z ndsledujicich
moznosti:

(1) A~ B

(2) A je isomorfni s vlastnim zacatkem B

(3) B je isomorfni s vlastnim zacdtkem A.

Dikaz. Je-li jedna z mnozin A, B prazdnd, tvrzeni ziejmeé plati. Predpokladejme,
ze obé mnoziny A, B jsou neprazdné. Polozme

Ay ={a € A\ existuje b€ Bs A(a) = B(b)}
By = {b € B\ existuje a € As B(b) = A(a)}.

Ponévadz Ag obsahuje nejmensi prvek A a By obsahuje nejmensi prvek v B, mnoziny
Ay, By jsou neprazdné. Navic to ziejmeé jsou zacatky (Ag v A a By v B). Dokézeme,
ze AQ = BQ.

Definujme zobrazeni f : Ay — By tak, ze A(a) = B(f(a)). Z definice mnozin
Ag, By a 3.5 plyne, ze takové zobrazeni existuje pravé jedno. Navic to je zfejmeé
isomorfismus.

Ukazeme, ze nemuze nastat situace, kdy Ay # A a soucasné By # B. V tomto
piipadé vsak existuji « € A a b € B tak, ze Ay = A(a) a By = B(b). Tedy a € Aj a
b € By, coz neni mozné.

Overili jsme, ze vzdy nastane jedna z moznosti (1)-(3) a zbyva ovérit, ze tyto
moznosti se navzajem vylucuji. Nastanou-li vSak dvé moznosti soucasné, vznikne
dobte uspofadand mnozina isomorfni se svym vlastnim zacatkem, coz odporuje ?7.

OJ
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Poznamka 3.9. Z 3.8 plyne, ze pro dobfe usporadané mnoziny A, B nastane prave
jedna z moznosti

[Al=1[Bl, [A[<B[, [B] <Al

Tedy kardindlni ¢isla dobte usporadanych mnozin jsou linearné usporadana. Pokud
by libovolnd mnozina sla dobfe uspotadat, kardinalni ¢isla by byla linearné usporadana.
Uvidime, ze tomu tak je i naopak: pokud kardindalni ¢isla jsou linearné uspoiradand,
pak libovolnou mnozinu lze dobfe uspoiadat.

Zatim umime dobie uspotradat kazdou konecnou i spocetnou mnozinu. Neumime
napi. dobte usporadat mnozinu R. Uvidime, ze problém, zda libovolnou mnozinu lze
dobfte usporadat, je na zakladé dosavadnich axiomu ZF nerozhodnutelny.

Vyznam dobfe usporfadanych mnozin spoc¢iva mimo jiné v tom, ze poskytuji prostiedi
pro rozsiteni pojmu indukce.

Véta 3.10 (transfinitni indukee). Bud A dobie usporddand mnoZina. Nechi pro
libovolny prvek a € A je ddan vyrok V(a). Predpokladejme, Ze pro libovolné a € A
plati:

(x) Je-li pravdivy vyrok V (x) pro libovolné x < a, je pravdivy vijrok V (a).
Pak vygrok V (a) je pravdivy pro vSechna a € A.

Dukaz. Nechf B = {a € A\V(a) je nepravdivy}. Pfedpoklddejme. 7Ze mnoZina B
je neprézdnd. Bud a nejmens{ prvek v B. Dostdvame spor s (). O

Obvykla matematicka indukee je transfinitni indukce pro w. Z (%) plyne, ze vyrok
V' je pravdivy pro nejmensi prvek v A.

Soucin linedrné uspotadanych mnozin jiz nemusi byt linearné usporadany. V teorii
dobfte usporadanych mnozin proto pracujeme s tzv. lexikografickym soucinem.

Definice 3.11. Lexikograficky soucin A - B dobfe uspotfadanych mnozin A, B je
kartézsky soucin A x B vybaveny uspofaddnim
(a,b) < (c,d) & a < cneboa=cb<d.

Véta 3.12. Budte A, B dobie uspoiddané mnoziny. Pak A - B je dobie usporddand
mnozina.

Diikaz. Necht X C Ax B je neprizdnd podmnozina lexikografického soucinu A- B.
Bu ay nejmensi prvek v p;(X) a by nejmensi prvek v pa(p;*(ag) N X). Ziejmé (ag, by)
je nejmensi prvek v X. [J

Lexikograficky sou¢in neni obecné komutativni. Napf., 2-w a w-2 nejsou isomorfni.
Totiz w - 2 = w, zatimco 2 - w jsou dvé kopie w nad sebou.

Véta 3.13. Pro libovolné usporddané mnoziny A, B, C' plati
(A-B)-C=A-(B-C).
Dukaz. V (A-B)-C plati
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(a,b,c) < (d',V,d) < (a,b) < (d,b") nebo (a,b) = (a',V'),c < ¢

s a<aneboa=d,b<b neboa=d,b="V,c<c.

Podobné, v A - (B - C)) plati

(a,b,c) < (d',V,d) < a < d neboa=d,(bc) < (V)
< a<adneboa=ad,b<b neboa=ad,b=0,c<c.
O
Soucet (kardindlni) disjunktnich uspoifddanych mnozin A, B muzeme definovat
jako jejich sjednoceni A U B spolu s usporadanim, které na A, resp. B splyva se
zadanym uspotradanim a libovolné prvky a € A, b € B jsou nesrovnatelné. Takovy

soucet dvou linearné usporadanych mnozin neni linearné uspoirddany. V teorii dobfe
usporadanych mnozin proto pracujeme s jinym (tzv. ordindlnim) souctem.

Definice 3.14. Soucet A+ B dvou disjunktnich dobfe usporadanych mnozin defin-
ujeme jako jejich sjednoceni AU B vybavené usporadanim
r<yer,ye A x<ynebo
(3) x,y € B,z <y nebo
re AyeB.

Soucet dobfe uspotfadanych mnozin neni komutativni. Napft., w + 1 neni isomorfni
s 1+ w. Totiz, 1 +w = w, zatimco w + 1 neni isomorfni s w.

Véta 3.15. Pro libovolné navzajem disjunktni dobre uspordadané mnoziny A, B,C
plat?

(A+B)+C=A+(B+C).
Dukaz. V obou pripadech plati

r<yeryeAr<ynebo
x,y € B,x <y nebo
x,y € C,x <y nebo
x € A,y € B nebo
x e A,y € C nebo
reB,yel.

O
Budeme potiebovat i nekonecné soucty.
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Definice 3.16. Bud I # () usporddand mnozina a A;, i € I po dvou disjunktni
usporadané mnoziny. Soucet » | A; definujeme jako | J A; spolu s usporadanim
i€l iel
. r <y < existuje 1 € [ tak, ze x,y € A;,x <y
(5) nebo x € A;,y € A;,i < .
Véta 3.17. Budte I # 0 a A;, i € I po dvou disjunktni dobie usporddané mnoziny.
Pak >~ A; je dobre usporddand.
el
Ditkaz. Méjme § # X C |J A;. Necht Iy = {i € IN\X N A; # 0}. Bu v d i
i€l
nejmensi prvek v Iy a ap nejmensi prvek v A4;, N X. Ziejmé ag je nejmensi prvek v
X. O

Véta 3.18 (obecny asociativni zdkon). Bud I # 0 usporddand mnoZina, A;, i € I
usporddané mnoziny a I =Y, I;. Pak plati

jeJ
D A=) D A
el jed icl;

Véta 3.19 (pravy distributivni zdkon).

O A)-B=> (Ai-B).

iel icl
Dukaz. Predevsim plati |J(A; x B) = (|J 4;) x B. Uspotrddani v (>_ A;) - B je
i€l i€l i€l

déano nasledovneé:
(a,b) < (¢,d) <a,c € A;,a < cnebo

(6) a€A;,ceA; i < jnebo
a=cb<d.
Usporadéani v (D> (A; - B) je dano nasledovne:
i€l
. (a,b) < (¢,d) <(a,b),(c,d) € A; - B, (a,b) < (c¢,d) nebo

To vSak nastane pravé kdyz
a,c € A;,a < ¢ nebo
(8) a = c¢,b<dnebo
acAj,beAji <y
Tim je tvrzeni dokazano. [J
Levy distributivni zakon neplati:

w-(l+4l)=w#wtw=w-14w-1.
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Véta 3.20. Bud I usporddand mnozina a A; = A po dvou disjunktni usporddané
mnoziny. Pak plati
dAI-A

iel
Dukaz. Budte f; : A; — A, i € I isomorfismy. Pak zobrazeni f : UAi - IxA
el
dané ptedpisem f(a) = (i, fi(a)) pro a € A; je bijekce. Pro a,b € |J A; plati

el

a<bv ZAi Sa,b e A;,a < bnebo
(9) icl

To vSak nastane prave kdyz (i, fi(a)) < (4, f;(b)) v I x A. O

4. ORDINALNI CISLA

Kazdé dobfe uspoifddané mnoziné A piifadime symbol A tak, ze A = B, pravé
kdyz A = B. Symboly A se nazyvaji ordindlni ¢isla.

Ponévadz relace byt isomorfni” je relaci ekvivalence, postup je korektni. Neni
vSak veden v terminech teorie mnozin, coz pozdéji opravime.

Definice 4.1. Ordindlni ¢islo n-prvkové dobie usporadané mnoziny oznac¢ime n. Or-
dindlni ¢islo dobfe uspotfadané mnoziny w znacime w.

Polozime A < B, pokud A je isomorfni se za¢dtkem B. Relace < je ziejmé reflexivni
a tranzitivni. Z véty 3.8 plyne, ze se jednd o linedrni usporddani (na tiidé vsech
ordindlnich ¢isel). Pravé uvedend formulace je korektni nebo < zfejmé nezdvisi na
volbé reprezentanti. Usporddani ordindlnich ¢isel uvedenych v ptikladu nahote je

0<l<...n<...w
Pro libovolné ordinalni ¢islo a polozime
W(a) = {B\B < a je ordindlni ¢islo}
Napiiklad, W(0) =0, W(n) ={0,...,n—1} a W(w) ={0,1,...,n,... }.

Véta 4.2. Mnozina W («) je dobre usporddand pro libovolné ordindlni ¢islo a a plati

Wia) - a.

Dukaz. Nechi a = A. Polozme f(z) = A(xz) pro libovolné x € A. Zrejmé
f:A— W(a) je prosté zobrazeni. Méjme § < «, f = B. Pak existuje z € A tak, ze
B = A(z). Tedy g = f(z), takze f je isomorfismus. [J

Véta 4.3. Ordindlni ¢isla jsou dobre usporddand relaci <.
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Ditkaz. Bud Z # () mnozina ordinalnich ¢isel. Uvazujme a € Z. Pak bu « je
nejmensi prvek v Z nebo mnozina W(a) N Z je neprazdné. Pak jeji nejmensi prvek
(ktery existuje nebo « je ordindlni ¢islo) je ziejmé nejmensi prvek v Z. O

Ordindlni ¢islo « se nazyva limitni, pokud mnozina W («) neméa nejvétsi prvek. V
opacném piipadé se nazyva izolované. Tedy ordindlni ¢islo 0 je limitni.
Operace s ordinalnimi éisly: Nech o = A a 8 = B, pficemz dobie uspoiadané
mnoziny A, B jsou v (1) disjunktni. Polozme

(H)a+p=A+DB

(2)a-B=B-A

Definice je korektni nebo operace ziejmé nezavisi na volbé dobte usporadanych
mnozin A, B.

Operace +, - jsou asociativni, coz plyne z vét 3.13 a 3.15. Z véty 3.19 plyne platnost
levého distributivniho zdkona

a-(f+y)=a-ft+a-y

Dale plati
a+0=04+a=«
a-0=0-a=0
a-l=1-a=«

a-2=oa+«

Operace +, - nejsou komutativni. Napft. plati
l4w=w#w+1
2uw=wH#w-2=w+w
Vsimnéme si faktu, ze izolovana ordindlni ¢isla jsou pravé ordinalni cisla tvaru
a+l. _
Bud I dobte usporadana mnozina, A;, ¢ € I, dobfe usporadané mnoziny a a; = A;.
Pak ordindlni ¢islo > ., «; definujeme predpisem

S

iel

iel iel
Definice ziejmé opét nezavisi na volbé dobte usporadanych mnozin A;. Z 3.19 a 3.20
plyne
IR
iel icl
Sa-a1
el

Ttidu vsech ordindlnich ¢isel oznacime W. Symbol W (a) je ve shodé s obecnym
oznacenim A(x) pro zacitek. Ve W ma nejen kazda podmnozina, ale i kazda podtiida
Z C W ma nejmensi prvek (dukaz je stejny).
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Véta 4.4. Bud M mnozina ordindlnich éisel. Pak existuje ordindlnd éislo o takové,
zZe B < a pro libovolné 5 € M.

Dukaz. Pokud M = 0, pak a = 0. M&-li M nejvetsi prvek 3, pak a = 3 + 1.
Pokud M nemé nejvétsi prvek, uvazujeme mnozinu

A=Jw®

BeM

Ponévadz A je dobfe uspoiddand nmozina, pro a = A plati f < a pro viechna

ge M. O
Poznamka 4.5. 7Z 4.4 plyne, ze W neni mnozina a neobsahuje nejvétsi prvek.
Disledek 4.6. Pro libovolnou mnozinu M ordindlnich c¢isel existuje sup M ve W.

Dikaz. Tvrzeni je ztejmé, pokud M ma nejvetsi prvek. Nech M nemad nejvétsi
prvek. Bez ujmy na obecnosti muzeme predpokladat, ze z f; < P € M plyne
B1 € M. Ordindlni ¢islo o z 4.4 patii do t¥idy W — M, ktera je proto neprazdna,
takze obsahuje nejmensi prvek. Ten je ziejmé sup M. [

Koneéné, pro libovolna ordindlni éisla o, f definujeme mocninu o nasledovneé:

=1

At =af

o = supfa’\y < 8}
pro 0 < [ limitni. (Zde je pouzito 5.7) Definice je zalozena na vété 3.10, t.j. na
transfinitni indukci.
Pozdéji uvidime, ze mocnina ordinalnich ¢isel ma nasledujici vlastnosti

Pt =af o
(aﬁ)v — P
Nyni si muzeme udélat predstavu o zacatku tiidy W ordindlnich ¢isel (v jejim
usporadani):
0,1,2,....n,...,w,w+1,...,wt+w=w-2,...,0N,.. 0w -W=w",...,w", ... WY,
w)
w( ,...,w(” s €0y ..

Ptitom kazdé limitni ordinalni ¢islo je vzdy supremum vsSech mensich ordindlnich
¢isel. Totiz, vztahy
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jsou zfejmé. Rovnost

W-w= \/ w-n

n<w
plyne z toho, ze pro libovolné f < w - w existuji m,n < w tak, ze 8 € W(m,n). Tedy
b <w-n.

Koneéné rovnost
W = \/ w"

n<w
plyne z definice mocniny ordinalnich ¢isel. islo €p je supremum vSech piedchozich
ordindlnich ¢isel. Je to nejmensi ordindlni ¢islo s vlastnosti w® = .

Vsechna vyse uvedend ordindlni ¢isla jsou spocetnd (t.j., jsou to ordindlni ¢isla
spocetnych dobte uspofadanych mnozin). Nespocetnd ordindlni ¢isla vsak musi ex-
istovat nebo spocetnych ordinalnich ¢isel neni vic nez vSech moznych uspotradani
na mnoziné w, t.j., nejvyse 24« = 2% (a W neni mnozina). Nejmensi nespocetné
ordindlni ¢islo se oznacuje wy .

5. ORDINALNI ARITMETIKA

Lemma 5.1. Bud A dobre uspoiddand mnozina a B C A. Pak B < A.

Diikaz. Piedpoklddejme, ze B > A. Pak existuje prosté izotonni zobrazeni f :
A — B na vlastni zac¢atek B. Slozeni g : A — A zobrazeni f s inkluzi B — A je

prosté izotonni zobrazeni. Pro a € B — f(A) plati g(a) < a. Dostavame spor s 3.3.
0

Lemma 5.2. Pro libovolnd ordindlni ¢isla o, 3,7 plati
(I)a<fB=v+a<y+p
(2)a<pB=a+y<B+7.

Duikaz. (1) je zfejmé, (2) plyne z 5.1. O

Lemma 5.3. Pro libovolnd ordindlni ¢isla o, 5 a pro libovolné 0 < v plati
(HJa<f=v-a<y-p
(D) a<f=ay<B-7.

Dikaz. (1) je zfejmé, (2) plyne z 5.1. O

Lemma 5.4. Pro libovolna ordindlni cisla o < 3 existuje pravé jedno ordinalni cislo
v tak, Ze oo+ vy = [3.

Dikaz. Je zfejmy. [

Lemma 5.5. Pro libovolnd ordindlni ¢isla o a 0 < 8 existuji ordindlni ¢isla 6 < a a
p < B tak, Ze o= -0+ p.
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Diukaz. Podle 5.3 (2) plati @« = 1« < - «. Pokud nastane rovnost, zvolime
§=aap=0 Necht a < B-aaa=A = DB. Pak A je izomorfni vlastnimu
zacatku Z v lexikografickém soucinu A - B. Tedy existuji a € A, b € B tak, ze
Z ={(z,y)\(z,y) < (a,b)}. Bud = A(a) ap=B(b). Paka=p-6+p. O

Priklad 5.6. Jednd se o vétu o déleni se zbytkem pro ordindlni ¢isla. Lze ukazat, ze
0 a p jsou urceny jednoznacneé.

Lemma 5.7. Bud I mnoZina. Pro libovolnd ordindlni éisla o a 5;, i € I plati
(1) a+ supBi = sup(a + ;)
(2) a - supB; = sup(a - f3;).

Diitkaz. (1) je ziejma. (2) plati pro o = 0. Bud 0 < a. Pak

a-supfl > sup(a - 53;)
nebot « - 3; < a - supf; pro vechna i € I (podle 5.3 (1)). Je-li v = supf; izolované
ordindlni ¢islo, pak existuje j € I tak Ze supf; = ; a tvrzeni plati. Bud ~ limitni.
Pak 8; < supf3; pro vsechna j € I a tedy a - §; < « - supf3; pro pro vsechna j € I
(podle 5.3 (1)). Predpokladejme, ze 0 = sup(a - 5;) < a-~v. Podle 5.5 existuji
ordinalni ¢isla 0 < o a p < o tak, ze 0 = a - § + p. Tedy, podle 5.2 (1)

c=a-0+p<a-d+a=a-d+a-l=a-(6+1).
Plat{ § < v nebot v opaéném pifpadé v < § a tedy a-v < a -4 (podle 5.3), Odsud
by plynulo
a-0<a-d+p=0c<a-v,
cOZ je spor.
Tedy 6 < f3; pro néjaké j € I, takze
c<a-(0+1)<a-p,

coz je spor. [

Lemma 5.8. Pro ordindlni ¢isla plati

()a<B=ar<p

2)l<a,B<y=a’<a?

(3) 1 < a= o™i = supal.
Dtikaz. Dikaz provedeme transfinitni indukci podle 7. Tvrzeni plati pro v = 0.
Predpokladejme, ze plati pro vSechna 6 < 7. Je-li v = § + 1, pak podle indukéniho
predpokladu a 5.3 (1) plati

= a<f-a<p g=p.
Je-1i v limitni, pak
o =sup{a’\d < 7} < sup{B°\d <y} = 7.
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(2) Podle 7.4 existuje 0 < § tak, ze v = 8+ J. Podle 5.3 (1) plati
P =a’ 1<a’ a=d <o =a".
Posledni nerovnost ptritom plyne z definice ordindlni mocniny a z 5.3 (1).
(3) plyne z definice ordinalni mocniny. [
Lemma 5.9. Pro ordindlni ¢isla o, 3, plati
(1) aPtr =af o
(2) (o) = a7,
Ditkaz. (1) Pro a <1 je tvrzeni zfejmé. Necht 1 < a. Dikaz provedeme trans-

finitni indukci podle . Tvrzeni plati pro v = 0. Predpokladejme, ze plati pro vSechna
d <. Je-li v =0+ 1, pak podle indukéniho predpokladu a 5.3 (1) plati
P =P =P =0 0 a=a .
Je-1i v limitni, pak, pouzitim 5.7 (2),
o’ a7 = o - sup{a’\§ < 7} =sup{a’® - a’\§ < 7} = .

(2) Pro a < 1 je tvrzeni ziejmé, rovnéz pokud nékteré z 3,y je 0. Nech 1 < «,
0 < B,7. Dukaz provedeme transfinitni indukci podle ~. Tvrzeni plati pro v = 0.
Predpokladejme, ze plati pro vSechna 6 < 7. Je-li v = § + 1, pak podle indukéniho
predpokladu a (1)

(@) = (®)PH = (P -0 = a7 af = PP — QFEH) _ o7,

Je-li y limitni, pak (s pouzitim 5.9 (2)),
(aﬁ)v _ sup{(aﬁ)‘s\é <7} = sup{aﬁ"s\é <~} = oSwP{B-0\6<v} | Brsup{d\d<}

Posledni vyraz je vsak roven o®7. [J
Véta 5.10. Bud 0 < « ordindln{ ¢islo. Pak existuji prirozend ¢isla k,my, ..., my a
ordindlni ¢isla vo > vy > -+ > v tak, Ze

a:w'yo.m0+...+w7k.mk_
Dukaz. Budeme postupovat transfinitni indukef podle a. Pro a = 1 mdme o = WP,
Bud 1 < a a predpokladejme, Ze véta plati pro vSechna f < a. Bud X = {7\w" < a}.
Z 5.8 (2) plyne, ze X je mnozina. Podle 5.8 (3),

WX sup{u\y € X} < a,

takze X ma nejveétsi prvek vo. BuY = {0\w™ -§ < a}. Z 5.2 (1) plyne, ze Y je
mnozina. Podle 5.7 (2) w -supY < a, takze Y ma nejvétsi prvek mgy. Plati my < w
nebo
W w =Wt S .
Pokud w™ - my = a, véta je dokazéna. Necht w -my < a. Pak

a=w"-mg+p
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(podle 5.4. Plati f < w™ nebo w™ < S implikuje
a=w"® -my+5>w’ -my+w®=w"-(my+1),

coz je spor s maximalitou my.
Podle indukéniho ptredpokladu existuji prirozend ¢&isla k,mq, ..., m; a ordindlni
cisla vy > - >~ tak ze

B=w my+- - +wh - my.
Z maximality vy plyne ze v9 > ;. Tedy

a=w" -my+---+wk- my.
a dukaz je ukoncen. []

Priklad 5.11. Jednd se o rozvoj ordindlniho ¢isla 0 < a v mocnindch w . Lze
ukazat, ze ptirozend cisla k,mg,...,my a ordindlni cisla vg > v > -+ > 7 jsou
urcena jednoznacné.

6. AXIOM VYBERU
Aziom vgbéru: Bud I mnozina a A;, i € I neprazdné mnoziny. Pak mnozina [] A;
iel
je rovnéz neprazdna.
Axiom Fiké, ze libovolnd mnozina neprazdnych mnozin {A;\i € I} ma tzv. vgbérovou
funkci, t.j. zobrazeni
fI—JA
iel

takové, ze f(i) € A; pro libovolné i € I. Axiom vybéru se oznacuje AC. Zermelo-
Fraenkelova teorie mnozin s axiomem vybéru se oznacuje ZFC a je to v soucasné
dobé "standardni” teorie mnozin. Pfti¢inou zvlastniho postaveni axiomu vybéru
je jeho "nekonstruktivni” charakter. Zatimco vSechny ostatni axiomy ZF pfesné
popisuji, jakou mnozinu vytvaii, AC pouze tvrdi, ze ur¢itd mnozina (t.j., vybérova
funkce) existuje, aniz by tekl, jak vypada. Vybérova funkce vzdy existuje (bez AC),
pokud mnozina I je kone¢nd, napt. I = {1,...,n}. Staci zvolit prvky a; € A; pro
i=1,...,napolozit f={(1,a1),...,(n,a,)}. Tato vybérova funkce je vytvorena
pouzitim axiomu dvojice. Takovou moznost jiz nemame pro nekonecnou mnozinu [/
a to ani v pripadeé, pokud mnoziny A; jsou konecné nebo dokonce dvouprvkové.

Princip dobrého usporddani: Libovolnou mnozinu lze dobie uspoiadat.

Tento princip ma rovnéz ”"nekonstruktivni” charakter nebot neiikd, jak piislusné
dobré usporadani vypada. Nahlédneme to napf. na existenci dobrého usporadani
mnoziny R redlnych ¢isel. Ukdzeme, ze princip dobrého uspofadani je (v ZF) ekvi-
valentni s axiomem vybéru.

Véta 6.1. Princip dobrého usporadani implikuje axiom vybeéru.
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Ditkaz. Bud I mnozina a () # A;, i € I. Podle principu dobrého uspofadani lze

mnozinu

U

iel
dobte uspotradat. V tomto dobrém uspotradani, ma libovolna mnozina A; nejmensi
prvek a;. Pak f(i) = a; definuje vybérovou funkci

fI—{JA.
iel

OJ

Je poucné si uvédomit, ze dukaz nelze vést nasledovné: libovolnd mmnozina A;
lze dobte usporddat, takze ma nejmensi prvek a;, atd. Totiz existuje celd mnozina
D; dobrych usporadani mnoziny A; a k vybéru néjakého z nich pro vSechna i € [
pouzivame axiom vybéru (pro mnoziny D;, i € I). Ukdzeme si dalsi "skrytd” pouziti
axiomu vybéru. Tato pouziti dokumentuji, ze AC bézné uzivame.

Priiklad 6.2. Znamé tvrzeni matematické analyzy fika, ze funkce f : R — R je spo-
jitd v bodeé a, prave, kdyz a, — a implikuje f(a,) — f(a) pro libovolnou posloupnost
(a,). Nutnost podminky je ziejmd. Dostatecnost se dokazuje nasledovné. Necht f
neni spojitd v a. Pak existuje okoli V' bodu f(a) takové, ze pro libovolné 0 < n exis-
tuje a, s vlastnostmi |a, —a| < &, f(a,) ¢ V. Pak a, — a, ale neplat{ f(a,) — f(a).
Pouzita posloupnost a,, je vSak vybérova funkce

N Ulo\le —al < - f@) ¢ V)

neN

Lze ukazat, ze (bez urcité formy) AC tvrzeni neplati, t.j., Ze "nemame dost posloup-
nosti”.

Priiklad 6.3. Dokédzeme, ze sjednoceni spocetné mnoziny spocetnych mnozin je spocetna
mnozina. Méjme spocetné mnoziny A;, 1 € w. Mnoziny A; lze tedy zapsat posloup-
nostmi

A = {aw, ain, - - -, Qin, - }
Usporadame-li mnozinu A = |J A; po diagonalach A = {ago, ao1, aio, - - - }, vidime,

1Ew

ze mnozina A je spocetna. Pouziti AC spoéiva ve vybéru usporadani mnozin A; do
posloupnosti. Takovych posloupnosti je vzdy mnozina D; a na mnoziny D; musime
opét uplatnit AC.

Princip mazimality Bud A uspofddand mnozina takové, ze libovolny fetézec v A mé
horni zavoru. Pak ke kazdému a € A existuje maximalni prvek b € A tak, ze a < b.

Véta 6.4. Princip maximality implikuje princip dobrého usporddant.
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Diikaz. Bud A mnozina. Uvazujme mnozinu
D ={(B,R)\R C A x A, R je dobré uspoifadani na B C A}

Ponévadz (0,0) € D, plati mdme D # (. Pro (B, Ry), (B2, Ry) € D polozime
(B1, R1) < (Bsg, Ry), pokud (By, Ry) je zacatek (Ba, Ry). Ziejmé < je usporddani
mnoziny D. Ovéiime, ze D spluje predpoklad principu maximality.

Bud C C D fetézec. Pak

je linearni usporaddani mnoziny

Uvazujme () # X C Z. Pro libovolné = € X existuje (B, R) € C tak, ze x € B.
Ztejmé nejmensi prvek podmnoziny X N B je nejmensim prvkem mnoziny X. Tedy @
je dobré usporadani mnoziny 7, takze (Z,Q) € D. Ziejmé (Z, Q) je hledanou horni
zavorou fetézce C'v D.

Podle principu maximality existuje maximalni prvek (B, R) v D. Ukazeme, ze
pak B = A. V opacném piipadé existuje prvek a € A — B a pro By = BU {a} a
Ry = RU (B x {a}) U{(a,a)} plati (By, Ry) € D a zarove (B, R) < (By, Ry), coz

neni mozné. [
Véta 6.5. Aziom vybéru implikuje princip mazximality.

Ditkaz. Bud A usporddand mnozina takovd, ze libovolny Fetézec v A méd horni
zavoru a necht a € A. Bud f vybérovd funkce na mnoziné viech neprazdnych
podmnozin mnoziny A. To znamend, ze f(X) € X pro libovolné ) # X C A.

Existuje dobfe uspofddand mnozina B takova, ze |B| < |A| neplati. V opa¢ném
piipadé by se W skladala z ordinédlnich ¢isel podmnozin mnoziny A, které lze dobie
usporadat. Ponévadz dobrych uspotadéani podmnozin mnoziny A je pouze mnozina,
dostali bychom spor s 4.5.

Transfinitni indukei definujme zobrazeni g : C' — A definované na podmnoziné C
mnoziny B tak, Ze a je obrazem nejmensiho prvku mnoziny B a

g(b) = f({x € A\g(y) < x pro vSechna y < b})

Zobrazeni g je ziejmé prosté. Ponévadz |B| < |A| neplati, existuje b € B tak ze g
neni definovéno pro b. Bud b nejmensi prvek v B s touto vlastnosti. Pak existuje
c € C tak ze ¢ < b a neexistuje z € B, ¢ <z < b. V opacném piipadé by obraz g byl
fetézec v A bez horni zavory. Ziejmé g(c) je hledany maximélni prvek v A takovy,
ze a < g(c). O
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7. KARDINALN{ ARITMETIKA
Véta 7.1 (AC). Kardindlni éisla jsou dobre usporddand relaci <.
Diukaz. Libovolnému kardinalnimu ¢islu o pritadime ordindlni ¢islo o tak, ze
a<fBeat <p

Odsud jiz vyplyne tvrzeni véty nebo ordinalni ¢isla jsou dobfe usporadand relaci <
dle 4.3.

Necht o = |A|. Bud M, mnozina viech ordinalnich cisel 3 takovych, ze 8 = (A, <)
pro né&jaké dobré uspoiadani < mnoziny A. Z AC vime, ze M, # 0, takze M, m&
nejmensi prvek, ktery oznacime a*. Definice zfejmé nezavisi na volbé mnoziny A.

Implikace

o <f=a<p
je ziejmd. Necht o < 8. Pak a* < B* nebo * < a*. V druhém piipadé plati 8 < «,
takze o = (3, takze o = *. O

Predchozi véta ndm umozuje indexovat nekonec¢nd kardindlni ¢isla pomoci or-

dindlnich ¢isel. Ttida kardinélnich ¢isel pak (ve svém uspordadani <) vypadd ndsledovné

O,l,...,n,...No,Nl,...,Nn,...Nw,...Na,...

Indexovani provedeme nasledovné. Jiz dfive jsme nejmensi nekonecné kardindlni
¢islo oznacili Ny. Nyni R; je nejmensi nespocetné kardindlni ¢islo. Z 7.1 vime, ze
takové kardinalni ¢islo existuje. Mame-li jiZ sestrojena kardindlni ¢isla Nz pro vSechna
ordindlni ¢isla B < o, pak R, je nejmensi kardindlni ¢islo vétsi nez vSechna Ng pro
B < a. 7 7.1 plyne, ze takové kardinalni ¢islo existuje. Ponévadz pro libovolné
kardinalni ¢islo N existuje pouze mnozina kardinalnich ¢isel mensich nez X, N = N,
pro néjaké ordindlni ¢islo . Timto postupem jsme vlastné sestrojili bijekci mezi
ordindlnimi ¢isly a nekoneénymi kardindlnimi ¢isly.

V dikazu véty 7.1 jsme libovolnému kardinalnimu ¢islu « ptiradili ordindlni ¢islo
a* a sice nejmensi ordindlni ¢islo mohutnosti . Budeme znacit

*
N = wq
Ttidu W ordinélnich ¢isel si pak muzeme predstavit nasledovné
0,1, ..M. gy €0y Wy e e - Wayy - -
(srv. s kapitolou 5; w = wy).

Veéta 7.2. Aziom wvybéru je ekvivalentni s tim, Ze kardindlni ¢isla jsou linedrné
uspordadand relaci <.

Dikaz. Implikace = plyne z 7.1. Predpokladejme, ze kardindlni ¢isla jsou linearné
usporadand relaci <. Ukazeme, ze pak libovolnou mnozinu lze dobie uspotradat, coz
implikuje AC.

Bud A mnozina. Z dikazu véty 6.5. vime, ze existuje dobfe uspofadand mnozina
B takova, ze |B| < |A| neplati. Tedy |A| < |B]| nebo predpokldddme, ze kardinalni
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¢isla jsou linearné uspotradana relaci <. Tedy existuje prosté zobrazeni f : A — B,
které nam umozni definovat dobré usporadani mnoziny A:

a<b<s fla) < f(b).
OJ

Poznamka 7.3. Byli jsme si védomi toho, ze ani kardindlni, ani ordindlni ¢isla
jsme nezavedli v terminech teorie mnozin. Za AC lze kardindlni ¢isla zavést po-
moci ordinalnich ¢isel. Tim myslime definovat R, jako w,, t.j., za kardinalni cislo
piimo povazovat nejmensi ordinalni ¢islo dané mohutnosti. Nyni naznacime, jak 1ze
v terminech ZF definovat ordindlni ¢isla. Idea spociva v ”kanonické volbé” dobte
uspofddané mnoziny A takové, ze A = . Touto volbou bude W (a). Mame-li

a=W(a)
pak
b<as e

t.j., @ je mnozina vSech mensich ordinalnich ¢isel. Zejména to znamena, ze « je dobte
uspoiadané relaci €. Definice ordinalniho ¢isla jako mnoziny dobte usporadané relaci
€ by vsak jesté nebyla v porddku. Takovou je i mnozina {{(}}, kterou za ordindln{
¢islo nechceme nebo ordinalnim ¢islem jednoprvkové mnoziny je {#}. Mnozina {{0}}
vSak neni tranzitivni ve smyslu

reX=xCX.

Ordinalni ¢isla tranzitivni jsou. Definice ordinalniho cisla v ZF tedy zni: ordindini
¢islo je tranzitioni mnozina dobre usporadand relaci €.

Véta 7.4 (AC). Pro libovolné nekonecné kardindglni ¢islo W plati
N-N =N

Dikaz. Jiz vime, ze za AC jsou kardinalni ¢isla praveé R, kde a € W. Transfinitni
indukci budeme tedy dokazovat, ze

Ny - N, =N,

Pro a = 0 tvrzeni plati (viz 2.6). Predpoklddejme, ze 0 < « a ze tvrzeni plati pro
vSechna (8 < «. Dokazeme, ze tvrzeni plati pro . Tim bude dukaz ukoncen.

Namnoziné W (wg ) x W (w,) budeme uvazovat tzv. mazimo-lezikografické usporadani.
Je definovano tak, ze (5,7) < (9, €), prave kdyz

max{f,7} < max{J, e}

nebo
max{f,7} = max{d,e} a g <9
nebo
max{f,7} = max{d,e},f=day<e



23

Ztejmé se jedna o dobré usporadani. Oznacme

n=W(wa) X W(wa)

takze
W(wa) x W(wa) = W(n)
Staci, kdyz dokazeme, ze plati n = w,. Pak totiz bude platit
Ro - Ro = [W(wa) X W(wa)| = [W(wa)| = Ra
Predevsim plati w, < 1 nebo
[W(wa)| < [W(wa) x W(wa)| = [W(n)|

a W, je nejmensi ordindlni ¢islo mohutnosti N,,. Predpokladejme, ze w, < 7. Pak
existuji ordinalni ¢isla v, 0 < w, tak, ze

Wi(wa) = W((7,9))
(druhy vyraz zde oznacuje zacatek urceny dvojici (v,9) v W(wy) X W(w,)). Polozme
€ = max{y,0}+1
Ziejmé £ < w,. 7Z definice maximo-lexikografického usporadani plyne, ze
W((v,9)) € W(&) x W(¢)

tedy
(W (wa)| = [W((7,0))] < [W(E) x W(E)| = [W(S)]

(posledni rovnost plyne z indukéniho predpokladu). Ponévadz £ < w,, plati
(W (wa)| < [W(&)] < [W(wa)]
Dostavame spor a dikaz je tim ukoncen. [J
Véta 7.5 (AC). Pro libovolnd ordindlni ¢isla o, B plati
N, - Ng = maz{R,,Ng}
Diikaz. Necht napiiklad o < 8. Pak plati
Ng=1-R3 <R, -Ng <Ng-Ng =Rg
takze N, - Ng = Ng. [
Disledek 7.6 (AC). Pro libovolnd ordindlni ¢isla «, 5 plati
N, + N5 = maz{R,,Ng}
Diikaz. Necht napiiklad oo < 8. Pak plati
Ng <N, +Ng=2-Ng =Ng
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Dusledek 7.7 (AC). Pro libovolnd ordindlni ¢isla o < B plati
No? = 2%
Dikaz. Plati
Ms < NN < (2Ra)Ns = QRaRs — 9Ns

O
Zobecnénd hypotéza kontinua tika, ze

2Na — Na+1.
Toto tvrzeni je nezavislé na ZFC.
Disledek 7.8 (AC). Bute I, A;, i € I mnoziny takové, Ze |I|,|A;| < R, pro vsechna
1 € 1. Pak plati

|UAZ| S Na

i€l
Dukaz. Plati
Al < 1D Wiwa)l = 1T x W(wa)| = ]+ Ra <R,

i€l iel
(zde jsme pouzili 7.5) O
Poznamka 7.9. Zejména, za AC plati, ze sjednoceni spoc¢etné mnoha spocetnych

mnozin je spoc¢etnd mnozina.

Definice 7.10. Kardindlni ¢islo N, se nazyva reguldrni, jestlize sjednoceni < N,
mnozin mohutnosti < N, ma mohutnost < N,. V opac¢ném pripadé se N, nazyva
singuldarnsi.

Ptikladem regularniho kardinalniho ¢cisla je Ng.
Disledek 7.11 (AC). Pro libovolné ordindlni ¢islo o je kardindln ¢islo R4 requldrni.
Dtikaz. Plyne z 7.8 a z toho, ze
| X| <N+ 1 |X] <R,
O

Nespocetné kardinalni ¢islo N, se nazyva (slabé) nedosazitelné, je-li regularni a
zarove « je limitni. Nazyva se nedosaZitelné, je-li regularni a plati

Ng < R, = 2% <R,

Libovolné nedosazitelné kardindlni ¢islo je ziejmeé slabé nedosazitelné. Za zobecnéné
hypotézy kontinua oba pojmy splynou.
Existenci nedosazitelného kardinalniho ¢isla nelze dokazat z axiomu ZFC.
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8. AXIOM REGULARITY

Jednd se o axiom
(AR) Vo) (x£0— Fy)(yexAynz=0))

Jeho zépis jsme zkratili pomoci # 0 a N.
Aplikaci na {z}, axiom vylucuje moznost x € x. Obecnéji, aplikaci na

{Il,ﬁg,...,xn....},
axiom vylucuje
e E Tyt € X2 € X
Tedy vylucuje existenci nekonecnych klesajicich fetézcu v €.
Axiom regularity je ekvivalentn{ s tim, ze “kazd4 mnozina vznikne z ().

Definice 8.1 (kumulativni hierarchie). Polozme

(1) Wo =0,

(2) Wai1 = P(W,) pro libovolné ordinélni ¢islo «,

(3) Wy = Ug<aW3 pro libovolné limitni ordinalni ¢islo .
Necht W = U, W, kde a probih4 vsechna ordinalni ¢isla.

Méme Wy = {0}, Wa = {0,{0}}, W5 = {0,{0}, {{0}},{0,{0}}}, atd. Wi,
n < w jsou konectné mnoziny, W, jsou nnoziny, W je vlastni t¥ida slozend z mnozin
vytvofenych z 0.

Tiidu vsech mnozin znac¢ime V. Ukazeme, ze axiom regularity je ekvivalentni s
tim, ze V =W.

Pro z € W, je nejmensi ordindlni ¢islo o takové, ze x € W, izolované.

Definice 8.2. Necht 2 € W. Nejmens{ ordinéln{ ¢islo o takové, ze z € Wo,q se
nazyva rdd x. Znacime o = r(z).

Lemma 8.3. (1) W3 C W, pro 5 < «,
2)zeW=xCW.
(3)zeyeW=r(x)<r(y).

Dukaz. (1) Pro a limitni je tvrzeni ziejmé. Staci tedy ukazat, ze W, C W, pro
libovolné . Doké&Zeme to transfinitni indukei. Necht to plati pro libovolné 8 < a.
Je-li 0 < a limitni, pak

Wapr =P(Wa) 2 | PWs) = | Wasr = W
B<a B<a
Pro a = 0 to ke ztejmé. Pokud a = v + 1, pak podle indukéniho predpokladu plati,
ze W, C W,. Tedy
Woi1 =P(Wyo) 2 P(W,) = W,.
(2) Prox € Wplati x C W,y € W. Prox C W, plati x C Wy, a tedy
S M@(@+¢ cw.
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(3) Postupné plati y € W11, y © Wy, takze © € W,,y. Tedy r(x) <r(y). O
Lemma 8.4. Libovolné ordindlni ¢islo o patii do W a plati r(a) = a.
Diikaz. Tvrzeni plati pro a = 0 nebot 0 = (). Nechf tvrzen{ plati pro libovolné

f < a. Je-li a limitni, pak o = {B|8 < a} a tedy r(a) = a. Je-li @ = S+ 1 izolované,
pak o = fU{B} € Wgya = Woyr. O

Ptipomenme, ze mnozina X se nazyva tranzitioni, pokud
re X =uxCX.
Lemma 8.5. Bud X mnoZina. Polozme To(X) = X,..., Thi(X) = UTW(X) a
T(X)= U Tu(X). Pak T(X) je nejmenst tranzitivni mnozina obsahugici X .

0<n<w
Dikaz. Je ziejmy.
Definice 8.6. T'(X) se nazyva tranzitivni obal mnoziny X.
Véta 8.7 (A8). Pro libovolnou tiidu C # 0 existuje x € C tak, ze x N C = 0.

Ditkaz. Necht z € C, 2N C # (. Pak y = T(2) N C # 0 nebot 2N C Cy. Z (AS)
plyne existence x € y, zNy = (). Plati z € C. Piedpoklddejme, ze existuje t € xNC.
Pakt € x € y CT(z), takze t € T(z). Tedy t € T(2) NC =y, takze t € x Ny, coz
neni mozné. [J

Dsledek 8.8 (A8). Bud C vlastni tiida takovd, Ze
reC=uxecl.

Pak C =V,
Dukaz. Predpoklddejme, ze V — C # (). Podle 8.7, existuje z € V — C tak, ze
xN(V—-C)=0. Tedy x C C, takze x € C, coz je spor. [J
Véta 8.9. (A8) <V =W.
Dikaz. (A8) <« V =W plyne z 8.8 a 8.3(2).

Necht () # x € W a bud y prvek mnoziny x nejmensiho fadu. Pak yNz = 0 (podle
8.3(3). Tedy V =W « (A48). O

Schéma axiomi nahrazend
(Vty. ... ta) (Vo) (YY) (V2) (e, tr, .ot y) Ap(@, b, oy tn, 2) = Y = 2)
— (Vt1, ..., t) (Vo) By)(Vu)(u € y > (32)(2 € ) Ap(z,t1, ..., th, 1))

Axiom ik, ze obraz mnoziny x v tifidovém zobrazeni ¢ je mnozina.

ZF je teorie slozemd z axiomu (A1-A8). Model ZF je tiida spliujici vSechny ax-
iomy ZF. Piikladem takového modelu je V. Pod ZF, budeme rozumét ZF bez (AS).
Podobne, ZFC je ZF + (AC) a ZFCy je ZF; + (AC).

Véta 8.10 (ZFCy). W je model ZFC.

(A6)
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Dukaz. (Al) plyne z 8.3(2).

(A2) Pokud z,y € W,, pak {z,y} € Wqi1.

(A3) Necht y C o € W. Pak x C Wi(w) a tedy y € Wiy, takze y € Wyyz)41.

(A4) Necht z € W. Pak z € y € z implikuje r(z) < r(z), takze z € W, (). Tedy
Uz € Wr(m)—l—l-

(A5) Necht z € W . Pak & C W, (), takze P(x) C P(Wy(n)). Tedy P(z) € Wy(z)42.

(A7) podle 8.4 w € W ;.

(A8) plati v W podle dukazu 8.9.

(AC) Necht 2 € W a bud f : z — Uz vybérova funkce ve V. Pak Uz a f patif do
W, takze f je vybérova funkce v W. [J

Disledek 8.11. Z bezespornosti ZFy plyne bezespoprnost ZF.
Véta 8.12 (ZFCy). Je-li k nedosazitelné kardindlni ¢islo, pak W, je model ZFC.

Dukaz. (A1)-(A5), (A7) a (AC) se ovérf jak v 8.10.

(A6) Ponévadz k je nedosazitelny, plati |W,| < k pro a < k a |W,| = k. Ukdzeme,
ze pro x C W, plati z € Wy, pravé kdyz |z| < k. Implikace = je zfejma. Opacnd
implikace plyne z regularity » nebot {r(y)y € x} nemuze byt kofindln{ s r, takze
zeW..

Vratime-li se k (A6), pak |y| < |z| < &, takze y N W,, € W.

Poznamka 8.13. Ukazali jsme, ze pokud w < « je limitni ordindlni ¢islo, pak W,
je model ZFC - (A6).

7 Godelovy véty o netplnosti plyne, ze existenci nedosazitelného kardinalniho ¢isla
nelze dokazat v ZFC.

9. PERMUTACNI MODEL

Teorie mnozin s atomy ZFA je v jazyce s € a undrnimi relacnimi synboly @) a A.
M4 stejné axiomy jako ZF, pouze (A1) se nahradi

(0) ~(3z)(z € 0)
(A) (V2)(z € A 2 # DA -(TFz)(x € 2))
((A17)) (Ve)vy)(z ¢ ANy ¢ A) = (z =y < (V2)(z €2 & 2 €y)))

Prvky mnoziny A nazyvame atomy. Triidu vSsech mnozin ZFA znacime V4. Plati

V C Vy.

Definice 9.1 (kumulativni hierarchie s atomy). Polozme
(1) Wg! = 4,
(2) WA | = P(WZ2) pro libovolné ordindln{ &islo a,
(3) Wi = Us<aW4! pro libovolné limitni ordinalni &fslo .

Necht W4 = U, WA, kde a probih4 viechna ordindlni éisla.
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Analogicky jak v ZF se ukdze, ze W4 = V.

Definice 9.2. Bud f : A — A permutace. Definujme f : WA — W4 nasledovné:

(1) fO = f7

(2) farr(x) = {fa(y)ly € 2},

(3) fa = U fs pro 0 # « limitni,
(4)

B<a
4) f =U fa, kde a probihd vsechna ordindlni ¢isla.

Lemma 9.3. f WA = WA je isomorfismus, t.j., bijekce takovd, Ze

(1) f(0) =0,
@) f(A)=4,
(3) v ey f(@) € fly).

Dukaz. Transfinitni indukei.

Definice 9.4. Mnozina z € W4 se nazyva symetrickd, jesttlize existuje koneénd
mnozina atomu N(z) = {a4,...,a,} takova, ze pro libovolnou permutaci f: A — A
plati
fla)=a;i=1,...,n= f(z) =z
N(x) se nazyvéa nosic x.
Mnozina x se nazyva dédicnée symetrickd, pokud je symetrickd a kazdy prvek z
tranzitivniho obalu T'(x) je symetrickd mnozina.

Piiklady 9.5. (1) Libovolnd mnozina x € V' je dédiéné symetrickd s N(z) = 0.

(2) Libovolné a € A je dédi¢né symetricka s N(a) = {a}.

(3) Mnozina z C A je symetrickd, pravé kdyz je konecnd nebo jeji doplnék je
kone¢ny. V prvnim piipadé N(z) = 2, v druhém N(x) = A — 2. Tyto mnoziny jsou
dédicné symetrické.

(4) P(A) je symetrickd mnozina s nosicem (). Nen{ vsak dédiéné symetricka.

Necht P4 oznacuje tiidu vsech dédiéné symetrickych mnozin s mnozinou atomi A.
Véta 9.6. P4 je model ZFA.

Dukaz. 0,A € Pya(0), (A) plati. (A1) plyne z toho, ze x € P4 implikuje 2 C Py.
(A2) Nechf z,y € Py. Ziejmeé {x,y} je symetrickd s nosicem N(z)UN(y). Ziejme
{z,y} je dédi¢né symetricka.
(A3) Necht z,t1,...,t, € Py axz = {2z € ylp(z,t1,...,t,)}. Ukdzeme, Ze x je

n

symetrickd mnozina s nosicem N(z) = N(y) U U N(t;). Bud f : A — A per-
i=1

mutace takova ze f(a) = a pro libovolné a € N(z). Ponévadz f je isomorfismus,

(2,1, -, 1) plati, prave kdyz plati o(f(2), f(t1),..., f(ta) = @(f(2), 11, tn).
Tedy f(x) = z, takze = je symetrickd mnozina, kterd je ziejmé déditné symetricka.
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(A4) Necht z € Py a y = Uz. Bud f permutace A takovd, ze f(a) = a pro
libovolné a € N(x). Ukazeme, ze f(y) =y. Plati

reyszeters f(z) e f(t) e flz) =

Tedy f(z) € y, takze f(y) € y. Naopak, nechi z € y, tj. z € t € x. Pak
f(2) e f~4(t) € f~Y(z) = z, kde rovnost plyne z toho, ze f~!(a) = a pro libovolné
a € N(a). Tedy f~'(2) € y, takie z € f(y).

Dokézali jsme, Ze y je symetrickd mnozina,kterd je ziejmé dédicné symetricka.

(A5) Necht y € Py a z = P(y) N Pa. UkdZeme, 7e = je symetrickd mnoZina,
N(z) = N(y). Pokud f(y) = v, pak f(P(y)) = P(y). Necht z € z. Ukdzeme, 7e
f(z) € Py, N(f(2)) = F(N(2)). Necht g(f(a)) = f(a) pro libovolné a € N(z). Pak
f7'9f(a) = a, takze z = f~'gf(z) = [719[(2). Tedy §(f(2) = f(2).

Ukéazali jsme, ze f(x) = z, takze x je symetrickd mnozina, N(x) = N(y). Ziejmé
T € Py.

(A6) Necht z,t1...,t, € Py a ¢(z,t1,...,t,,u) je funkcionalni formule. Necht
f(a) = a pro libovolné a € N(z) U ON(ti). Pokud plati ¢(z,t1,...,t,, u), pak

i=1

plati i (2, t1,. .., tn, f(u)) a tedy u = f(u). Tedy u je symetrickd mnozina, N(u) =

N(z)U U N(t;). Tedy pro x € P4 je
i=1

{u|(Fz € z,0(2,t1,...,ty,u)}
dédiéné symetrickd mnozina s nosicem N(z)U J N(¢;).

=1
(A?) w e W C Py.
(A8) je ziejmy. [

Véta 9.7. Je-li A nekonecénd mnozina, pak (AC) neplati v Py.

Dikaz. Ukézeme, ze mnozinu A nelze dobte usporadat v P4. Predpokladejme, ze
existuje dobré uspofddani < C A2 Pak < je symetrickd mnozina a, ponévadz A je
nekonecnd, existuji a < bv A, a,b ¢ N(<). Bud f transpozice vymeénujici a a b.
Ponévadz f(<) =<, b= f(a) < f(b) = a, coz je spor. I

Véta 9.8. Je-li A nekonecénd mnozina, pak neplati Ro < |A| ani |A| < No.
Dukaz. Pro zobrazeni g : N — A v P4 plati g(N) C N(g). Podobné pro zobrazeni
h: A — N plati h(A) C N(h). Tedy g ani h nejsou injektivni. O
10. TEORIE MNOZIN V ALGEBRE A ANALYZE
Definice 10.1. Céstecné usporddand mnozina T se nazyvé strom, jestlize

Vo ={yly <z}
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je dobfe usporadana pro libovolné x € T'.

a-té hladina T, = {z € T| | = = a}.

Vijska stromu je nejmensi a takové ze T, = ().

Vétev je maximélni linedrné uspotfadana podmnozina 7.
Poznamka 10.2. Libovolna dobie usporadand mnozina je strom, jehoz hladiny jsou
jednoprvkové.

Véta 10.3 (Konig). Spocetny strom T s koneénymi hladinami md kofindlni vétev.
Dukaz. Ponévadz Tj je konetnd mnozina, existuje ty € Ty takové, ze
o= {t € T|t, <t}

je nekonecna mnozina. Podobné existuje tg < t; € T tak, ze 1 t; je nekonecna
mnozina. Takto postupné sestrojime kofinalni vétev tq <t; <--- <t, <....

O

Definice 10.4. Bud « nekoneéné kardindlni ¢islo. Pak s-strom je strom mohutnosti
k, jehoz hladiny maji mohutnost < k.

Definice 10.5. Kardindlni ¢islo Ry < k se nazyva slabé kompaktni, pokud kazdy
r-strom mé kofindlni vétev.

Veéta 10.6. Slabé kompaktni kardindlni ¢islo je nedosazitelné.
Poznamka 10.7. Dokonce, k je k-té nedosazitelné kardinalni ¢islo.

Definice 10.8. Systém F podmnozin mnoziny M se nazyva filtr, pokud
(1) M e F,
(2) ABe F = ANBeF,
3) Ae F,ACB= BeF.

Priklady 10.9. (1) P(M) je filtr, nazyva se nevlastni. Ostatni filtry se nazyvaji
vlastni.
2) Pro X C M

TX = {AC M|, X C A}

je filtr. Nazyva se hlavni.
3) F ={A C M| M — A je konetnd} je filtr. Pokud M je nekone¢nd, tento filtr
neni hlavni.

Definice 10.10. Maximalni vlastni filtr se nazyva ultrafiltr.
Piiklad 10.11. 1 {z} je ultrafiltr.

Véta 10.12. Viastni filtr F je ultrafiltr, pravé kdyz pro libovolnou podmnozZinu A C
M plati A € F nebo M — A € F.
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Diikaz. Necht F splituje podminku véty a F C G filtr, F # G. Pro A€ G — F
plati M — A € F, takze ) = AN(M — A) € G. Tedy G = P(M), takze F je ultrafiltr.
Naopak, bud F ultrafiltr a X C M tak, ze M — X ¢ F. Pak

G ={A C M|existuje B€ F,BN X C A}.

Pak G jefiltr, F C G, X € Ga M — X ¢ G. Ponévadz F je ultrafiltr, G = F, takze
XeF U

Véta 10.13 (AC). Pro libovolny filtr F na mnoziné M existuje ultrafiltr U na M
takovy, Ze F CU.

Dtikaz. Plyne z 6.5 a toho, Ze sjednoceni fetézce vlastnich filtru je vlastni filtr. [J

Definice 10.14. Dvouhodnotovd mira na mnoziné M je zobrazeni u : P(M) — 2
takové ze

(1) w(@) =0, p(M) =1,
(2) AC B = u(A) < u(B),
(3) ANB =0 = u(AUB) = u(A) + u(B).

Véta 10.15. Je-li p dvouhodnotovd mira na mnoziné M, pakU={A C M| u(A) =1}
je ultrafiltr.

Dukaz. Nechf A, B € U. Podle (3),

1= p(A) = n(ANB)+ u(A—-B), 1=uB)=pANB)+ubB - A).
Pokud u(AN B) =0, pak u(A— B) = u(B — A) =1 a tedy
(AU B) = w(ANB) + u(A = B) + u(B — A) =2,

coz neni mozné. Tedy AN B € U.
Odsud zfejmé plyne, ze U je filtr, ktery je ultrafiltr vzhledem k (3) a 10.12.

Poznamka 10.16. (1) Naopak, pokud U je ultrafiltr na M, pak
wA)=1 < AclUu

definuje dvouhodnotovou miru na M.
Vlastnosti (1) a (2) jsou ziejmé. Necht ANB =0, AUB €U a A ¢ U. Pak
M—-Aelatedy B=(M—-A)N(AUB) €U, coz ddva (3).

Definice 10.17. Dvouhodnotova mira 4 na mnoziné M se nazyva spocetné aditivni,
jestlize pro navzajem disjunktni mnoziny A;, ¢ < w plati

p(lJA) = (4.

<w <w
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Véta 10.18. Mira pw na M je spocetné aditivni, prdve kdyz pro prislusny ultrafiltr U
plati
AelUi<w= ﬂAz ceu.
1<w
Dukaz. 1. Bud i/ ultrafiltr uréeny spocetné aditivni mirou p. Necht A; € U, i < w.
Mnoziny

Bi = (M = A;) = J(M - Ay)

j<i
jsou navzajem disjunktni a u(B;) = 0. Navic |J B; = M — () 4;. Totiz, pokud
i<w 1<w
x € By, pak o ¢ A; atedy x ¢ () A;. Naopak, pro z ¢ () 4; bud i < w nejmens
i<w 1<w

takové, ze v € Aj, j<iax ¢ A;. Pakx € B; atedy x € |J B;.
1<w
Tedy () A; € U nebot

1<w
1<w 1<w
II. Obrécené spocetné tiplny ulttrafiltr I/ urcuje spocetné aditivni miru p nebot
U A; € U prave kdyz A; € U pro néjaké 1 < w. O
i<w
Definice 10.19. Ultrafiltr s vlastnosti z predeslé véty se nazyva spocetneé uplny.

Poznamka 10.20. Hlavni ultrafiltry jsou spocetné uplné. Existence nehlavnich
spocetné uplnych ultrafiltri vSak zavisi na teorii mnozin. Totiz nejmensi kardindlni
¢islo k takové, ze na mnoziné mohutnosti x existuje spocetné uplny ultrafiltr je slabé
kompaktni. Na takové mnoziné totiz existuje nehlavni x-tuplny ultrafiltr, to je ultra-
filtr uzavieny na pruniky < s prvku. Takové kardinalni ¢islo se nazyva meéritelné.
Libovolné métitelné kardinalni ¢islo je slabé kompaktni.

Definice 10.21. Nespocetné regularni kardindlni ¢islo k se nazyva silné kompaktni,
pokud kazdy x-uplny filtr na mnoziné M lze rozsitit na x-uplny ultrafiltr na M.

Véta 10.22. Libovolné silné kompakini kardindlni ¢islo e méritelné.
Dikaz. Je-li k regularni, pak F = {A C M||A| < k} je sk-uplny filtr na M. O

Poznamka 10.23. Kardinalni ¢islo « je silné kompaktni, pravé kdyz logika L,
pripoustéjici konjunkce a disjunkce < x formuli a kvantifikace podle < s proménnych
ma vlastnost kompaktnosti. To znamena, ze pokud kazda podteorie S teorie T' s < k
axiomy ma model, pak i 7" ma model.

REFERENCES

[1] B. Balcar a P. Stépanek, Teorie mnozin, Praha 1986.



