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1 Dvojny integral

1.1 Riemanniv urcity integral - opakovani

Pri zavedeni urcitého integralu funkce jedné proménné vychazime z geometrického vyznamu: integral
je cislo vyjadiujici obsah rovinného obrazce, ktery je ohraniceny danou funkei na intervalu [a, b].

Necht f je ohrani¢ena funkce na intervalu [a,b]. Uré¢ity (Riemannuv) integral funkce jedné pro-
ménné lze zavést pomoci tzv. Riemannovych soucti:
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Dany integral existuje, existuje-li limita na pravé strané. V tom pfipadé rikame, Ze funkce je inte-
grovateln na intervalu [a, b].

Je-li funkce spojita na intervalu [a, b], pak je integrovatelna. Piikladem funkce, kterd neni inte-
grovatelna, je Dirichletova funkce (jeji hodnota je v racionalnich bodech 1 a v iracionalnich 0).

Pro vypocet Riemannova integralu plati Newton-Leibniztv vztah
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kde F(z) je primitivni funkce k funkci f(x) na [a, b].

1.2 Zavedeni dvojného integralu

Pri zavedeni dvojného integralu pro funkci dvou proménnych na mnoziné M v roviné vychéazime
ze zakladni geometrické aplikace: dvojny integrél je ¢islo vyjadiujici objem télesa, které je nad
mnozinou M a je ohrani¢ené grafem funkce f(z,vy).

Hlavni rozdil pfi prechodu od jednoduchého integralu k dvojnému integralu spoc¢iva v tom, Ze
u funkce jedné proménné zname velikost intervalu [a, b] (velikosti je jeho délka), zatimco u funkce
dvou proménnych je tifeba zavést velikost neboli miru mnoziny v roviné. Je-li M obdélnik, pak jeho
velikost zndme a dvojny integral definujeme pomoci objemu kvadru.

Postupujeme takto:

e Definujeme dvojny integral z funkce na obdélniku (rozdélime dany obdélnik na malé obdélnicky,
aproximujeme objem pomoci kvddri, se¢teme tyto objemy a provedeme limitni pfechod).

e Definujeme méfitelnou mnozinu M v roviné a miru mnoziny (pomoci charakteristické funkce
mnoziny).

e Definujeme dvojny integral z funkce na méfritelné mnoziné.
Vypocet dvojného integralu:
e Fubiniova véta (prevod dvojného integralu na dva jednoduché integraly)

e Transformace dvojného integralu do polarnich souradnic.
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1.3 Dvojny integral na obdélniku
Pro lepsi nazornost predpokladejme, ze f(z, y) je spojita funkce definovana na obdélniku
R=la,b]x[c,d={(z,y) eR*|a<a<b c<y<d}
a uvazujme, ze f(x, y) > 0. Graf funkce f je pak plocha o rovnici z = f(z, y) a mame tak téleso S,
které lezi nad obdélnikem R a pod grafem funkce f, tj.
S:{(m,y,z)€R3|0§2Sf(x,y), (x,y)ER}.

z

Rozdélme obdélnik R na mensi obdélniky R;; pomoci rozdéleni intervalu [a, b] na m subintervala

délky Az a intervalu [c, d| na n subintervalu délky Ay:
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Kazdy obdélnik R;; pak ma obsah AzAy. Zvolme v kazdém obdélniku R;; bod (z7;, yj;). Objem
¢asti plochy S nad Rj; tak miiZeme aproximovat pomoci kvadru s podstavou R;; a vyskou f(z};, i)
Kazdy takovy kvaditk ma tedy objem f(z};, yi;) AzAy. Secteme-li objemy kvadifkii pfes vSechny

obdelniky R;; dostaneme piiblizny objem télesa S:
m n
Ve Y flag, vy A Ay
i=1 j=1
Ziejmé bude predchozi aproximace tim lepsi, ¢im vic bude dilki m, n déleni, tedy ¢im mensi budou
obdélnicky R;;, mizeme tak fict, Ze objem télesa S bude
m n
V= ml%rgoo Z Z [z, yi) Az Ay.
i=1 j=1
Tato limita mé& vyznam i mimo urcovani objemu télesa a mé smysl i pro zaporné funkce, mizeme

tedy uvést nasledujici definici.



Definice 1.1. Necht f(x,y) je ohranic¢ené funkce na obdélniku R. Dvojny (Riemanniv) integral této
funkce f(x,y) na R je

//R fa,y)dedy = lim ; ; @, i) Az Ay
jestlize tato limita existuje.
Kdy dvojny integral existuje?

Jestlize limita z predchozi definice existuje, fikame, ze funkce f je integrovatelnd. Postacujici
podminku pro integrovatelnost funkce uvadi nasledujici véta.

Véta 1.2. Necht funkce f(x,y) je spojitd na obdélniku R. Pak je na tomto obdélniku integrovatelnd.

Poznamka 1.3. Aby dvojny integral funkce f existoval, funkce f nemusi byt nutné spojita. Staci,
aby byla na R ohrani¢ena a nespojita pouze na konec¢ném poctu ,hladkych kiivek*.

Poznamka 1.4. Piikladem funkce, ktera neni integrovatelna je obdoba Dirichletovy funkee: f(z,y) =
1 pro z a y raciondlni ¢isla, a f(x,y) = 0 v opa¢ném piipadé (tj. z nebo y je iracionalni ¢islo).

Jak dvojny integral spocitat?

Véta 1.5 (Fubini). Necht f(z,y) je funkce spojitd na obdélniku R = |a, b] X [c, d| potom

//Rf(x,y)dxdyz/: (/Cdf(x,y)dy) dr —
:/cd(/abf(x,y)dx) dy.

Poznamka 1.6. V piipadé, Ze se funkce f da psét ve tvaru f(x,y) = g(x) - h(y), je mozné vypocet

zjednodusit . ]
J[ tmaay= [ gac- [ nway.

// z?ydxdy,
M

kde mnozina M je obdélnik s vrcholy A =[0,1], B=[2,1], C =[2,2] a D = [0, 2].

Priklad 1.7. Vypoctéte

Resent: Vidime, ze plati 0 <z <2 a1 <y < 2. Podle Fubiniho véty pak dostavame

2 2 2 y2 2
// ny drdy = / </ x2y dy) dx = / {xQ—} dx =
M 0 1 0 2 |,
2 1 23 3 2
:/ 20% — 1 d:B:/ Sdr= || =4
0 2 0 2 2,

Pokud zvolime opac¢né poradi integrace, bude vypocet vypadat takto:

2 2 2 $3 2 28
fl v [ ([ ) o [ [ = [ -
M 1 0 1 3 0 1 3

2
3], 3 3

Vzhledem k tomu, Ze integra¢ni oblast je obdélnik a integrovana funkce je tvaru f(z,y) = g(x)h(y),
muzeme vyuzit predchozi poznamky

2 2 372 272
8 1
xzydxdy:/ xde~/ ydy = {x—] [y_] = . (2——) = 4.
//J\/[ 0 1 3 0 2 1 3 2
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Piiklad 1.8. Vypoctéte objem télesa, které lezi pod plochou z = 4 — 22 — y? a nad &tvercem s
vrcholy [-1, —1], [-1, 1], [1, 1], [1, —1].

Resent: Objem télesa je dan integralem

//M (4—1:2 —y2) dx dy,

kde M je zadany ¢tverec, tj. —1 < x <1 a —1 <y < 1. Podle Fubiniho véty tak dostavame

1 1 1 371
// (4—x2—y2)dxdy:/ (/ (4—x2—y2)dy>dx:/ {4y—x2y—y—} dr =
M -1 \J-1 —1 31,4
L2 2 2 41"
:/ —6—2ar,'2 dr = —6x——x3 =16
1\ 3 3 3 1.

1.4 Dvojny integral na méritelné mnoziné

Nyni rozsitime definici dvojného integralu funkce dvou proménnych na tzv. méfitelné mnoziné. Jed-
noduse Feceno, je to takova mnozina, které lze priradit velikost neboli miru.

Obdélnik ma miru (velikost) rovnu sou¢inu velikosti jeho stran a je nejjednodussim piipadem
méritelné mnoziny. Pro libovolnou mnozinu nejprve definujeme charakteristickou funkci a jeji miru
jako integral z této charakteristické funkce na obdélniku, v némz je dan&d mnozina obsaZzena.

Definice 1.9. Necht M je ohrani¢end mnozina v roviné. Charakteristickd funkce mnozZiny M je dana
predpisem

1 pro (z,y) € M
0 pro (z,y) € M.

Mnozina M je meéritelnd, jestlize existuje obdélnik R takovy, ze M C R a charakteristickd funkce
Yy mnoziny M je integrovatelna na tomto obdélniku.
Cislo

m(n) = | /R dar(a, ) da dy

nazyvame (Jordanovou) mirou mnoziny M.

Definice miry je korektni. Da se ukazat, Ze velikost miry nezalezi na volbé obdélniku R, ktery
danou mnozinu obsahuje.

Méme-li zavedenou miru v roviné, miizeme definovat dvojny integral na méfitelné mnoziné pomoci
dvojného integralu jisté funkce na obdélniku, ktery danou mnozinu obsahuje.

Definice 1.10. Necht f je funkce ohrani¢ena na méfitelné mnozing M C R2. Necht R je obdélnik,
ktery obsahuje mnozinu M, tj. M C R. Jestlize je funkci g uréené predpisem

ey = 3@ Y) pro (z,y) € M
9(@.y) {0 pro (z,y) & M

integrovatelna na obdélniku R, pak funkci f nazveme integrovatelnou na mnoziné M a dvojny integrdl
funkce f na mnozZiné M definujeme vztahem

//Mﬂx, y)dxdy=/Ag<x, y)dzdy.

Podobné jako u definice miry lze ukazat, Ze definice dvojného integralu je korektni, tj. integrél
nezavisi na volbé obdélniku R.

Podobné jako u dvojného integralu na obdélniku plati, Ze funkce, ktera je spojitd na méritelné
mnoziné, je na této mnoziné integrovatelné.



Jak vypadaji mnoziny, na kterych umime integrovat?
Typickym piikladem méfitelné mnoziny je mnozina dané predpisem
M={(z,y) eR*|a<z<b o) <y<y)}

kde ¢(x), ¥(x) jsou funkce spojité na intervalu [a, b], viz obrazek (a).
Zaménou proménnych dostavdme mnozinu znazornénou na obrazku (b).

Jak dvojny integral vypocéteme?
Véta 1.11 (Fubini). Necht p(z), (x) jsou funkce spojité na intervalu |a, b] a necht f(x,y) je funkce
spojitd na mnoziné

M={(z,y) eR*[a<z<b, o(r)<y<p)}

twdedy= [ ([ p pay) do.
/Af [ LLM

Analogicky, jsou-li ¢(y), ¥(y) funkce spojité na intervalu [c, d] a f(z,y) je funkce spojitad na
mnoziné

Pak

M:{(I,y>€R2|C§y§d’ go(y)§$§¢(y)}7

feaedy = [ ([ s e ) ay.
/], [ (L

Aditivita integralu vzhledem k integra¢nimu oboru

pak

Vyse popsand métitelnd mnozina M je tzv. elementarni oblast. Nasledujici vlastnost ndm umoz-
nuje integrovat funkei f(x, y) i pfes mnozinu, ktera neni elementéarni oblasti, ale da se na elementéarni
oblasti rozdélit.

Véta 1.12. Necht f(x,y) je funkce integrovatelnd na konecném poctu uzavienich elementdrnich

oblasti My, Ms, ..., M,, které maji spolecné nejvyse hranicni body a necht M = My UMyU---U M,.
Pak plati
/ flz,y)dedy = f(z, y)dedz + flz,y)dedx + - + f(z, y)dede.
M M,y Mo My,

Priklad 1.13. Vypoctéte

/Kﬁw+yMMd%

kde mnoZina M je ohrani¢ena kiivkami y = 22, y = .
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Resent: U priklada tohoto typu je dobré si nakreslit ilustraéni obrazek, abychom mohli popsat
mnozinu pfes kterou integrujeme pomoci nerovnosti a dostali tak meze naseho integralu.

Yy A
/
/
//y = LFQ/
/ /
/ Ve
! Ty=z
;] s
1,7
4
> i .
// 1 z
Vidime, Ze pro mnozinu M plati
0<z<1, 22 < y<ux

Piiklad 1.14. Vypoctéte

2
// x—dedy,
MY

kde mnozina M je ohrani¢ené kiivkami y =z, x =2 a xy = 1.

YA

Resent: 7 obrazku vidime, ze plati1 <x <2 a % <y < x, pricemz soufadnici x = 1 jsem dostali
z TeSeni rovnice % = z. Integrované funkce je na oblasti M spojita. Podle Fubiniho véty dostavame

T

2 2 T 2 2 2
/ %dxdyz/ (/ x—gdy) dx:/ [—x—] do =
MY 1 Ly 1 Yy 1
2 2 472
_ _ 3 I R
—/1( r+2°) do { 2—1—4] T

1.5 Transformace dvojného integralu

P1i vypoctu dvojného integralu casto pouzivame transformaci integralu do polarnich soutadnic o, ¢.
Tuto metodu pouzijeme, jestlize mnozina M, pfes kterou integrujeme, je ohrani¢ena kruznici (¢asti
kruznice, mezikruzim).



Transformace mnoziny do polarnich souradnic

Necht bod v roviné méa kartézské souradnice [x,y]. Pak polarni souradnice o je vzdéalenost bodu
od poc¢atku a ¢ thel, ktery svira privodic (tj. usecka spojujici bod s pocatkem) s kladnym smérem
osy z. Odtud plynou rovnice transformace pro prevod kartézskych soufadnic do polarnich:

T = 0Cos ,

| > y = osing.

Napriklad, kruh o poloméru r je v polérnich soutradnicich popsan o = r, 0 < ¢ < 27. Podobné
polopfimka y = x pro x > 0 je popséna ¢ = 7, 0 > 0.

Piiklad 1.15. Znazornéte mnozinu, kterad je zapsana v polarnich soutradnicich:

2<0<4, <p<

N
N

Reseni: Jde o mezikruzi ohranic¢ené kruznicemi se stiedem v poc¢atku a poloméry r =2, r =4 a
omezené piimkami y =z a = = 0 (tj. osa y).
P1i transformaci integralu do polarnich souradnic hraje dilezitou roli determinant

Lo Yo

2 -2
= 0C0oS” ¢ + psSIn = 0.
Ty, Yp $YTo $p=20

J(u,v) =

_ cos @ sin
| —psingp pcosp

Tento determinant se nazyva jakobidn zobrazeni pro pievod kartézskych soufadnic do polarnich.
Transformace integralu do polarnich souradnic
Jestlize pfi vypoctu dvojného integrélu pouZzijeme pro vyjadieni mnoziny M polarni soufadni-

ce o, ¢, pak dany integral transformujeme do polarnich soufadnic, kde se objevi jakobién, a po té
pouzijeme Fubiniovu vétu. Tento postup miizeme popsat nasledujicim zptsobem:

Véta 1.16. Necht funkce f(x,y) je spojitd na mnoziné M a necht je tato mnoZina urcend v poldrnich
souradnicich nerovnostma

01 <o <, o0i1(p) <o<op).

P2 02() .
// f(w,y)dfvdyz/ / f(ocosy, psing) odp | de.
M 1 01(p)

Priiklad 1.17. Vypoctéte
M

Reseni: Nejprve popiSeme mnoZinu M v polarnich soufadnicich. Rovnice 22 + y? = 9 urcuje
kruznici se stfedem v pocatku a polomérem 3. V polérnich souradnicich tak dostavame

Pak plati

kde M je kruh 22 + y? < 9.

Nyni podle véty 1.16 dostaneme

27 3 27 1 3

// (:L’—y)dxdy:/ (/ QQ(cosgo—singo)dg> d@z/ {—93} (cosp —siny) dp =
M 0 0 o L3 o
= 0.

2
= 9/ (cos p —sing) dp = 9 [sin ¢ + cos go]g7r
0
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Priiklad 1.18. Vypoctéte
// V1—22—y?2dxdy,
M
kde oblast M je étvrtinou kruhu a2 + y? < 1 lezici v prvnim kvadrantu.

Reseni: Nejprve zapiSeme mnozinu M v polarnich soutradnicich

0<o<1, 0<p<

bo | 3

Pripomenme, ze plati
sin®z + cos® x = 1.

Podle véty 1.16 dostaneme
LA
// \/1—:B2—y2d:vdy:/ (/ g\/l—g2(sin2$—|—6082x)dg) dyp =
M 0 0
LI} z 1
=1/ /‘Qvl-fdpd¢=i/ dw-/mgvl-fdgz
o Jo 0 0

1-¢* =t = 01 T2 O x
=| —2pdp=dt | = [cp}g/ —Vtdt = —= | SV ==
. 2 413 6

1~ 0,0~ 1 |

Priklad 1.19. Vypoctéte

//M (SB2 +y2) dx dy,

kde pro oblast M plati 1 < 22 +y* <4, y > |z|.

x2+y2:4 x2+y2:1

Reseni: Nejprve vyjadiime mnozinu M v polarnich souradnicich. Tato mnozina je ¢ast mezikruzi,

kteréd je ohranicena primkami
y=zr a y=—x.

Popsat mezikruzi umime, jak mtizeme popsat dané piimky? Jedna z moznosti je pfimo, z ndzorného

. 2 . ~ . . _ . T . . _ 3 2 v . .

vyznamu polérnich soufadnic, ‘FJ. y=zjep=7qay=-ujep=" Druh& moznost je pomoci

dosazeni transformacnich rovnic a feSeni prislusné goniometrické rovnice. Napiiklad pro y = =,

dostavame cos ¢ = sin ¢ a odtud ¢ = 7. V polarnich soutfadnicich tak mizeme mnoZinu M popsat

nerovnostmi:
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Pro dany integral plati

[ @ d:z:dy_/ (/ (cos® ¢ + sin gp)dg)d

2 3w

/ ggdg-/4(0052<p+sin2<p)dg0
1
9_
4

Nyni podrobnéji popiseme transformaci dvojného integralu. Tu lze provést nejen pro polarni
soufadnice, ale pro libovolnou ,,péknou* transformaci. Prikladem je zobrazeni, které transformuje
rovnobéznik na obdélnik (takové zobrazeni je linearni), nebo zobrazeni které transformuje elipsu na
obdélnik. Vybér transformace se provadi podle tvaru mnoziny, pfes kterou integrujeme! (nikoliv podle
funkce, kterou integrujeme, jako tomu je u jednoduchého integrélu)

M:l “k‘zu
Il
)

Obecna transformace integralu

Definice 1.20. Necht je dano zobrazeni F': R? — R? uréené rovnicemi
r=k(u,v), y=1Iu,v), (2)

kde funkce £k a [ maji spojité parcialni derivace prvniho fadu. Pak F' se nazyva spojité diferencovatelné
zobrazeni a determinant

v Z’U

se nazyva jakobidn zobrazeni F'. Jestlize J(u,v) # 0, pak se toto zobrazeni nazyva requldrni.

Napriklad, linearni zobrazeni z = au + bv, y = cu + dv ma jakobian J = ad — bc. Toto zobrazeni
je regularni, jestlize ad # bc. Toto zobrazeni pii vhodné volbé konstant transformuje rovnobéznik
v roviné xy na obdélnik v roviné uw.

Véta 1.21. Necht je ddna spojitd funkce f proménnych x a y na mnoZiné M dané vztahem (2).
Necht F: R* — R? je prosté requldrni zobrazeni zadané rovnicemi (2) a necht M = F(B). Pak plati

//Mf(x’y)dxdy://Bf[k(uav)al(u,v)ﬂj(u,vﬂdudv.

Priklad 1.22. Urcete obsah rovnobézniku M:
r<y<xz+1, 20 — 2 <y < 2z. (3)
Resent: Oznagme noveé proménné
u =y—uz, v =y —2x. (4)

Pak z (3) dostaneme
0<u <1, —2<wv <0,

coZ je obdélnik o stranach 1 a 2 a méa velikost m(B) = 2.
Z (4) dostaneme
r=u —v, Yy =2u —v.

Jakobién tohoto zobrazeni je

Podle véty 1.21 plati



1.6 Aplikace dvojného integralu

7 definice dvojného integralu plynou geometrické aplikace:

/[ aray

e objem télesa omezeného obecnou valcovou plochou tvofenou hranici M a funkei f(z, y)

//M f(z, y)dx dy.

Priklad 1.23. Urcete obsah kruhu o poloméru R.

e obsah mnoziny M v roviné

Resent: Pro urceni daného obsahu musime spocitat [/, 1 Az dy, kde mnozina M je tvorena da-
nym kruhem. Kvili jednoduchosti umistime kruh do po¢atku a mnozinu M popiSeme v polérnich
soutadnicich, dostaneme tak 0 < p < R, 0 < ¢ < 27. Pro dany integral tedy méme

m(M)://M dxdy:/02ﬂ</0Rng) dcp:/ozw dgo-/DRngz[w]ﬁ”' {QQ}R

2],
Piiklad 1.24. Vypodctéte obsah obrazce ohranic¢eného kruznici 2% + y?> = 2z a pifmkami y = x,

=rR?.

y = 0.

y A t
Sy=z
s
171 -
s
/
' >
,’ 1 /2 x
4 \\ /
z2 4 y? =2z

Resent: Hledany obsah bude uréen integralem [[ o dzdy, kde M je mnoZina urc¢end danym
obrazcem. Upravime-li doplnénim na tplny ¢tverec rovnici 22 + y? = 2z, dostaneme

(x_1)2+y2:17

coz je rovnice kruznice se stfedem v bodé [1,0] a polomérem 1. Dosadime-li za © = pcosp a za y =
osin ¢ z transformacnich rovnic, dostaneme pro danou kruznici rovnici o? cos? ¢ + 0% sin ¢ = 20 cos ¢
a po upravé g = 2 cos . Dané piimky maji rovnice ¢ = 0 a ¢ = 7, mame tak popis mnoziny M

0 <p<2coso, OS@SZ.
Pripomenme, ze plati
9 1+ cos 2z
cos“xr = —

Podle véty 1.16 dostavame

I 2cos 1 T S1 2005 T )
// dmdy:/ (/ ng)dgpz—/ [Q]O d90:2/ cos” pdp =
M 0 0 2 Jo 0

us

x ) :
:/4(1+C082§0)dg0:|:<,0—|——sin2¢] I,
0 2 o 4

| —
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Dalsi aplikace

Primeérné hodnoty funkci:

e prumérnd hodnota funkce f(x, y) na mnoziné M o obsahu m(M) (znecisténi ovzdusi, hustota

populace atd.)
1
fave - W//]\‘/[f(x’ y)dxdy

Fyzikalni aplikace:

e hmotnost desky o tvaru M a hustoté o(z, y)

m = //M o(z, y)dz dy

e stacionarni moment desky o tvaru M kolem osy = (M) a kolem osy y (M,)

szf/ yo(z, y) dr dy My:// zo(z, y)dedy
M M

Vv

1 1
xz—// ro(x, y)dedy yz—// yo(z, y) dr dy
m JJu mJJm

e moment setrva¢nosti desky o tvaru M a hustoté o(z, y) okolo osy z a okolo osy y

Ix—// y*o(z, y)dzdy Iy—// z?o(z, y) dz dy
M M

e moment setrvac¢nost desky o tvaru M a hustoté o(z, y) okolo poc¢atku (polarni moment)
Iy = // (2* +y*)o(z, y) de dy
M

Dalsi aplikace zavisi na vyznamu funkce f(x, y) a tedy na vyznamu objemu, ktery vyjadiuje
dvojny integral. Dvojny integral se téz da vyuzit k urcéeni souctu fad nebo jednoduchych integralii,
u kterych nezname primitivni funkei.
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2 Trojny integral

Podobné jako jsme v predchéazejici kapitole integrovali funkci dvou proménnych na mnoziné v roviné,
budeme se nyni zabyvat integraci funkce ti proménnych na mnoziné v prostoru — trojngym integrdlem.

Prvni se zavede trojny integral na kvadru a pak se tento integral rozsifi na libovolnou méritelnou
mnozinu, pfi¢em? se postupuje analogicky jako p¥i zavedeni dvojného integralu. Ukazeme si alespoi
definici trojného integrélu na kvadru a formulaci Fubiniovy véty pro specidlni p¥ipady méfitelnych
mnozin.

2.1 Trojny integral na kvadru
Uvazme funkci f(z,y, z) definovanou na kvadru
V={(z,y,2)|la <z <bc<y<de<z<g}.

Tento kvadr rozdélime na mensi kvadiiky tak, Ze interval [a, b] rozdé&lime na [ subintervalil [z; 1, ;]
délky Az a podobné rozdélime i dalsi intervaly na m a n subintervali delky Ay, resp. Az. Roviny
rovnobézné se soufadnicovymi rovinami, které jdou koncovymi body téchto subintervali, rozdéli
kvadr na [ - m - n kvadrika

Vige = [Tio1, 2] X [Yj-1,Y5] X [25-1, 28]

kazdy o objemu AzAyAcz.

Potom utvorime sumu
n

l m
Z Z S @0 Uik Zi0) A Ay Az

i=1 j=1 k=1
kde (774, Y55, 27%) je libovolny bod z kvadiiku Vjj.. Trojny integral pak definujeme jako limitu této
posloupnosti.

Definice 2.1. Necht f(x,y, 2z) je ohrani¢ené funkce na kvadru V. Trojny (Riemanniv) integral této
funkce f(z,y,2) naV je

l m n
///V f(#,y,2)dwdydz = lim Z SO F @ v Z) ArAyAz

i=1 j=1 k=1
jestlize tato limita existuje.
Pro vypocet trojného integral na kvadru mame opét Fubiniovu vétu.

Véta 2.2 (Fubini). Necht funkce f(x,y,z) je spojitda na kvddru (trojrozmérném intervalu) V =
la,b] x [¢,d] X [e, g]. Pak trojny integrdl je

///Vf(:c,y,z)dxdydz:/ab{/cd (/;f(x,y,z)dz> dy} dz.

Poznamka 2.3. Kdyz jsme pocitali dvojny integral pies obdélnik, nezélezelo na poradi v jakém
integrujeme. Podobné, integrujeme-li pres kvadr, nezalezi pii integraci na poradi v jakém integrujeme.

Piiklad 2.4. Pomoci trojného integralu odvodte objem kvadru m(V') o velikosti stran a, b a c.

Reseni: Podle definice je objem mnoziny roven trojnému integralu pfes tuto mnozinu, tj.

m(v) = [[[ arayaz,

kde mnozina V je kvadr, pro ktery plati 0 < x < a, 1 <y < ba 0 < z < c. Podle Fubiniovy véty je
trojny integral roven trojnasobnému integralu

///Vd:cdydz:/oa{/ob</ocdz) dy} dx:/oa{/obcdy} dx:/oabcdx:abc,
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Priiklad 2.5. Vypoctéte trojny integral

///V(:E—{—y) drdydz,

kde mnozina V' je krychle, pro kterou plati 0 <z <1, 1 <y <2a0<z< 1.

Reseni: Opét pouzijeme Fubiniovu vétu 2.2, pricemz meze trojnasobného integralu jsou ziejmé
ze zadani.

///V(:U—l—y) dxdydz:/ol{/12 </01(;1:+y) dz> dy} da::/ol(/12(x+y)[z](l] dy) dz =
([ a) o [ e 2] -
:/01(2x+2—a:—%> dx:/ol(x—i—g) dx:[§+gw};:2.

2.2 Fubiniova véta pro trojny integral
Nyni budeme integrovat pres méritelnou mnozinu v prostoru, neboli pfes "deformovany"kvadr.

Véta 2.6 (Fubini). Necht je ddna mnoZina v roviné
M={[z,y] eR*: a <z <b, p(x) <y < P(a)},
kde (x), (x) jsou spojité funkce na intervalu |a,b] a ¢(x) < (x), a mnoZina v prostoru
Vo= {[z,y,2] € R®: [z,y] € M, ®(z,y) <2< U(z,9)},

kde ®(x,y), Y(z,y) jsou spojité funkce na mnoziné M a ®(x,y) < ¥(z,y).
Je-li funkce f(x,y,z) spojitd na mnoziné V v prostoru, pak plati

///v f(z,y,2)dedydz = /ab {/::) (Lj::vj)f(a:,y,z) dz) dy} dz.

Jinymi slovy, trojny integral pfevedeme na trojnasobny integral ,,od bodu k bodu“, ,od funkce
k funkci“ a ,,od plochy k plose”. Postupné integrujeme podle z, pak podle y a nakonec podle x.

/// rzdrdydz,
1%

kde pro mnozinu V plati 0 <2 <2, 0<y<zal0<z < /x+y.

Piiklad 2.7. Vypoctéte trojny integral

Resend: Mizeme rovnou pouzit Fubiniovu vétu 2.6 a dany integral prepsat jako trojnasobny

2 T Vzty 1 2 x
/// a:zdxdydz:/ / / rzdz | dy dx:—/ </ [mzﬂoﬁy dy) dr =

v o {Jo \Jo 2 Jo \Jo

1/2(/33 ) ) 1 2 ) ny z

= = x° +zy)dy d:c:—/ Y+ —| drv=

2 Jo 0( ) 2 Jo 2 ],
2 3 2 472

:1/ w3+$— dxzé/ xgdavz§ Tl =3
2 Jo 2 4 Jo 4141,

Priklad 2.8. Vypoctéte
/ / / zdrdydz,
1%

kde mnozina V je ohrani¢ena rovinami z+y+z2=1,2=0,y=0ax = 0.
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Reseni: Pri vypoctu trojného integralu, kdy danéd mnozina neni dana nerovnostmi, je vyhodné si
nakreslit dva obrazky, jeden pro danou mnozinu V' a jeden pro jeji projekci na nékterou ze souradnych
rovin (napf. rovinu zy). V tomto piipadé muzeme vidét, Ze spodni hranici naseho télesa je rovina
z = 0 a horni hranici je rovina x +y + 2z = 1, resp. 2z = 1 — x — y. Obé tyto roviny se protinaji
v piimce = +y =1 (y = 1 — z), které lezi v roviné xy. Projekce do roviny xy je proto trojuhelnik a
mame tak popis dané mnoziny

V ={(2,9,2): 0<2<1,0<y<1—-2,0<z <1—z—-y},

coz nam umozni vypocitat dany integral pomoci Fubiniovy véty

AR T T (VR ER e
N %/;(/011(1 — —y)Qdy) do = %/01 {—W}:x da

S

Priklad 2.9. Pomoci trojného integralu odvod'te objem koule o poloméru r.

Reseni: Objem koule miuzeme spocitat pomoci jednoduchého integralu jako rotaci polokruznice
kolem osy .
Nyni si ukazme, jak postupovat pomoci trojného integralu. Rovnice koule je

x2—|—y2+22§r2.

Objem koule vyjadiime jako trojny integral, ktery prevedeme na dvojny integral

m(V):///V dzdydz://ﬂjmdxdy,

kde mnozina M je kruh z2 + y? + 22 < r2. Vzhledem k symetrii sta¢i uvazovat mnozinu v prvnim
oktantu (tj. mnozinu, ktera je ohrani¢ena kulovou plochou z = /72 — (22 4+ y2) a rovinou z = 0 na
¢tvrtkruznici) a tento objem vynéasobit osmi.

Pro dvojny integral pouzijeme transformaci ¢tvrtkruznice do polarnich souradnic, tj. 0 < ¢ < 7/4,
0 < o <r. Objem koule je

m(V) = S/OWM{/OT \/md@} dp,

a pouzitim substituce t? = r? — p? dostéavame

w/4 r 4
m(V) = 8/0 {/o t2dt} do = §7rr3.
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2.3 Transformace trojného integralu do valcovych souradnic

Postupujeme podobné jako pii transformaci dvojného integralu do polarnich souradnic: nejprve trans-
formujeme téleso do valcovych soutradnic a po té trojny integral.

Transformace télesa do valcovych souradnic

Integrujeme-li pres valec V' nebo jeho ¢éast, pak misto kartézskych soutadnic z, y, z je vyhodné
pouzivat valcové soutadnice o, ¢ a z.

Necht bod v prostoru ma kartézské souradnice [z, y, z]. Pak valcové souradnice jsou z (beze zmény)
a misto kartézskych souradnic z, y jsou polarni souradnice priumétu tohoto bodu do roviny xy. Odtud
plynou rovnice transformace pro prevod kartézskych soutradnic do valcovych:

T = pCos,
y = osing,
z
> Z = Z.

Priklad 2.10. Zapiste ve valcovych soufadnicich néasledujici mnoziny:
(a) valec s osou v ose z, polomérem r = 10 a vyskou v = 100;
(b) ¢ast koule se stfedem v pocatku, polomérem r = 2 lezici v prvnim oktantu (tj. x > 0, y > 0,
z>0).
(c) kuzel o poloméru r a vySce v s osou v ose z.
Resent:
(a) Pramétem valce do roviny zy je kruh o poloméru 10. Vzhledem k tomu, Ze popis v této roviné
provadime pomoci polarnich soufadnic a vyska valce je 100, musi vSechny body valce splhovat

nerovnosti
0 < ¢ < 2m, 0 < p <10, 0 <z <100.

(b) Pramétem ¢asti koule do roviny xy je étvrtkruh, ktery miazeme v polarnich souradnicich popsat
nerovnostmi

0<ep< 0<o<2.

T
57
Rovnice koule o poloméru 2 a stfedu v po¢atku je v kartézskych souradnicich 22 4+ y? + 2% = 4.
Rovnici ve valcovych soutfadnicich dostaneme tak, ze za x a y dosadime transformacni rovnice,
tj.

T = 0Cos , Y = osin g,

z = /4— %

Celkem tak dostéavame popis nasi mnoziny ve tvaru

mame tak

0<p<Z, 0<o<2  0<z < Vi-g

(¢) Jde o mnozinu popsanou v kartézskych soufadnicich

?+yt <’ Va2 <z<ow.

Ve valcovych soufadnicich



Transformace trojného integralu do valcovych souradnic

Pro transformaci integrélu opét potfebujeme urcit jakobian zobrazeni.

Jakobidan zobrazeni F' pro prevod kartézskych souradnic do valcovych je determinant

To Yo Zo cos sinp 0
J =%y Yo 2, |=| —0sing gcosy 0 |=op.
Ty Y, 2 0 0 1

Vidime, Ze tento jakobian je stejny jako pro polarni soutradnice.
Nyni muzeme zformulovat vétu o transformaci trojného integralu do valcovych souradnic.

Véta 2.11. Necht funkce f(z,y,2) je spojitd na mnoziné V. C R3 a necht je tato mnoZina urcend ve
vdlcovyjch souradnicich nerovnostms

P19 <2, o1(p) So< 02(p), Plo,p) <2< V(o)
kde funkce o1, 02, ®(0,¢), Y(0,p) jsou spojité. Pak plati

®2 02() Y(o,p)
/// f(w,y,Z)dxddeZ/ / / flocosp, osing,z) odz | do o dep.
A% 1 o1(p) @ (0,)

Priklad 2.12. Vypoctéte trojny integral

///v (:1:2+y2) drdydz,

kde pro mnozinu V plati 2% +y? < 2z a z < 2.
ZA o
2 / /
3

(a) Pramét do roviny zz (b) Pramét do roviny zy (c) Graf funkce z = 2% + 2

]Y
Ny 3
Ny g

Obréazek 1: Mnozina V z prikladu 2.12

Resent: Nejprve zapiSeme mnozinu V', pfes kterou integrujeme, do valcovych soufadnic. Tato
mnozina predstavuje ¢ast rota¢niho paraboloidu z = xQ;yQ, ktery je shora sefiznut rovinou z = 2,
kterad je rovnobézna s rovinou O, . Rez rovinou z = 2 ziskdme dosazenim do rovnice paraboloidu,
mame tak 4 = 22 + y?. Vidime, Ze fezem je kruZnmice se stiedem v pocatku a polomérem 2, do
stejné kruznice v roviné xy se promita i dané téleso. Pro mnozinu V' tak dostdavame ve vélcovych

soutadnicich popis

2
0<e<2 O<p<2r, T <z<2
Nyni pouzijeme vétu o transformaci trojného integralu a dostaneme

///V (=% +v7) dxdydz:/OQ{/o2w</;Q3dZ> dso} dgz/j(/jﬂgi”[z]i; d(p) do =

2

L (-2 e [ - -

2

2 5 4 6
0 0" 0 167
=9 20° — =) do=21 | — — = | = —.



Priiklad 2.13. Vypoctéte

/// V2 +y?dedydz,
1%

kde V je mnoZina omezena nerovnostmi z? +42 <1, 2<1—yaz > 0.

Z A 11\:’/

¥ s

-1 1Y

(a) Pramét do roviny yz (b) Primét do roviny zy
Obrazek 2: Popis mnoziny V z prikladu 2.13
Resend: Mnozina V je valec, ktery je sefiznut rovinami z = 0 a 2 = 1 —y. Pfevodem do vélcovych

soufadnic dostaneme 0 < p < 1, 0 < ¢ < 27 a dosazenim transformacnich rovnic do rovnice roviny
0 <z<1—psinp. Mame tak

2w 1 1—psing
/// \/xQ—I—dexdydz:/ {/ (/ 92d2> dg} dy =
1% 0 0o \Jo
27 1 )
=/ (/ ¢ o]y O™ d@) dy =
0 0
27 1
=/ (/ 92(1—9811190)019) dp =
0 0
27 3 4 1 27
o0 r 1.
— - — d = _ — = d =
[ 5 5me] e= [ (5-me) 0e

Priklad 2.14. Vypoctéte

/// zdxdydz,
1%

kde pro mnozinu V plati 2% +y? > 2z, 2> +9y* < 1, 2 > 0.

Resend: Mnozina V je valec, ze kterého je , vyriznut®“ kousek rota¢niho paraboloidu. Opét pomoci
transformace do valcovych soufadnic dostaneme 0 < ¢ < 27, 0 < p < 1 (celé téleso je uvniti daného
vélce). Téleso je omezené rovinou zy a danym paraboloidem, tj. 0 < z < 2% + y? a po dosazeni
valcovych souradnic 0 < z < ¢%. Dostavame tak

[l samavie= [T ([ o) e ao=g [([ et ae) ao-

1 27 1 1 27 1 1 27
== Sdo ) dp = — 61" dp = — dp =
2/0 (/OQ @> =1 [0°], dy o) 4
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1AY z
z A
1+ > \\\\‘“"II////
1 N
T i
> y

-1 1
(a) Pramét do roviny zz (b) Primét do roviny zy (¢) Obraz mnoziny V/

Obrézek 3: llustrace mnoziny V' z prikladu 2.14

2.4 Transformace do sférickych souradnic

Trojny integral lze transformovat také do jinych soufadnic. Jestlize integrujeme na kouli nebo na
casti koule, je vhodné pouzit sférické souradnice. Zatimco véalcové soufadnice transformuji valec na
kvadr, sférické souradnice jsou zavedené tak, ze transformuji kouli na kvadr, viz ptiklad 2.15.

Sférické soutadnice o, ¢ a 6 jsou definovany takto: Necht bod v prostoru ma kartézské souradnice
[x,y, z]. Pak soufadnice g je vzdéalenost bodu od pocatku (priavodi¢), @ je thel, ktery svira pravodi¢
s kladnym smérem osy z, a ¢ thel, ktery svird priumét pruvodi¢e do roviny zy, tj. hodnota osin 6,
s kladnym smérem osy .

Znamena to, ze v roviné xy méame misto kartézskych souradnic x, y polarni souradnice s privo-
dicem psin@ a uhlem . Odtud plynou rovnice transformace pro prevod kartézskych souradnic do
sférickych:

zZA
P
|
e/ x = psinf cos p,

2 | y = osinfsin p,
|
; > 2z = pcos¥b.

Y , y e

x
Jakobian tohoto zobrazeni je J = —o*sin 6.

Piiklad 2.15. Zapiste ve sférickych soutadnicich kouli se stfedem v poc¢atku a polomérem r = 4.

Reseni: Vyhodou sférickych souradnice je fakt, Ze koule se v nich da popsat, podobné jako kvadr
v kartézskych souradnicich, pomoci nerovnosti s konstantnimi mezemi. V tomto piipadé budou tyto
nerovnosti tvaru
0<0<m 0<p<2m, 0<p<A4

Podobné jako u dvojného integralu bychom mohli formulovat vétu o obecné transformaci trojného
integralu, opét je nutné integrovanou funkci pfi prechodu k novym soufadnicim nasobit absolutni
hodnotou jakobianu této transformace.

Priklad 2.16. Pomoci transformace trojného integralu do sférickych souradnic odvodte objem koule
o poloméru r.

Reseni: Kouli V' zapiSeme ve sférickych soufadnicich



Transformaci trojného integralu do sférickych sourfadnic dostavame objem koule

/// dxdydz—/ {/ </T9281n9dg> dg)} 40—
:/sm&w/1d@/g(m—2%-k ]:gwa

Priklad 2.17. Vypoditejte objem (miru) mnoziny V', které je uréena nerovnostmi
x2+y2+z2—2z§0, x2+y2—22§0.

Resent: Pro ureni miry mnoziny V, potfebujeme spocitat [ [ fv dx dydz. Prvni nerovnost mu-
zeme upravit do tvaru
2+ P+ (2 - 1)2 <1,

jedné se proto o kouli se stfedem v bodé [0,0, 1] a polomérem 1. Druha nerovnost predstavuje ¢ast
kuzele s vrcholem v po¢atku (pfedstav me si kornout s kopeckem zmrzliny). Dosadime-li do obou
rovnic sférické soufadnice dostaneme

0?sin® 0 + 0® cos?§ — 2pcos =0 tj. o= 2pcosb
s
0°sin®f — p*cos? =0 =>cos20 =0 tj. 6= 1
Dostavame tak popis mnoziny V' ve sférickych souradnicich

0<p<2m, 0<6<L 0<o0<2pcosf,

odkud plynou integra¢ni meze.
Objem (mira) mnoziny V je

I 27 2cosf
/// dxdydz:/ {/ (/ QQSinédg) dcp} do =
v 0 0 0
% o 1 2cosf ] % 2
:/ / [—93] sinfdy | df = —/ </ cosgesinﬁdgo) df =
0 o L3 1o 3 Jo 0

™ cosf =t
6 (7, |
= ?77 cos’fsinfdh = | sinfdfd = —dt | =
0 0~ 1,0 s L2

2
16 [t
:_ﬂ/ 2dt = .
30/

Vysledek mizeme ovérit primym vypoctem. Objem télesa je soucet objemu polokoule o poloméru
r =1 a objemu kuzele o vySce v = 1 a poloméru r = 1, tj.

2.5 Fyzikalni aplikace trojného integralu

Vsechny aplikace dvojného integralu mtizeme pfimo zobecnit i pro integral trojny. Tedy napiiklad,
je-li p(z,y, z) funkce popisujici hustotu télesa, které vypliuje mnozinu V', pak jeho hmotnost je

m:///vp(:c,y, z)dx dy dz
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a jeho stacionarni momenty okolo soutradnicovych rovin jsou

M,, = /// zp(z,y,z)dedydz, M,, = /// yp(z,y,z)dedydz, M,, = /// zp(x,y, z)dz dy dz.
1% 1% v

vy

M, M, M,
r = s Yy = s z = .
m m m

Déle mtuzeme spocitat napiiklad momenty setrvac¢nosti kolem soutadnych os

Ix:///v (v* + 2°) p(z,y, 2) dv dy dz, Iy:///v (22 + 2%) p(x, y, 2) dz dy dz,
I, = ///V (2* + v°) p(z,y, 2) dz dy dz

nebo celkovy elektricky naboj @) télesa

Q= ///Va(x,y,z)dmdydz,

kde o je hustota naboje.
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