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Zaklady Norma Sacin

Linearna zavislost a algebraicka baza

V nasledujicom vyklade budeme pracovat s linearnymi (alebo tiez vektorovymi)
priestormi nad telesom realnych cisiel R. Prvky daného linearneho priestoru
budeme casto nazyvat vektormi a reélne Cisla skalarmi.

Definicia 1 (Linearna zavislost vektorov)

Nech X je linearny priestor a x1,...,2m € X, m € N, st nejaké jeho prvky.
Hovorime, ze vektory x1, ..., x, st linearne zavislé, ak existujo nenulova m-tica
skalarov (A1,...,Am) € R™ s vlastnostou

Az1+- -+ Amxm =0.

V opacom pripade sa vektory x1, .. .,z nazyvaja linedrne nezavislé. Vseobecne,
mnozina A C X sa oznacuje ako linearne nezavisla, ak kazdy konecny systém
vektorov z A je linearne nezavisly.

i

Definicia 2 (Algebraicka baza linearneho priestoru)

Nech X je linearny priestor. Mnozina A C X sa nazyva algebraicka alebo tiez
Hamelova baza priestoru X, ak A je linearne nezavisla a jej linearny obal splyva
s X, t.j., plati Lin A := {kone¢né linearne kombinacie prvkov z A} = X.
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V kazdom linedrnom priestore existuje algebraicka baza. Obzvlast, ak A je ne-
jakd Hamelova baza linearneho priestoru X, potom kazdy vektor z € X sa
da jedinym spdsobom vyjadrit v tvare koneénej linearnej kombinacie niektorych
prvkov mnoziny A. Kazdé dve Hamelove bazy priestoru X maja rovnaki mohut-
nost, ktora sa nazyva (algebraicka) dimenzia (rozmer) priestoru X a oznacuje
sa dim X. Plati, ze dva linearne priestory st (algebraicky) izomorfné, ak maja
rovnakii (algebraicki) dimenziu. Specialne, kazdy konecnorozmerny priestor s
dim X = n € N je izomorfny s linedrnym priestorom R".

i

Definicia 3 (Faktorovy priestor a kodimenzia linearneho podpriestoru)

Nech X je linearny priestor a A C X jeho linearny podpriestor. Definujme,
ze dva prvky z,y € X st v relacii, ak x — y € A. Je zrejmé, Ze sa jedna o
relaciu ekvivalencie na mnozine X, pricom skutoénost, ze prvky =,y € X sa v
danej relacii, budeme zapisovat vyrazom z = y (mod A). Prislusnt mnozinu tried
rozkladu budeme oznacovat X /A a nazyvat faktorovy priestor priestoru X podla
modulu A. Nie je tazké overit, ze mnozina X /A vytvara linearny priestor nad R.
Jeho algebraicka dimenzia sa Sstandardne oznac€uje ako kodimenzia podpriestoru A
v priestore X. Obzvlast, ak dim X = n a dim A = m, potom zrejme kodimenzia
podpriestoru A je rovna n — m.

o



Zaklady Norma Sacin Hilbert

Veta 1

Nech X je linearny priestor a A C X jeho linedrny podpriestor konecnej kodi-
menzie m € N. Potom existuji prvky xi,...,Tm € X s vlastnostou, Ze kazdy
vektor x € X sa da jednoznaéne vyjadrit v tvare

T=ANT1+ "+ AmTm + Y, (1)
kde A1, ..., A\m su skalary a vektor y € A.

| A\

Dékaz Vety 1.

Nech {Ai,...,An} C X/A je algebraickd baza faktorového priestoru X/A.
Zvolme nejaké reprezentanty tried A;, i € {1,...,m}, t.,

nech x; € X st také, ze A; = [z;], pre kazdé i € {1,...,m}. (2)

Nech z € X je lubovolny prvok a [z] € X/A je trieda rozkadu X/A, ktord ho
obsahuje. Potom zrejme existuje jedina m-tica skalarov (A1, ..., An) taka, ze

2

To znamena, ze vektory © a A1 x1 + - - + Am Tm patria do rovnakej triedy
rozkladu X/A. Podla Definicie 3 preto existuje (jediny) vektor y € A tak, ze
plati rovnost v (1). Dékaz je hotovy. [ |

i
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Norma na linearnom priestore

Definicia 4 (Normovany linearny priestor)

Nech X je linearny priestor nad R a || - || : X — [0, 00) zobrazenie, ktoré pre
kazda dvojicu prvkov z,y € X a kazdy skalar A\ € R splha podmienky

N1 ||z|| = 0 prave vtedy, ked z =0,

N2 [|Az]| = |Alll]],

N3 [l + yll < llzll + llyl.

Zobrazenie || - || sa nazyva norma na priestore X a dvojicu (X, || - ||) oznaCujeme
ako normovany linearny priestor nad R.

Poznamka 2

| A

Lahko sa overi, ze pre kazdy normovany priestor X s normou || - || je zobrazenie
p(z,y) = llz—yll, =ye€X, (3)

metrikou na mnozine X, a tak dvojica (X, p) je metricky priestor. Toto po-
zorovanie preto umozhuje preniest a aplikovat na normovany linearny priestor X
vsetky pojmy a vysledky z teérie metrickych priestorov.

o
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Poznamka 3 (Ohranicenost podmnozin normovaného linearneho priestoru)

Nech X je normovany linearny priestor s normou || - ||. Podmnozinu A C X
budeme povazovat za ohraniceni v normovanom priestore X, ak existuje taka
nezaporna realna konstanta K, ze ||z|| < K pre kazdé x € A. Je nutné zddraznit,
ze takto chapany pojem ohranicenosti koresponduje s pojmom ohranicenosti
zavedenym v kontexte metrickych priestorov. Konkrétne, mnozina A C X je
ohraniéend v normovanom priestore X prave vtedy, ked je ohranicend v met-
rickom priestore (X, p) s metrikou p predstavenou v Poznamke 2. Skutoéne, ak
existuje K > 0 také, ze ||z|| < K pre kazdy vektor z € A, potom

p(z,y) = llz —y|| < |lz|| + |lyl| L 2K pre kazdé z,y € A,

a tak priemer d(A) < 2K. Naopak, ak mnozina A ma (v metrickom priestore
(X, p)) konecny priemer d(A) a zvolime nejaky prvok zo € A, potom

=]l = llz = zo + ol < ||z — zol| + [lzo|| = p(z, z0) + l|lzo |l < d(A) + [|lzol|

pre kazdy vektor x € A. Mnozina A je teda ohraniCena i v normovanom priestore
X, kde napriklad mézeme polozit K := d(A) + ||zo]|-

Definicia 5 (Banachov priestor)

| A

Normovany linearny priestor X nad R, ktory je tplny vzhladom na metriku v (3)
indukovand danou normou na X, sa oznacuje ako (realny) Banachov priestor.

o
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Priklad 1

Pre dané n € N polozme X := R"™ a nech p € [1,00). Potom zobrazenia

n 1/p
llzllp := (Z wﬂ) v l2llee == max akl, 4)

1<k<
k=1 SHSw

kde z := (z1,...,zn) € R", st normy na linedrnom priestore X, ktoré v kontexte
Poznamky 2 indukuja metriky pp a poo. Naviac, v stlade s Definiciou 5 z tedrie
metrickych priestorov vyplyva, ze kazdy z normovanych priestorov (X, || - ||p).
(X, - lls=) j&e m-rozmernym Banachovym priestorom.

Priklad 2

| A\

Pre pevne zvolené p € [1,00) je priestor postupnosti [P predstaveny v tedrii
metrickych priestorov zaroven normovanym linedrnym priestorom s normou

e} 1/p
llll := (Z Irkp> »owi={ap} e P (5)
k=1

Podobne i priestory [°°, ¢ a ¢p st normované linedrne priestory s normou




Zaklady Sacin

|lz|| :== sup |zk|, x:= {xx} ohrani€ena postupnost. (6)
keN

Kazdy z priestorov [?, [*°, ¢ a ¢ je nekonecnorozmerny Banachov priestor.

N ET

Nech a,b, a < b, s dané realne &isla. Mnozina Bla, b] vsetkych realnych funkcii
ohranicenych na [a, b] zrejme tvori linearny priestor nad R. Obzvlast, zobrazenie

I£l5 := sup [f(z)|, f € Bla,b], ()

z€[a,b

je normou na priestore Bla,b], ako mozno lahko overit. Specialne, mnozina
Cla, b] vsetkych funkcii spojitych na [a, b] predstavuje (algebraicky) linearny pod-
priestor priestoru B[a, b]. Naviac, kazdé zo zobrazeni

b
Il :=/ \f(z)|dz, f € Cla,b], (8)

[Fllc == max [f(x)
z€[a,b]
je normou na priestore Cla,b]. Z prednasok o metrickych priestorov vyplyva,
ze normovany priestor (Cla, b], || - ||c) je nekoneénorozmerny Banachov priestor,
kym (Cla,b], || - ||z) nie je Banachov priestor. Da sa dalej ukazat, ze i samotny
priestor (Bla,b], || - ||5) je Banachov, t.j., je Gplny vzhladom na metriku pp.

i
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Definicia 6 (Podpriestor normovaného linearneho priestoru)

Nech X je normovany linearny priestor s normou || - || a A € X je podmnozina.
Budeme hovorit, ze A je podpriestor normovaného priestoru X, ak A je alge-
braicky linedrny podpriestor v X, ktory je uzavrety v X vzhladom na metriku
indukovand normou || - || v Poznamke 2.

| \

Priklad 4

V Priklade 3 sme poznamenali, ze mnozina Cla, b] je algebraicky linearny pod-
priestor priestoru Bla,b]. Vdaka aplnosti metrického priestoru (Cla,b], pc) je
mnozina Cla,b] uzavreta v metrickom priestore (B[a,b], pB), a tak Cla,b] je i
podpriestor normovaného priestoru (Bla, b], || - ||3) v zmysle Definicie 6.

| A\

Priklad 5

Je potrebné zdéraznit, ze algebraicky linearny podpriestor vseobecného nor-
movaného priestoru X nemusi byt uzavrety v X. Napriklad pre X = [* je
mnozina A := {z € I', = ma len konecne vela nenulovych &lenov} evidentnym
vlastnym algebraickym linedrnym podpriestorom v X, ktory vsak nie je uzavrety
v X, nakolko A = I*. Obzvlast, A nie je podpriestor normovaného priestoru X./
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Lema 1 (Rieszova)

Nech X je normovany linearny priestor s normou || - || a A C X jeho vlastny

(uzavrety) podpriestor. Potom pre kazdé n € [0,1) existuje vektor x,, € X s

||zn|| = 1 taky, Ze p(xy, A) > n, kde p metrika na X indukovana normou || - ||.
o

Dokaz Lemy 1.

Uvazovany podpriestor A je rézny jednak od nulového priestoru, a jednak od
celého priestoru X. Mnozina X \ A je preto neprazdna. Zvolme lubovolné
z € X \ A. Z uzavretosti mnoziny A v X vyplyva, ze vzdialenost bodu z od A
je kladna, t.j., d := p(z, A) > 0. Obzvlast, plati

d =inf{p(z,y), y € A}, atak p(z,y) > d pre kazdé y € A. 9)

Zafixujem teraz nejaké n € (0,1). Kedze % > d, podla (9) z vlastnosti infima

d
existuje g € A také, ze 0 < d < p(z,79) < —. (10)
n
Polozme x,, := |Iz:§||' Potom zrejme ||z,|| =1 a pre kazdé y € A plati

-9
llz =4l

z—ﬂ—llz—ﬂllyH
llz -3l

o] -

) = |y — ] = \
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Dékaze Lemy 1.

cA
=@ +lz=glyl L0 d _
B ll= —gll 4"
n
z oho nasledne vyplyva, ze p(z,, A) > 1. Napokon pripad n = 0 je trivialny,
nakolko metrika p je nezaporna. Dokaz je teda kompletny. |

| A

Poznamka 4

Poznamenajme, Ze pre kazdy vektor z € X s normou ||z|| = 1 plati nerovnost
p(z, A) < 1. Vyplyva to z odhadu

ple, A) = inf{p(z,y), y € A} < p(z,0) = [lf =1 pre kazdé = € S(0, 1),
kde symbol S(0, 1) oznacuje jednotkov( sféru v normovanom priestore X, t.j.,
5(0,1) ={z € X, [l=f| = 1}. (11)

Dalej je nutné zdéraznit, e v Rieszovej leme 1 vo vieobecnosti (t.j., v pri-
pade vseobecného normovaného linearneho priestoru X a jeho vieobecného pod-
priestoru A) nemozno uvazovat hodnotu n = 1. Tato skutocnost ilustrujeme v
nasledujicom priklade.

i
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Priklad 6
Uvazujme normovany linearny priestor (X, || - ||) tvaru
Xi={feco, f0) =0}, Ifll= max /()| (12)

(jedna sa teda o podpriestor normovaného priestoru (C[0, 1], pc) predstaveného
v Priklade 4). Uvazujme jeho podmnozinu

A::{feX, /Olf(:c)dzzo}.

Nie je tazké ukazat, ze A je vlastny podpriestor X v zmysle Definicie 6, t.j., A
je linearny priestor, ktory je uzavrety v X vzhladom na metriku p indukovani
normou v (12). Nech funkcia g € X je lubovolny prvok uzavretej jednotkovej
gule B[0,1] v X, t.j., |lg]| < 1. Dokazeme, ze p(g, A) < 1. Oznaéme

1
cg ::/O g(z) dz. (13)

Pre konstantu ¢, ahko odvodime odhad

1 1 1
|cg|=\/ s da] < [ lg@)de 'S / loll o< [ 1de=1,
0 0 0
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Priklad 6

pricom vd'aka podmienke g(0) = 0 plati ostra nerovnost |c4| < 1. Definujme

2cy x
g(z)_m'm’ z € [0,1 — |egl],
f(z) = (14)
2
9(93)—%7 z € [1 —|cg|, 1]

Funkcia f v (14) je prvkom mnoziny A, ako sa mozno lahko presvedéit vypoctom
integralu fol f(x)dx a pomocou (13). Naviac, pre kazdé = € [0, 1] plati

2|cg |

_clegl |z —
T+leg] " Toleg * €01 legll, )
(14) < 2eal g
lg(z) — f(2)| = = o]
2|cq| g
1+ng\’ z € [1—|cgl,1].

a tak p(g, f) = max,¢[o,1] |9(x) — f(x)| < 1. To viak potom znamena, ze
p(g, A) = inf{p(g, h), h € A} < p(g, f) < 1.

Vysledok Rieszovej lemy 1 preto v tomto pripade nemozno rozsirit i pre hodnotu
n = 1, napriek tomu, ze st splnené vsetky jej predpoklady.

i
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Nech (X, || - ||) je normovany linearny priestor. Potom || - || je spojité zobrazenie
priestoru X do euklidovského priestoru E.

| A

Dokaz Vety 2.

Pri dokaze vyuzijeme ekvivalentné vyjadrenie trojuholnikovej nerovnosti N3 v
Definicii 4. Konkrétne, kazda norma || - || splha nerovnost

[zl = llyll] < llz—yll pre kazdé z,y € X. (15)
Skutoéne, pre [ubovolné vektory =,y € X plati
lzll = Iz =) +yll < llz =yl + vl = [zl =yl < llz =yl
lyll =Ny —2)+zl <lly—=zl+lyl = Ilvll—Il=l<lz—yl,

z Coho ihned vyplyva nerovnost (15). Nech teraz z € X je [ubovolny vektor a
{zr}721 € X nejaka postupnost, ktora ma v danej norme limitu z, t.j., plati

limg oo ||zx — || = 0. Z (15) potom dostavame, ze limy_, o ||2z&|| = ||z||, Co
dokazuje spojitost zobrazenia || - || v bode z. A kedZe prvok z € X bol vybrany
[ubovolne, plati tento vysledok na celom priestore X. Dékaz je hotovy. [ |

i
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Definicia 7 (Ekvivalencia noriem)

Nech X je linearny priestor a || - ||1, || - |2 jeho dve normy. Povieme, ze normy
Il |z, || - |l2 s& ekvivalentné, ak pre kazda postupnost {xr}ze; prvkov v X a
kazdy bod x € X plati relacia

lim xp =« v norme || - |1 = lim xp =z v norme || - ||2. (16)
k—oo k—o0

Veta 3

| A\

Nech X je linearny priestor a || - ||1, || - ||2 jeho dve normy. Potom tieto normy sii
ekvivalentné prave vtedy, ked’ existuji kladné redlne Cisla m a M s vlastnostou

m|z|1 < ||z|]2 < M ||z||1 pre kazdy vektor z € X. 17)

-

Dokaz Vety 3.

Oznaéme p1, p2 metriky indukované normami || - ||1, || - ||z podla Poznamky 2.
Predpokladajme, ze normy || - |1, || - ||2 st ekvivalentné a nech {z,}32; C X
je postupnost splnajtca limy 0o £ = 0 v norme || - ||1. V stlade s (16) potom

limy 00 £ = 0i v norme ||-||2, €o znamen4, Ze identické zobrazenie z metrického
priestoru (X, p1) do metrického priestoru (X, p2) je spojité v bode x = 0. Teda
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Doékaz Vety 3 (pokracovanie).

pre kazdé € > 0 existuje § > 0 tak, ze pre kazdé z € X s ||z||1 < J je ||z||2 < e. (18)
Polozme v (18) ¢ = 1. To znamena, ze existuje § > 0 s vlastnostou, ze pre
kazdé z € X splnajace ||z||1 < ¢ plati
vektor a oznaéme T := x. Zrejme Z € X a pre normu ||Z||1 mame

2z l1
_ )
Il = H

9]
x
2[|z(lx

1 2lelh
V zhode s vyssie uvedenym potom ||Z||2 < 1, o nasledne dava

_lsl
2 2l

z|i1==<96
el =2

~ 2
1> |22 = , atakflzflz < =l

ST E ll=ll2 =
H 2|1

Tym sme dokazali druhd nerovnost v (17) s volbou M := % > 0. Analogicky sa
dokaze i platnost prvej nerovnosti v (17) (v predchadzajicich avahach zamenime
alohu noriem || -||1, || -||2)- Naopak, ak normy || ||1, || - ||2 splfhajd (17) pre nejaké
m, M > 0, potom pre kazdi postupnost {zx}3>; C X a bod z € X mame

m ||z — 2|1 < ||z — 2|2 < M ||z — x||1  pre kazdy index k € N.

Tieto nerovnosti ihned implikuja ekvivalenciu noriem || - ||1, || - ||2 v sdlade s
Definiciou 7. Dékaz je preto kompletny. ]
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1 1
— |lz|l2 < ||z]l1 £ — ||z|]]2 pre kazdy vektor z € X. (19)
M m )
Priklad 7
Pre dané n € N nech X := R". Potom normy || - |1 a || - |2 na X predstavené
v Priklade 1 pre p =1 a p = 2 st podla Vety 3 ekvivalentné. Skutocne, ak
) @ [
el = D lzkl,  llzllz = | D lekl? 2= (21,...,2a) € X,  (20)
k=1 k=1
potom platia nerovnosti
1
— ||lz||1 < ||z|l2 < ||z||1  pre kazdy vektor z € X. (21)
Jn
Prva nerovnost v (21) je désledkom klasickej nerovnosti medzi aritmetickym a
kvadratickym priemerom realnych cisiel |z1],...,|zn|, kym druhd nerovnost v

Poznamenajme, ze normy || - ||, || - |2 na X splnajice relaciu (17) sa skutoéne
v ekvivalentnom vztahu, nakol'ko nie je tazké overit, ze plati

(21) vyplyva trivialne z vyjadreni danych noriem v (20).

o
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Priklad 8

Nech X je linearny priestor tvaru
X :={fecto,n], f(0)=0= f(m)}, (22)

t.j., priestor vsetkych realnych funkcii so spojitou derivaciou na intervale [0, 7] a
nulovymi hodnotami v krajnych bodoch. Uvazujme na X dvojicu noriem

Ifllr == max [f(z)|,  [Ifllz:= max |f(z)|+ max [f'(z)], feX. (23)
z€[0,7] z€[0,7] z€[0,7]

Jedna sa o neekvivalentné normy. Totiz, pre postupnost funkcii {fx}ie; C X s
predpismi fx () := % k € N, plati

(23) sin k22 1
”fk”l a z€[0,7] k kK

(23) sin k2z 9 1

= k k =—-—+4+k
[I.f Il zfeﬂ[g?;] % +Ilen[g’)§r]| cos k“z| - +

pre kazdé k € N. V prvej norme teda postupnost {fx} konverguje k funkcii
identicky nulovej na [0, ], kym vzhladom na druhdG normu je tato postupnost s
ohladom na Poznamku 3 neohranicena, a teda nema limitu v priestore X.

i
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Priklad 8

Uvazujme teraz na priestore X nasledujicu dvojicu noriem

I = ([ 17 @P o) .
It := ([ \f’(z>|2dx)1/2 ([ \f(z>|2dx)l/2,

Nie je tazké overit, ze sa skutocne jednd o normy na priestore X v zmysle
Definicie 4. V tomto pripade st normy || - ||1, || - ||2 ekvivalentné. Z (24) trivialne
vyplyva, Ze || f|[1 < ||f|l2 pre kazdi funkciu f € X. Na druhej strane, pomocou
tedrie linearnych diferencialnych rovnic druhého radu sa da dokazat nerovnost

fex.  (24)

/07r (1f @)> = |f(x)|?) dz > 0 pre kazdé f € X (25)

(konkrétne sa jedna o désledok tzv. diskonjugovanosti rovnice ¥ +y = 0 na
intervale (0,7)). Vyuzitim vysledku (25) a formal v (24) potom ihned dosta-
vame nerovnost || f|l2 < 2||f|l1 pre kazdd funkciu f € X, ako sa mozno lahko
presvedcit. Celkovo teda mame odhady

£l < [ fll2 < 2[fllx  pre vietky f € X,

ktoré podla Vety 3 zaru€uja ekvivalenciu noriem || - ||1, || - [|l2 v (24).
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Definicia 8 (lzometria normovanych linearnych priestorov)

Nech X a Y st dva normované linearne priestory s normami ||-||x a || -||y. Hov-
orime, ze priestory (X, || -|lx) a (Y, |- |ly) st izometrické (linearne izometricke,
izometricky izomorfné), ak existuje bijektivne linearne zobrazenie F' : X — Y
zachovavajuce normy, t.j., plati || F(z)|ly = ||z||x pre kazdy vektor z € X.

-

Definicia 9 (Homeomorfizmus normovanych linearnych priestorov)

Nech X a Y si dva normované linearne priestory s normami || - |[|x a || - ||v.
Hovorime, ze priestory (X, ||-||x) a (Y, || - |ly) st homeomorfé (linearne homeo-
morfné), ak existuje bijektivne linedrne zobrazenie F' : X — Y a kladné realne
konstanty m, M s vlastnostou m ||z||x < ||F(z)|ly < M ||z||x pre kazdé z € X.

- -

Poznamka 6

Existencia linedrneho homeomorfizmu medzi dvomi normovanymi linearnymi
priestormi zarucuje, ze dané priestory si tak z algebraického hladiska ako aj
z hladiska funkcionalnej analyzy ,identické’. Obzvlast to umozhuje medzi tymito
priestormi prenasat pojem otvorenosti, uzavretosti, Gplnosti a kompaktnosti.
Poznamenajme, Ze izometria normovanych priestorov je zrejme Specialnym pri-
padom linearneho homeomorfizmu s m = 1 = M, ako vidno z Definicii 8 a 9.

-



Zaklady Sacin

Nekonecné rady v Banachovych priestoroch

Definicia 10 (Konvergencia nekonecného radu)

Nech X je normovany linearny priestor s normou || - || a {zx}72; € X je pos-
tupnost. Definujme

n
Yn i— Z z, mn €N (26)
k=1

Hovorime, Ze nekoneény rad > 7>, zx konverguje, resp. je konvergentny, v
priestore X, ak postupnost {yn}n=1 ma v X limitu vzhladom na || - ||, tj.,
limy,, ;00 Yn = x pre isté x € X. V tomto pripade kladieme Y% | zx = .

| A

Veta 4
Nech (X, || - ||) je Banachov priestor a {zy}3>, C X postupnost s vlastnostou
oo
ciselny rad Z ||lzk|| konverguje v R. (27)
k=1

Potom nekonecny rad y ;> | xx konverguje v X.
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Dokaz Vety 4.

V silade s Definiciami 5 a 10 staci ukazat, ze postupnost {yn}n=; v (26) je
cauchyovska v X. Zvolme € > 0. Predpoklad (27) na zaklade Cauchyho—
Bolzanovho kritéria konvergencie Ciselného radu potom zaru€uje existenciu in-
dexu n. € N s vlastnostou, ze

pre kazdé dva indexy m,n > n., n > m, plati ||[z;mi1]| + - + |lzn] <e.  (28)

Vyuzitim trojuholnikovej nerovnosti nasledne dostavame

(27) (28)
llyn = ymll =" ll@wmi1 + - + ol < |Tmiall + -+ 2zl = < e

pre kazdé m,n > n., n > m, ¢o dokazuje cauchyovskost, a teda i konvergenciu
postupnosti {yn }ne; v X. Dokaz je hotovy. [ ]

Poznamka 7

Tvrdenie Vety 4 je zovseobecnenim klasického vysledku o absoliitnej konvergencii
&iselnych radov v R, resp. v C. Konkrétne, ukazuje, ze v [ubovolnom Bana-
chovom priestore je kazdy absolttne konvergentny nekoneény rad, t.j., splhajtici
podmienku (27), zaroven i konvergentny (v zmysle Definicie 10).
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Normované priestory konecnej dimenzie

Poznamka 8

Klasickym vysledkom funkcionalnej analyzy je pozorovanie, ze kazdy realny nor-
movany linearny priestor X koneénej dimenzie n € N je linearne izometricky s

priestorom R"™, na ktorom je zavedena vhodna norma. Konkrétne, nech || - || je
norma na X a {x1,...,2n} C X nejaka (algebraicka) baza linearneho priestoru
X. Potom zobrazenie F' : X — R" dané

F@) =1, An) ERY, 2=A1z1+ -+ An@n € X, (29)
je zrejme izomorfizmus linedrnych priestorov X a R™. Naviac, zobrazenie || - ||« :

R™ — [0, 00) definované pre kazda n-ticu (A1,...,An) € R™ predpisom
II()‘lvv)‘n)”* = ”xllv =Mz + -+ A zTn €X, (30)

je norma na priestore R, ako mozno lahko overit podla Definicie 4. A kedze
podla (29) a (30) plati ||F(z)||« = ||z|| pre kazdé z € X, normované priestory
(X, - |D) a ™| - ||s«) sd v salade s Definiciou 8 izometrické. Vo svetle
Poznamky 6 sa teda pri skimani normovanych priestorov s dimenziou n staci
sastredit na priestor R™. Vsetky ziskané vysledky tak budia platné pre kazdy
kone€norozmerny normovany priestor nad telesom R.

o
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Pre dané n € N s kazdé dve normy na priestore R™ ekvivalentné.

| A

Dékaz Vety 5.
Uvazujme tzv. kanonicka bazu {ei,...,e,} priestoru R", t.j.,

ex :=(0,...,1,...,0), kde 1 je na k-tej pozicii pre kazdé k € {1,...,n}. (31)

Potom kazdy vektor = (z1,...,2») € R" sa da zrejme vyjadrit v tvare
T=zx1€e14+ - +Tpnen. (32)
Nech || - || je l'ubovolna, ale pevne zvolend norma na priestore R™. Dokazeme,
Ze je ekvivalentna so sactovou normou
n
llly = |oxl (33)
k=1

predstavenou v Priklade 1 pre p = 1. Polozme M := maxi<i<n |lex||. Potom

n
Z Ty ek
k=1

(32)
llll "=

n n
(33)
<D lzilllerll S MY Japl = Mllzli, c€R™. (34)
k=1 k=1

o
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Déokaz Vety 5 (pokracovanie)

|
{

Z Prikladu 7 dalej vieme, ze dana siétova norma je ekvivalentna s euklidovskou
normou, a tak normované priestory (R”,||-||1) a E™ st podla Vety 3 a Definicie 9
linedrne homeomorfné prostrednictvom identického zobrazenia F. Kazda pod-
mnozina v R”, ktord je ohraniend a uzavretd vzhladom na stétovii normu,
je teda v tejto norme i kompaktna. Obzvlast, jednotkova sféra S(0,1) v R™
vzhladom na normu ||||1, zavedena v (11), je kompaktna v tejto norme, nakolko
je vzhladom na fAu ocividne ohraniéend a uzavretd v R™. Uvazujme funkciu
f : R®™ — R s predpisom f(z) := ||z|| pre kazdy vektor z € R". V sdlade s
Vetou 2 a s ohladom na nerovnost (34) je f spojité zobrazenie na R™ vzhladom
na normu || - ||1. Podla Weierstrassovej vety je potom f ohrani¢ena na S(0, 1),
pricom svoje odpovedajice globalne extrémy na S(0, 1) i nadobada. Konkrétne,
ak m := mingeg(o,1) f(z), potom existuje vektor y € S(0,1) taky, Ze m =
F@) = |lyll.- Zrejme m > 0. Ak by m = 0, potom nutne vektor y = 0, a tak
i [lylls =0, ¢o vsak odporuje relacii y € S(0,1). Preto konstanta m je kladna
Nech teraz z € R™ \ {(0,...,0)} je lubovolné. Potom vektor & := T ie

prvkom jednotkovej sféry S(0, 1), a nasledne plati
_ =l

lllly

T

lllly

m < f@) = | ateda mlzlh < lell (35)

Kombinaciou vysledkov v (34) a (35) vo svetle Vety 2 napokon dostavame ek-
vivalenciu noriem || - || a || - |l1. A kedZe norma || - || bola zvolena lubovolne,
mozeme uzavriet, ze kazdé dve normy na R" st vzajomne ekvivalentné. |
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Désledok 1

Pre dané n € N uvazujme normovany linearny priestor R™ s normou || - || a nech
{z1,...,2zn} C R" je nejaka jeho (algebraicki) biza. Potom v priestore R"
konvergencia v norme || - || splyva so siradnicovou konvergenciou vzhladom na
bazu {x1,...,xn}. Presnejsie, ak {m[k]}z":l C R" je postupnost a x € R" a
aFl =AM 4 2 g, (A[lk], . .,AW) E€R" pre kazdé k €N,  (36)

z=Xx1+ -+ Az, (A1,...,2n) ERT, (37)

potom limy_, oo 2* = 2 v norme | - prave vtedy, ked' limy_, oo AE = \i pre
y 1
kazdéi e {1,...,n}.

Dékaz Désledku 1.

| A\

Lahko sa ukaze, ze pre kazda zvolent bazu {z1,...,z,} priestoru R™ je funkcia
n

Izl =3 INl, =Arz1+- +Anen € R, (38)
i=1

normou na R™. Obzvlast, je oCividné, ze konvergencia v tejto norme je ekviva-
lentn4 so stradnicovou konvergenciou vzhladom na bazu {z1,...,z,}. A kedZze
podla Vety 5 st normy || - || a || - ||+ ekvivalentné, plati vysledok v désledku. W

i
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Désledok 2

Pre dané n € N je kazdy normovany linearny priestor (R™, || - ||) dplny, t.j.,
Banachov priestor. Okrem toho kazda podmnozina v R"™, ktora je ohranicené a
uzavretd vzhladom na normu || - ||, je v tejto norme i kompaktna.

Veta 6

| A\

Kazdy realny normovany linearny priestor konecnej dimenzie je Banachov priestor
a konvergencia v [ubovolnej norme je ekvivalentna so siiradnicovou konvergen-
ciou vzhladom na akikolvek (algebraickii) bazu priestoru.

A\

Veta 7

Nech X je redlny normovany linearny priestor s normou ||-||. Nasledujiice tvrdenia
st ekvivalentné.

(i) Priestor X ma konecnd dimenziu.

(i) Kazda mnozina A C X, ktora je ohranicena a uzavretd vzhladom na normu
| - ||, je v tejto norme i kompaktna.

A\
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Dokaz Vety 7.

Smer (i) = (ii) vyplyva z Poznamky 8 a Dosledku 2. Nech plati vyrok (ii),
t.j., kazda ohranicenad a uzavretd podmnozina v X je kompaktna. Obzvlast,
jednotkova sféra S(0,1) v (11) je teda mnozina kompaktna v priestore X. Pred-
pokladajme sporom, ze priestor X nema koneénti dimenziu. Zvolme [ubovolny
vektor z1 € S(0,1). Potom mnozina A; := Lin{z1} je zrejme vlastny alge-
braicky podpriestor linearneho priestoru X s dimenziou 1. V silade s Vetou 6 je
A; Gplny normovany priestor. Mnozina A; je preto uzavretd v X vzhladom na
normu || - ||, €o nasledne podla Definicie 6 znamena, Ze A; je vlastny podpriestor
normovaného priestoru X. Z Rieszovej lemy 1 pre n := % potom vyplyva, ze
existuje vektor z2 € S(0, 1) taky, ze

1 1

p(IQ,Al)Z —, ataki ||172—I1||2 =,

2 2
Vektory x1 a x2 si zrejme linedrne nezavislée. Polozme A := Lin {z1,x2}.
Vyuzijac analogické argumenty ako vyssie plati, ze A2 je vlastny podpriestor
normovaného priestoru X s dimenziou 2. Podla Rieszovej lemy 1 pre n := %

teda existuje prvok z3 € S(0, 1) s vlastnostou

1 . 1 1

p(x3, A2) > =, ataki |zz—z1]|>= a |x3—=2| > =.
2 2 2

Podobne, mnozina A3 := Lin {z1,z2,x3} je vlastny podpriestor normovaného

priestoru X s dimenziou 3, pricom existuje vektor x4 € S(0, 1) splhajaci
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Doékaz Vety 7 (pokracovanie).

. - a o —zall 2 5.
Nakol'ko priestor X je podla predpokladu nekoneénorozmerny, mézeme v tomto
procese pokracovat dalej. Ziskame tak postupnost {z;}72; C S(0,1) s vlast-
nostou ||z — ai|| > 5 pre kazdé dva rozne indexy k,I € N. Dana postupnost
teda nema ziadny hromadny bod, ¢o je vsak v rozpore s kompaktnostou mnoziny
S(0,1). Preto priestor X musi mat koneéni dimenziu, t.j., plati tvrdenie (i). W

N | =

p(za, Az) > o, ataki |[lwg — 21| 2 s — z2f| >

Poznamka 9

N
| A

Vsimnime si, ze v predlozenom dékaze sme vlastne ukazali ekvivalenciu

priestor X mé& koneénl dimenziu prave vtedy, ked' jednotkova sféra je kompaktna.

Dalej poznamenajme, ze dalsie vyznamné kritérium tykajice sa dimenzie nor-
movaného priestoru je nasledujtce. Nech (X, ||-||) je normovany linedrny priestor.
Potom X ma koneéni dimenziu prave vtedy, ked kazda norma ||-||« na X je ekvi-
valentna s || - ||. Implikacia ,,=" je vo svetle Poznamky 8 obsahom Vety 5. Dékaz
opacnej implikacie je zalozeny na pozorovani, ze v kazdom nekone€nerozmernom
normovanom priestore X vieme k danej zvolenej norme || - || vzdy zostrojit novi
normu || - ||« na X, ktora nie je ekvivalentna s || - ||.
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Zaklady

Norma

Pojem skalarneho sacinu na linearnom priestore

Definicia 11 (Unitarny priestor)

Nech X je linearny priestor naR a (-,-) : X xX — R zobrazenie, ktoré pre kazda
trojicu prvkov z,y,z € X a kazda dvojicu skalarov o, 8 € R splha podmienky

P1 (z,z) >0 a (z, z) = 0 prave vtedy, ked z =0,
P2 (z, y) = (y, z),
P3 (az+ By, z) = alz, 2) + By, 2).

Zobrazenie (-, -) sa nazyva skalarny stcin na X a dvojicu (X, (-,-)) ozna€ujeme
ako linearny priestor so skalarnym sacinom, resp. unitarny priestor nad R.

i

Poznamka 10

V pripade linedrneho priestoru X nad telesom komplexnych ¢cisiel C je skalarny
stéin (-, -) na X zobrazenie s hodnotami v C, priom &islo (z, ) je pre kazdy vek-
tor x € X realne. Komplexny skalarny sicin je definovany pomocou rovnakych
axiém ako v Definicii 11, az na P2, ktora je nahradena podmienkou

P2* (z, y) = (y, =) pre kazdé z,y € X.
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Poznamka 11

Poznamenajme, ze z axiém P2 a P3 realneho skalarneho stéinu v Definicii 11
vyplyva jeho linearita i vzhladom na druhd zlozku, t.j., plati

(z, ay+ Bz) =a(x,y)+ L{z, z) pre kazdé z,y,z€ X a o, B ER, (39)

ako mozno [ahko overit. Naviac, z (39) s @ = 8 = 0 vyplyva (z, 0) = 0. Naproti
tomu, komplexny skalarny sacin je antilinearny v druhej zlozke, konkrétne

(x, ay + Bz) =a(x, y)+ B (x, 2) pre kazdé z,y,2 € X a o, 3 € C. (40)

Zdoéraznime, zZe pocas celej prednasky sa budeme zaoberat vyhradne iba realnym
skalarnym sacinom.

| A\

Priklad 9

Pre dané n € N nech X := R". Potom zobrazenie
n
<:177 y> ::Zrkylm I:($17"'7$n)7 y:(y177yn)€Rn7 (41)
k=1

je (realny) skalarny saéin na linedrnom priestore X, ako sa mézeme [ahko
presvedcit. Dvojica (X, (-,-)) je teda n-rozmerny (reélny) unitarny priestor.

i
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Priklad 10

Klasickym prikladom (realneho) unitarneho priestoru s nekoneénou dimenziou je
priestor 1%, na ktorom je skalarny saéin definovany predpisom

oo
@ y) = aryr, =={zk}7l1, y={ue}g, € (42)
k=1

Poznamenajme, ze konvergencia nekoneéného radu v (42) je zaru€ena na zaklade
Hélderovej (resp. Cauchyho) nerovnosti

n n 1/2 s n 1/2
S fow vl < (z |) (z w) , (@3)
k=1 k=1 k=1

platiacej pre kazdé n € N. Limitovanim nerovnosti (43) pre n — co a vyuzitim
konvergencie nekoneénych radov > |zx|? a 3 |yx|® dostavame absolatnu kon-
vergenciu, a nasledne i konvergenciu radu v (42) pre kazdi dvojicu x,y € I°.

o

Veta 8 (Cauchyho-Schwarzova—Bunakovského nerovnost)

Nech X je unitarny priestor so skaldrnym sdcinom (-, -). Potom plati nerovnost

[{(z, y)| < V/(z, ) \/(y, y) pre kazdi dvojicu vektorov z,y € X. (44)

i
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Dékaz Vety 8.

Nech z, % st lubovolné vektory v X. Zrejme pre kazdé t € R je vektor tz + y
prvkom priestoru X a podla axiémy P1 v Definicii 11 plati

(tx +y, tx +y) >0 (45)
Roznasobenim stcinu v (45) v silade s P2 a P3 v Definicii 11 a (39) dostavame
0 < (tw +y, to+y) = t*(z, ) + 2t (2, y) + (y, v)- (46)

Podla (46) teda realna kvadraticka funkcia f(t) := t*(z, =) + 2t (z, y) + (y, v)
nadobida na R iba nezdporné hodnoty. To znamena, ze jej diskriminant

D =4(z, y)* — 4z, ) (y, y) <O, (47)

z ¢oho ihned vyplyva Cauchyho-Schwarzova—Bunakovského nerovnost (44). W
o

Poznamka 12

Vyuzitim nerovnosti (44) je mozné pomerne lahko ukazat, Zze pre kazdy unitarny
priestor X so skalarnym saéinom (-, -) je zobrazenie

[|z]| := /(z, ), z€X, (48)

normou na linedrnom priestore X. Kym platnost prvych dvoch axiém v Definicii 4
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Poznamka 12

je pre || - || v (48) zrejma, trojuholnikova nerovnost N3 vyplyva z vypoctu

(48) (48)
le+yl* =" (e +y, e +y) = (z, 2) +2(z, 9) + (v, v) = l2l* +2(z, y) + Iy
(44),(48)
2 2 2 Sz
< llll® + 21l - Iyl + lyll® = Cllzll + Iyl )*  pre kazdé z,y € X.

Kazdy unitarny priestor X je teda zaroven i normovany linearny priestor s normou
|| - || v (48), ktora je indukovana prislusnym skalarnym sacinom (-, ). Pozname-
najme, ze v tomto pripade sa dany skalarny sicin da reprezentovat v tvare

1
(2, y) = Z(l|r+y||2—||r—y||2), z,y € X, (49)
ako sa mézeme lahko presvedcit aplikaciou formuly (48). Obzvlast, indukovana
norma || - || splia pre kazdé =,y € X tzv. rovnobeznikové pravidlo
lz +yl? + llz =yl = 2 (=l + lyll*) - (50)

-

Definicia 12 (Hilbertov priestor)

Unitarny priestor X nad R, ktory je Gplny vzhladom na normu v (48) indukovani
danym skalarnym sacinom na X, sa nazyva (realny) Hilbertov priestor.



Norma

Priklad 11

Je lahko vidiet, ze skalarny stcin (-,-) na R™ zavedeny v Priklade 9, indukuje
v stlade s Poznamou 12 euklidovski normu na R"™ predstavent v Priklade 1
(pre p = 2). Obvzlast, euklidovsky priestor E™ je aplny, a tak (R",(:,-)) je
podla Definicie 12 n-rozmerny Hilbertov priestor. Na druhej strane, priestor {2 v
Priklade 10 je Hilbertov priestor s nekonecnou dimenziou. Odpovedajici skalarny
stcin v (42) v tomto pripade vytvara p-normu zavedena v Priklade 2 pre p = 2.
~

Poznamka 13

Pomocou normy || - || na linearnom priestore X zavedenej v Poznamke 12 je
mozné Cauchyho—Schwarzovu—Bunakovského nerovnost (44) zapisat v tvare

[z, »)| < llzll - Iyl pre kazdé =,y € X. (51)

Nech (X, {-,-)) je unitarny priestor. Potom (-,-) je spojité zobrazenie priestoru
X x X do euklidovského priestoru [E.
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Norma

Dokaz Vety 9.

Nech {zx}, {yx} C X st dve postupnosti konvergentné v X vzhladom na normu
Il - || v (48), tj., existujia z,y € X tak, ze ||z —z| — 0 a |lyx —y|| = O
pre k — oo. Pomocou axiéom skalarneho stcinu v Definicii 11 a Cauchyho—
Schwarzovej—Bunakovského nerovnosti (51) odvodime

|<rk7 yk> - (5177 y>| = |<$k7 yk) - <r7 yk> + (5177 yk) - <r7 y>|
= |(zr — 2, k) + (=, vk — V)| < [(me — 2, ye)| + (=, vk — )|

(51)
< llek — 2l lyell + llzll llye —yll =0 pre k — oo,

pretoze postupnost {||yx||} je ohranicena. Preto limy_, oo (zk, yx) = (z, y). M
ot

Veta 10 (Jordanova—von Neumannova)

Nech X je normovany linearny priestor s normou || - ||. Potom je tato norma
vytvorend nejakym skaldrnym siéinom (-,-) v zmysle (48) prave vtedy, ked plati
rovnobeznikové pravidlo (50). V tomto pripade dany skalarny sicin splna (49).
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Definicia 13 (Izometria unitarnych priestorov)

Nech X a Y sa dva unitarne priestory so skalarnymi saéinmi (-,-)x a (-, -)y. Ho-
vorime, ze priestory (X, (-, ) x) a (Y, (-, -)v) st izometrické (linearne izometricke,
izometricky izomorfné), ak existuje bijektivne linearne zobrazenie F' : X — Y
zachovavajuce skalarne saciny, t.j., plati (F(z), F(y))y = (z, y)x pre kazdé
dva vektory z,y € X.

Poznamka 14

Na zaklade vysledkov predchadzajicej sekcie o normovanych priestoroch koneénej
dimenzie a z Poznamky 11 [ahko odvodime, Ze kazdy koneénorozmerny Hilber-
tov priestor s dimenziou n, n € N, je izometricky izomorfny s euklidovskym
priestorom E™, v ktorom je skalarny sacin definovany podla (41). Neskér v
prednaske ukazeme, ze podobna klasifikacia funguje i v pripade separabilnych
Hilbertovych priestorov s nekonecnou dimenziou. Konkrétne, dokazeme, ze
kazdy nekonenorozmerny separabilny Hilbertov priestor je izometricky izomorfny
s priestorom [? diskutovanym v Prikladoch 10 a 11.

-



Zaklady Norma

Ortogonalita a ortonormalita

Definicia 14 (Ortogonalne a ortonormalne systémy vektorov)

Nech X je unitarny priestor so skalarnym sacinom (:,-). Hovorime, ze vektory
x,y € X sh ortogonalne, ak (z, y) = 0. Neprazdny systém nenulovych vektorov
S C X sa oznaluje ako ortogonalny, ak plati (z, y) = 0 pre kazdé dva rézne
prvky z,y € S. Ak naviac ||z|| = +/(z, ) = 1 pre kazdé = € S, systém S sa
nazyva ortonormalny.

| A

Veta 11

Nech X je unitarny priestor so skalarnym sic¢inom (-,-) a S C X je lubovolny
ortogonalny systém. Potom S je linedrne nezavisly vo vektorovom priestore X .

| A

Dékaz Vety 11.

Nech {z1,...,zm} C S, m € N, je nejakd konecnd podmnozina vektorov a
A1, .-, Am € R m-tica skalarov splnajica
AMz1+ -+ Amam =0. (52)

Vyuzitim zakladnych vlastnosti skalarneho sicinu potom dostavame
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Dokaz Vety 11 (pokracovanie).

52
0 = (z;, 0) &) (@i, Mz1 4+ -+ Amzm) = XM (@i, 1) + -+ A (T4, Tm)

= X\ (zi, ;) pre kazdé i € {1,...,m}, (53)

kedZe v stlade s Definiciou 14 plati (z;, z;) = 0 pre kazdé dva rézne indexy
i,j € {1,...,m}. Nakolko (z;, z;) # 0 pre kazdé i € {1,...,m}, z (53)

mame rovnost A\; = O pre kazdy index ¢ € {1,...,m}. Podla Definicie 1 si
teda vektory z1,...,Tm linearne nezavislé v X. A kedze konecna podmnozina
{z1,...,2m} C S je lubovolna, i cely systém S je linearne nezavisly v X. N
- ot

Veta 12 (Ortonormalizacia linearne nezavislej mnoziny)

Nech X je unitarny priestor so skalarnym sacinom (-,-) a A C X je nanajvys
spocitatelnd podmnozina linedrne nezavisla v X. Potom existuje ortonormalny
systém S C X taky, Ze plati Lin A = Lin S.

Dékaz Vety 12.

Tvrdenie sa dokaze pomocou Standardného Gramovho—-Schmidtovho ortogonali-
za€ného/ortonormalizaéného procesu, a preto ho vynechavame. |

| A\

-
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A

Nech X je separabilny unitarny priestor so skaldrnym siacinom (-, -). Potom kazdy
ortogonalny systém S C X je nanajvys spocitatelny.

| A\

Dokaz Vety 13.

Nech || - || je norma na X indukovana prislusnym skalarnym stéinom (-, -) podla
Poznamky 12 a nech S C X je nejaky ortogonalny systém. Bez ujmy na vseobec-
nosti predpokladajme, ze systém S je ortonormalny, t.j., v zhode s Definiciou 14
plati ||z|| = 1 pre kazdé z € S. Potom pre vzdialenost kazdych dvoch réznych
prvkov z,y € S mame

(48
pl@,y) = llz —yl =

"=y a—y) =@ a) =205 u) + (v 9) = V2. (54)

Nech dalej N C X je spocitatelnd podmnozina husta v metrickom priestore
(X, p) a oznaéme A := {B(z, @), xz € S}. Zrejme otvorené gule B(z, @)
x € S, su v stlade s (54) vzajomne disjunktné, pricom kazda z nich obsahuje
aspon jeden prvok mnoziny N. To znamena, ze systém A je nutne nanajvys
spocitatelny, a tak i ortogonalny systém S je nanajvys spocitatelny. [ |

i
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Definicia 15 (Uplné a uzavreté systémy vektorov)

Nech X je unitarny priestor so skalarnym stéinom (-,-) a A C X systém.

(i) Systém A nazyvame Gplnym, ak jediny prvok = € X, ktory spiha (y, ) = 0
pre kazdé y € A, je x = 0.

(ii) Systém A sa oznauje ako uzavrety, ak plati Lin A = X, t.j., uzaver
mnoziny vsetkych koneénych lineadrnych kombinacii prvkov systému A je
rovny celému priestoru X.

Definicia 16 (Ortogonalna/ortonormalna baza unitarneho priestoru)

Nech X je unitarny priestor. Kazdy uzavrety ortogonalny/ortonormalny systém
S C X sa nazyva ortogonalna/ortonormalna baza priestoru X.

Nech X je separabilny unitarny priestor so skalarnym sicinom (-,-). Potom v
priestore X existuje aspon jedna ortonormalna baza.
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Dékaz Vety 14.

Nech {zx}32; € X je podmnozina hustd v priestore X. Z tejto postupnosti
vylacime vsetky jej Eleny x;, I € N, ktoré sa daja vyjadrit ako linedrna kombinacia
prvkov z; s indexami i < [. Ziskame tak nanajvys spocitateln mnozinu A C
X, ktora je linearne nezavisla X a zéaroven Lin A = X. Nasledne, v salade s
Vetou 12, jej ortonormalizaciou dostaneme nanajvys spocitatelny ortonormalny
systém S C X, ktory splia Lin S = X. Podla Definicii 15 a 16 je tak mnozina
S ortonormalnou bazou priestoru X a doékaz je hotovy. ]

Priklad 12

| A\

Prikladom funkcionalneho unitarneho priestoru je mnozina C[—m, 7] realnych
funkcii spojitych na intervale [—, 7], na ktorej je definovany skalarny stéin tvaru

9= " f@)g@)dz, f,g€Cl—m,xl. (55)

Lahko vidime, Ze odpovedajiica norma indukovana tymto skalarnym stéinom
je integralna norma || - ||z zavedena v (8). Obzvlast, v salade s Prikladom 3
(C[—m,x], (-,-)) nie je Hilbertov priestor. Jedna sa vsak o separabilny unitarny
priestor a jednou z jeho ortonormalnych baz je tzv. trigonometricky systém

COS NT sinnx

1
Var’ vr o Vr

n € N. (56)

i




Zaklady Norma

Fourierove koeficienty a Fourierov rad

Definicia 17 (Fourierove koeficienty a Fourierov rad)

Nech X je unitarny priestor so skalarnym sacinom (-,-) a S = {ur}iz; C X je
spocitatelny ortonormalny systém. Pre dané z € X sa realne ¢isla definované

¢k = (z, ug), kEeEN, (57)

nazyvaji Fourierove koeficienty prvku = vzhladom na systém S. Nekoneény rad
> he Ck Uk Ssa oznacuje ako Fourierov rad prvku x vzhladom na systém S.

| A\

Poznamka 15
Pre dany spocitatelny ortonormalny systém S = {ux}pe; € X a dané z € X

uvazujme postupnost {sn }5e; C X ciastocnych stctov prislusného Fourierovho
radu prvku z vzhladom na S (tzv. Fourierove polynémy prvku z), t.j.,

n
Sn ::chuk, n €N, (58)
k=1

kde ci, k € N, st Fourierove koeficienty prvku z v (57). Budeme skamat, kedy
limp, 00 Sn = @ v norme || - || indukovanej danym skalarnym saéinom v (48).

o
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Lema 2

Nech X je unitarny priestor so skalarnym sacinom (-,-), S = {ur}pe; C X
ortonormalny systém, x € X dany vektor, {ck}r—, odpovedajica postupnost
Jeho Fourierovych koeficientov v (57) a n € N pevny index. Potom pre kazdi

n-ticu skaldrov \1, ..., A\, € R plati nerovnost
n
e = snll < ||z = > Aeux], (59)
k=1

kde s, je n-ty Fourierov polyném prvku x definovany v (58). Obzvlast, rovnost
v (59) nastane prave vtedy ked A\, = ci pre kazdé k € {1,...,n}.

| A\

Dékaz Lemy 2.

Polozme I := || — >"}_; Ax ux||. Vyuzitim Definicie 17 a zakladnych vlastnosti
skalarneho stéinu v Definicii 11 a Poznamke 11 postupne mame

n 2 n n
m—ZAkuk (‘E)<I—Z)\kuk,z—2)\lul>
k=1 k=1 =1

1% =

=, 2) = D> N (mw)— > Ak (ks )4+ > AN (ug, w)
= Y k=1 T k=1 S

n n
¢ = ck Skl
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Dékaz Lemy 2 (pokracovanie).
(48) ) n n n )
= zl? => Na =D Awer+ DA,
=1 k=1 m=1

n n
k==
=" |z||? + Z (A2 —2X\pcp +c3) — Z lex|?
k:l_/2_/ J=il
[Ak—ckl

n

n

2

= [l2l1> = > lerl® + D A — cil®.
=1

k=1
Z tejto analyzy vyplyva, ze hodnota I, ako funkcia premennych A1,..., A\, je
minimalna prave pre volbu A, = ¢ pre kazdé k € {1,...,n}. Teda dostdvame
I>1I(ci,...,cn)=|x— chuk () |z = snll,
k=1

¢o dokazuje platnost nerovnosti (59). Dékaz je hotovy. [ |
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Poznamka 16

| A\

Vysledok Lemy 2 ukazuje, ze spomedzi vsetkych linearnych kombinacii vektorov
{u1,...,un} C S aproximuje prvok z v norme || - || najlepSie prave ciastocny
stcet s, Fourierovho radu vektora z vzhladom na systém S. Konkrétne, z dékazu
Lemy 2 pre kazda n-ticu skalarov A1, ..., A, € R vyplyva formula

n 2 n n
= Aeugl| =l =D lel® + D de — el (60)
k=1 k=1 k=1

chyba aproximacie

Désledok 3 (Besselova nerovnost)

S oznacenim a predpokladmi Lemy 2 plati pre kazdé x € X an € N identita

n
Il = > lexl? + llz = snll®. (61)
k=1

Obzvlast, plati tzv. Besselova nerovnost

n oo
> ekl < llz)|? pre kazde n €N, resp. > |ex|? < [z]®. (62)
k=1

k=1
v



Zaklady Norma

Dékaz Désledku 3.

Formula (61) ihned vyplyva z rovnosti (60) pre A, := cx, k € {0,...,n}. Kedze
|z — sa]|*> > 0 pre kazdé n € N, z (61) mame >_7_, |ck|* < ||lz]|?, n € N, &
nasledne pre n — oo implikuje Besselovu nerovnost (62). |

Poznamka 17

| A\

Vyznamnym désledkom Besselovej nerovnosti (62) je skuto¢nost, ze pre kazdy
dany ortonormalny systém S = {ux}>; C X je nekoneény rad > 7%  |ck| pre
kazdy vektor x € X konvergentny, t.j., postupnost {ck}r=, Fourierovych koefi-
cientov vektora z € X vzhladom na systém S je prvkom Hilbertovho priestoru
12 z Prikladov 10 a 11. Obzvlast, plati potom podmienka limy_ o0 ¢x = O.

-

Dosledok 4 (Parsevalova rovnost)

S oznacenim a predpokladmi Lemy 2 plati pre x € X tzv. Parsevalova rovnost

oo

D lewl® = llzl? (63)

k=1

prave vtedy, Fourierov rad Y 77 cxup = x v norme || - ||, tj., limp o0 5n = .
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Dékaz Désledku 4.

Uvedena ekvivalencia bezprostredne vyplyva z formuly (61) pre n — co. |

Veta 15

Nech X je unitarny priestor so skalarnym sicinom (-,-) a S = {ur}pe; € X
ortonormalny systém. Potom S je uzavrety vzhladom na X v zmysle Defini-
cie 15(ii) prave vtedy, ked kazdy prvok = € X splia Parsevalovu rovnost (63)

vzhladom na systém S.
- o

Dokaz Vety 15.

Predpokladajme, ze systém S je uzavrety vzhladom na X a nech z € X je
[ubovolny vektor. V sulade s Definiciou 15(ii) potom pre kazdé £ > 0

Ne

a:—Z)\kuk

k=1

existuje index ne € N a skalary A1,..., An. € R tak, ze <e.

Nech {ck}32, je postupnost Fourierovych koeficientov prvku z vzhladom na
systém S. Zvolme nejaké € > 0. Vyuzitim formuly (60) postupne dostadvame

-
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Dokaz Vety 15 (pokracovanie).

ne 2 e e oo
g Muk| + 2l =D e —elP <+ el (64)
k=1 k=1 k=1 k=1

kedze podla Poznamky 17 nekone¢ny rad > 3, |cx|> konverguje. Nerovnost
(64) zrejme plati pre kazdé € > 0, a tak nutne ||z]|*> < Y32, |ex|®. Na druhej
strane, z Ddsledku 3 vieme, ze vektor z splia Besselovu nerovnost (62), t.j.,
>ore, lex* < ||z||>. Prvok z teda splha Parsevalovu rovnost (63) vzhladom na
systém S. Naopak, nech kazdy vektor z € X vyhovuje Parsevalovej rovnosti
vzhladom na systém S, t.j., plati 332 | |cx|® = ||z||?, kde {cx }7Z1 je odpoveda-
jlica postupnost Fourierovych koeficientov prvku = vzhladom na S. Potom podla
Désledku 4 pre kazdé © € X mame z = lim,— oo Sn, kde s,, n € N, je n-ty
Fourierov polyném v (58). Obzvlast, to znamena, ze Lin S = X, a tak v zhode

s Definiciou 15(ii) je systém S uzavrety vzhladom na priestor X. [ |
w

2 &)

Poznamka 18

Z Vety 14 vieme, ze kazdy separabilny unitarny priestor X ma ortonormalnu ba-
zu, t.j., uzavrety ortonormalny systém. Podla Vety 15 teda v takomto priestore
X existuje ortonormalny systém, vzhladom na ktory kazdé x € X splia (63).
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Rieszova—Fischerova veta

Poznamka 19

Nech X je unitarny priestore so skalarnym sacinom (-,-) a S = {ux}pe; € X
je ortonormalny systém. V predchadzajicej sekcii sme ukazali, ze pre kazdy
prvok z € X postupnost {ck}72; jeho Fourierovych koeficientov v (57) patri
do priestoru 1? (Poznamka 17). Okrem toho sme v Désledku 4 podali nutnt a
postacujiacu podmienku na to, aby pre dany vektor z € X prislusny Fourierov rad
> heq Ck ur konvergoval k & v norme priestoru X. Konkrétne, plati ekvivalencia

n

I—chuk

k=1

o0
=0 <= rad Z |cx|? konverguje so stctom ||z||%.
k=1

lim
n—r oo

Tieto poznatky teraz rozsirime. Dokazeme, Ze pre dany ortonormalny systém S
jediné rady typu > 7>, Ax uk, ktoré konverguji v X, st Fourierove rady. Dalej
ukazeme, ze v pripade Hilbertovho priestoru, t.j., Gplného unitarneho priestoru,
@ kazda postupnost {\z}72; z priestoru [? je postupnost Fourierovych koefi-
cientov nejakého prvku z € X vzhladom na S;

@ kazdy Fourierov rad 72 | cx ux konverguje v priestore X.

Tieto vysledky st obsiahnuté vo Vete 17 v nasledujicom vyklade.
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Lema 3

Nech X je unitarny priestor so skalarnym sacinom (-,-) a S = {ux}iz; C X

je ortonormalny systém. Nech {\r};2, je postupnost realnych Cisiel s vlast-
nostou, Ze rad Y 7° | A\ ur je konvergentny v priestore X so sictom x. Potom
> ey Ak uk je Fourierov rad prvku x vzhladom na systém S, t.j., ¢isla A, k € N
st Fourierove koeficienty vektora x definované v (57).

Dékaz Lemy 3

>
| A\

V zhode s predpokladmi plati z =

= limn oo ) g Ak Uk VyuZijic spojitost
skalarneho sacinu (-, -) podla Vety 9, pre kazdy dany index m € N potom mame

() um) = <nhﬁmoo <Z Ak uk> > = lim_ < <Z Ak uk> : um>
k=1

= lim > A (U, um) = m Ay = A,
n— o0 k*l w_/ n— o0
- Skm

¢o so zretelom na (57) dokazuje tvrdenie.
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Veta 16 (Rieszova-Fischerova)

Nech X je Hilbertov priestor so skalarnym sacinom (-,-) a S = {ur}pe:1 C X je
ortonormalny systém. Nech {\x}32 1 je [ubovolna postupnost z priestoru 12, t.j.,
rad >°7° | |\i|? konverguje. Potom rad 3"7° | A, uy je konvergentny v priestore
X, tj., existuje vektor x € X taky, ze Y oo, Apur = x v norme X. Naviac,
Cisla A\, k € N, st Fourierove koeficienty prvku x vzhladom na systém S.

Dékaz Vety 16

Nech {\x}2Z; je dané ako v predpokladoch vety a uvazujme postupnost {zn }5>1
prvkov priestoru X definovant z, := > 7 _; A ur, n € N. Ukazeme, ze postup-
nost {z,} je cauchyovska v norme || - || priestoru X. Pre n > m mame

>
| A\

2

Z >\k UL

k=m-+1

n

= Z Ak A uk,ul> > P (65)

k,l=m+1 5 k=m+1

2
lzn = @m | =

m 2
E Apug|| =
k=1
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Dékaz Vety 16 (pokracovanie).

V zhode s predpokladmi nekonecny rad >~/° | [Ak|? konverguje, a preto podla
Cauchyho—Bolzanovho kritéria plati

n
pre kazdé € > 0 existuje ng € N tak, ze pre kazdé n > m > ng plati Z \)\k|2 < e?
k=m+1
So zretelom na identitu (65) je vSak tento vyrok ekvivalentny s relaciou

pre kazdé € > 0 existuje ng € N tak, ze pre kazdé n > m > ng plati ||:cn = :cm“ < e.

Teda skutocne postupnost {z,} je cauchyovska v norme || - ||. A kedZze priestor
X je v sulade s Definiciou 12 Gplny, postupnost {zr } je nasledne i konvergentna
v priestore X, t.j., existuje z € X tak, ze lim, o, ©» = x. Inak povedané, rad
> e Ak ukp = x v norme priestoru X . Skutoénost, Ze sa jedna o Fourierov rad
prvku = vzhladom na systém S, vyplyva z Lemy 3. Dékaz je kompletny. I/

Poznamka 20

Poznamenajme, ze podla Désledku 4 limitny vektor x splha Parsevalovu rovnost
(63), t.i., plati 357, [As[? = |||

o



Zaklady Norma

Désledok 5

Nech X je Hilbertov priestor so skalarnym sacinom (-,-) a S = {ur}p=; C X je
ortonormalny systém. Nech {\.}3>, je nejaka postupnost realnych Cisiel. Potom
rad > 72 | A ur konverguje v priestore X prave vtedy, ked' éisla Ax, k € N, st
Fourierove koeficienty vhodného prvku x € X vzhladom na systém S.

Dékaz Désledku 5.

Smer “=" je obsahom Lemy 3. Platnost implikacie “<" je désledkom Rieszovej—
Fischerovej vety 16. Konkrétne, ak \i, k € N, st Fourierove koeficienty prvku
z € X, potom podla Poznamky 17 je &iselny rad Y 7% | |Ax|® konvergentny, a
teda postupnost {\;}22, € [2. To nasledne podla Rieszovej—Fischerovej vety 16

dokazuje konvergenciu radu >, | Ax ux v norme priestoru X. [ |
. w

Poznamka 21

Je nutné zdéraznit, ze v pripade viseobecného spoéitatelného ortonormalneho
systému S v Hilbertovom priestore X nie je vektor x € X v Désledku 5 pre dana
postupnost {\;}7>; uréeny jednoznacne. Na druhej strane, v stlade s Lemou 3
prave jeden z takychto vektorov je suctom radu »_ 72, Ak ux v priestore X.

-
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Veta 17 (Zhrnutie a doplnenie)

Nech X je Hilbertov priestor so skalarnym sacinom (-,-) a S = {ur}pe; C X
Je ortonormalny systém. Nech {\;}32, je nejaka postupnost realnych Cisiel.
Nasledujice tvrdenia si ekvivalentné.

(i) Postupnost {\;}32; je prvkom priestoru I>.
(1) Rad >, Ak ur konverguje v priestore X.
(iii) Existuje vektor x € X s vlastnostou, ze Cisla Ay, k € N, si jeho Fourierove
koeficienty vzhladom na systém S.
Naviac v pripade, ak systém S je iplny vzhladom na X, je vektor x z ¢asti (iii)
uréeny jednoznacne a plati y p- | A\x uxr = « v norme priestoru X.

i

Dékaz Vety 17.

Implikacia “(i) = (ii)" vyplyva z Rieszovej—Fischerovej vety 16, ekvivalencia tvr-
deni (ii) a (iii) je obsahom Désledku 5, a napokon platnost implikacie “(iii) =
(i)" je komentovana v Poznamke 17. Staci teda dokazat jednoznaénost vektora
x z Casti (iii) v pripade aplného systému ortonormalneho S. Nech y € X je dalsi
prvok, ktory ma za svoje Fourierove koeficienty Cisla g, k € N, t.j., podla (57)

(z, ug) = A\p = (y, ug) pre kazdé k € N.
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Doékaz Vety 17 (pokracovanie).

Potom (x —y, ux) = 0 pre kazdé k € N a vdaka aplnosti systému S = {ux }72;
podla Definicie 15(i) dostavame rovnost z = y. Napokon, v silade s Poznam-
kou 21 dany jediny vektor = nutne splna Y 2, A\x ur = . [ |

Definicia 18 (Ortogonalny doplnok uzavretého podpriestoru)

Nech X je unitarny priestor so skalarnym sacinom (-,-) a A C X (uzavrety)
podpriestor. Mnozinu A definovana

At ={z e X, (z,y) =0 pre kazdé y € A} (66)

nazyvame ortogonalny doplnok podpriestoru A v unitarnom priestore X.

Poznamka 22

Zrejme pre kazdy podpriestor A C X je ortogonalny doplnok A* z Defini-
cie 18 (uzavretym) podpriestorom v X a plati A C (AL)l. Je nutné zdéraznit,
Ze v pripade vseobecného unitarneho priestoru nemusi posledna inklazia nutne
prechadzat na rovnost. Ak vsak X je Hilbertov priestor, potom vzdy A = (AL)l,
ako dokazeme v Désledku 6. Dodajme, ze pre kazdy unitarny priestor X platia

rovnosti X+ = {0} a {0} = X.

>
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| A

Nech X je Hilbertov priestor so skalarnym sicinom (-,-). Potom [ubovolny
ortonormalny systém S C X je uzavrety v X prave vtedy, ked je aplny v X.

Daokaz Vety 18.

Nech ortonormalny systém S je uzavrety vzhl[adom na X a nech vektor z €

X splha (u, ) = 0 pre kazdé u € S. V sulade s Definiciou 15(ii) existuje

postupnost {z }n=; C Lin S taka, ze limn— oo T = z v norme || - ||. Potom ale
nutne plati (z,, ) = 0 pre kazdé n € N, a nasledne

(48)

|| "=

(z, z) = < lim n, x> V29 Jim (zn, z) = lim 0=0,
n— oo n—oo n—oo

t.j., vektor z = 0. Podla Definicie 15(i) je teda systém S Gplny. Naopak, nech
systém S je Gplny vzhladom na X a zvolme lubovolny vektor z € (Lin S)l.
Nakolko S C Lin S, podla Definicie 18 plati (z, u) = 0 pre kazdé u € S.
Vdaka aplnosti systému S je potom z = 0, v stlade s Definiciou 15(i). Takze

podpriestor (Lin S)l = {0}, a nasledne podla Poznamky 22 mame

s = ([Cms)") " = (o' = x.

V zhode s Definiciou 15(ii) je teda systém S uzavrety a dbkaz je hotovy. ]

i
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Poznamka 23

Tvrdenie Vety 18 je s ohladom na Definiciu 16 ekvivalentné s vyrokom, ze v
Hilbertovom priestore X je nejaky ortonormalny systém S aplny prave vtedy,
ked je ortonormalnou bazou priestoru X. Obzvlast, nie je tazké si premysliet, ze
ak S je nanajvys spocitatelny, je priestor X v tomto pripade nutne separabilny.
Na druhej strane, kazdy separabilny Hilbertov priestor ma nanajvys spocitatelni
ortonormalnu bazu (kombinacia Viet 13 a 14). Vo svetle vysledkov Vety 17
potom dostdvame nasledujiice pozorovanie. Nech X je separabilny Hilbertov
priestor so skalarnym saéinom (-, ) a S = {ur}z2; € X je nejaka jeho ortonor-
malna baza. Potom kazdy vektor z € X mozno jednoznacne vyjadrit v tvare

W= Z ckug, kde cp = (z, ug) pre kazdé k € N. (67)
k=1

Naviac, postupnost {cx}7>; je prvkom priestoru I* a plati

ol = T3 lewl?. |

Poznamka 24

Dopliime, Ze vsetky prezentované vysledky tykajice sa Fourierovych radov platia
pre lubovolné, t.j., i pre nespocitatelné ortonormalne systémy S.
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Separabilny Hilbertov priestor

Veta 19 (O izomorfizme)

Kazdé dva separabilné Hilbertove priestory s nekonecnou dimenziou st izomet-
ricky izomorfné. Naviac, kazdy nekonecnorozmerny separabilny Hilbertov priestor
je izometricky izomorfny s priestorom [2.

Dékaz Vety 19.

Je zrejmé, Ze stadi dokazat druhd Cast tvrdenia. Nech H je [ubovolny
nekoneénorozmerny separabilny Hilbertov priestor so skalarnym sacinom (,-)
a S = {ur}zz: je v zhode s Poznamkou 23 nejaka jeho ortonormalna baza.
Vyuzitim Vety 17 mézeme [ahko overit, Ze priradenie ¥ definované

| A\

pre kazdé x € H je ¥(z) = {ck }jeq, kde cx = (z, uy) pre kazdé k € N, (68)

je bijektivne zobrazenie medzi prvkami priestorov H a I2. Okrem toho, pre kazdii
dvojicu vektorov x,y € H a kazdy skalar A € R plati

68 68
Uz +y) LD (@ 4y, w2y = (@ w) + (0, )}, D ) + v ),

vz) B (O, w2, = e w1, @ Au(a),

A\
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Dokaz Vety 19 (pokracovanie).

a tak zobrazenie U je linedrne. Napokon ukazeme, ze W zachovava skalarny
sacin. Nech z,y € H sa [ubovolné vektory a {cx}52 1, {dx}72, € [? prislusné
postupnosti ich Fourierovych koeficientov v (57) vzhladom na systém S. V
stlade s (67) a (68) potom plati

oo n oo n
x:;ckuk:nlgmw;ckuk, y:}Cdeuk:nlew]Cdeuk. (69)
-1 -1 =9 il

Vyuzitim vlastnosti skalarneho stcinu v Definicii 11 a Vete 9 postupne mame

o n ) n
(z, y) @ <<nhj;0k2 Ck “k) ; y> = lim < <I€Z Ck “k) ; y>
=i =1

i n 69 ) n o0
= lim Z cx, (up, ) ‘@ Jlim Z cpdy = Z ck dy,
k=1 k=1 k=1
(42) o o (68)

=" ({entpzr, {detpzi iz =" (¥(2), ¥(y) )2,

kde (-,-);2 je skalarny sucin v priestore I zavedeny v Priklade 10. Zobrazenie ¥
je teda v zhode s Definiciou 13 izometricky izomorfizmus priestorov H a 2. W

o
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Lema 4

Nech (M, p) je separabilny metricky priestor a N C M podmnozina. Potom
(N, p) je tiez separabilny metricky priestor.

| A\

Poznamka 25

Z Poznamky 14, Vety 19 a Lemy 4 vyplyva, ze kazdy (uzavrety) podpriestor N
[ubovol'ného separabilného Hilbertovho priestoru H je bud Hilbertov priestor
konecénej dimenzie (izometricky izomorfny s euklidovskym priestorom E™ pre
vhodné n € N) alebo nekone€norozmerny separabilny Hilbertov priestor (izomet-
ricky izomorfny s priestorom i?). Naviac, v podpriestore N je mozné vzdy vybrat
ortonormalny systém S = {ur}7-,, kde m € NU {oo}, tak, aby Lin S = N.

\

Priklad 13

Poznamenajme, Ze okrem unitarneho priestoru I* je dalsou realizaciou sepa-
rabilného Hilbertovho priestoru s nekonecnou dimenziou Gplny obal unitarneho
priestoru (C[—m, 7], {:,)) prezentovaného v Priklade 12.

A\



Zaklady Norma Sacin Hilbert

Veta o projekcii do uzavretého podpriestoru

Veta 20 (O projekcii do uzavretého podpriestoru)

Nech H je Hilbertov priestor so skalarnym sicinom (-,-) a A C H (uzavrety)

podpriestor. Potom kazdé x € H sa da jednoznacne vyjadrit v tvare x = y + z,

kdey € A a z € AL, Vektor y sa nazyva projekcia prvku @ do podpriestoru A.
i

Dakaz Vety 20.

Dokazeme najprv existenciu daného rozkladu pre kazdy prvok z € H. Ak = € A,
potom staéi vziat y = x a z = 0. Predpokladajme preto, ze vektor x € H
nie je prvkom uzavretého podpriestoru A, t.j., vzdialenost d := p(z, A) > 0.
Pripomenme, ze metrika p na H je indukovana normou || - || danou skalarnym
stcinom (-, -) podla (3) a (48). Obzvlast, plati

0<d<|jz—ul| prekazdéu € A. (70)
Naviac, existuje postupnost {yx}7eq C A s vlastnostou

lim o — yell = lim (o, yy) = d. (71)

k— oo k— o0

Ukazeme, ze postupnost {yx}z>; je cauchyovska. Vyuzitim rovnobeznikového
pravidla (50) pre kazdé dva indexy m,n € N postupne mame

.



Zaklady Norma Sacin Hilbert

Dokaz Vety 20 (pokracovanie).

lyn —ymll* = ll(@ = ym) — (& = yn)II®

(50)

= 2|z = ymll® + 2z — ynl? = 122 — yn — ym|?

2

=2z — ym|? +2|lz — ynl* — 4 (72)

1
-'E_E(yn"l‘ym)

Nakol'ko vektor u := 1 (yn + ym) je zrejme prvkom podpriestoru A, podla (70)
plati d < ||z — ul|, a tak pomocou (72) dostavame nerovnost

lyn = ymll* < 2|jz = ymll* + 2 [lz — yn | — 44> (73)

A kedze z (71) vieme, Ze limm— oo | — Ym|| = d = limp— 0 ||z — ynl|, ziskana
nerovnost (73) implikuje relaciu

lyn — ym|| = 0 pre min{m,n} — oo. (74)

Teda postupnost {yx } 7>, je skutocne cauchyovska a vd'aka aplnosti priestoru H i
konvergentna v H. Oznaéme y := limy_, o yx. KedZe podpriestor A je uzavrety,
vektor y € A. Naviac, vyuzijuc spojitost normy || - || v stlade s Vetou 2, z relacie
(71) vyplyva rovnost ||z — y|| = d. Polozme z := z — y. Ukazeme, ze vektor z
je prvkom ortogonalneho doplnku AL, t.j., v zhode s (66) splia (z, u) = 0 pre
kazdé u € A. Zvolme nejaky vektor u € A. Potom pre kazdy skalar t € R je

o
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|
(

Déokaz Vety 20 (pokracovanie)

z+tu=z—y+tu=x— (y—tu), atak podla (70) plati ||z + tul| > d.
—
cA
Nasledne, vyuzitim formuly (48) a zakladnych vlastnosti skalarneho sa€inu mame

d? < ||z + tul? @) (z + tu, z + tu) = (z, 2) + 2t (2, u) + t*(u, u)

O 12112 + 2 |ull? + 2¢ (2, w), a tak £2[|ul|? + 2¢ (z, u) > O pre kazdé ¢ € R.
——

d2

Nie je tazké si premysliet, ze posledna nerovnost méze byt splnena pre kazdé
t € R jedine vtedy, ked (z, u) = 0. Preto z € A, a tak plati rozklad = = y + 2.
Zostava dokazat jednoznacnost tohto rozkladu. Ak §j € A a Z € At je ina
dvojica vekorov splhajica x = § + Z, potom plati y + z = § + Z, a nasledne

— 3 = Z— z. Aviak vektor y — § € A a vektor Z — z € A, takze podla
Def|n|C|e 18 mame

|2 (48)

lly — gl W=9,y—9)=(2—2y—9) =0,

a tak § = v, a nasledne i Z = 2. Dékaz je teraz kompletny. ]
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Poznamka 26

Je potrebné zdéraznit, ze Veta 20 o projekcii do uzavretého podpriestoru plati
pre [ubovolny Hilbertov priestor H, Specialne teda i pre neseparabilné priestory.
Poznamenajme, ze vysledok Vety 20 mozno ekvivalentne vyjadrit v tvare

H=A@A*L, (75)

kde symbol @ reprezentuje tzv. direktny (priamy) siicet podpriestorov A a A*.

A\

Désledok 6

Nech H je Hilbertov priestor so skaldrnym sicinom (-,-) a A C H (uzavrety)
1

podpriestor. Potom plati rovnost A = (A™)

Dékaz Désledku 6.

| \

V stlade s Poznamkou 22 zrejme staci dokazat inklaziu (Al)L C A. Nech
T € (AJ‘)J' je lubovolny vektor. Z Vety 20 vieme, ze existuji vektory y € A a
z € At svlastnostou z = y+2z. Obzvlast, podla (66) mame (z, z) = 0 = (y, 2),
a tak ||z]|*> = (z, z) = 0, o znamena, ze vektor z = 0. Preto x =y € A. [ |

A\
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Désledok 7

Nech H je separabilny Hilbertov priestor a S C H je lubovolny ortonormalny
systém. Potom je mozné systém S rozsirit na ortonormalnu bazu priestoru H .

Dékaz Dasledku 7.

Z Vety 13 vyplyva, ze systém S je nanajvys spocitatelny, t.j., S = {ur}ie,,
kde m € NU {co}. Oznaéme A := LinS. Potom zrejme A C H je (uzavrety)
podpriestor Hilbertovho priestoru H a podla (75) plati rovnost H = A @ A+,
Dalej, vdaka Poznamke 25 vieme, ze v (uzavretom) podpriestore A existuje
nanajvys spocitatelny ortonormalny systém T = {vi}}_;, kde n € NU {oo} s
vlastnostou LinT = A*. Nie je tazké si premysliet, ze v stlade s Definiciou 15(i)
potom S U T predstavuje Gplny ortonormalny systém v H. Napokon, podla
Vety 18 je systém S UT uzavrety vzhladom na H, a tak v zhode s Definiciou 16
tvori ortonormalnu bazu priestoru H. Dékaz je hotovy. |

| A\

\

Poznamka 27

Poznamenajme, ze Dosledok 7 plati i pre neseparabilny Hilbertov priestor.

A\
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