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Metrika Mnoziny < ergencia Zobrazenia

Uplnost Kompaktnost

Metrika a priklady metrickych priestorov

Definicia 1 (Metricky priestor)

Nech M je neprazdna mnozina a p : M X M — [0,00) zobrazenie, ktoré pre
kazda trojicu prvkov x,y,z € M splha podmienky

M1 p(z,y) = 0 prave vtedy, ked z = y (axiéma totoznosti),
M2 p(z,y) = p(y,z) (axiéma symetrie),
M3 p(z,y) < p(z,2) + p(z,y) (trojuholnikova nerovnost).

Zobrazenie p sa nazyva metrika na mnozine M a dvojicu (M, p) oznaujeme ako
metricky priestor. Pre dané x,y € M sa &islo p(x,y) nazyva vzdialenost prvkov

x,y v metrickom priestore (M, p).
w

Priklad 1 (Diskrétny metricky priestor)

Na kazdej mnozine M # () je mozné zaviest tzv. diskrétnu metriku pp predpisom
C T ®
pp(T,y) == 1

v 1, z#uy.

Dvojica (M, pp) sa potom oznacuje ako diskrétny (trivialny) metricky priestor.
o




Metrika Mnoziny Konvergencia Zobrazenia Uplnost Kompaktnost

Priklad 2

|

Pre dané n € N nech M := R™ a nech p € [1, c0) je pevné realne Cislo. Funkcia

1
pp(T,y) : (Zwk—yklp> , @i=(%1,...,2n), Y= (y1,...,¥n) ER", (2)

je potom metrikou na mnozine M a dvojica (M, p,) metricky priestor. Obzvlast,
pre p = 1 sa metrika p1 v (2) oznacuje ako suctova, t.j.,

n

p1(@y) =D |k —ukl, z:=(x1,...,%n), y:=(y1,...,yn) ER".  (3)
k=1

V pripade p = 2 dostavame tzv. euklidovski metriku po, t.j.,

n
> ek — ykl?,
k=1

Metricky priestor (M, p2) nazyvame euklidovsky priestor a oznacujeme ho E".
Dalsou délezitou metrikou na mnozine M je tzv. maximalna metrika poo defino-
vana predpisom

p2(z,y) = =(z1,...,2n), ¥:=Y1,...,yn) ER", (4)

— — — n
poo(z,y) = TS lzx —yxl, 2= (z1,...,2n), y:=(Y1,...,yn) ER™.  (5)

i
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Priklad 2

Poznamenajme, Ze v pripade n = 1 vietky metriky p,(z,9), p € [1,00), a poo
splyvaja, pricom pre kazdé x,y € R plati
Pp(®,Y) = poo(®,y) = |z =y, (6)

ako sa mozno pomocou (2) a (5) lahko presvedcit. Pre n = 2 sa o suctovej
metrike p1 v (3) niekedy hovori aj ako o taxikarskej metrike. Na mnozine M = R?
sa zavadza i tzv. hviezdicova metrika p* dana

Valtad+ i +u3,  akbody z = [w1, ), y = [y,u0)
lezia na réznych polpriamkach

* —
P(@y) = vychadzajtcich z bodu [0, 0]

V(1 —y1)2 + (w2 —y2)2, v opacnom pripade.

N ET

| A

Pre dané realne &islo p € [1, c0) uvazujme nasledujocu mnozinu

M := {x—{rk}zol CR, Z|rkp<oo}, ()

k=1

t.j., mnozinu realnych postupnosti {x}, pre ktoré je rad >_ |xx|? konvergentny.
i
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Kompaktnost

Priklad 3

Zobrazenie p? : M x M — [0, 00) definované predpisom

PP (z,y) = (Z Ik—yk|p>p7 v ={zx}, y={uk} € M, (8)
k=1

je potom metrikou na mnozine M. Metricky priestor (M, p?) sa Standardne
oznacuje symbolom [P. Popri M v (7) maji vyznamné postavenie i mnoziny

N :={z ={zr}z=; CR, {x} jeohranicena}, 9)

N :={z = {2,}%2, CR, {x}} konverguje}, (10)

No == {:c ={zx}2, CR, lim z = 0} , (11)
k—o0

na ktorych je mozné zaviest metriku p tvaru

p(x,y) =zu§\xk—yk|7 z={zr}, y={yr} (12)
=

Pre odpovedajice metrické priestory (IV,p), (IV,p) a (No,p) sa v literatare
postupne pouziva oznacenie [°°, ¢ a co.

o
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Priklad 4

Nech I je nedegenerovany realny interval. Symbolom B(I) budeme oznaco-
vat mnozinu v3etkych realnych (komplexnych) funkcii, ktoré st ohrani€ené na I
(pouziva sa tiez oznacenie B(I,R), resp. B(I,C)). Zobrazenie pp definované

pB(f,9) = sup |f(z) —g(=@)|, f g€ BI), (13)

je metrika na mnozine B(I), ako sa mozno lahko presved¢it. V pripade uza-
vretého intervalu I, t.j., I = [a,b] pre nejaké a,b € R, a < b, oznaCme vyrazom
Cla,b] mnozinu vsetkych realnych (komplexnych) funkcii, ktoré su spojité na
[a,b]. Na tejto mnozine je mozné uvazovat dve metriky pc a pr s predpismi

pc(f,g) = Er |f(z) — g(z)], (14)
b
p1(5,9) = [ 1@ - 9@ d, (15)

pre kazdé f,g € Cla,b]. Metrika pc sa Standardne oznauje pojmom metrika
rovnomernej konvergencie, kym pre metriku pr sa pouziva privlastok integralna.
o
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Priklad 5

Nech S je lubovolna koneéna neprazdna mnozina. Nech M := P(S), kde P(S5)
je mnozina vsetkych podmnozin mnoziny S (potenénd mnozina mnoziny S).
Zobrazenie p : M x M — Ny definované predpisom

p(A,B) :=|AAB|, A BeM, (16)

potom predstavuje metriku na mnozine M. Pripomenme, ze symbol A oznacuje
symetricky rozdiel mnozin, t.j.,

AAB:=(AUB)\ (ANB) = (A\ B)U(B\ A), (17)
kym | - | predstavuje mohutnost danej mnoziny, v nasom pripade pocet prvkov.
Overit prvé dve axiémy v Definicii 1 nie je tazké. Skutocnost, ze p(A, B) = 0 pre
nejaké A, B € M, podla (16) znamena, Ze mnozina A A B je prazdna. Pomocou
rovnosti v (17) dostavame, ze obidve mnoziny A\ B a B\ A sa prazdne, ¢o

implikuje relacie A C B a B C A. Nutne teda plati A = B. Symetrickost
funkcie p je evidentna. Platnost axiomy M3 v Definicii 1 vyplyva z inklazie

AABC(AAC)U(CAB), A,B,C€eM, (18)

ktor mozno pomerne lahko dokazat napriklad pomocou vhodného nakresu.
Vyuzitim (18) a faktu, ze mnozina S je koneéna, potom dostavame

i
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Priklad 5

(18)
p(4,8)© 14aB| < |(AAC)U(CAB) <|(AAC) +[(CAB)|

(8 )(A4,C) + p(C, B) pre kazdé A, B,C € M,

o je pozadovana trojuholnikova nerovnost. Poznamenajme, ze namiesto metriky
p zavedenej v (16) sa EastejSie pouziva tzv. Jaccardova metrika ¢ dana
_JAAB
" JAUB|’

5(A, B) : A,B € M. (19)

Metrika § v (19) ma okrem inych aplikacii uplatnenie v Statistike a botanike.

Poznamka 1

| A\

Ak axiému M1 v Definicii 1 metrického priestoru nahradime slabsou podmienkou
ak z = Y, potom p(xvy) = 07

potom zobrazenie p sa nazyva pseudometrika a dvojica (M, p) pseudometricky
priestor. Jedna sa zrejme o slab3iu struktaru nez je metricky priestor. Obzvlast,
v tomto pripade méze p(z,y) = 0 i pre rozne prvky z,y € M. Prikladom

pseudometrického priestoru je mnozina Cla, b] z Prikladu 4 so pseudometrikou
w
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p(f,9) =1f(a) —g(a@)l, f,g €Cla,b]. (20)

Naopak, ak trojuholnikovi nerovnost v M3 zamenime za silnejsiu poziadavku
p(z,y) < max{p(z, 2), p(2,9)}, (21)

dostavame tzv. ultrametriku, resp. supermetriku p a ultrametricky, resp, su-
permetricky priestor (M, p). Je zrejmé, Ze posledna nerovnost priamo implikuje
axiému M3 v Definicii 1, a preto ultrametricky priestor je Specialnym pripadom
metrického priestoru. Kazdy diskrétny metricky priestor z Prikladu 1 je ultra-
metrickym priestorom, nakolko diskrétna metrika pp definovana v (1) je v sku-

to€nosti ultrametrika, ako sa mozno lahko presvedcit.
. ot

Definicia 2 (Vnorenie metrickych priestorov)

Nech (M, p) a (N, o) st dva metrické priestory spliajtce
NCM a o(x,y) = p(x,y) pre kazdé z,y € N. (22)

Potom povieme, ze metricky priestor (IV, o) je vnoreny do metrického priestoru
(M, p) a metrika p indukuje metriku o. Metricky priestor (N, o) s vlastnostami
v (22) sa oznacuje ako podpriestor metrického priestoru (M, p).

>
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Priklad 6

|

V salade s Prikladom 4 je metricky priestor (C|a, b], pc’) vnoreny do metrického
priestoru (Bla,b], pr). Vyplyva to z dvoch Weierstrassovych viet o realnych
funkciach spojitych na uzavretom intervale [a,b]. Konkrétne, na zaklade prvej
Weierstrassovej vety mame inklaziu Cla, b] C Bla, b], kym druha Weierstrassova
veta spolu s (13) a (14) zaru€uje rovnost

pi(f,9) 2 sup| 1) — g(a)| = max |£(@) ~ 9(@)) 2 pc(f,0)

pre kazdé f, g € C[a,b]. Podla Definicie 2 teda plati vyrok v Gvode prikladu.

Priklad 7

\
| A

Metrika po v euklidovskom priestore E? predstavenom v Priklade 2 indukuje na
jednotkovej gulovej ploche M := S3([0,0,0],1) C R* metriku &, t.j., podla (4)

o(x,y) = p2(z,y) = @ \/(931 —y1)? + (z2 — y2)? + (z3 — y3)?

pre kazdé dva body z = [z1,22,23] a y = [y1,Yy2,y3] mnoziny M. Metricky
priestor (M, o) je teda vnoreny do euklidovského priestoru E3. Poznamenajme, ze
indukovana metrika o prakticky odpoveda prekopaniu najkratsieho tunela medzi
bodmi na gulovej ploche M.

o



Metrika Mnoziny <onvergencia Zobrazenia Uplnost Kompaktnost

Definicia 3 (Vzdialenost a priemer mnozin)

Nech (M, p) je metricky priestor a A, B C M si neprazdne mnoziny. Definujme
p(A, B) := inf{p(z,y), = € A, y € B}, (23)

d(A) = sup{p(z,y), =,y € A}. (24)

Cislo p(A, B) sa nazyva vzdialenost mnozin A a B v metrickom priestore (M, p),

kym objekt d(A) ozna€ujeme ako priemer mnoziny A v (M, p). Obzvlast, ak

d(A) < oo, hovorime, Ze mnozina A je ohranicena v metrickom priestore (M, p).
i

Priklad 8

Uréme vzdialenost bodu A = [3,0] od mnoziny B C R? danej

Bi={@y R y2 /ial'} (25)

v euklidovskom priestore E?. Kedze metrika p2 v (4) reprezentuje klasicki ge-
ometricki vzdialenost bodov v rovine, v siilade s (23) v Definicii 3 a grafickym
znazornenim mnoziny B v (25) a bodu A stadi zistit vzdialenost bodu A od
krivky y = +/|z|3. Hladame teda infimum funkcie f : R — R s predpisom
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Priklad 8

F@) = \/(:c— %)2+ (\/@—0)2 _ \/(x— %)2+ o3, zE€R.  (26)

Funkcia f v (26) ma derivaciu f’ na celom R, pricom plati

2243221

b 2 07
2/(z~3)*+lzf® ’
f(x) = (27)
20—3z2—1

N i o TS
2¢/(2=5)"+l=I®

ako sa mozno [ahko presvedéit. A kedZe lim|;_,o f(z) = oo, z diferencial-
neho poctu realnych funkcii jednej realnej premennej vieme, ze hladané infimum
funkcie f na R je dokonca minimum a nadobida sa v jednom zo stacionarnych
bodov funkcie f. V salade s (27) ma rovnica f'(z) = 0 prave jeden korei = = 3.
Absolatne minimum funkcie f, a teda i hladana vzdialenost bodu A od mnozZiny

B, potom je p2(A,B) = f (3) = /155
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|

Priklad 9

N&jdime priemer mnoziny A := {f.(z) = 2", z € [0,1], n € N} C ([0, 1]
vzhladom na metriku rovnomernej konvergencie pc. Ukazeme, ze d(A) = 1.
Podl'a vhodného obrazka lahko zistime, ze pre lubovolné dve funkcie f,, fm € A
je |fn(z) — fm(x)] < 1 pre kazdé z € [0,1]. Podla (14) potom pc(fn, fm) < 1,
¢o nasledne v salade s (24) implikuje nerovnost d(A4) < 1. Pre n > 2 teraz
stanovime vzdialenost funkcii f1 a fn v metrickom priestore (C[0, 1], pc), t.j.,

(14) B

pc(fi, fn) = Irg[gﬁ]\fl( z) = fn(@)| = e |z —a™]. (28)

Nakolko  — 2™ > 0 pre kazdé z € [0,1], hladame globalne maximum vyrazu
z—x™ na intervale [0, 1]. Standardnymi metédami matematickej analyzy zistime,

1 .
Ze toto maximum sa nadobtda pre z = (1) "7 a tak podla (28) dostavame

pG(fir fn) = (1)_ - (1)_ prekazde n €N\ {1}.  (29)

Podla (24) v Definicii 3 je vsak hladany priemer d(A) > pc(fi, fn) pre kazdé
n > 2. Limitovanim tejto nerovnosti pre n — oo napokon dostavame

d(A) > tim po(fi fa) = lim {(1) i (1)} —1, atakd(4)=1.

n n
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Priklad 10

Stanovme priemer realnej osi R v metrickom priestore (R, p) s metrikou p tvaru

lz =yl
r,y):=—"— x,y €ER 30
p(z,y) T— y (30)
Najprv overime, ze zobrazenie p definované v (30) je skutoéne metrikou na
mnozine R. Platnost axiém M1 a M2 v Definicii 1 je zrejma, staci sa preto
zamerat na dokazanie trojuholnikovej nerovnosti pre zobrazenie p. Funkcia

o(t) : :

t
= =1-— te[0,00), 31
1+t 1+t [0, 00) (31)

je ocividne rastica na intervale [0, 00). A kedZe pre kazdé a, b € R plati klasicka
trojuholnikova nerovnost |a + b| < |a| + |b|, postupne dostavame

|a + ] la| + o] |a || |a] |o]
< = + < + - (32)
L+ja+b = 1+al+[b]  1+al+[b]  1+[a|+ o] = 1+]a] 1+ b
N——— N—————
(latb]) ¢(lal+1b])

V druhom kroku v (32) sme vyuzili fakt, ze funkcia ¢ je rasttica na [0, c0). Nech
z,%y,2z € R st [ubovolné a polozme a := x — z a b := z — yy. Pomocou formuly
(30) a nerovnosti v (32) potom odvodime trojuholnikovii nerovnost, konkrétne

i
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Priklad 10

30 T — z—2)+ (2 — (32) |z —z z—
oy @ _2=ul _ 1e=D+ G- @D fe=s] |-yl
I+fz—yl 1+|[(z—2)+(z-y) 1+]z—2  1+|z—y

30
D o, 2) + pl2, 1),

a tak plati i axiéma M3 v Definicii 1. Napokon, zistime hladany priemer d(R).
Z rovnosti v (30) a (31) vyplyva, Ze funkcie p a ¢ splhaj

p,y) = p(le—yl) prexz,y R, () <1 naf0,00),  lim o(t) =1.

Z tohto mozno v stlade s (24) usadit, ze plati d(R) = 1.

Definicia 4 (I1zometrické zobrazenie metrickych priestorov)

Nech (M, p) a (N, o) st metrické priestory. Zobrazenie f : N — M spliajtce
o(z,y) = p(f(z), f(y)) pre kazdé z,y € N (33)

sa nazyva izometrické zobrazenie. V pripade, ak f je surjektivne zobrazenie,
oznacujeme ho pojmom izometria a o metrickych priestoroch (V,0) a (M, p)
potom hovorime, Ze sii izometrické.

>
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Poznamka 2

Priamo z Definicie 4 vyplyva, ze kazdé izometrické zobrazenie f medzi metricky-
mi priestormi (IV, o) a (M, p) je nutne injektivne. Ak f je naviac i surjektivne,
existuje k nemu inverzné zobrazenie f~' : M — N, ktoré je tiez izometrické.
Poznamenajme tiez, ze skutocnost, ze izometrické zobrazenie f je vzdy injek-
tivne, umoznuje zovseobecnit pojem vnorenia metrickych priestorov zavedeny v
Definicii 2. Konkrétne, hovorime, ze metricky priestor (N, o) v Definicii 4 je
(izometricky) vnoreny do metrického priestoru (M, p). Je zrejmé, ze v tomto
ponimani je v Definicii 2 metricky priestor (N, o) vnoreny do priestoru (M, p)
prostrednictvom identického zobrazenia f(x) = x pre kazdé z € N.

| A

Priklad 11

Euklidovsky priestor E := E' je mozné izometricky vnorit do kazdého z metric-
kych priestorov (R?, p1), E? a (R?, po). Funkcia f : R — R? definovana

f(z) = (z,0), z€R,

je totiz izometrické zobrazenie vzhladom na vsetky tri metriky p1, p2 a peo na
R? zavedené v (3)—(5), ako sa mozno l'ahko presvedcit.

i
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|

Priklad 12

Nech M := C[—1,1] a definujme zobrazenie F' : M — M predpisom
F(f)(z) :== f(—z) pre kazdé fe M ax € [-1,1]. (34)

Potom F je izometria kazdého z metrickych priestorov (M, pc) a (M, pr) do
seba, kde metriky pc a pr st definované v (14) a (15). Skutocne, pre kazdé dve
funkcie f,g € M postupne plati

po(F(5), Fla) 2 max |P(N@) = Fo)@)| E max |f(-2) = g(-=)|

=|t=—al= max [f(t) - g ‘Z po(f.9),

tE[—l,l]
) 1) @ [N o ode
p1(F(f), F / () (g)(z)\dmf/_lw ) — g(~z)|d

1
— |t = —a| = L 1£) — g®) dt 2 pr (£, 9).

V salade s Definiciou 4 je preto F' izometrické zobrazenie vzhladom na obidve
metriky pc a pr. Z (34) je naviac zrejmé, ze F je surjekcia na M s inverziou
F~! = F. Jedna sa teda o izometriu.

o



Metrika Mnoziny Konvergencia Zobrazenia Uplnost Kompaktnost

Obsah

© Mnoziny v metrickom priestore



Mnoziny Konver, a Uplnost Kompaktnost

Otvorené a uzavreté gule

Definicia 5 (Otvorena a uzavreta gula)

Nech (M, p) je metricky priestor a nech zo € M a 7 € R" s dané. Otvorenou,
resp. uzavretou gulou so stredom v bode xy a polomerom 7 rozumieme mnozinu

B(zo,r) :={xz € M, p(z,z0) < r}, resp. Blzg,r] := {z € M, p(z,xz0) <r}. (35)

Pre B(xzo, ) sa pouziva aj oznacenie O, (xo) a pomenovanie r-okolie bodu xg.
o

Priklad 13

V diskrétnom metrickom priestore (M, p) st otvorené ako aj uzavreté gule bud
jednoprvkové mnoziny alebo celé M. Konkrétne, pre kazdé zo € M plati

{zo0}, r<1, {zo}, r<1,
B(zo,r) = Blzo,r] = (36)
M, r>1, M, r>1,

ako sa mozno lahko presvedcit pomocou Definicie 5. Na druhej strane, v ul-
trametrickom priestore (M, p) je kazdy bod otvorenej ako aj uzavretej gule jej
stredom. Je to désledok zosilnenej trojuholnikovej nerovnosti (21). V tomto pri-
pade teda kazdé dve otvorené (uzavreté) gule st bud disjunktné alebo splyvaja.
i
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Klasifikacia bodov metrického priestoru

Definicia 6

Nech (M, p) je metricky priestor, N C M podmnozina a o € M bod.

(i) Bod zo sa nazyva bodom uzaveru mnoziny N, ak pre kazdé € > 0 plati
O:(w0) NN # (). Mnozina vsetkych bodov uzaveru mnoziny N sa nazyva
uzaver mnoziny N a oznacuje sa N.

(ii) Bod zo sa nazyva hranicnym bodom mnoziny N, ak pre kazdé € > 0 plati
O:(xo) NN #£ 0 i Oc(zo) N (M \ N) # 0. Mnozina vietkych hraniénych
bodov mnoziny N sa nazyva hranica mnoziny N a oznacuje sa h(N).

(iii) Bod o sa nazyva hromadnym bodom mnoziny N, ak pre kazdé € > 0
O:(x0) obsahuje nekonecna vela bodov z N. Mnozina vsetkych hromad-
nych bodov mnoziny N sa nazyva derivacia mnoziny N a oznacuje sa N'.

(iv) Bod zo sa nazyva vnatornym bodom mnoziny N, ak existuje € > 0 tak, ze
O:(zo) € N. Mnozina vsetkych vnatornych bodov mnoziny IV sa nazyva
vnatro mnoziny N a oznacuje sa N°.

(v) Bod o sa nazyva izolovanym bodom mnoziny N, ak existuje € > 0 tak, ze
O:(z0) NN = {z0}. Mnozina vsetkych izolovanych bodov mnoziny N sa
nazyva adherencia mnoziny V.
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D=0, 0°=0, M=M, M°=M.
(i) ACA, A=A, A°CA, (A°)°=A°
(iii) Ak AC B, potom AC B a A° C B°.

(v) AUB=AUB, (ANB)°=A°NB°.
(v) h(A)=ANDMN\A, h(A) =4\ A°

Poznamka 3

Nech (M, p) je metricky priestor a N C M podmnozina. Priamo z Definicie 6(i)
a rovnosti (23) vyplyva, Ze uzaver N mozno ekvivalentne charakterizovat v tvare

N = {x € M, p(z,N) = 0}. (37)

Poznamenajme dalej, ze podla Definicie 6 kazdy hraniény bod mnoziny N ako
aj kazdy hromadny bod mnoziny N je zaroven bodom uzaveru mnoziny N.

>
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Otvorené a uzavreté mnoziny |

Definicia 7 (Otvorena a uzavreta mnozina)

Nech (M, p) je metricky priestor a N C M podmnozina. Mnozina N sa nazyva
otvorena (v metrickom priestore (M, p)), ak N = N°, t.j., kazdy bod mnoziny N
je jej vnatornym bodom. Mnozina N sa nazyva uzavreta (v metrickom priestore
(M, p)), ak N =N, t.j., kazdy bod uzaveru mnoziny N patri do N.

Priklad 14

| A\

Zrejme pre kazdé xo € M ar > 0 je otvorena gula B(zo, r) otvorenou mnozinou
v (M, p). Skutoéne, nech = € B(zo,r) a polozme ¢ := r — p(zo, ). Podla (35)
je ¢islo € > 0. Uvazujme okolie O.(z) bodu z. Potom pre y € O.(z) plati

p(zo,y) < p(wo,x) + p(x,y) < p(zo,z) +e =T,

a tak y € B(zo,r). Teda O-(z) C B(zo,r), a preto podla Definicie 6(iv) je =
vnatornym bodom mnoziny B(zo,r). A nakolko bod = € B(xo,r) bol vybrany
[ubovolne, v stlade s Definiciou 7 to znamena, ze B(zo, ) je otvorena mnozina
v (M, p). Podobne, uzavretd gula B[zo, 7] je uzavretou mnozinou v (M, p).
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Otvorené a uzavreté mnoziny Il

Priklad 14

Nech z je [ubovolny bod uzaveru mnoziny B[zo,r]. Podla Definicie 6(i) pre
kazdé € > 0 je O:(z) N Blzo,r] # 0. Preto existuje y € O-(x) N Blxzo, 7] a plati

p(xo,z) < p(xo,y) + p(y,x) <7 +e.

KedZe posledna nerovnost plati pre kazdé € > 0, nutne p(zo,z) < r, a tak x €
Blzo,r] v stlade (35). Podla Definicie 7 je teda B|zo, ] uzavretou mnozinou
v (M, p). Poznamenajme, ze dalej plati inklazia B(zo,7) € Blzo,r|, aviak
vo vSeobecnosti neplati rovnost B(zo,r) = Blzo,r]. Napriklad ak (M, p) je
diskrétny metricky priestor obsahujici aspon dva prvky a r = 1, potom podla
(36) plati B(zo,7) = {zo} a Blzo,7] = M. Nasledne mame B(zo,r) = {z0} a
Blzo,r] = M, a tak B(zo,r) C Blzo,r].

i

Poznamka 4

Vo vseobecnom metrickom priestore (M, p) je kazda jeho konecnd podmnozina
N uzavreta v (M, p). Naviac, kazdé z € N je izolovanym bodom mnoziny N.
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Veta 2

Nech (M, p) je metricky priestor a N C M podmnozina. Potom mnozina N
Je otvorend v (M, p) prave vtedy, ked M \ N je uzavretd v (M, p). Podobne,
mnozina N je uzavreta v (M, p) prave vtedy, ked M \ N je otvorena v (M, p)

i

Veta 3

Nech (M, p) je metricky priestor. Prienik konecného poctu otvorenych mnozin
v (M, p) a zjednotenie [ubovolného poctu otvorenych mnozin v (M, p) je opat
mnozina otvorend. Zjednotenie konecného poctu uzavretych mnozin v (M, p) a
prienik [ubovolného poc¢tu uzavretych mnozin v (M, p) je opdt mnozZina uzavreta.

Poznamka 5

| A\

Poznamenajme, ze prienik nekoneéného poctu otvorenych mnozin nemusi byt
mnozina otvorena a zjednotenie nekonecného poctu uzavretych mnozin nemusi
byt mnozina uzavreta. Uvazujem dva nekoneéné systémy podmnozin v R

A= (-2 1), B |- o] wen
n n n+1l n+1

Mnoziny A, st zrejme otvorené v E, ale Np,enA, = {0} nie je otvorena v E.
Podobne, B, st uzavreté v E, ale U,enBn = (—1,1) nie je uzavreta v E.

A\



Definicia 8 (Husta mnozina)

Nech (M, p) je metricky priestor a A, B C M podmnoziny. Hovorime, Ze
mnozina B je husta v metrickom podpriestore (4, p), ak plati A C B.

Definicia 9 (Riedka mnozina)

Nech (M, p) je metricky priestor a N C M podmnozina. Mnozina NN sa oznacuje
ako riedka v metrickom priestore (M, p), ak neexistuje ziadna otvorena gula v
M, v ktorej by bola mnozina N husta.

Definicia 10 (Separabilny metricky priestor)

Metricky priestor (M, p) sa nazyva separabilny, ak existuje najviac spocitatelna
(t.j., kone¢na alebo spoéitatelna) podmnozina N C M, ktora je husta v (M, p)

4

Poznamka 6

Skutocnost, ze mnozina B je hustd v (A4, p), je ekvivalentna s relaciou

pre kazdé = € A a pre kazdé £ > 0 existuje y € B tak, ze p(z,y) < €.




Mnoziny < a Uplnost

Nie je tazké ukazat, ze nejakd podmnozina N C M je riedka v metrickom
priestore (M, p) prave vtedy, ked kazda otvorena gula B C M obsahuje otvorent
gulu C C B tak, Ze NN C = (.

o

Priklad 15 (Separabilita priestoru spojitych funkcii)

Pre ubovolné a,b € R, a < b, je metricky priestor (C[a,b], pc) predstaveny
v Priklade 4 separabilny. Tento vyznamny vysledok vyplyva z Weierstrassovej
vety o aproximacii spojitych funkcii, podla ktorej je mnozina P vsetkych polyné-
mov s realnymi koeficientami husta v metrickom priestore (C[a, b], pc). Podla
Definicie 8 teda plati C[a,b] = P. Z vlastnosti mnoziny realnych &isiel R d'alej
vieme, ze mnozina vietkych racionalnych cisiel Q je husta v metrickom priestore
E. To znamena, ze mnozina @ vsetkych polynémov s racionalnymi koeficien-
tami je husta v P, t.j., plati P C Q opét podla Definicie 8. Okrem toho, kedze
zrejme @ C P, v silade s Vetou 1(ii),(iii) mame P = Q. Nasledne C[a,b] = Q,
¢o ukazuje, ze mnozina @ je husta v metrickom priestore (Cla, b, pc). A kedze
mnozina @ je spocitatelna (vdaka spoéitatelnosti mnoziny Q), je (Cla, b], pc) v
zhode s Definiciou 10 separabilny metricky priestor.

.
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Priklad 16 (Separabilita diskrétneho priestoru)
Diskrétny metricky priestor je separabilny prave vtedy, ked ma najviac spoci-

tatelne vela prvkov. Je to désledok skutocnosti, ze v kazdom diskrétnom met-
rickom priestore st v3etky jeho podmnoziny uzavreté (a teda sicasne i otvorené).

Priklad 17 (Separabilita {”-priestorov)

Pre kazdia redlnu hodnotu p > 1 je metricky priestor [? zavedeny v Priklade 3
separabilny, pricom jeho prislusna spocitatelna husta podmnozina je napriklad

N = {{zr};21 CQ, xp #0 iba pre konecne vela indexov k € N}. (38)

Podstatna alohu pri tom zohrava skutocnost, Zze mnozina racionalnych cisiel Q
je spocitatelna a husta v metrickom priestore E.

Priklad 18

V Priklade 3 sme predstavili metrické priestory [°°, ¢ a ¢o. Plati potom, Ze c a
co st uzavreté metrické podpriestory v priestore [*°.
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Priklad 19

|

Metricky priestor [*° definovany v Priklade 3 nie je separabilny. Nech
N = {al" = ("3, c1°, neN} (39)
je nejaka spocitatelnd podmnozina v [*°. Definujme postupnost y = {yx }r21
0, o] > 1,
Yi 1= 1 +r£€k], ’mLk]’ <1 (40)

Zrejme postupnost y je ohranicen4, a tak y € [*° v stlade s Prikladom 3. Podla
(23) v Definicii 3 pre vzdialenost y od N v [*° plati

p(y, N) @69, f{p (y zlm ]) , nE N}- (41)

Pre kazdé n € N vsak mame

p (.a") & Sup’yk_xk]’ > [y — af)| @ (42)

Preto v zhode s (41) dostdvame p(y, N) > 1. Podla Poznamky 6 teda ziadna
spocitatelnd podmnozina N nembdze byt husta v [*°, a tak v salade s Defini-
ciou 10 metricky priestor [ nie je separabilny.
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Konvergentné a cauchyovské postupnosti

Definicia 11 (Konvergentna postupnost)

Nech (M, p) je metricky priestor a {zx}32; C M postupnost. Hovorime, ze
postupnost {zx} konverguje v metrickom priestore (M, p) k bodu z € M, ak

pre kazdé £ > 0 existuje k. € N tak, ze pre kazdé k > k. plati z;, € O-(z). (43)

Inymi slovami, plati relacia limy_; o0 p(zk,2) = 0. Bod & € M sa nazyva limita
postupnosti {z}, pricom piseme limy_,oc T = z, resp. zx — = pre k — oco.

Definicia 12 (Cauchyovska postupnost)

| A\

Nech (M, p) je metricky priestor a {zx}rey C M postupnost. Hovorime, ze
postupnost {z} je cauchyovska (tiez fundamentalna) v (M, p) ak

pre kazdé e > 0 existuje ke € N tak, ze pre kazdé m,n > ke plati p(zm, zn) < €. (44)

Inymi slovami, plati relacia p(zm,z») — 0 pre min{m,n} — oco.

Poznamka 8

Z Definicii 3 a 12 vyplyva, ze kazda cauchyovska postupnost je ohranicena v M.
. ot
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Nech (M, p) je metricky priestor. Potom platia nasledujice tvrdenia.
(i) Kazda postupnost konvergentna v M ma prave jednu limitu.
(i) Kazda postupnost konvergentna v M je cauchyovska v M.

(iii) Ak postupnost {xzr.} C M konverguje k bodu x € M, potom kazdi pod-
postupnost vybrana z tejto postupnosti konverguje k x.

(iv) Ak postupnost {zr} C M je cauchyovska a obsahuje konvergentni pod-
postupnost’ s limitou © € M, potom celd postupnost je konvergentn3 s
limitou .

Veta 5

| A\

Nech (M, p) je metricky priestor a N C M podmnozina. Bod x € M je bod
uzdveru mnoziny N préave vtedy, ked' existuje konvergentna postupnost {xy} C

N, ktord ma za limitu bod .
o

Priklad 20 (Konvergencia v diskrétnom metrickom priestore)

V diskrétnom metrickom priestore je postupnost konvergentna, resp. cauchyov-
ska prave vtedy, ked' je skorostacionarna, t.j., od istého indexu konstantna.

-
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Priklad 21

V ultrametrickom priestore (M, p) je postupnost {zr} C M cauchyovska prave
vtedy, ked' plati limg_ o0 p(zk, Zk+1) = 0. Kym implikacia ,=" vyplyva priamo
z Definicie 12, opac¢na implikacia ,,<=" je désledkom zosilnenej trojuholnikove;j
nerovnosti v (21). Skutoéne, pre kazda dvojicu indexov m < n plati

0 < p(zm, Tn) < max{p(Tm, Tn-1), P(Tn-1,Tn)},

0 < p(zm, Zn-1) < max{p(zm,Tn—2), p(Tn—2,Tn-1)},

0 < p(@m; Tm+3) < max{p(@m,Tm+2), P(Tm+2,Tm+3)},
0 < p(Zm, Tm2) < max{p(zm,Tm+1), P(Tm+1,Tm+2)},

z Coho ihned vyplyva relacia p(m,n) — 0 pre min{m,n} — oo, a tak postupnost
{zk} je podla Definicie 12 cauchyovska. Poznamenajme, Zze v priestoroch, ktoré
nie st ultrametrické, tento vysledok nemusi platit. Napriklad v euklidovskom
priestore E pre postupnost {x} definovani
=14s+2++2, keN

TE = 2 3 k’ )
sice plati limg— oo |Zx — Zr+1| = 0, ale nejedna sa o cauchyovskd postupnost,
pretoze lim |z, — 2, | # 0 pre min{m,n} — oo.

o
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Definicia 13 (Ekvivalentné metriky)

Nech (M, p) a (M, o) st metrické priestory. Metriky p a o sa nazyvaji ekviva-
lentné, ak pre kazdu postupnost {z;} C M a bod © € M plati

lim z =z vzhladom na p <~ lim zj = z vzhladom na o. (45)
k—oco k— oo

| A

Priklad 22

Rozhodnime o ekvivalencii metrik pc a pr na mnozine Cla, b], pozri Priklad 4.
Uvedené metriky nie st ekvivalentné. Oznaéme c := (a + b)/2 a pre dostatoéne
velké indexy n € N uvazujme postupnost funkeii {f»} C C|a, b] s predpismi

0, z€[a,c—L]ufe+ 1],
fa@) =S n(@—c+i), zefc—1/, (46)
n(c—z+1), z€lcec+].

V integralnej metrike p; tato postupnost konverguje k funkcii f(z) = 0 na [a, b].
V metrike rovnomernej konvergencie pc vsak postupnost v (46) nema limitu v
Cla, b], kedze bodova limita g(x) := lim,— 00 fn(z) je funkcia nespojita na [a, b].
Okrem toho plati limy,— 00 pc(fn, f) = limp— oo 1 = 1, a tak podla Definicii 11
a 13 dané metriky nie su ekvivalentné na mnozine Cla, b].

o
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Spojité zobrazenie

Definicia 14 (Spojité zobrazenie)

Nech (M, p) a (N,o) st metrické priestory a f : M — N. Zobrazenie f sa
nazyva spojité v bode xg € M, ak pre kazdé £ > 0 existuje § > 0 tak, ze

pre kazdé x € M také, ze p(z,z0) < 0, plati o(f(z), f(zo0)) < e. (47)

Zobrazenie f je spojité na M, ak je spojité v kazdom bode mnoziny M.

Veta 6

Nech (M, p) a (N,o) st metrické priestory a f : M — N zobrazenie. Potom
f Jje spojité v bode o € M prave vtedy, ked pre kazdi postupnost {zr} C M
s limg_ 00 Tk = zo v metrike p plati limy_oo f(zr) = f(x0) v metrike o.

| A

Priklad 23

Uvazujme metrické priestory (M, p) := E a (N,0) := (R, pp), kde pp je dis-
krétna metrika zavedena v (1). Potom zobrazenie f : M — N je spojité na M
prave vtedy, ked je konstantné na M. Na druhej strane, priamo z Definicie 14
vyplyva, ze kazdé zobrazenie g : N — M je spojité na N.

i
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Nech (M, p) a (N, o) si metrické priestory a f : M — N zobrazenie. Nasledu-
juce vyroky su ekvivalentné.
(i) Zobrazenie f je spojité na M.
(i) Pre kazdi podmnozinu A C M plati f (A) C f(A).
(iii) Pre kazda otvoreni podmnozinu B C N je jej dplny vzor
f7NB) = {z € M, f(2) € B} (48)
otvorenou podmnozinou v metrickom priestore (M, p).

(iv) Pre kazdi uzavreti podmnozinu B C N je mnozina f~'(B) uzavretou
podmnozinou v metrickom priestore (M, p).

| \

Definicia 15 (Rovnomerne spojité zobrazenie)

Nech (M, p) a (N, o) st metrické priestory a f : M — N. Povieme, ze zobra-
zenie f je rovnomerne spojité na M, ak pre kazdé € > 0 existuje 6 > 0 tak,

ze ak pre z,y € M plati p(z,y) < J, potom o(f(z), f(y)) < e. (49)

>
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Lipschitzovské zobrazenie a kontrakcia

Definicia 16 (Lipschitzovské zobrazenie)

Nech (M, p) a (N, o) st metrické priestory a f : M — N. Zobrazenie f sa oz-
nacuje ako lipschitzovské, ak existuje nezaporna realna konstanta L s vlastnostou

o(f(z), f(y)) < Lp(z,y) pre kazdé z,y € M. (50)

Cislo L sa nazyva Lipschitzova konstanta zobrazenia f. V pripade, ak L € [0, 1),
sa zobrazenie f oznacuje ako kontraktivne, resp. kontrakcia.

| A\

Veta 8

Nech (M, p) a (N,o) su metrické priestory a f : M — N je lipschitzovské
zobrazenie. Potom f je zobrazenie rovnomerne spojité na M.

-
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Priklad 24

|

Funkcia F' : Cla,b] — R definovana predpisom

b
F(f) ::/ f(x)dz, f €Cla,b], (51)

je lipschitzovské zobrazenie medzi metrickymi priestormi (C[a, b], pc’) a E s Lip-
schitzovou konstantou L = b — a. Skutoéne, pre kazdé f, g € C|a, b] plati

/f dx—/b (z) dz
/[f - g@)da /lf(z — g(@)|da

= / po(f,6)dz = pe(f, g) / de=(®-a)pclfg). (52)

(6)

p2(F(f), F(a) @ 1F(f) - F(g)| D

Poznamenajme, ze hodnota Lipschitzovej konstanty L = b—a je optimalna v tom
zmysle, Ze sa neda nahradit mensou hodnotou tak, aby nerovnost (52) zostala v
platnosti pre kazda dvojicu funkcii f, g € C[a, b]. Napriklad pre funkcie f(z) = 2
a g(x) =1 sa nerovnost v (52) realizuje ako rovnost, nakolko F(f) = 2(b— a),
F(g) =b—a, pc(f,9) =12 p2(F(f), F(9)) =b—a.
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|

Priklad 25

Nech F je zobrazenie metrického priestoru (C|0, 1], pc) do seba s predpisom
FO@ = [ tr@a, jeco, e, (53)
0

Rozhodnime, &i F je kontraktivne zobrazenie. Pre kazdé f, g € C[0,1] mame

(1_4) max ap)) = ap (5:3) max ’ =
po(F(). @) 2 max 1F(@) - P@)@] D max | ["1e0) ~t(0)
1
< max / [££() — tg(t)] dt = /0 1A () — g(t)]
(14)

! 1
< [Cwnctigai=petro) [ tai=1 potr.0).

Podl'a Definicie 16 je teda zobrazenie F' lipschitzovské s Lipschitzovou konstantou
L = 1/2, ¢o nasledne ukazuje, Ze sa naozaj jedna o kontrakciu.

i
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Priklad 26

Nech @ < b st dané realne cisla. Dokazeme, ze funkcia f : [a,b] — R so
spojitou derivaciou na intervale [a,b] je kontraktivne zobrazenie z metrického
priestoru ([a, b], p2) do E prave vtedy, ked plati | f'(z)| < 1 pre kazdé = € [a, b].
Nech f je kontrakcia s Lipschitzovou konstantou L € [0,1) a predpokladajme
sporom, Ze e |f/(x)| > 1. Teda existuje ¢ € [a, ] také, ze |f'(c)| > L, t].,

f(z) = f(o)

r—cC

[f'(e) = lim

T—rcC

> L, atak |[f(z)— f(c)| > L|z — ¢

pre vietky = € [a, b] dostatoéne blizko k bodu c. To vsak, vzhladom na Defini-
ciu 16, odporuje predpokladu kontraktivnosti zobrazenia f na celom [a, b] s kons-
tantou L. Preto musi platit max,cjq4 |f/(%)] < 1, a tak |f'(z)| < 1 na [a,b].
Naopak, nech funkcia f splia nerovnost |f’(z)| < 1 pre vietky « € [a,b]. Pred-
poklad spojitosti derivacie f’ zaruCuje existenciu é&isla L € [0,1) s vlastnostou
|f'(z)] < L pre kazdé z € [a,b]. Ukazeme, ze funkcia f je kontrakcia na [a, ] s
konstantou L. Pre [ubovolné z,y € [a,b] podla Lagrangeovej vety plati

|f(@) = f@)] = £ (c) (@ =y = |f ()| |« —y| pre isté c medzi x a y.

To nasledne znamena, ze |f(z) — f(y)| = |f'(¢)| |z —y| < L|z — y|, a teda f je
kontraktivne zobrazenie s Lipschitzovou konstantou L.

o
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Homeomorfné zobrazenie metrickych priestorov

Definicia 17 (Homeomorfné zobrazenie)

Nech (M, p) a (IV, o) sa metrické priestory a f : M — N bijekcia. Zobrazenie
f sa nazyva homeomorfné, resp. homeomorfizmus, ak obidve zobrazenia f a
f~! st spojité. V tomto pripade hovorime, ze metrické priestory (M, p) a (N, o)
st (vzajomne) homeomorfné.

A\

Veta 9

Nech (M, p) a (N, o) st metrické priestory a nech f : M — N je homeomorfné
zobrazenie. Potom platia nasledujice tvrdenia.
(i) Mnozina A C M je otvorend v M prave vtedy, ked' f(A) je otvorend v N.

(i) Mnozina A C M je uzavretid v M prave vtedy, ked f(A) je uzavretd v N.

Priklad 27

| \

Funkcia f : R — (—1,1) definovana predpisom f(z) := e £ € R, e
homeomorfizmus metrickych priestorov E a ((—1, 1), p2).
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© Uplné metrické priestory



Uplnost

Mnoziny

Uplnost metrického priestoru

Definicia 18 (Uplny metricky priestor)

Metricky priestor (M, p) sa oznaCuje ako tplny, ak v hom kazda jeho cauchyovska

postupnost ma limitu, t.j., je konvergentna.
- ot

Priklad 28 (Uplnost diskrétneho metrického priestoru)

Kazdy diskrétny metricky priestor je aplny, kedze podla Prikladu 20 kazda jeho
cauchyovska postupnost je skorostacionarna, a teda nutne i konvergentna.

-

Priklad 29

Pre kazdée n € N je euklidovsky priestor E™ aplnym metrickym priestorom.
Obzvlast, aplnost priestoru E je désledkom tzv. Cantorovho—Dedekindovho prin-
cipu do seba vlozenych intervalov. Vo vseobecnosti, pre lubovolné p € [1, c0) je
kazdy z metrickych priestorov (R", p,) s metrikou p, definovanou v (2) aplny.
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Priklad 30 (Uplnost (P-priestorov)

Pre kazdé p € [1, c0) je priestor [P predstaveny v Priklade 3 aplnym metrickym
priestorom. Dokazeme toto tvrdenie. Nech p > 1 je dané a nech {x["]}ff’:l c P,
kde zM = {an]}z":l, je nejaka postupnost cauchyovska v priestore (. Teda

o] 1/p
PP (:c[m],x["]> ® (Z ‘:cgcm] — xg:]F) — 0 pre min{m,n} — oo, (54)
k=1

podla Definicie 12. Obzvlast, z relacie (54) vyplyva, ze pre kazdy pevny index
k € N je postupnost {xgc"] o2 1 € R cauchyovska v euklidovskom priestore E,
a teda i konvergentna vdaka dplnosti priestoru E v Priklade 29. Nech z =

{zr}72; C R oznacuje prislusna postupnost limit, t.j.,
T = lim :cgcn], ke N. (55)
Ukazeme, ze postupnost {x["]} konverguje k = v metrike p” a ze x € IP. Zvolme

e > 0. Z toho, ze {z[} je cauchyovska v I, mame v salade s (44) zarucena
existenciu n. € N s vlastnostou pp(x[m],x["]) < 5 pre kazdé m,n > ne, a tak

o
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Priklad 30 (Uplnost (?-priestorov)

k . 1/p (8) c
<2 ’:cgm] — xEn]‘ > < pP (z[m],x["]) < Dl kazdé k € N. (56)
i=1

Limitnym prechodom v (56) pre m — oo so zretelom na (55) dostaneme

& 1/p
(Z o — zw"’) < g pre kazdé k € N, (57)
i=1

z ¢oho naslednym limitovanim pre k — oo ziskame

[e’e]

oP (:c,x["]> @ (Z

n=1

7

/p
T — :c["]‘p> < g < e pre kazdé n > ne.. (58)

Nerovnost (58) podla Definicie 11 znamena, ze postupnost {x["]} konverguje k
2 v metrike pP. Obzvlast, {m["]} je ohranicena v [P, t.j., existuje L > 0 tak, ze

k
Z ‘mgn]‘p < L pre kazdé k,n € N. (59)
i=1

Limitovanim tejo nerovnosti najprv pre n — oo, a nasledne pre k — oo, a
vyuzitim (55) napokon odvodime > |z;|P < L, a tak z € [?, podla Prikladu 3.

o
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Priklad 31 (Uplnost priestoru spojitych funkcif)

Nech a < b si dané realne ¢isla. Metricky priestor (Cla,b], pc) zavedeny v
Priklade 4 je Gplny. Nech {fn}5>: C Cla,b] je nejakd postupnost cauchyovska
vzhladom na metriku pc a nech & > 0 je dané. V salade s (14) a Definiciou 12
potom existuje index k. € N s vlastnostou

pc(fimy f) & max. |fm(@) = fn(@)| < 3 pre kazde mon > ke, (60)

Obzvlast, relacia (60) je ekvivalentna s nerovnostou
1fm(@) — fn(@)] < g pre kazdé m,n > k. a kazdé z € [a, b]. (61)

Z (61) ihned vyplyva, ze pre kazdé = € [a,b] je Ciselnd postupnost {f.(z)}
cauchyovska v E, a teda aj konvergentna. Skamana postupnost {f.} teda
bodovo konverguje na intervale [a, b] k istej funkcii f(z), t.j.,

flz) = nli_)moo fn(x) pre kazdé z € [a, b]. (62)

Tato konvergencia je vsak dokonca rovnomerna, nakol'ko limitovanim nerovnosti
v (61) pre m — oo a vyuzitim (62) dostaneme

1f(@) — fn(2)] < g pre kazdé n > k. a kazdé « € [a,b]. (63)
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Priklad 31 (Uplnost priestoru spojitych funkcif)

To znamena, ze postupnost {fn} konverguje k funkcii f v metrickom priestore
(Bla, b], pB) definovanom v Priklade 4. Staci nam teda dokazat uz len spojitost
funkcie f na intervale [a,b]. Nech z. € [a, b] je [ubovolny, ale pevny bod a nech
{zr} C [a,b] je nejaka postupnost bodov konvergujica (v E) k z.. Funkcie fy,
n € N, s spojité, preto pre kazdé dané n € N existuje index ., € N tak, ze

|Fn(n) = fnlae)| < g pre kazdé k > le . (64)

Pre nejaké zvolené n > k. polozme N := max{k.,l.}. Aplikiciou trojuhol-
nikovej nerovnosti a odhadov v (63) a (64) pre kazdé k > N dostaneme
[f (k) = f(@)| = |f (k) = fa(r) + faler) = fo(es) + falee) — fz)
S|f(ar) = fa@e)l + [ faler) — Fo(@e)] + [ falzs) — f(@)]
(63)(64) ¢ & ¢

— — =g,

3 3 3
o ihned ukazuje, ze funkcia f je spojitad v bode ., a tak i f € C[a, b].

Priklad 32

Rozhodnime, &i i priestor (Cla, b, pr) je tplnym metrickym priestorom.



Uplnost

Mnoziny

Nech (M, p) je dplny metricky priestor a N C M uzavretd neprazdna mnozina.
Potom (N, p) je aplny metricky priestor.

Definicia 19 (Uplny obal metrického priestoru)

Nech (M,p) a (N,o) st metrické priestory. Hovorime, Ze metricky priestor
(N, o) je tplny obal metrického priestoru (M, p), ak
(i) (IV,0) je aplny metricky priestor,
(i) M C N ap=o|luxwm,
(iii) mnozina M je husta v (N, o).

Pre kazdy metricky priestor (M, p) existuje jeho aplny obal, ktory je uréeny
Jjednoznaéne v nasledujicom zmysle. Ak (N1,01) a (N2, 02) su dva dplné obaly
metrického priestoru (M, p), potom existuje izometria ® : N1 — N taka, Ze
Jej zizenie ®|as je identické zobrazenie na M.

-

-
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Nech (M, p) je aplny metricky priestor a N C M neprazdna mnozina. Potom
(N, p) je aplny obal metrického priestoru (N, p).

-

Priklad 33

Pre kazdé n € N je euklidovsky priestor E™ aplny obal metrického priestoru
(Q™, p2) a rovnako i metrického priestoru (R™ \ {[0,...,0]}, p2). Obzvlast, pre
a,b € R, a < b, je podla Vety 10 metricky priestor ([a, b]”, p2), ako uzavrety pod-
priestor v E™, aplny a je ztplnenim kazdého z metrickych priestorov ([a, b)™, p2),
((a,b]™, p2) a ((a,b)™, p2), v zhode s Vetou 12.

Nech (M, p) je metricky priestor. Potom (M, p) je aplny metricky priestor prave
vtedy, ked' kazda postupnost { By }72., jeho do seba vloZenych uzavretych guli,
ktorych polomery konverguji do nuly, ma neprazdny prienik. Naviac, v tomto pri-
pade je dany prienik pre kazdi uvedeni postupnost { By } =, vzdy jednoprvkovy.
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Dékaz Vety 13.

Nech (M, p) je Gplny metricky priestor a nech
M 2 Bilz1,m1] 2 Baza,r2] 2 B3, 73] 2 -+ 2 Bylog,mk] 2+, (65)

kde limg oo 7x = 0, je nejaka postupnost do seba vlozenych uzavretych guli v
M s polomermi konvergujacimi do nuly. Odpovedajica postupnost stredov {z }
je v salade s Definiciou 12 cauchyovska, kedZze plati p(m, zn) < 7m pre kazda
dvojicu indexov m, n spihajacu n > m. Vdaka tplnosti priestoru (M, p) potom
{z1} konverguje v M, t.j., existuje x € M také, ze limy_oc zr = x. Plati

z € (1) Brlok, s (66)
kEN

Skutoé€ne, podla (65) pre kazdé dané n € N mnozina By [zn, 7»] obsahuje vietky
body postupnosti {zx} od indexu k = n vratane. A kedze By [zn,7x] je uzavreta
v M a z =limg_ oo xk, z Poznamky 3 vyplyva, ze nutne € By[zn, 7). Podla
(66) je teda prienik postupnosti {Bj} neprazdny.
Naopak, predpokladajme, ze kazda postupnost do seba vlozenych uzavretych guli
v M s polomermi konvergujtcimi do nuly ma neprazdny prienik. Nech {z,} C M
je nejaka postupnost cauchyovska v metrickom priestore (M, p). Dokazeme, ze
{zr} je i konvergentna a jej limita patri do M. V sulade s Definiciou 12 zo
skutoé€nosti, ze {z1} je cauchyovska, vyplyva existencia indexu n1 s vlastnostou
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Dokaz Vety 13 (pokracovanie).

p(Tm, Tn) < pre kazdé m,n > ni. (67)

N | =

Obzvlast, nerovnost v (67) (s m := n1) implikuje relaciu
1
T, € B [a:nl, 5} pre kazdé n > nq. (68)

Dalej existuje na > n1 s vlastnostou

1
p(Tm,Tn) < 2*2 pre kazdé m,n > na, (69)

€o nasledne (s m := n2) ukazuje, ze

1
Ty € B {xm, 2—2} pre kazdé n > na. (70)

Nech teraz z € B [mnz, %] Pomocou trojuholnikovej nerovnosti potom mame

(68) 1 1
p(x,Tny) < p(@, Tny) + p(Tng, Tny) < ) + ) =1, atakz € Blzn,,1]
4
1
B |:rn2, 5] C Blzn,,1]. (71)
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Doékaz Vety 13 (pokracovanie).

Tymto spésobom moézeme induktivne zostrojit postupnost indexov {n}p>; a
vybrant podpostupnost {zn, }7=,. Konkrétne, ak

indexy n1 <ng <ng <---<ngabody Tn,, Tn,y, Tng, ..., Tn,

st zostrojené ako vyssie, potom existuje index ngy1 > ny s vlastnostou

p(Tm, Tn) < pre kazdé m,n > ngi1, (72)

1
2k+l

¢o (s m := nky1) ukazuje, ze pre kazdé n > nyyq plati

1 1 1
Ty € B {znkﬂ, W} , anasledne B [:cnkﬂ, Q—k} CB {znk, Qk—_l} . (73)

Ziskali sme teda postupnost do seba vlozenych uzavretych guli B [xn,c, 2%1}
k € N, ktorych polomery ocividne konverguji do nuly. Tato postupnost ma
podla predpokladov neprazdny prienik, t.j., existuje bod © € M tak, ze = €
B [Ty, , 57| pre kazdé k € N. To vsak znamena, Ze limj o0 Tn, = 2. Napo-
kon, z Vety 4(iv) vyplyva, ze i celd postupnost {xr} je konvergentna s limitou
z. To ukazuje aplnost metrického priestoru (M, p). Dékaz je hotovy. [ |




Mnoziny Ko -4 0 a Uplnost

Poznamenajme, ze kritérium Gplnosti metrického priestoru (M, p) prezentované
vo Vete 13 sa da zovieobecnit nasledujiacim spésobom. Metricky priestor (M, p)
je aplny prave vtedy, ked [ubovolna postupnost { Ay }72; jeho do seba vlozenych
uzavretych podmnozin, ktorych priemery d(Ay), k € N, konverguji do nuly, ma
neprazdny prienik.

| A\

Veta 14 (Bairova)

Ziadny neprazdny tplny metricky priestor (M, p) sa neda vyjadrit ako spoci-
tatelné zjednotenie mnozin riedkych v (M, p). Inymi slovami, neprazdny dplny
metricky priestor je mnozina druhej kategorie.

\

Dokaz Vety 14.

Vetu dokazeme sporom, t.j., predpokladajme, Ze existuje neprazdny aplny met-
ricky priestor (M, p), pre ktory plati

M = U Ay, Ap C M jeriedka v (M, p) pre kazdé k € N. (74)
keN

A\



Mnoziny

Doékaz Vety 14 (pokracovanie).

Zvolme nejaky bod zo € M. KedZe mnozina A je riedka v (M, p), podla
Poznamky 7 pre uzavrett gulu Blzo, 2] existuje 1 € (0,1) a bod z1 € M tak,
Ze uzavretd gula Bz1,7r1] C Blzo,2] a B[z1,71] N A1 = (). Podobne, mnozina
Aj je riedka v (M, p), preto pre uzavretd gulu Blz1, 7] existuje 72 € (0,3) a
bod z2 € M tak, ze uzavretd gula Blza, 2] C Blz1,71] a Blze,r2] N Az = 0.
Pokracujic v tomto procese, zostrojime postupnost { B[z, rk|} uzavretych gal,
ktoré pre kazdy index k € N spliaji vlastnosti

1
B[Ik+1,7‘k+1] g B[:Dk,TkL B[Ik,f‘k} ﬂAk = @, 0 < Tk < E (75)

Jedna sa teda o postupnost do seba vlozenych uzavretych gal, ktorych polomery
konverguja do nuly. Vdaka dplnosti priestoru (M, p) je potom podla Vety 13
prienik (), cy Blzk, rx] neprazdny, t.j., existuje x € (), oy Blxk,rx]. OCividne,
bod z € M. Avsak podla (75) bod z nie je prvkom Ziadnej z mnozin A, k € N.
Obzvlast, s prihliadnutim na (74) teda plati © ¢ ..y Ax = M, Co v3ak je
zrejmy spor. Takze mnozinu M nie je mozné vyjadrit v tvare (74). ]
i

Poznamka 10

Specialnym désledkom Vety 14 je pozorovanie, ze neprazdny Gplny metricky
priestor neobsahujtci izolované body nie je spocitatelny.

o
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Banachov princip pevného bodu

Definicia 20 (Pevny bod zobrazenia)

Nech M je [ubovolnad neprazdna mnozina a F' : M — M zobrazenie. Bod
x € M sa nazyva pevny bod zobrazenia F, ak plati F(z) = z.

A\

Veta 15 (Banachova o pevnom bode)

Nech (M, p) je (neprazdny) aplny metricky priestor. Potom kazdé kontraktivne
zobrazenie F' : M — M ma prave jeden pevny bod v M.

Poznamka 11

| A\

Z dokazu Vety 15 vyplyva, ze dany jediny pevny bod o € M zobrazenia F je
limitou postupnosti {F*(x)}52; pre [ubovolné pevne zvolené z € M.

\

Désledok 1

Nech (M, p) je (neprézdny) aplny metricky priestor a F' : M — M zobrazenie s
vlastnostou, Ze nejaka jeho iteracia F", n € N, je kontrakcia. Potom zobrazenie
F ma prave jeden pevny bod v M.

A\
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Dékaz Désledku 1.

Nech F' a n st ako v zadani tvrdenia. Oznaéme T' := F™. V sulade s Banachovou
vetou 15 ma potom kontraktivne zobrazenie T' : M — M prave jeden pevny
bod zo € M, t.j., plati T'(zo) = zo. Dokazeme, Ze xo je i pevnym bodom
zobrazenia F. Polozme x := F(x0). Postupne dostdvame

@ = F(z0) = F (T(z0)) = F (F"(w0)) = F"**(x0)

= F" (F(z0)) =T (F(0)) = T(x), (76)

takze x je tiez pevny bod zobrazenia T'. Preto nutne z = xo, a tak F(xo) = xo,
t.j., zobrazenie F' ma aspon jeden pevny bod 2o € M. Je vsak zaroven i jedingym
pevnym bodom tohto zobrazenia v M, pretoze kazdy pevny bod zobrazenia F' je
zaroven i pevnym bodom zobrazenia T' = F™, ktoré ma v M jediny pevny bod
9. Dékaz je preto kompletny. ]

| A

Priklad 34
Uvazujme metricky priestor ([1,00), p2) a funkciu f : [1,00) — [1, 00) dand
1
f(CL‘) 3:1'+;, IE[].,OO).

Hoci sa jedna o aplny metricky priestor a p2(f(z), f(y)) < p2(z,y) pre kazdé
rozne z,y € [1,00), zobrazenie f o€ividne nema ziadny pevny bod v [1, c0).

o
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Obsah

0 Kompaktné metrické priestory
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Pojem kompaktnosti

Definicia 21 (Centrovany systém mnozin)

Nech (M, p) je metricky priestor a I nejaka neprazdna indexova mnozina. Systém
podmnozin {Ag}rer v M sa oznaCuje ako centrovany, ak pre kazdd koneéni
neprazdnu podmnozinu J C T plati (), ; Ax # 0.

| A

Definicia 22 (Otvorené pokrytie mnoziny)

Nech (M, p) je metricky priestor, I neprazdna indexovd mnozina a N C M
mnozina. Systém podmnozin {Ag}rer v M sa nazyva pokrytie mnoziny N, ak
plati N C Ukel Aj. V pripade, ak kazda z mnozin Ay, k € I, je otvorena v
metrickom priestore (M, p), hovorime o otvorenom pokryti { Ak }xer mnoziny N.
Ak mnozina J C I je taka, ze systém mnozin { Ay }re je tiez pokrytim mnoziny
N, potom systém {Aj}res oznacujeme ako podpokrytie pokrytia {Ax}rer.

Definicia 23 (Kompaktny metricky priestor)

Metricky priestor (M, p) nazyvame kompaktnym, ak z kazdého otvoreného pokry-
tia mnoziny M je mozné vybrat konecné podpokrytie.

i
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Lema 1

Nech (M, p) je metricky priestor a I [ubovolna neprazdna indexovd mnozina.
Nech {Ar}rer je systém uzavretych podmnozin mnoziny M a polozme Bj, :=
M\ Ay pre kazdé k € I. Potom systém { By }rc1 je otvorené pokrytie mnoziny
M préve vtedy, ked (\,c; Ar = 0.

-

Dokaz Lemy 1.

Tvrdenie vyplyva jednak z faktu, ze kazda z mnozin By, k € I, je otvorena v M,
a jednak z mnozinovych de Morganovych pravidiel, konkrétne

UBk—M\<ﬂAk>, ﬂAk—M\<UBk>. (77)
kel kel kel kel
Ak {By}rer je otvorené pokrytie mnoziny M, potom podla Definicie 22 plati
M = Upe; Bk, a tak z druhej identity v (77) mame (0, o; Ax = 0. Naopak,
ak Nyer Ax = 0, potom prva rovnost v (77) implikuje M = (J,c; B, a tak
{Bu }rer je otvorené pokrytie mnoziny M v salade s Definiciou 22. ]

-
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Metricky priestor (M, p) je kompaktny prave vtedy, ked’ kaZdy centrovany systém
uzavretych podmnozin mnoziny M ma neprazdny prienik.

| A\

Dokaz Vety 16.

Nech (M, p) je kompaktny metricky priestor a uvazujme nejaky centrovany sys-
tém {Ay}rer uzavretych podmnozin mnoziny M. Polozme By := M \ Ai. V
salade s Definiciou 21 pre kazd(i koneénti podmnozinu J C I je (o, Ak # 0, Co
podla (77) znamena, ze |, ; Bx C M, t.j., systém {Bj}re nie je otvorenym
pokrytim mnoziny M. Predpoklad kompaktnosti (M, p) a Definicia 23 viak
nasledne zaruéia, ze ani {By}rer nemdze byt otvorené pokrytie mnoziny M.
Preto podla Lemy 1 plati Nier A # (). Naopak, predpokladajme, Ze kazdy cen-
trovany systém uzavretych podmnozin mnoziny M ma neprazdny prienik. Nech
{Br}rer je nejaké otvorené pokrytie mnoziny M a polozme Ay := M \ Bk,
k € I. Kazda z mnozin Ay je zrejme uzavretd a v silade s Lemou 1 plati
Mier Ax = 0. Preto {Ak}rer nemdze byt centrovany systém podmnozin v
M. Podla Definicie 21 teda existuje koneéna mnozina indexov J C I taka, ze
Nkes Ax = 0. V zhode s Lemou 1 potom ale {By}res je otvorené pokrytie
mnoziny M, a teda kone¢né podpokrytie pokrytia { B }xer, v re€i Definicie 22.
Podla Definicie 23 je tak metricky priestor (M, p) kompaktny. |

i
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Nech (M, p) je kompaktny metricky priestor. Potom kazda nekoneéna podmno-
zina N C M ma aspon jeden hromadny bod v M.

Dékaz Vety 17.

Predpokladajme sporom, Ze existuje nekone¢na podmnozina N C M, ktora nema
ziadny hromadny bod. Zrejme je mozné vybrat jej spocitatelni podmnozinu

{z1, 22, 3, ..., Tn, ...} T N,
ktora tiez nema ziadny hromadny bod. Uvazujme systém nekonecnych mnozin
Ak = {Ik7$k+17$k+27 sy T }7 ke N. (78)

V sulade s Definiciou 21 potom {Ax}ren predstavuje centrovany systém uza-
vretych podmnozin mnoziny M. Skutocne, pre kazdi koneéni mnozinu indexov
J=A{k1, ..., kn}, n €N, plati

ﬂ A = {1, ©i41, Tig2, -, Tn, ... } 0, kdel:=max{ki, ..., kn}.

keJ
Na druhej strane ocividne (), .y Ax = 0, a preto podla Vety 16 metricky priestor
(M, p) nemdze byt kompaktny, ¢o vsak je spor s predpokladmi vety. ]

i




Uplnost Kompaktnost

Veta 18

Nech (M, p) je kompaktny metricky priestor. Potom kazd4 uzavreta podmnozina
N C M je kompaktna.

| A\

Daokaz Vety 18.

Nech priestor (M, p) je kompaktny a N C M je uzavretd podmnozina. Vdaka
uzavretosti N v (M, p) plati, Ze kazdad podmnozina A C N, ktora je uzavreta v
metrickom podpriestore (N, p), je zaroven uzavreta aj v (M, p). Nech {Ag}rer
je nejaky centrovany systém uzavretych podmnozin mnoziny N. Potom {Ax}rer
je zrejme i centrovany systém uzavretych podmnozin mnoziny M, a tak v salade
s Vetou 16 plati (), o; Ax # 0 vdaka kompaktnosti (M, p). Z toho, opat podla
Vety 16, vyplyva zaroven i kompatnost priestoru (NN, p). ]

\

Veta 19

Nech (M, p) je metricky priestor a (N, p) jeho kompaktny metricky podpriestor.
Potom mnozina N je uzavretd a ohranicena v M.

A\



Metrika Mnoziny or Zobrazenia Uplnost Kompaktnost

Ddkaz Vety 19.

Nech N je kompaktna podmnozina v priestore (M, p). Ukazeme najprv uzavretot
mnoziny N v M, t.j., dokazeme, ze kazdy bod uzaveru mnoziny N je jej prvkom.
Nech 5y € M \ N. Potom zrejme pre kazdé = € N okolie O}(z) bodu z a
okolie O} (y) bodu y, kde 7 := Xp(z,y), splhaja O} (z) N O (y) = 0. Obzvlast,
systém mnozin {A; }zen, kde A, := O} (x) C M, predstavuje otvorené pokrytie
mnoziny N a systém mnozin {B.}.en, kde B, := O2(y) C M, tvori systém
okoli bodu y. Vdaka kompaktnosti mnoziny N je mozné podla Definicie 23
vybrat z pokrytia { Az }zen koneéné podpokrytie Ay, Asy, ..., Az, , takze plati
inklazia N C |J;_, Az;. Na druhej strane, mnozina B := (]_, Bz, je zrejme
okolie bodu ¥y spliajice

BNNC BN | Az, = (BN A, U 0, atak nutne BN N = 0.
i=1 i=1 i=1
Podla Definicie 6(i) teda bod y nie je bodom uzaveru mnoziny N, a preto N
je, v stlade s Definiciou 7, uzavreta v metrickom priestore (M, p). Ohranicenost
mnoziny N dokazeme sporom, t.j., predpokladajme, ze N je neohranicena v
(M, p), t.j., v zhode s Definiciou 3 plati d(N) = oco. Z definicie priemeru mnoziny
v (24) vyplyva, ze mnozina N musi byt nutne nekoneéna, pricom je mozné vybrat
jej nekoneéna podmnozinu {zx, k € N} C N s vlastnostou p(zi, ;) > 1 pre
kazdé rézne 7, j € N. Ocividne, nekone¢na mnozina {zx, k € N} nema v kom-




Uplnost Kompaktnost

Dokaz Vety 19 (pokracovanie).

-paktnom metrickom priestore (IV, p) hromadny bod, éo vsak odporuje vysledku
Vety 17. Preto je N ohranicena v (M, p). Dékaz je kompletny. |

-

Priklad 35 (Kompaktnost diskrétneho metrického priestoru)

Diskrétny metricky priestor je kompaktny prave vtedy, ked ma konecne vela
prvkov.

-

Priklad 36 (Kompaktnost podmnozin euklidovského priestoru)

Pre lubovolné n € N je podmnozina euklidovského priestoru E™ kompaktna
prave vtedy, ked je uzavreta a ohranicena.

Poznamka 12

| \

Je nutné zdéraznit, ze tvrdenie Vety 19 nie je mozné vo vSeobecnosti obratit (ako
v Priklade 36), t.j., uzavreta a ohranicena podmnozina metrického priestoru ne-
musi byt nutne kompaktna. Uvazujme napriklad priestor 12 zavedeny v Priklade 3
a jeho podmnozinu N tvorenii postupnostami

-~



Uplnost Kompaktnost

Poznamka 12

«":=@©,0, ...,0, 1,0,...,), neN. (79)

Kedze podla (8) s p := 2 plati p?(z!¥,2U) = /2 pre kazdu réznu dvojicu
i,j € N, nekoneéna mnozina N je zrejme uzavreta a ohranicena v [2. V silade
s Vetou 17 vsak nemdéze byt kompaktna, pretoze neméa ziadny hromadny bod.

Veta 20
Nech (M, p) a (N, o) si metrické priestory a f : M — N spojité zobrazenie.
Nech priestor (M, p) je kompaktny. Potom platia nasledujice tvrdenia.

(i) Obraz f(M) je mnozina kompaktna v (N, o).

(ii) Zobrazenie f je rovnomerne spojité.

A\

Dékaz Vety 20.

Nech {Bx}rer je nejaké otvorené pokrytie mnoziny f(M) v priestore (NN, o).
Podla Vety 7(iii) je potom kazda z mnozin f~*(By), k € I, otvorenou podmno-
Zinou mnoziny M a plati M = {J, o, f~"(Bx). Systém {f~'(Bk)}ker je teda
otvorené pokrytie mnoziny M. Vdaka kompaktnosti priestoru (M, p) potom v

- o




Metrika Mnoziny or Zobrazenia Uplnost Kompaktnost

Dékaz Vety 20 (pokracovanie).

silade s Definiciou 23 existuje konecnd mnozina indexov J C I s vlastnostou
M = Upey f ' (Bk). Nasledne, f(M) C U,c; Bk, a tak existuje konecné
podpokrytie { Bi }re.s pokrytia { Bk }rer. Mnozina f(M) je preto kompaktna v
(N, o), opét podla Definicie 23. Tvrdenie (ii) dokazeme sporom. Predpokladaj-
me, ze zobrazenie f nie je rovnomerne spojité, t.j., podla Definicie 15 existuje
e > 0 tak, ze pre kazdé n € N existuja body x,,x;, € M s vlastnostou

ponat) < 3 o(f(en),f@3) 2 e (80)

V salade s Vetami 17 a 19 ma postupnost {z, }5>; vd'aka kompaktnosti mnoziny
M konvergentn( vybrani podpostupnost {zn, }72; s limitou z € M. Vyuzitim
trojuholnikovej nerovnosti a prvej nerovnosti v (80) vybrana podpostupnost

{z}, }221 postupnosti {z}}72 splia

(80) 1
lin p(et,) < Jim [o(o, o) + o, @)] < Jim [+ plan,a)] =0,

k— o0 T koo k—oo | Nk

¢o podla Definicie 11 znamena, ze i postupnost {z;, }32; je konvergentna s
limitou z. Nasledne, podla Vety 6 zo spojitosti zobrazenia f dostavame

(80)
e < lim o(f(zn,), f(@h,)) < lim [o(f(zn,), £(@) +0(F(@), f(@5,))] =0,

¢o odporuje predpokladu o Cisle . Preto zobrazenie f je rovhomerne spojite. W
o



Uplnost Kompaktnost

Désledok 2 (Weierstrassova veta)

Nech (M, p) je kompaktny metricky priestor a f spojita funkcia zobrazujiica M
do euklidovského priestoru E. Potom zobrazenie f je ohranicené a nadobiida
svoje maximum i minimum na M .

-

Dékaz Désledku 2.

Tvrdenie priamo vyplyva z Viet 19 a 20(i), podla ktorych je obraz f(M) mnozina
kompaktna v E, a teda ohranicena a uzavreta v E. |

-

Definicia 24 (Spocitatel'ne kompaktny metricky priestor)

Metricky priestor (M, p) nazyvame spocitatelne kompaktnym, ak kazda jeho
nekonecnd podmnozina ma aspon jeden hromadny bod v M.

-

Poznamka 13

Priamo z Vety 17 a Definicie 24 vyplyva, ze kazdy kompaktny metricky priestor
je zéroven i spocitatelne kompaktny. Neskér (vo Vete 24) dokazeme i obratené
tvrdenie. Pojmy kompaktnost a spocitatelna kompaktnost teda splyvaji.



Metrika Mnoziny < a Uplnost Kompaktnost

Nech (M, p) je metricky priestor. Nasledujice tvrdenie sii ekvivalentné.
(i) Priestor (M, p) je spocitatelne kompaktny.
(i) Kazdé spocitatelné otvorené pokrytie mnoziny M obsahuje konecné pod-
pokrytie.
(ili) Kazdy spocitatelny centrovany systém uzavretych podmnozin mnoziny M
ma neprazdny prienik.

| A

Dékaz Vety 21.

Poznamenajme, ze ekvivalentnost podmienok (ii) a (iii) sa dokaze aplne ana-
logicky ako v pripade kompaktnosti pri Vete 16. Zameriame sa preto iba na
dékaz ekvivalencie podmienok (i) a (iii). Nech (M, p) je spocitatelne kompak-
tny metricky priestor a nech {Ax}72; je nejaky centrovany systém uzavretych
podmnozin v M. Ukazeme, ze ;2 ; Ax # 0. Polozme

k
By = () Ai pre kazdé k € N. (81)
=1

Zrejme kazda z mnozin By, k € N, je neprazdna a uzavretad v M, pricom plati
w



Metrika Mnoziny Konvergencia Zobrazenia Uplnost Kompaktnost

Doékaz Vety 21 (pokracovanie).

oo
B12B;2B3D DBy, () Br =
k=1 k=1
Z (82) vyplyva, ze méze nastat prave jedna z nasledujtcich dvoch moznosti.

3
S

(82)

@ Existuje ko € N s vlastnostou By, = Bi,+i pre kazdé ¢ € N. Potom

N 4 @ (N Bi = By, #0.

k=1 k=1

@ Medzi mnozinami By, k € N, existuje nekoneéne vela vzajomne réznych
mnozin. Bez ujmy na vseobecnosti zrejme staci uvazovat situaciu, kedy
vsetky mnoziny By, k € N, st vzajomne rézne. Pre kazdé k € N teda exis-
tuje bod xy € By \ Br+1. KedZe metricky priestor (M, p) je spocitatelne
kompaktny, podla Definicie 24 ma postupnost {zx} aspon jeden hromadny
bod y € M. A nakolko ocividne plati

{:ck, Tki1, Tht2, } C B pre kazdé k € N,

bod ¥ je hromadnym bodom, a vdaka uzavretosti i prvkom, pre kazdia z
mnozin By, k € N. Obzvlast, potom mame

yGﬂB (2)m‘4k’ a tak mAk7£@

k=1 k=1




Mnoziny Ko 1 o a Uplnost Kompaktnost

Doékaz Vety 21 (pokracovanie).

Platnost opacnej implikacie (iii) = (i) vyplyva z dékazu Vety 17, kde sme vlastne
dokazali, ze ak mnozina M obsahuje nekoneéni podmnozinu bez hromadnych
bodov v M, potom existuje spocitatelny centrovany systém uzavretych pod-
mnozin mnoziny M, ktory méa prazdny prienik. Ak teda plati tvrdenie (iii),
potom nutne kazda nekonecna podmnozina v M ma aspon jeden hromadny bod
v M, ¢o podla Definicie 24 znamena, Ze metricky priestor (M, p) je spocitatelne
kompaktny, t.j., plati tvrdenie (i). Dékaz je hotovy. |

| A\

Definicia 25 (Siet mnoziny)

Nech (M, p) je metricky priestor, N C M podmnozina a ¢ kladné realne Cislo.
Mnozina A C M sa nazyva siet mnoziny N s polomerom &, resp. e-siet mnoziny
N, ak pre kazdy bod z € N existuje bod y € A tak, ze p(z,y) < e.

-

Definicia 26 (Totalne ohraniceny metricky priestor)

Hovorime, ze metricky priestor (M, p) je totalne ohraniceny, ak pre kazdé € > 0
existuje konecna e-siet mnoziny M.

-



Mnoziny Konvergencia Zobrazenia Uplnost Kompaktnost

Poznamka 14

Z Definicii 3 a 26 ihned vyplyva, Ze kazdy totalne ohrani¢eny metricky priestor je
zaroven i ohraniceny (staci uvazit konecnost e-siete pre nejaké e > 0 a trojuhol-
nikovi nerovnost). Opacna skutocnost vo vieobecnosti neplati. Kym v kazdom
euklidovskom priestore E™, n € N, pojmy totalna ohranicenost a ohranicenost
splyvaji, diskrétny metricky priestor je totalne ohraniceny prave vtedy, ked ma
konecne vela prvkov. Na druhej strane, kazdy, teda aj nekonecny, diskrétny
metricky priestor je zrejme v stlade s Definiciou 3 ohraniceny.

A\

Veta 22

Kazdy totalne ohraniceny metricky priestor je separabilny.

A\

Dokaz Vety 22.

Nech (M, p) je totalne ohrani€eny metricky priestor. V salade s Definiciou 26 pre
kazdé n € N existuje koneéna %-siet’ A, mnoziny M. Potom je zrejme mnozina
U,en An nanajvys spocitatelna a podla Poznamky 6 husta v metrickom priestore
(M, p). V zhode s Definiciou 10 je teda priestor (M, p) separabilny. [ |

A\



Uplnost Kompaktnost

Metrika Mnoziny

Poznamka 15

Poznamenajme, ze tvrdenie Vety 22 sa neda obratit. Vhodne to ilustruje pod-
priestor (NN, p?) metrického priestoru [? skiimany v Poznamke 12. V Priklade 17
sme ukazali separabilitu priestoru %, takze i podpriestor (N, p?) je separabilny.
Avsak nie je totalne ohraniceny v 2, nakolko pre mnozinu N neexistuje konecna

e-siet s hodnotou € < g ako vyplyva z diskusie v Poznamke 12.

| A\

Veta 23

Kazdy spocitatelne kompaktny metricky priestor je totalne ohraniceny.

| A\

Dékaz Vety 23.

Predpokladajme, nech metricky priestor (M, p) je spocitatelne kompaktny, ale
nie je totalne ohrani¢eny. Podla Definicie 26 teda pre isté € > 0 neexistuje
ziadna koneé¢na e-siet mnoziny M. Zvolme [ubovolne x1 € M. Potom existuje
bod 2 € M tak, ze p(z1,z2) > . V opaénom pripade by totiz jednoprvkova
mnozina {x1} bola koneéna e-siet mnoziny M. Podobne, existuje bod z3 € M
s vlastnostou p(z1,x3) > € a p(x2,x3) > € (inak by zas mnozina {z1, z2} bola
konecnou e-sietou mnoziny M). Tymto spdsobom ziskame postupnost {zj }7
v M, ktora splha p(z;, ;) > € pre kazdé i, j € N, 5 # j. Obzvlast, tato postup-
i




Mnoziny Ko 1 o a Uplnost Kompaktnost

Doékaz Vety 23 (pokracovanie).

-nost nema ziadny hromadny bod v M. Podla Definicie 24 vsak tento fakt

odporuje spocitatelnej kompaktnosti priestoru (M, p). |
~

Definicia 27 (Baza metrického priestoru)

Nech (M, p) je metricky priestor. Systém {A,}acr otvorenych podmnozin
mnoziny M sa nazyva baza priestoru (M, p), ak sa kazda otvorend podmnozina
mnoziny M da vyjadrit ako zjednotenie niektorych mnozin systému {Aq }acr.

Lema 2

Metricky priestor je separabilny prave vtedy, ked ma spocitatelnii bazu.

| A\

Dokaz Lemy 2.

Nech (M, p) je separabilny metricky priestor a nech N := {z1,z2,...,Zn,...}
je v stlade s Definiciou 10 jeho nanajvys spocitatelna podmnozina, ktora je v
nom husta. Potom nie je tazké si uvedomit, ze systém otvorenych mnozin

1
{B (xn, 7) , m,mEeE N}
m




Metrika Mnoziny Ko o a Uplnost Kompaktnost

Dékaz Lemy 2 (pokracovanie).

predstavuje podla Definicie 27 spocitatelni bazu priestoru (M, p). Naopak,
ak {Ax}p2, je spocitatelna baza metrického priestoru (M, p), potom kazda
spocitatelna podmnozina tvaru N := {zy, zx € Ag, k € N} je husta v (M, p).
Dokazeme to sporom. Predpokladajme, ze pre nejaky vyber bodov z; € Ag,
k € N, uvedend podmnozina N nie je hustd v (M, p). Podla Definicie 8 to
znamena, ze mnozina M \ N je neprazdna a otvorena. A kedze systém {Ax}72
tvori bazu metrického priestoru (M, p), podla Definicie 27 existuje index ko € N
tak, Ze mnozina Ay, # 0 a Ay, € M \ N. Z tohto nasledne vyplyva, ze bod
xk, € M\ N, €o vsak je v rozpore s definiciou mnoziny N. Plati teda M = N,
a tak v sulade s Definiciou 10 je metricky priestor (M, p) separabilny. ]

| A\

Veta 24

Kazdy spocitatelne kompaktny metricky priestor je zarover i kompaktny.

Dékaz Vety 24.

Nech (M, p) je spocitatelne kompaktny metricky priestor a nech {Oa}acr je
nejaké jeho otvorené pokrytie. Ukazeme, Ze existuje koneéné podpokrytie tohto
pokrytia. Kombinaciou Viet 22 a 23 dostavame separabilitu priestoru (M, p).




Mnoziny Konver, a Uplnost Kompaktnost

Dokaz Vety 24 (pokracovanie).

Nasledne, podla Lemy 2 v tomto priestore existuje spocitatelna baza {A}72 .
Zvolme [ubovolny bod = € M. Skutocnost, ze systém {Oq}acr je pokry-
tie priestoru (M, p), zaruCuje, Ze existuje index a(z) € I taky, ze € Oy(a).
Zaroven z toho, ze {Ax}72, je bazou priestoru (M, p), vyplyva podla Defini-
cie 27 existencia indexu k(x) € N s vlastnostou x € Ay C Oq(y)- Systém
S := {Ak(z) }zem takto vybranych podmnozin je zrejme nanajvys spocitatelny
a pokryva celt mnozinu M. Okrem toho pre kazdii mnozinu Ay, € S vieme
vybrat jednu mnozinu On zo skimaného otvoreného pokrytia {Oq}acr, ktora
ju, tj., Ag(s), obsahuje. Takto teda vieme zostrojit nanajvys spocCitatelné pod-
pokrytie {Oa }acs pokrytia {Oa}acr. Ak mnozina indexov J C I je konecna,
doékaz je hotovy, pretoze sme vybrali konecné podpokrytie pokrytia {Oq tacr, a
tak metricky priestor (M, p) je kompaktny v zhode s Definiciou 23. V pripade,
ak mnozina J je spocitatelne nekonecna, je mozné podla Vety 21(ii) vybrat z
pokrytia {Oq }acs opat konecné podpokrytie, €o znovu zaru€uje kompaktnost
metrického priestoru (M, p). Dékaz je teraz kompletny. ]

i

Veta 25 (Nutna a postacujiaca podmienka kompaktnosti metrického priestoru)

Metricky priestor (M, p) je kompaktny prave vtedy, ked' je totalne ohraniceny a
zaroven aplny.

i



Metrika Mnoziny e, Zobrazenia Uplnost Kompaktnost

Dékaz Vety 25.

Ak (M, p) je kompaktny metricky priestor, potom je v stlade s Poznamkou 13 i
spocitatelne kompaktny, a nasledne i totalne ohraniceny, podla Vety 23. Okrem
toho kazda postupnost cauchyovska v (M, p) musi v zhode s Vetou 17 mat aspon
jeden hromadny bod v M, t.j., obsahovat aspon jednu podpostupnost konver-
gentnd v M. To viak podla Vety 4(iv) znamena, Ze celd skamana cauchy-
ovska postupnost ma v M limitu, a tak v stlade s Definiciou 18 je metricky
priestor (M, p) aplny. Naopak, predpokladajme, nech priestor (M, p) je totalne
ohraniéeny a aplny. Dokazeme, ze je spocitatelne kompaktny, t.j., v zhode
s Definiciou 24 kazda jeho nekoneéna podmnozina ma v M aspon jeden hro-
madny bod. Vo svetle Vety 24 nam tento vysledok potom zaruéi i kompaktnost
priestoru (M, p). Bez ujmy na vSeobecnosti sa zrejme stai obmedzit iba na
spocitatelné nekone¢né podmnoziny v M, t.j., postupnosti v M. Nech teda
{zr}721 € M je nejakd postupnost. Ukazeme, ze {z};2; ma aspon jeden
hromadny bod v M. V sdlade s Definiciou 26 nech N3 = {c%,...,cil} je
konecna siet mnoziny M s polomerom & = 1. Obzvlast, podla Definicie 25 plati
M = U, Blef, 1]. Nakolko mnozina N1 C M je koneéna, musi aspon jedna z
danych uzavretych guli obsahovat nekonecne vela ¢lenov postupnosti {zx}, t.j.,
nejaki jej podpostupnost {x}}. Oznacme stred tejto gule a1. Metricky priestor
(Bla1,1], p), ako podpriestor v (M, p), je zrejme tiez totalne ohrani¢eny. Nech
1

teda N2 = {cf,..., cig} je konecna siet mnoziny Blai, 1] s polomerom ¢ = 5.




Metrika Mnoziny Konvergencia Zobrazenia Uplnost Kompaktnost

|
(

Doékaz Vety 25 (pokracovanie)

Potom zrejme Blai,1] C U2, B[ci,1]. A kedze i mnozina N je koneéna,
minimalne jedna z guli tohto pokrytia musi opat obsahovat nekoneéne vela élenov
postupnosti {x}}, t.j., nejakd jej podpostupnost {z%}. Oznacme stred tejto gule
az. Vyuzitim trojuholnikovej nerovnosti pre vzdialenost bodov a1 a as plati

1 3
pla1,a2) < pa1,y) + p(y,a2) <1+ 27 3% <2,

kde y je lubovolny z &lenov postupnosti {x7}. Uzavreta gula Blaz, 3] viak
opat vytvara totalne ohraniGeny metricky priestor, a tak existuje jej koneéna siet
N3 = {c‘i’,...,cig} s polomerom i. KedZze Blas, 2] C U3, B[, 4] nutne
aspon jedna z uzavretych guli tohto pokrytla musi obsahovat nekonecne vela
¢lenov postupnosti {zi}, t.j., nejaki jej podpostupnost {z3}. Oznaciac stred
tejto gule a3, dostavame pre vzdialenost p(az,ad) odhad
1 3
p(ag,ag) < p(ag, )+ p(y,ag) + 7 Z <1,

kde % je lubovolny €len postupnosti {z3}. V tomto procese pokracujeme d'alej
a ziskame postupnost uzavretych guli

1 1 1
Bla1,1], 3[0275}7 B{a&z}y ce B[ai,y—_l}, (83)

Kazda z guli Blas, 21%] ¢ € N, pritom zrejme obsahuje nekoneéne vela ¢élenov
w
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|
(

Dokaz Vety 25 (pokracovanie)

postupnosti {z;} a odpovedajiica postupnost stredov {a;} splha

1 1 3 4 1
plai,ait1) < + —==Z =

St~ <zm-zw €N (84)

Uvazujme teraz postupnost podmnoiin {Ai}?21 v M danych A; := Blai, 3]
pre i € N. Zrejme B [ai, 51| C B [ai, 575 = A pre vietky indexy i € N, a
tak kazda z mnozin A; obsahuje nekoneéne vela élenov postupnosti {z}. Okrem
toho plati A;11 C A; pre kazdé ¢ € N. Skutocne, pre z € A;y1 je p(aiti,z) <
5, z €oho nasledne pomocou trojuholnikovej nerovnosti dostavame

(84) 1 1 2 1

plas,x) < plai, ait1) +plait1, @) < o5 + 575 = 575 = gimay

tj., x € A;. System {A;}72, teda predstavuje postupnost do seba vlozenych
uzavretych guli v M, ktorych polomery konverguja do nuly. A kedze metricky
priestor (M, p) je podla predpokladov aplny, v silade s Vetou 13 je prienik
N2, A; neprazdny, t.j., existuje jediné z € N2, A;. To znamena, ze kazdé okolie
bodu z obsahuje nejaki mnozinu A;, a tak i nekoneéne vela élenov postupnosti
{zr}. Bod z je teda hromadny bod postupnosti {x;} a dokaz je hotovy. ]

.
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Pojem prekompaktnosti

Definicia 28 (Prekompaktna mnozina)

Nech (M, p) je metricky priestor. Neprazdna mnozina N C M sa nazyva prekom-
paktna (alebo tiez relativne kompaktna) v metrickom priestore (M, p), ak jej
uzaver N v (M, p) je kompaktny metricky priestor.

| A\

Veta 26

Nech (M, p) je aplny metricky priestor. Potom neprazdna podmnozina N C M
je prekompaktna v (M, p) prave vtedy, ked je totdlne ohranicena.

>

Daokaz Vety 26.

V prvom rade poznamenajme, ze podla Poznamky 3 a Definicie 26 je mnozina
N C M totalne ohranicena prave vtedy, ked mnozina N je totalne ohranicena.
Kombinaciou Viet 1(ii) a 10 a Definicie 7 dostavame, ze (N, p) je tplnym met-
rickym priestorom pre kazda neprazdni mnozinu N C M. Tvrdenie dokazovanej

vety je potom priamym désledkom Vety 25 a Definicie 28. |
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Priklad 37 (Prekompaktné mnoziny v priestore ()

Pre dané p > 1 uvazujme metricky priestor I? z Prikladu 3. Potom neprazdna
podmnozina N C [? je prekompaktna v [P prave vtedy, ked mnozina N je
ohranicena v [? a pre kazdé € > 0 existuje index n € N tak, ze

oo
Z |zi|P < e pre kazdé = {z}3>; € N. (85)
k=n+1

| A\

Priklad 38

Uvazujme metricky priestory [°° a ¢o z Prikladu 3. Potom ¢y nie je kompaktny
podpriestor v [*°. Skutocne, nech {z"}52 je systém realnych postupnosti tvaru

D L kazdé n € N 86
it = 0 ketnil pre kazdé n € Ny. (86)
Zrejme z™ € co pre kazdy index n € Ny. Sucasne podla (12) a (86) mame

o™, a%) E sup lef — 9] ©n, nem. (87)
kEN

Podpriestor ¢y preto nie je ohraniceny v [*°, nakol'ko v silade s (87) jeho priemer

d(co) = oo. Preto podla Vety 19 ¢y neméze byt ani (pre)kompaktny v [°.

i
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Arzelaova—Ascoliho veta

Definicia 29 (Rovnomerna ohranicenost a rovnaka spojitost)

Pre dané a,b € R, a < b, uvazujme (neprazdnu) mnozinu N funkcii f : [a,b] —
R. Povieme, ze funkcie z mnoziny N si rovnomerne ohranicené na intervale
[a, b], ak existuje kladné realne islo L s vlastnostou

|f(z)] <L pre kazdé x € [a,b] a kazdé f € N. (88)

Podobne, hovorime, ze funkcie z N s rovnako spojité na intervale [a, b], ak pre
kazdé € > 0 existuje § > 0 také, ze

ak pre z,z* € [a,b] je |z —z*| < 4, potom |f(z)— f(z*)| < e pre kazdé f € N. (89)

i

Poznamka 16

Z relacie (88) je zrejmé, ze ak N je mnozina funkcii rovnomerne ohranicenych
na intervale [a,b], potom nutne N C Bla,b], t.j., kazda z funkcii f € N je
ohrani¢ena na [a, b]. Obzvlast, mnozina N je v stlade s Definiciou 3 ohranicena
v metrickom priestore (BJa, b], pB) zavedenom v Priklade 4. Podobne, ak N je
mnozina funkcii rovnako spojitych na intervale [a, )], potom podla Definicie 15
a relacie v (89) je kazda funkcia f € N rovnomerne spojita na [a, b].
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Veta 27 (Arzelaova—Ascoliho)

Nech a,b € R, a < b, st dané a nech N je mnozina redlnych funkcii spojitych na
intervale [a,b]. Potom N je prekompaktna v metrickom priestore (Cla,b], pc)
zavedenom v Priklade 4 prive vtedy, ked funkcie z mnoziny N si rovnomerne
ohranicené a rovnako spojité na [a, b].

-

Désledok 3 (Kompaktné mnoziny v priestore spojitych funkcii)

Neprézdna mnozina N C Cla, b] je kompaktna v metrickom priestore (C[a, b], pc)
prave vtedy, ked" N je uzavreti v (Cla,b],pc) a funkcie z mnoziny N si
rovnomerne ohranicené a rovnako spojité na [a, b].

-

Désledok 4

Nech { fn}1 je postupnost realnych funkcii spojitych na kompaktnom intervale
la,b], a < b. Ak funkcie fn, n € N, st rovnomerne ohranic¢ené a rovnako spojité
na [a,b], potom existuje vybrand podpostupnost’ {fn, }3>,, ktora konverguje
rovnomerne na [a, b].
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Nech (M, p) a (N, o) st dva kompaktné metrické priestory. Symbolom F (M, N)
oznacme mnozinu vsetkych zobrazeni f : M — N. Kompaktnost priestoru
(N, o) podla Vety 19 zaru€uje, ze pre kazdé f € F(M, N) je mnozina f(M) C
N ohrani¢ena v (N,o0). To nasledne umoziuje korektne definovat zobrazenie
T : F(M,N) x F(M,N) — [0,00) s predpisom

T(fyg) 1= Ssup U(f(z)7g($))7 9 € ]:(Mv N) (90)
TEM

Nie je tazké overit, ze zobrazenie 7 v (90) je metrikou na mnozine F(M, N).
Obzvlast, ak C(M, N) ozna€uje mnozinu vsetkych spojitych zobrazeni f : M —
N, potom (C(M, N), T) je uzavrety metricky podpriestor v (F(M, N), 7). Nech
D C F(M,N) je neprazdna mnozina. Zobrazenia f € D sa nazyvaja rovnako
spojité, ak pre kazdé £ > 0 existuje § > 0 také, ze

ak pre z,z* € M je p(z,z*) < 8, potom o(f(x), f(z*)) < e pre kazdé f € D. (91)

Veta 28 (Zovseobecnenie Arzelaovej—Ascoliho vety)

Nech (M, p) a (N, o) si kompaktné metrické priestory. Mnozina D C C(M, N)
je prekompaktna v metrickom priestore (C(M, N), T) prave vtedy, ked’ zobrazenia
f € D sii rovnako spojité.
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