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1. Parcidlni diferencialni rovnice prvniho fddu: model vékové strukturované populace

1. Uvazujme populaci jedincli, rozmnozujicich se délenim. Piedpokladejme, ze kazdy jedinec,
ktery se dozije véku ag se rozdéli. Predpokladejme dale, ze specifickd tmrtnost je linedrni
funkef véku, p(a) = po + aa.

a) Najdéte vékoveé specifickou porodnost této populace.
b) Uréete podminky, za jakych muze takova populace dlouhodobé piezivat.

¢) Urcete prubéh stabilizované struktury populace ¢ a urcete ¢as, za jaky se velikost
populace zdvojnésobi.

2. Odlozena plodnost
Uvazujme populaci, v niz zeny zacinaji byt plodné ve véku a,,, jejich plodnost konéi ve
véku aps a maximalni plodnosti byax dosahuji ve véku ap; pritom samoziejmé plati a,, <
ap < apr. Na intervalech (a,,ar) a (ar, aprr) je veékove specifickd porodnost linedrni. Speci-
fickd imrtnost je od véku a,, do véku ap; konstantni a rovna hodnoté pg. Urcete zavislost
rustového koeficientu na hodnoté ar.

3. ,,Bfimé polygamie“
Predstavme si hypotetickou populaci, v niz se kazdy muz zeni ve Ctyfticeti letech a bere si
dvé manzelky ve véku dvacet let. Predpokladejme déle, ze timrtnost muzu a zen je stejnd
a nezavisi na véku, porodnost zen je ve véku 20—40 let konstantni, jinak je nulové, pomér
novorozenych chlapecku a holcicek je 1. Muze takova populace dlouhodobé prezivat? Urcete
vékovou strukturu ¢ v zavislosti na hodnotach porodnosti a dmrtnosti.

4. ,Pozehnéni senescence®
Uvazujte vékoveé strukturovanou populaci, v niz specifickd porodnost je po ¢astech konstantni
funkce (od narozeni do dospélosti nula, pak néjakd kladnd konstanta az do smrti nebo do
néjakého véku menopauzy). Uvazujte konstantni imrtnost a dmrtnost Gompertzovskou, obé
se stejnym ,,poloCasem pieziti®.

a) Piikterém z uvazovanych tvart timrtnosti je vétsi rustovy koeficient A? Jinak feceno: je
vysledkem evoluce (piezivani nejzdatnéjsich, tj. maximalizace X) spiSe populace, v niz
se stdrne (s veékem se ztrdci sily a zdravi, naopak se ziskdvd schopnost zemfit i na
bandln{ infekci), nebo populace stédlého mladi.

b) Jak se zmeéni vysledek, pokud je plodnost ¢asové omezend (po menopauze vymiz{) nebo
celozivotni.



2. Parcialni diferencialni rovnice druhého fadu: model populace v prostoru

1. J. G. Skellam v roce 1951 studoval sifeni dubt od konce posledni doby ledové. Zformuloval
predpoklady:

(i) Duby se mnozi s rustovym koeficientem « > 0 a do okolniho prostiedi se $iF{ diftizi
s difuzivitou D > 0.
(ii) Dub zije a produkuje zaludy nejméné 60 let.
(iii) I v panenském prostiedi mé jeden dub nejvyse 9 milionu plodnych potomki.

(iv) Stredn{ kvadratickd vzdalenost zaludu od stromu je nejvyse 50 metru (stiedn{ kvadra-
tickd vzdélenost je odmocnina z primeéru druhych mocnin vzdélenosti vsech zaludu od
matefského stromu).

a) Napiste rovnici pro vyvoj populaéni hustoty dubu na zdkladé predpokladu (i).

b) Za pomoci zbyvajicich predpokladi najdéte horni odhady parametru D a «. [MuZete
predpoklddat, ze na pocdtku ¢asu byl jediny dub v pocdtku soufadnic mista.]

¢) Ovérte hypotézu, ze duby se v Britdnii rozsifily difizi podle uvedenych pfedpokladi.
Duby se od posledni doby ledové (za nejvyse 20000 let) rozsifily na vzdélenost zhruba
1000 km.

2. Uvazujte rovnici reakce-diftize
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definovanou pro t > 0, z € R.
a) Napiste obycejnou diferencidlni rovnici pro feseni ve tvaru putujici viny U = U(2), tj.

z=x—ct, Ulx—ct)=u(t,z), lim U(z)=1, lim U(z)=0.
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b) Najdéte minimélni rychlost ¢ putujici viny.

¢) Pokuste se najit po¢dtecni podminku takovou, aby poé¢édtecéni dloha pro uvazovanou
rovnici byla explicitné resitelna.



3. Parcidlni diferencialni rovnice druhého radu: modely morfogeneze
1. Uvazujte rovnici reakce-difize
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pro nezndmou funkei w = w(7,€) definovanou pro 7 > 0, 0 < & < L, s Dirichletovou
okrajovou podminkou

+ f(w)

w(r,0) =w(r,L) = u".
Pritom u* € R je takové éislo, ze f(u*) = 0.

a) Zménte méfitko ¢asové proménné 7 i prostorové proménné ¢ tak, aby se rovnice trans-
formovala na rovnici
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s Dirichletovou okrajovou podminkou
v(t,0) = v(t,m) = u”.
b) Odvodte linearizovanou rovnici
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s homogenni Dirichletovou okrajovou podminkou
u(t,0) = u(t,m) =0. (2)
¢) Reste tlohu (1), (2) s pocateéni podminkou

u(0,2) = up(x) = sinz.

d) Necht f/(u*) > 0. Rozhodnéte, zda zvétseni difuzivity D nebo velikosti L systém sta-
bilizuje nebo destabilizuje.

2. Uvazujte vektorovou rovnici reakce-diftuze
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definovanou na oblasti Q = {(z,y) € R?: a* < z? + y* < (a + 6)?}. (Tato rovnice mize byt
povazovéana za model rustu chapadel u nezmara.) Parametr § povazujte za tak maly, ze
rozdil koncentraci w pfi zméné soufadnic z, y o vzdalenost nepfevysujici § je zanedbatelny.

Najdéte podminky, za jakych mé Feseni rovnice n lokdlnich extrému v oblasti 2. (Takové
feSen{ popisuje nezmara s n chapadly.)



4. Obycejné diferencialni rovnice se zpozdénim

1. Jeden z modelu rustu populace velryby grénské (pouzivany International Whaling Commi-
sion) je zapsan rovnici
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umrtnost,

maximélni mozny narust porodnost oproti imrtnosti,

kapacita prostiedi,

doba k dosazeni dospélosti,

mira citlivosti populace na jeji velikost (tj. vnitrodruhovou konkurenci).

Vsechny parametry jsou kladné.
Ukazte, ze rovnice popisujici vyvoj malych odchylek od rovnovazné velikosti populace je

dn(t)
dt

~ —pn(t) — p(gz — n(t = T)

a stabilita rovnovazného stavu je tedy urcena redalnou ¢asti feSeni A rovnice

A=—p[l+(gz—1)e *].

Odvod'te, ze rovnovazny stav je stabilni, pokud

1
ul < uT, = ———=21, b=qz—1>1

a stabilni pro libovolné T', pokud b < 1.

2. Rust populace strukturované na jedince juvenilni a plodné lze modelovat nasledujici rovnici
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—  velikost populace v case t,
— maximalni porodnost,
— umrtnost,
— mira zmenseni porodnosti zptisobena vnitrodruhovou konkurenci
populace velikosti N.

e Najdéte netrividlni rovnovaznou velikost populace. Linearizujte rovnici v okoli rov-

novazného stavu.

e Najdéte hranice oblasti v roviné (ut, 5o7), ve kterych malé odchylky od rovnovézného

stavu
(a) monotonné rostou,

(

monotonné klesaji,

b)
(¢) osciluji s klesajici amplitudou,
d)

(

osciluji s rostouci amplitudou.

(Uvedeny model pouzil R. May v roce 1975 k modelovani populace Lucila cuprina a ukézal
dobrou shodu s daty naméfenymi Nicholsonem roku 1957.)



