2 Jadrové odhady

2.1 Lokalné polynomialni jadrové odhady

V tomto odstavci se budeme vénovat specialnimu typu jadrovych odhadi, ktery se na-
zyva lokdlné polynomidlni. Pouziva se predevsim pii odhadech regresni funkce. Hod-
nota neznamé regresni funkce v libovolném bodé planu se ziska tak, ze prolozime dané
body polynomem stupné p vazenou metodou nejmensich ¢tverci. Ve specidlnim piipadé
pro p = 0, tj. prokladanim konstantou, obdrzime tzv. Nadarayovy — Watsonovy esti-
matory. Podobné, pro p = 1, prokladdme-li naméfena data primkou, ziskdme lokalné
linearni estimatory. Nasim tkolem bude odvodit formalni vzorec pro obecny stupen po-
lynomu.

Ozna¢me m(z;p, h) odhad regresni funkce m v bodé z prolozenim polynomu stupné
p vazenou metodou nejmensich ¢tverct. Nechf tento polynom mé tvar

P(u)=fo+ fi(lu—z)+ -+ B,(u—x)P.

Necht K je nezdporné jadro na intervalu [—1,1], tj. K(z) > 0, Vz € [—1,1]. Hodnotu
m(xz; p, h) ziskdme vaZenou metodou nejmensich ¢tvercd, tj. minimalizujeme funkcional

® v zavislosti na vektoru parametrii 8 = ((, ..., 3,)
T-1
¢ = Z {Yi = Bo = Bi(wi — x) — -+ = Byl — )"} K(w; — x).
i=0

Oznacme ﬁ = (BO, e Bp)’ vektor, pro ktery ® nabyva minimalni hodnoty. Odhad regresni
funkce v bodé z ziskany vysSe popsanou metodou je tedy hodnota parametru [y, tj.

Nasim cilem je najit explicitni vyjadieni pro Bo- To je popsano v nize uvedené véte.
Nejprve vsak predchazi pomocné tvrzeni, které bude potieba pri dikazu této véty.

Necht g(B) je skalarni funkce vektoru 8 = (53, ..., 3,) . Derivaci funkce g podle vektoru

(3 rozumime vektor
dg(B) _ (89(ﬂ) 89(ﬂ))'
op 0B 7 9B )

Lemma 2.1.1. Nechtc = (co, ..., c,) je vektor délky p+1 a A = (aij); j=o Je symetrickd
ctvercova matice radu p + 1. Pak

1. % =c
B ApB B
2. W = 2A8.
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Dikaz. Nejdiiv dokazeme prvni Vztah Necht 0 < k < p, derivaci vyrazu ¢ B podle Gy

dostavame k-tou slozku vektoru 22 Rozepsamm dostavame ¢ 8 = Z ¢i3;, derivujeme-
=0
li tento soucet podle [y, obdrélme prave cy.

Druhy vztah se dokdZze podobné. Nejprve podrobnéji rozepiseme 8 AB

BAB = Z Z aij i3

i=0 j—O
— Z Z az]ﬁlﬁj + Z azkﬁzﬂk + Z ak]ﬁkﬁj + akkﬁk
=0 7=0
ik 2k ik J#k

a nasledné zderivujeme podle [

98 A -
gﬁkﬁ Z agB; + Z agjB; + 25 = Z(aik + ari) Bi + 20k G-
20 o iZk

Podle predpokladu je A symetrickd matice, tj. a;; = aj;, pro vSechna 0 < i,j < p, a tedy

/ p
0B A =2 Z ar 3,
=0

9Pk

coZ je k-ta slozka vektoru 2AQ0. O

V dalsim budeme pouzivat nasledujici oznaceni

Yo 1 zo—2 ... (xo—a)
Y = , X = :
YT,1 1 rr—1—T ... (SL’T,1 — $)p
Ky (zg — ) 0 0
W= 0 Kp(zy —x) |
0
0 0 Kh(CCT,1 —l‘)

er = (1,0...0)" vektor délky p + 1.

Véta 2.1.2. Necht je matice X WX reguldrni. Pro odhad regresni funkce plati
(3) m(z;p,h) = e, (X WX) ' X WY.
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Dukaz. Hodnotu m(z;p, h) chceme ziskat vazenou metodou nejmensich ¢tvercet, tj. mi-
nimalizaci funkce

T-1
= {Yi—Bo— Bala; — ) = - = Bylas — o'} Knla: — @)
i=0
v zévislosti na vektoru parametra 8 = (G, ..., ﬁp)'. Tuto funkci lze zapsat vektorové

d=(Y -XBW(Y —XB).
Roznasobenim dostavame
P=YWY -YWXB-BXWY +8XWX8.

Ve . . /. v/ v . / .
Nyni zderivujeme ® podle B a vyraz polozime roven nule. Protoze matice X WX je sy-
metricka, mizeme pii derivovani pouzit predchozi lemma

g_; —0-XWY - XWY +2XWX8 =0.

Po jednoduché tpravé dostavame tzv. vazZeny systém normdlnich rovnic
XWXB=XWY.
Podle pfedpokladu je matice X' WX regularni, a tedy feSeni existuje a je rovno
B=XWX)'XWY.
Nakonec staci vyjadrit prvni slozku ﬁAO, kterd je odhadem regresni funkce m, tj.
m(z;p,h) = By = L X WX) ' X' WY
O

Priklad. Uvazujme specidlni pripad, kdy stupen polynomu je p = 0, tj. naméfena
data proklddame lokalné konstantou. Jednotlivé matice jsou tvaru

0 K —
X — 7 _ h(xl ZE) . e = 1
1
0 0 Kh(xT—l —.CE)

Spocitame jejich sou¢in X WX

T—-1
XWX =) Ky(x; — ).

1=0
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Za predpokladu, Ze tento soucet je nenulovy, miizeme vypocitat inverzi

(XWX)™! !

~ T ‘
> Kp(z; — o)
i=0

Nakonec vyjadiime soucin X WY

T-1
XWY =Y Ky(x; — 2)Yi.

=0

Dosazenim do (3) dostavame

T—1
> Kp(z, —2)Y;
=0

m(z;0,h) = =2

3 Kp(x — xy)
—0

)

Takto sestrojené odhady regresni funkce se nazyvaji Nadarayovy — Watsonovy odhady.

Poznamka. V tomto odstavci jsme uzili predpokladu, ze jadro K je nezaporné. I kdyz
jadra vyssich fadi tuto podminku nesplnuji, pouzivaji se ke konstrukei lokalné polyno-
midlnich odhad pro jejich dobré asymptotické vlastnosti (viz [19]).

2.2 Statistické vlastnosti odhadu

Kvalitu jadrového odhadu lze lokdlné popsat pomoci stiedni kvadratické chyby. Bu-
deme se zabyvat asymptotickym tvarem této chyby, nebof pro neparametrické odhady,
narozdil od odhadt parametrickych, neexistuje nevychyleny odhad, tj. takovy odhad,
ze Em = m pro s.v. x € R (Collomb 1976).

Véta 2.2.1. Necht K € Sy, EY? < oo a necht posloupnost vyhlazovacich parame-
tri h = hp, T =1,2,..., splnuje podminky: hp — 0, Thy — oo pro T — oo. Pak v
kazdém bodé spojitosti funkce m plati

kde Wy, jsou vahové funkce odpovidagici postupné odhadim mpcy, Myw, MrLL, Maum-
Dukaz. Dikaz mtzeme najit napt. v [6]. O

Poznamka. Uvedené odhady jsou tedy konzistentnimi odhady m.
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