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Enzymova kinetika, 1. ¢ast

Predpoklady

Pro studium této vyukové jednotky je potfebna znalost

e vySetfovani pribéhu funkce,
e linearnich diferencidlnich rovnic a metod jejich reSeni.

Vystupy z uceni

Studenti se nauci

e modelovat kinetiku chemickych reakci pomoci diferencidlnich rovnic,
e vyuzivat quasi-steady-state aproximace pro hodnoceni dynamiky reakci.

1 Kinetika chemickych reakci

Pro kineticky popis biochemickych reakci se jako vhodné (nezbytné) ukazalo
matematické modelovani. Obzvlasté zajimava je kinetika enzymovych reakeci,
jejimz principim se v této kapitole budeme vénovat. Vychdzime pfitom ptede-
v$im z monografii Segel (1984), Murray (2002, kapitola 11) a Keener & Sneyd
(2009, kapitola 1), v nichz Ize nalézt dalsi modely.

Nejdrive si vysvétlime uzivand schématickd znaceni a zpisob sestavovani
rovnic matematického modelu. Uvazujeme chemickou reakci, v niZ molekula
latky A reaguje s molekulou latky B za vzniku molekuly latky C. Naopak, mo-
lekula C se za urc¢itych podminek miiZze rozpadnout na molekuly slozek A a B.
Pro popis mnozstvi latek v ¢ase se pouziva velicina koncentrace. Tu lze uvazo-
vat v nékolika variantdch, napt. jako hmotnost latky v jednotkovém objemu,
jako molarni mnozstvi latky v jednotkovém objemu, anebo jako pocet molekul
latky v jednotkovém objemu. Standardné uzivanou koncentraci pro popis bi-
ochemickych reakci je molarni mnozstvi latky v jednotkovém objemu. Ackoliv
odpovidajici jednotkou v soustavé SI je mol m™3, v praxi obvykle pouzivanou
jednotkou je mol dm™3, nékdy zkracené oznatovanou symbolem M. Pro mate-
maticky popis dynamiky reakce zavedeme nezdporné funkce A(t), B(t), C(t)
oznacujici koncentraci latek A, B, C v ¢ase t > 0.



Tradi¢né se predpokladd, ze rychlost tvorby latky C je imérnd koncentra-
cim latek A i B, tento princip je nazyvan law of mass action. Tento predpoklad
znamend, Ze pokud koncentrace latky B vzroste na dvojndsobek (resp. troj-
nasobek), rychlost tvorby latky C bude také dvojndsobnd (resp. trojndsobnd).
Pokud koncentrace 1atky B vzroste dvakrat a koncentrace latky A ttikrat, rych-
lost tvorby latky C vzroste dokonce Sestkrat. Takovy predpoklad bude splnén
pfi nizkych koncentracich, kdy se kazda molekula pohybuje nezavisle na ostat-
nich molekuldch. V této situaci znamena zvyseni koncentrace latky B imérny
nartst poctu ,srazek“ molekul latek A a B, které mohou vést ke vzniku latky C
a tedy odpovidajicimu nartstu koncentrace latky C.

Dale predpoklddame, ze molekuly C se chovaji vzajemné nezavisle, tedy ze
molekula C se urcitou danou a pro vsechny molekuly C stejnou pravdépodob-
nosti za jednotkovy ¢as rozpadne na molekuly A a B.

Pfi obou predpokladech o tvorbé a rozpadu latky C zavedeme konstanty
umeérnosti ki, udéavajici podil A-B-kolizi vedoucich ke vzniku C za jednotku
¢asu, a k_; udévajici primérny pocet rozpad molekul C za jednotku ¢asu. Tyto
konstanty umérnosti jsou nazyvany rychlostnimi konstantami (rate constants)
a jejich podil je nékdy oznacovan jako tzv. disociacni konstanta

Kq= "1, )

ky
Rychlostni konstanty ptitom nemaji stejné jednotky. Typicky, jednotkou rych-
lostnich konstant popisujicich analyzu je prevrdcena hodnota jednotky casu,
zatimco jednotkou rychlostnich konstant spojenych se syntézou je prevracena
hodnota souc¢inu jednotky ¢asu a koncentrace. Disocia¢ni konstanta proto neni

bezrozmérnou veli¢inou, ale ma rozmér koncentrace.

Uvazovana reakce se graficky znazornuje pomoci tzv. kinetického schématu

ky

A+B — C

ka7 2)

kde znak + naznacuje slu¢ovani (syntézu), resp. rozklad (analyzu), latek a dvo-
jita Sipka oznacuje reverzibilni reakci. Ireverzibilni reakce se oznacuji jen Sip-
kou jednoduchou. Veli¢ina uvedend u kazdé Sipky je pak rychlostni konstantou

pro prislusnou reakci, ptip. zvlast pro kazdy smér reverzibilni reakce.
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Pro popis dynamiky systému potfebujeme matematické vyjadreni zmén kon-
centraci v zavislosti na ¢asové zméné. Koncentrace A(t), B(t), C(t) proto
casto povazujeme za spojité a diferencovatelné funkce casu t a dynamiku re-
akce matematicky vyjadifujeme pomoci (systému) diferencidlnich rovnic. Z in-
terpretacnich davodu mize byt ndzornéjsi zacit sestavenim diferen¢nich rov-
nic, z nichz pak limitnim prechodem obdrzime rovnice diferencidlni. Tento po-
stup pro ndzornost pouzijeme i my pfi sestavovani prvni rovnice.

Sledujeme schéma (2) a popiSeme zménu koncentrace, AC(t), latky C za
kréatky ¢asovy interval [t; t + At] délky At > 0. Béhem uvaZované kratké doby
At koncentrace latky C naroste o k; A(t) B(t) At slou¢enim latek A a B. Vy-
uzivame zde law of mass action, konstanta k; udava, kolik novych molekul se
vytvori pti jednotkovych koncentracich latek A a B za dobu jednotkové délky, za
interval délky At se tedy slouci k; At molekul. Reakce je vsak reverzibilni, sou-
¢asné dochazi k rozpadu latky C, tedy ke snizovani koncentrace C(t). Soudin
k_; At udava pocet rozpadi za interval délky At pfi jednotkové koncentraci
latky C. Souc¢asnym pouzitim obou smérti reakce sestavime diferen¢ni rovnici

AC(t) =C(t+At)—C(t) =k A(t)B(t) At—k_; C(t) At. (3)
Tuto rovnici vydélime vyrazem At a limitnim pfechodem dospéjeme k derivaci

AC(t) _ dC(t)

I
ATSO+ At de ~ )
¢imz (3) prejde v diferencidlni rovnici pro koncentraci latky C,
dC(t
d<t ) k() B =k C(0). )

Tuto rovnici vyuzijeme pro urceni jednotek konstant k; a k_;. Pokud koncent-
race A(t),B(t),C(t) latek A, B, C uvazujeme v jednotkdch mol dm™3, je rozmér
levé strany (5) mol dm™ s~!. Aby to zfistalo zachovéano i pro pravou stranu
této rovnice, musi byt jednotka konstanty k_; rovna prevracené hodnoté jed-
notky ¢asu, tedy s~ !, a rozmér konstanty k; mus{ byt rovny pfevracené hodnoté
koncentrace za ¢as, tzn. mol ' dm? s7L.
Analogicky se sestavi diferencidlni rovnice pro koncentrace latek A a B,
detailni postup prenechavame ctendri,
dA(t)
dt

= —k  A(t) B(t) +k_; C(t), (6)



dlz(tt) — Ik A(6) B(t) +k_, (). G

Specifikaci po¢atecnich koncentraci jednotlivych latek,

A(0) =4y, B(0)=B, C(0)=C,, (8)

je pak pocatecni iloha (5)-(8) jednoznacné zadana a lze analyticky nebo nu-
mericky hledat jeji feSeni. Cilem toho textu vSak neni obecné feSeni uvedené
ulohy, ale jeji aplikace na konkrétni enzymovou reakci, kterou probereme v na-
sledujici ¢asti. Na zavér této obecné Casti si jesté vSimnéme, Ze sectenim (5)
a (6), obdrzime

dc(t) dA(t) d[C(t)+A(t)]
de + ar dt =0, ©)

coZ znamend, ze soutet A(t) + C(t) je konstantni v ¢ase. Podobné, seétenim

(5) a (7), resp. (6) a (7), obdrzime dalsi dvé rovnice. Spolu s pocate¢nimi
podminkami (8) to znamend, Ze plati vztahy

C(t)+A(t) =Cy+Ay, C(t)+B(t) =Cy+ By, A(t)—B(t) =Ay—By, (10)

vyjadtujici zdkon zachovani hmoty latek reagujicich v uzaviené soustave.

Poznamka (law of mass action a incidence)

V biochemickych reakcich standardné uzivany princip law of mass action ma
blizko pojmu incidence, pouzivanému napt. pti modelovani Sifeni infek¢nich
chorob nebo v analyze pteziti. Vysvétleni souvislosti téchto pojmt proto vénu-
jeme tuto poznamku.

Jako tzv. contact rate A(N) se oznacuje prumérny pocet kontaktti objektu
(napt. latky A, osoby infikované chorobou) za jednotku c¢asu. Konstanta N zde
oznacuje celkovy poc¢et zkoumanych objektt (molekul l4tky, osob), které jsou
rozdéleny do dvou kategorii, A a B. Incidenci i oznatujeme prumérny pocet
nové zformovanych objektt (napt. latky C, pocet pienosti infekce) vSemi ob-
jekty za jednotku casu. Pritom incidence, i, se pocita jako soucin contact rate
A(N), po¢tu objektt kategorie A a pravdépodobnosti B/ N, Ze kontakt je usku-
tecnén s objektem jiné kategorie (napf. s latkou B, s osobou nachylnou k in-
fekei),

- B
i=A(N)AL. an
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V matematickych modelech se pouzivaji dva typy incidenci:

(i) standardni incidence (standard incidence, frequency-dependent incidence)
odpovidd ptipadu, kdy je A(N) = k; konstantni, nezévisld na celkovém
poc¢tu objektt N. Pro incidenci dostavame

_ha AB (12)
i=—AB.
N

(ii) mass-action incidence (density-dependent incidence), modelujici pripad,
kdy A(N) = ki N je zavisla (linedrné) na celkovém poctu objektd N.
Odpovidajici incidence je rovna

2 Zakladni princip enzymové reakce

Historie matematického popisu modelti enzymové kinetiky je spojena prede-
v$im se jmény Leonora Michaelise (1875-1949), némeckého biochemika, fy-
zikdlni chemika a fyzika, a Maud Mentenové (1879-1960), kanadské l1ékarky,
pusobici od roku 1912 v Berliné.

Enzymy umoznuji pfeménu molekul jedné latky na molekuly latky jiné.
Vstupni latka, kterd se md transformovat, se nazyva substrdt a latka, ktera re-
akci vznikd, se nazyva produkt, budeme pro né proto uzivat zkratky S a P V ty-
pickych reakcich enzymy (zkratka E) urychluji (katalyzuji) proces premény
latek tim, Ze se na sebe vazi substrat za vzniku tzv. komplexu enzym-substrat
(oznaceni C, nékdy téz ES). Tento komplex C se pak muze za uréitych podmi-
nek rozpadnout na volny enzym E a produkt P Tato pfeména vSak muze také
selhat v tom smyslu Ze komplex C se rozpadne zpét na volny enzym E a sub-
strat S. Predpokldddme tedy, Ze vazani enzymu na substrat je reverzibilni, za-
timco ptip. rozpad komplexu na E a P je ireverzibilni. Kinetické schéma této
enzymové reakce je

kl k2
S+E — C — E+P )
k1 (14)

Rychlostni konstanty k;, k_; a k, jsou pak po fadé spojeny se vznikem kom-

plexu (syntéza), rozpadem komplexu na substrat (analyza) a s formovanim
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produktu z komplexu (analyza). Konstanta k, je, stejné jako konstanta k_;
spojena s analyzou komplexu C, m4 tedy i stejnou jednotku, s~*.

Pouzitim principu law of mass action lze pak pro koncentrace jednotlivych
latek, tedy komplexu enzym-substrét, C(t), volného enzymu, E(t), substrétu,
S(t), a produktu P(t), jakozto funkci ¢asu t psat ¢tyii diferencidlni rovnice

d(;(tt) =k E(t)S(t) — (k_y +k2)C(¢), (15)
di(tt) =—k1 E(t)S(t) + (k_y +ko)C(1), (16)
dfj(tt) =—k  E(t)S(t) +k_1C(t), 17
dl:i(tt) =k G (1), (18)

spolu s pocate¢nimi podminkami
C(0)=Cy, E(0)=E, S(0)=S, P(0)=0. (19)

Na zacatku reakce je mnozstvi produktu nulové, v praxi je ¢asto nulova i po-
¢atecni koncentrace komplexu (Cy = 0).

Pii znamych konstantach k;, k_;, ko, a hodnotach pocatec¢nich koncent-
raci Cy, Eqy, Sy lze vyvoj koncentraci urcit numericky. Pro numerické vypocty
a grafickd zobrazeni budeme v celé této kapitole uvazovat nasledujici hodnoty
parametru:

ki =0,001 mol ! dm®s™!; k_; =0,0005s"Y; k,=0,25"1;

(20)
So=1000moldm™3; E;=100moldm™3; C, =0 moldm.

Numericky ziskand feSeni pocatecni tlohy (15)-(19) s témito parametry jsou
vykreslena v Obr. 1 a 2. Vidime, Ze koncentrace S(t) substratu s rostoucim
¢asem klesd, a to pfibliZzné exponencidlné, a koncentrace P(t) produktu roste.
Koncentrace E(t) volného enzymu nejdfive klesd, poté se zvolna vraci k po¢a-
te¢ni koncentraci Ey. Koncentrace C (t) komplexu naopak nejdtive roste a poté
zvolna klesa k nule. Pro t — oo dojde ke stabilizaci systému, vsechen substrat
bude postupné pfeménén na produkt a enzym po ukonceni této reakce zustane
opét vyhradné ve volné formé.
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Obrazek 1: Numericky spocitané pribéhy (¢as v sekundéach) koncentraci
(mol dm™3) substratu S(t) (modte), produktu P(t) (zelené), volného enzymu
E(t) (Cerné) a komplexu enzym-substrat C(t) (¢ervené) podle kinetického
schématu (14) s parametry (20). Koncentrace C(t) a E(t) maji odlisné $ka-
lovani podle métitka na pravé strané grafu.

Pro analyzu ulohy (15)-(19) bychom kromé numerickych vysledki potte-
bovali i presnd reSeni v analytickém tvaru. Jejich vypocet je vSak i pro uvazo-
vanou reakci velmi slozity, béznymi postupy systém vytesit neumime, systém
diferencidlnich rovnic totiz neni linearni.

Ukazeme proto tzv. quasi-steady-state aproximaci, kterd poskytuje jednodu-
chy a uzitecny, ale ptitom relativné pfesny, pohled na interakci enzym-substrat-
produkt. Kromé odvozeni priblizného feSeni systému diferencidlnich rovnic
ukdzeme i obecny postup, jak slozity systém zjednodusit na aproximovany sys-
tém a jak zdroven zhodnotit pfesnost aproximace a ovérit podminky pro jeji
platnost.

Nez se budeme aproximaci vénovat, vSimnéme si jeSté nékterych zavis-
losti v tlloze (15)-(19). Koncentrace produktu P(t) vystupuje pouze v rovnici
(18) a k jejimu vypoctu potiebujeme znat prubéh koncentrace C(t) komplexu.
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Obrézek 2: Detail z Obr. 1 zobrazujici koncentrace v poc¢atecni fazi reakce.

Nejdrive je tedy nutné vytesit systém prvni tii diferencidlnich rovnic pro kon-
centrace C(t), E(t), S(t). koncentraci produktu P(t) pak nalezneme integro-

vanim koncentrace komplexu,

P(t) :sztc(u)du. (21
0

Sec¢tenim rovnic (15) a (16) dostaneme
dE(t dC(t
(1) , dC(o)

dt dt

tzn. soucet koncentraci C(t) a E(t) je konstantni, podle (19) rovny

=0, (22)

E(t) +C(t) = Ey + Cp. (23)

Enzym se tedy v reakci vlastné vyskytuje ve dvou formach: jako volny E a jako
vazany v komplexu C. To je patrné i na ¢asovych prtibézich koncentraci E(t)
a C(t) vObr. 1a 2.Z (23) vyjadiime koncentraci E(t) a dosadime do rovnic
(15) a (17). Tim ndm v systému zUstanou pouze dvé diferencidlni rovnice
dC(¢)

En = k1(Eq+ Co) S(t) —[k_q +ky—ky S(t)] C(t), (24)
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ds(t
pro koncentrace C(t) a S(t) s po¢ate¢nimi podminkami C (0) = Cy, S(0) = S,.
Soucet koncentraci substratu a produktu S(t) + P(t) vSak obecné kon-
stantni neni. VSechen substrat se sice preméni na produkt, ale soucet jejich kon-
centraci je roven S, pouze na zacatku a na konci reakce, jak je patrné z Obr. 3.

1ooo—l”‘ s
980 ;‘1 w i
; ///’
g o0 | :
+ I| Y v;!"w
& 940\ 7~ .
L ‘: ‘ B 'é
L AN "4
920 T 2
900;\ L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L \7
0 20 40 60 80 100 120

Obrazek 3: Soutet koncentraci (mol dm™3) S(t) + P(t) substratu a produktu
v Case (sekundy) podle kinetického schématu (14) s parametry (20).

3 Quasi-steady-state aproximace

Z pavodnich ¢tyf rovnic ziistala soustava dvou diferencidlnich rovnic (24), (25)
s podminkami (19). Ani tento systém vsak neni feSitelny ve smyslu nalezeni
analytického tvaru formuli pro obé koncentrace. V takové situaci, jenz je v ma-
tematickém modelovani celkem béznd, se snazime pokrocit s feSenim tim, Ze
nekteré zdvislosti v modelu potla¢ime a tlohu tak zjednodusime. Po nalezeni
reSeni se vratime do mista, kde jsme model zjednodusili a prodiskutujeme, jak
vyrazny dopad md zvolené omezeni na redlnou situaci a jak by bylo feSeni

ovlivnéné, kdybychom pracovali s ptivodnim nezjednodu$enym modelem.
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V Obr. 2 si vSimnéme toho, ze za dobu 5 s od zacatku reakce klesne kon-
centrace substratu (modra krivka) asi o 15 %, zatimco koncentrace enzymu
(¢ernd krivka) se za stejnou dobu snizi ptiblizné o 80 %. Vzhledem k rychlosti
zmén koncentrace enzymu E(t), a tim i koncentrace C(t) komplexu, je tedy
koncentrace substrdtu S(t) skoro neménnd. Predstavme si tedy, Ze reakce je
na zac¢atku svého prubéhu a predpokladejme ponékud radikalni zjednoduseni,
ze koncentrace S(t) = S, substrdtu se v ¢ase neméni, napt. proto, ze jeho
mnozstvi je velké, nebo je substrat neustale dopliovan. Rovnice (25) je nyni
irelevantni a (24) pro jedinou nezndmou koncentraci C(t) komplexu ptejde

do tvaru
dC(t)

dt
s potate¢ni podminkou C(0) = Cj.

= k1(Eo + Co)So— (k1 So +k_1 +kz) C(t) (26)

ReSenim této diferencidlni rovnice je funkce

C(t) =Cp+ (CO_CHI) e_Kt: (27)

kde £ 4GS
m:( 0+ Co) So 28)

K, +So

je asymptotickd hodnota koncentrace komplexu, které je pro t — oo dosazeno

nezavisle na pocdtec¢ni hodnoté C,

k—l + k2 kz
Kpn=—"—=Kq4++—= 2
je tzv. Michaelisova konstanta a
K — kl SO + k_1 + k2' (30)

Zdtraznéme fakt, Ze asymptotickd koncentrace komplexu C,, zavisi na rych-
lostnich konstantdch pouze prostfednictvim Michaelisovy konstanty K, tedy
prostfednictvim vhodného poméru rychlostnich konstant. Pro uvazované hod-
noty parametri (20) dostavame K = 1,2 s~1, hodnotu Michaelisovy konstanty
K., = 200,5 mol dm™ a asymptotickou koncentraci C,, = 83,3 mol dm ™. Vy-
voj hodnoty koncentrace C(t) za podminky konstantni koncentrace substratu
S(t) = Sy béhem prvnich 5 s reakce je vykreslena v Obr. 4 (¢arkovana ktivka).

Pro porovndni je prikresleno i presné feSeni (plnou ¢arou) z Obr. 1. Vidime, zZe
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koncentraci komplexu C(t) lze velmi dobfe aproximovat hodnotou (27). Pfi-
tom si mzeme dovolit povazovat koncentraci substratu za konstantni, rovnu
S(t) = Sy, na intervalu az do doby 5 s po za¢atku reakce.

C()

Obrazek 4: Koncentrace komplexu C(t) (mol dm™3) v zévislosti na ¢ase t
(sekundy) pro potateéni fazi reakce. Carkovand kiivka znazoriuje p¥ibliznou
hodnotu dle (27) za podminky konstantni koncentrace substratu, plnou ¢arou
je vyznaceny presny, numericky spocitany, prubéh koncentrace.

Analogicky lze tuto aproximaci aplikovat i v priubéhu reakce, jak je ukdzano
v Obr. 5, kde je predpoklad konstantni koncentrace substratu pouzit po 60 s
od pocatku reakce. Je vSak patrné, Ze aproximace je v tomto ptipadé méné
presna, a Ize ji rozumné pouzit asi po dobu 3 s, pro delsi ¢asové intervaly se jiz
hodnota koncentrace C,, zna¢né odliSuje od presného teSeni.

S rostoucim ¢asem se koncentrace komplexu méni pomaleji (derivace klesa

k nule) a (27) se blizi limité C,, dle (28). Neni tedy prekvapenim, ze C,, je

reSenim rovnice
k1(Eg+Co)So— (k1Sg+k_1+ky)C =0 (31)

pro rovnovazny stav, kterou obdrzime tak, Ze v (26) uvazujeme dC(t)/dt = 0.
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Obrézek 5: Koncentrace komplexu C(t) (mol dm™3) v z4vislosti na Case t
(sekundy) po 60 s od pocatku reakce. Carkovand kiivka zndzoriiuje piibliz-
nou hodnotu dle (27) za podminky konstantni koncentrace substratu, plnou
¢arou je vyznaceny presny, numericky spocitany, prubéh koncentrace.

Vratme se nyni zpét ke vztahu (25) pro koncentraci substratu a uvazujme,
co se na vy$e uvedeném piistupu zméni, kdyz S (t) nebude konstantni, ale bude
se v Case ménit. Tvrdime, Ze v tom pripadé bude dobrou aproximaci koncent-
race komplexu C(t) v libovolném ¢ase t asymptotickd hodnota C,,, podle (28),
v niz namisto S, dosadime okamZitou hodnotu koncentrace S(t ). Pfedstavime-
li si (28) jako funkci koncentrace substratu S, mizeme tedy psat
(Eo + Co) So

Kn+So

Pokud se koncentrace S(t) substrdtu bude ménit pomalu vzhledem k rych-

Cm(So) = (32)

losti zmén koncentrace komplexu C(t), bude koncentrace C(t) dobfe aproxi-

movana tzv. quasi-steady-state rovnici

(Eo + Co)S(t)
K +S(t)

Tento dulezity vysledek se nazyva quasi-steady-state (pseudo-steady-state) fe-

C(t) ~ Cy[S(t)] = (33)

Senim, nebot jej obdrzime také tim, Ze levou stranu (24) poloZime rovnou 0
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a rovnici vyfe$ime pro C(t). Predpokladame tedy, ze koncentrace komplexu je
ustdlend, dC(t)/dt = 0, ptestoze C(t) ve skute¢nosti konstantni neni. Staci
jen zajistit, aby se koncentrace S(t) ménila tak pomalu, Ze koncentrace C(t)
se chovd, jako by S(t) bylo po urtitou (kratkou) dobu konstantni.
Jakéa koncentrace substratu odpovida quasi-steady-state aproximaci koncen-
trace komplexu? Dosazenim (33) do (25) obdrzime diferencidlni rovnici
ds(t) _ [k_1 +kiS(t)][Eo + Co] S(t)

Vytkneme vyraz z pravé strany (33) a po upravé dostaneme

ds(t) _x (E0+C0)5(f)__k (Eo + Co)

—_— == . 35
dt > Km+S(t) 2 1 Km (35)
+ -
S(t)
Porovnanim zjistime, ze dS(t)/dt = —k, C(t), tzn. quasi-steady-state apro-

ximace C(t) udavd, po vynasobeni rychlostni konstantou k,, rychlost zmény
koncentrace substratu. Diferencidlni rovnici pro odpovidajici ¢asovy vyvoj kon-
centrace produktu obdrzime dosazenim (33) do pravé strany (18),

dP(t) (Eo +Co)S(t)

T TR as) (36)

Re$eni rovnice (35) lze nalézt v implicitnim tvaru

To nam umoznuje graficky zndzornit (napf. pomoci parametricky zadanych kfi-
vek) prubéhy koncentraci substratu a produktu na ¢ase pii quasi-steady-state
aproximaci. Vysledné pribéhy jsou vykresleny (¢drkované kiivky) v Obr. 6. Na
Obr. 7 je potom vykresleno (¢arkovanou ktfivkou) quasi-steady-state feSeni kon-
centrace komplexu (33). Vidime, Ze pfi splnéni vyse uvedenych podminek je
aproximace pro globdalni popis prubéhu reakce dostacujici. Porovnanim deri-
vaci (35) a (36) zjistime, ze dusledkem quasi-steady-state aproximace je kon-
stantni soucet S(t) + P(t) = Sy koncentraci substratu a produktu, coZ se na
obrazku projevi vertikalni symetrii ¢arkovanych ktivek. Pfipomenme, Ze pro
presna feseni systému diferencidlnich rovnic vsak toto neplati, viz Obr. 3.
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Obrédzek 6: Koncentrace substrdtu S(t) (modfe) a produktu P(t) (zelené)
(mol dm™2) v zavislosti na ¢ase t (sekundy). Carkované kiivky zndzortuji
quasi-steady-state feseni dle (35) a (36), plnou ¢arou jsou nakresleny presné,
numericky spo¢itané, pritbéhy koncentraci podle kinetického schématu (14)

s parametry (20).
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C()

Obrédzek 7: Koncentrace komplexu C(t) (mol dm™3) v z4vislosti na ¢ase t
(sekundy). Carkovand k¥ivka znazorniuje quasi-steady-state teSeni dle (33),
plnou ¢arou je nakresleno presny, numericky spocitany, pribéh koncentrace
podle kinetického schématu (14) s parametry (20).
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Ukoly

1. Ukazte, ze feSenim diferencidlni rovnice (26) pro hledanou koncentraci
C(t) s potéteéni podminkou C(0) = C, je funkce (33).

2. Vysvétlete, pro¢ v reakci (14) neni soucet koncentraci S(t) + P(t) kon-

stantni v Case, jak je zfejmé z Obr. 3.
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Enzymova kinetika, 2. ¢ast

Predpoklady

Pro studium této vyukové jednotky je potfebna znalost
e zdkladnich principt enzymové kinetiky

e diferencidlniho a integralniho poc¢tu funkci jedné proménné.

Vystupy z uceni

Studenti se nauci
e pracovat s pojmem casové $kaly,
e kvantifikovat rychlost chemické reakce,
e aplikovat metodologii enzymové kinetiky na podobné biologické modely.

1 Casova $kala

V predeslé kapitole jsme jako argument pro aproximaci pouzivali predpoklad,
ze jedna funkce se méni pomaleji nez funkce jind. Tento vagné formulovany
pojem si nyni definujeme presné. Matematicky je rychlost zmény funkce kvan-
tiflkovana derivaci dané funkce. Porovnavani derivaci funkci je vSak v praxi
problematické z duvodu, Ze hodnoty funkei a tim i jejich derivaci mohou byt
vyjadteny v ruznych jednotkédch. Proto neporovndvame ptimo derivace funkci,
ale délky ¢asovych interval@l, béhem nichZ dochazi k nejvét$im zménam v hod-
notach funkei.

Dostavame se tak k pojmu casové skdly, time scale. Poznamenejme, Ze tento
pojem je uzivan zejména v matematické analyze, kde umoznuje spojit a zo-
becnit teorii diferencnich a diferencidlnich rovnic. Pro nas ticel zavedeme po-
jem time scale, 7, funkce f (t) jako nejkratsi dobu potfebnou k tomu, aby se
funk¢ni hodnota co nejvice zménila, a to maximalni rychlosti. Jde tedy o po-

dil maximalniho mozného rozdilu funk¢nich hodnot ku maximélni absolutni
hodnoté derivace, |f’(t)| = |df /dt|, tzn.

supf(e)—inff(t)
YT T sl (0l

D
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pfitemz uvedend infima a suprema se pocitaji ptes interval ¢ast t, ktery je
predmétem modelovani.

y

sup f

sup f —inff

inf f

Tf

Obrazek 1: Grafické urceni time scale T f (délka modré usecky) funkce f (t)
(Cervena krivka) tvaru klesajici exponencialy.

Z matematické analyzy je zndmo, Ze derivace f'(t,) funkce v bodé ¢, ma
geometricky vyznam smérnice te¢ny ke grafu funkce f (t) v tomto bodé. Vyraz
sup |f’| tedy udavd smérnici te¢ny ke grafu funkce f (t) v bodé, kde je sklon
(tzn. absolutni hodnota derivace) funkce nejvétsi. Smérnice tecny je dale rovna
tangens thlu a, ktery tec¢na svird s kladnou vodorovnou poloosou. Rovnici (1)

tedy mizZeme prepsat do tvaru

sup f —inff
Tf '

sup|f'| =tg a= 2
Pro geometrickou predstavu dale sledujme schéma na Obr. 1. Cervené vyzna-
¢eny graf funkce f (t) tvaru klesajici exponencidly ma zfejmé nejvétsi sklon na
svém levém konci. Tam zaroven nabyva svého maxima, tzn. i suprema. Infi-
mum klesajici exponencidlni funkce je rovno nule, tedy vyraz v ¢itateli zlomku
v (2) nalézdme jako vyznacenou svislou vzdédlenost. V bodé nejvétsiho sklonu
sestrojime te¢nu ke grafu funkce f (t). Ta svird s kladnou poloosou ¢ tdhel a,
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jak je v obrazku vyznaceno. Z definice funkce tangens jakozto poméru délek
protilehlé a ptrilehlé odvésny v pravoihlém trojuhelniku a ze zlomku v (2) iden-
tifikujeme time scale 7 ¢ jakozto délku vodorovné odvésny (vyznaceno modfe).

Spocitdme time scale T, pro koncentraci komplexu pii quasi-steady-state
aproximaci. Z vyjadteni (Ek1.27) vidime, Ze C(t) roste z pocate¢ni koncent-
race C, k asymptotické koncentraci Cp,), a jeji derivace C’(t) = K (Cp—Cp) e K¢
zfejmé nabyva svého maxima pro t = 0. Dosazenim do (1) spocitame, ze time

scale koncentrace komplexu je

Cn—Co 1

(Cn=CoK ~ K ”

To =
Pokracujeme vypocltem time scale Ty koncentrace substratu pti quasi-steady-
state aproximaci. Ze zaporného znaménka derivace (Ek1.35), z pocatecnich
podminek a asymptotického chovdni podle Obr. 6 je ziejmé, Ze koncentrace
substrdtu klesa z pocate¢ni hodnoty Sy na asymptoticky nulovou hodnotu, a ze
maximum derivace (Ek1.35) nastdvd v ¢ase t = 0, tedy pro S(t) = S,. Dosa-
zenim do (1) tak obdrzime time scale koncentrace substratu

ol S0=0 KntSy @
ko(Eg+Co)So  ka(Eg+Co)
Km + SO

Druhou moznosti je pouzit (Ex1.25), tedy neaproximovanou diferencialni rov-
nici pro koncentraci substratu. Rychlost poklesu koncentrace S(t) je i tomto
pripadé nejvétsi pro t = 0 a dostdvame tak jinou verzi time scale

* SO_O SO
To = = .
S kyEySy—k_1Cy  kiEySy—k_1Cp

)

V uvazovaném prikladu obdrzime po dosazeni parametru (Ex1.20) nasledujici

hodnoty time-scale:
Tc =0,833s, 7T5=060,025s, 75=10s. (6)

Nyni se vratime k podmince quasi-steady-state aproximace. PoZzadovali jsme,
aby se koncentrace substratu S(t) ménila mnohem pomaleji, nez se méni kon-

centrace komplexu C(t). Jinak feceno, ¢as pottebny pro vyznamnou zménu
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S(t) ma byt mnohem delsi, nez ¢as pottebny pro vyznamnou zménu C(t). Po-
moci time scale obou koncentraci tedy tento pozadavek matematicky vyjadiime
podminkou

Tc Tc
— <1, resp. <1 (7
TS TS

V uvazované enzymové reakci dostavame podily time scale T7-/7t¢ = 0,014
a 7¢/7g = 0,083, tzn. koncentrace komplexu C se méni zhruba 10x-100x
rychleji nez koncentrace substrdtu S. Lze ukdzat, Ze vzdy plati 75 < 7g, druhd
podminka v (7) je tedy silnéjsi nez podminka prvni. Dosazenim odvozenych
time scale (3), (4), (5) do (7) dostdvame podminky pro platnost quasi-steady-
state aproximace ve tvaru

ka (Eo + Co) <1, resp. Eo  K4Gp

ki (Km +So)? Kn+So  So(Km+So)

Tyto podminky jsou v praxi splnény napt. pokud je pocdtecni koncentrace sub-

<1 ©))

stratu radové vétsi nez koncentrace enzymu, Ey + Cy < Sp; pokud jsou kon-
centrace enzymu a substratu fddové mensi nez K;; nebo pokud rychlostni kon-
stanta ko tvorby produktu je dostatecné mala.

2 Rychlost reakce

Absolutni hodnota derivace koncentrace substratu je nazyvana rychlosti re-
akce. Pti quasi-steady-state aproximaci jsme odvodili vztahy (Ek1.35) a (EK1.36).
Pro okamzitou rychlost reakce V (t) v ¢ase t tedy muzeme psat
ds(t dP(t Eo+Cy)S(t
v |80] PO (Forcy)s(
dt dt K +S(t)

Graf zavislosti této okamzité rychlosti na case je vykreslen na Obr. 2 ¢arkovanou

9

carou. Porovnanim s presnymi, numericky spocitanymi, hodnotami derivaci
dS/dt a dP/dt pro parametry (Ek1.20) vidime, ze (9) je relativné dobrou
aproximaci rychlosti reakce, s vyjimkou kratké pocatec¢ni fadze. Na pocatku je
rychlost reakce aproximovana hodnotou V(0) ~ 16,7 mol dm™> s~}

Pro praktické vyuziti je dilezité chovani (pocate¢ni) rychlosti V, = V(0)
v zavislosti na pocatecni koncentraci substratu Sy,
(Eo+Co)So _ k2 (Eo+Co)

Vo(So) = ko K. TS,
m

. (10)

K
14—
-I-SO
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Obrézek 2: Zavislost okamzité rychlosti reakce V(t) podle (9) (modra ¢arko-
vand ktivka, v mol dm—3 s71) na ¢ase t (v sekunddch) podle (12) pro enzymo-
vou reakci (Ek1.14) s parametry (Ek1.20). Presné, numericky spocitané, hod-
noty derivaci koncentraci substratu a produktu jsou zobrazeny plnymi ¢arami,
rychlost ubyvéni substratu dS(t)/dt plnou modrou ¢arou a rychlost pfibyvani
produktu dP(t)/dt plnou zelenou ¢arou.

Rychlost Vj, je rostouci funkei vzhledem k S, a pro vysoké pocate¢ni koncent-

race substratu Sy konverguje k maximu

SO—>OO
Lze tak psat
V.S \%
Vo(So) = e = — 55—, (12)
K., +So 1 K
+ e
So

Graf rychlosti V;) v zavislosti na poc¢atecni koncentraci substratu je na Obr. 3.
Rychlost reakce roste s poc¢ate¢ni koncentraci substratu, pro nizké pocatecni
hodnoty koncentrace je rast prudky, pro vysoké koncentrace se rychlost reakce
priblizuje asymptotické maximalni rychlosti V., = 20 mol dm > s™1. Z grafu lze
odedist, ze pro potatetni koncentraci S = 1000 mol dm™ je rychlost reakce
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Obrazek 3: Zavislost (pocatecni) rychlosti reakce V; (mol dm™3 s™1) na po-
¢atecni koncentraci substratu Sy (mol dm™) podle (12) pro enzymovou re-
akci (Ek1.14) s parametry (Ek1.20).
rovna pfiblizné V, ~ 16,7 mol dm™ s~

V praxi Casto tato zdvislost zobrazuje na tzv. Lineweaverové-Burkové grafu,
kdy se na svislou osu vynasi prevracend hodnota rychlosti, 1/V,,, a na vodo-
rovnou osu prevracend hodnota pocatecni koncentrace substratu, 1/, jak je
ukdzano v Obr. 4. Takto zobrazend zavislost je totiz linedrni a toho v praxi se
vyuziva k odhadu parametra reakce. Empiricky se zjistuje rychlost reakce V,
pti ruznych poc¢ate¢nich koncentracich substratu Sy . Jejich prevracené hodnoty
se vykresli jako body v roviné, jimiz se prolozi regresni pifimka, napt. pomoci
klasické metody nejmensich ¢tverca.

Treti moznosti, jak graficky zachytit stejnou zavislost, je pouzitim logarit-
mického méritka pro koncentraci. Na vodorovné ose je tedy vynesen ptirozeny
(ptip. desitkovy) logaritmus koncentrace S,. Odpovidajici graf je na Obr. 5,
jedna se o tzv. sigmoidalni kiivku, neboli S-kiivku. Ta roste z asymptotického
minima 0 k asymptotickému maximu V, a je symetrickd vzhledem k inflexnimu
bodu, pro néjz plati V(S = InK,) = %Vm.
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Obrazek 4: Lineweavertv-Burkuv graf zavislosti (12). Na osach jsou vyneseny
prevracené hodnoty velic¢in z Obr. 3.
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Obrdzek 5: Zavislost (12) z Obr. 3 ve tvaru sigmoidy. Na vodorovné ose je
vynesen prirozeny logaritmus poc¢ate¢ni koncentrace S.
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3 Smyslové receptorové systémy

Na zavér kapitoly o enzymové kinetice si ukdzeme aplikaci stejného mate-
matického postupu na biochemickém modelu prenosu signdlu ve smyslovych,
konkrétné olfaktornich, receptorech. Predstavme si jednoduchy model, kdy na
jednotkovém povrchu bunééné membrany je N receptort. Ve vnéj$im prostredi
jsou rozptyleny molekuly latky, kterd se muze vazat na volné receptory, R. Tato
latka se obecné oznacuje jako ligand, L. Kdyz dojde k navdzdni molekuly li-
gandu L na volny receptor R, vytvofi se tzv. ligand-receptorovy komplex C. Na-
vazand molekula ligandu L se po uré¢itém ¢ase mize z komplexu opét uvolnit,
¢imz se uvolni prislusny receptor. V modelu tzv. detektoru koncentrace (con-
centration detector) se predpoklada, ze po uvolnéni ligandu z komplexu C se
bud’ uvolni molekula ligandu L s ptivodnimi chemickymi vlastnostmi, anebo
dojde k tzv. degradaci na molekulu Ld. Degradované molekuly ligandu Ld jiz
nemaji schopnost vazani na volné receptory R a dalsi reakce se tak jiz neu-
¢astni. S pouzitim zminénych zkratek tak mtzeme s vyhodou vyuZit popisu
pomoci kinetického schématu

kl k2
in ---- L+R — C — R+1d
P
out

(13)

velmi podobnému enzymové reakci (Ek1.14). V prvni fazi prenosu informace
o mnozstvi ligandu ve vnéjsim prostiredi do neuronovych bunék tak hraje roli
vstupu (in) koncentrace ligandu L. Vystupem (out), ktery je ddle neurony ko-
dovan a prendsen k dalSimu zpracovani, je mnozstvi (presnéji koncentrace)
ligand-receptorovych komplexa C.

Koncentrace ligandu L ve vnéjsim okoli receptort se pfitom méni malo a re-
lativné pomalu vzhledem k rychlosti zmén v koncentraci poctu ligand-recepto-
rovych komplexti C. Pro odvozeni zavislosti koncentrace C ligand-receptorovych
komplexti na koncentraci L ligandu se proto pouZziva quasi-steady-state aproxi-
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mace. Analogicky odvozenému vysledku (28) tedy lze v novém znaceni psat

N

ki +ky
1 - Z
L

Cm(L) = (14)

Graf této zavislosti je vyobrazen v Obr. 6. Pozorujeme, Ze pro nizké koncen-
trace L ligandu je ndrtst koncentrace (po¢tu) C,, ligand-receptorovych kom-
plext strmy, s rostouci koncentraci L rychlost ristu C,, klesd a hodnota C,, se
asymptoticky blizi k N, koncentraci (po¢tu) vSech receptord.

100 — — —— ——
80| il
60 )
Q: -
(.E) I 1
40/ il
20 ; _
0 ; | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | ;
0 2000 4000 6000 8000 10000
L

Obrazek 6: Zavislost (14) rovnovazné hodnoty koncentrace C ligand-
receptorovych komplexi (mm™2) na koncentraci L ligandu (mol dm™) pfi
quasi-steady-state aproximaci modelu (13). Koncentrace vSech receptoru je
N = 100 mm ™2, rychlostni konstanty maji hodnoty k; = 0,001 dm?s™! mol ™,
k_;=0,0005s"1ak, =025

V praxi se vsak tato zdvislost Castéji vykresluje s logaritmickou Skdlou na
vodorovné ose, jak je ukdzdno v Obr. 7. Vnimani vstupniho signdlu (zde L)
na logaritmické $kéle je pfitom typickym znakem smyslovych signéld. Aditivni
zménu (posun) na vstupu (fyzikdlné métitelnou) obvykle pomoci smyslového

vnimani pocitujeme jako zménu multiplikativni. Pfipomenme v této souvislosti
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Obrazek 7: Graf zavislosti (14) z Obr. 6 pfi logaritmickém métitku na vodo-

rovné ose ma tvar sigmoiddlni ktivky (dose-response curve).

napft. vaimani zvuku, kdy hlasitost zvuku misto jeho intenzity a jeji SI jednotky
W m™2 vyjadiujeme pravé jako jako logaritmus (desitkovy) poméru intenzity
k jisté referen¢ni hodnoté s pomoci bezrozmérné ,jednotky“ dB. Grafem je pri
tomto zobrazeni sigmoidalni ktivka (S-ktivka). Je patrné, ze pti velmi nizkych
koncentracich L ligandu je vnimand odpovéd, tedy koncentrace C,, ligand-
receptorovych komplext, skoro neménnd a nulova. V uré¢itém intervalu kon-
centraci L se odpovéd meéni, senzoricky systém dokdze zmény v hodnotach
L rozliSovat. Rozmezi takovych koncentraci ligandu se oznacuje jako coding
range. Z hlediska hodnoceni schopnosti smyslového vnimani je rozhodujici po-
loha coding range a rychlost zmény C,,, tedy hodnota derivace, pro L uvnitt
tohoto intervalu. Pro velmi vysoké koncentrace ligandu pak dochézi k tzv. na-
syceni (saturaci), C,, konverguje k N a senzoricky systém jiz na dal$i zmény
v hodnotéch L nereaguje.

S podobnym modelem i vysledkem se lze setkat také u biofyzikalnich ¢i bi-
ochemickych modeld, kdy je na organismu sledovan efekt podani néjaké latky,
napt. diety ¢i 1éku, nebo vystaveni urCitym zméndm v prostredi. Sigmoidalni
ktivka znazornujici tuto zavislost je proto nazyvana také jako kfivka davka—
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odpovéd (dose-response curve).

Ukoly

1. Dokazte, ze zavislost (12) z Obr. 3 md v Lineweaverové-Burkovée grafu
na Obr. 4 tvar linearni funkce. Jakym hodnotdm jsou rovny souradnice
prusedika pfimky s osami?

2. Zapiste zavislost (12) ve tvaru S-ktivky v Obr. 5, tzn. s logaritmickym mé-
ritkem (uvazujte prirozeny logaritmus) pro pocate¢ni koncentraci sub-
stratu S,. Spocitejte asymptoty této funkce, soutadnice inflexnitho bodu

a maximalni hodnotu derivace této funkce.
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Difuze

Predpoklady

Pro studium této vyukové jednotky je potfebna znalost
e zikladnich fyzikédlnich principt
e niahodné prochdzky a normdlniho rozdéleni pravdépodobnosti

Vystupy z uceni

Studenti se nauci

e porozumét pojmu difuze, a to z pohledu fyzikalné-biologického i matema-
tického
e odvodit rovnici difuze

Molekuly ¢i buniky ponorené ve vodnim prostredi jsou v neustdlém pohybu.
Veskeré latky maji tendenci prechazet z prostiedi se svou vyssi koncentraci do
prostfedi s nizsi koncentraci. Pfirozenou vlastnosti latek je, ze pokud se jeji
¢astice mohou pohybovat (molekuly v nehybném roztoku se pohybuji na za-
kladé ndhodného pohybu), tak se rozptyluji do celého prostoru, kterého mohou
dosdahnout, a postupné ve vsech jeho Castech vyrovnaji svou koncentraci. At
Zivé i nezivé, vse podléha teplotnim fluktuacim. Latky difunduji urc¢itym sme-
rem tak dlouho, dokud se jejich koncentrace nevyrovnd. Proces je stejny napf.
u soli rozpusténych ve vodé nebo tfeba u kysliku obsazeném v kompostu. Pri
tzv. prosté difuze latky samovolné prechazeji samovolné (ndhodnym pohybem)
z prostredi, kde je jejich koncentrace vyssi smérem tam, kde byla dosud jejich
koncentrace nizsi. Tato kapitola si klade za cil osvétlit dynamiku difuze Zivych
i nezivych systému a metody pro jeji studium. Vyklad a pfiklady uvedené v této
kapitole Cerpaji predevsim z monografii Berg (1993), Keener (2009) a Murray
(2002).

1 Mikroskopicky pohled a ndhodna prochazka

Difuzi rozumime proces ndhodného presunovani molekul nebo malych ¢éstic
vyplyvajici z pohybu na zdkladé tepelné energie, pticemz trajektorie pohybu

30



jednotlivych Castic lze povazovat za ndhodné. Jako typické priklady difuze
uved'me pohyb molekul nebo jednoduchych organismf, napt. bakterii. Cas-
tice s absolutni teplotou T (jednotkou je kelvin, K), mé v pruméru kinetickou
(pohybovou) energii (jednotkou SI je joule, J)

1
—kgT 1
> ks 1

podél kazdé z os v prostoru. Pfitom kg = 1,38-10723 JK! je tzv. Boltzman-
nova konstanta. Albert Einstein v jednom se svych nejslavnéj$ich ¢lankt z roku
1905 dokazal, ze tento vztah plati bez ohledu na velikost ¢astice, dokonce i pro
ty, které jsou pozorovatelné mikroskopem a vykazuji Browntiv pohyb. Céstice
o hmotnosti m a rychlosti v podél x-ové osy ma okamzitou kinetickou energii

1
~mv2. (2)
2

Tato sice kolisd, ale v pruméru (zna¢ime ¢arou nad veli¢inou) musi platit

1 — 1
—mv2=—kgT, 3
5 > KB (3)
odkud muzeme vyjadrit sttedni kvadratickou rychlost ¢éstice,
kgT

ot

v2 =

4)

Rovnici (4) lze pouzit pro odhad rychlosti malé ¢astice, naptiklad mole-
kuly lysozymu. Lysozym je enzym, ktery se vyskytuje napft. ve slindch, slzach,
vajecném bilku, nosnim hlenu, krevni plazmé a materském mléce, a ma silné
antibakteridlni t¢inky. Hmotnost 1 molu lysozymu, je 14 kg. Jeden mol ma pfi-
tom 6,022 - 1023 molekul, toto mnoZstvi je dano tzv. Avogadrovou konstantou.
Hmotnost jedné molekuly lysozymu je tedy

1,4-10%
m=——————
6,022 - 1023

P1i teploté 20 °C, tedy T = 293,15 K, dostaneme dle (4) odhad rychlosti

= | kT
Vvz=\2-~1,33-103cms . (5)
m

Pokud by molekule lysozymu nebyly kladeny zadné ptrekazky v pohybu, ura-

g=232-1009g.

zila by primérné vice nez 13 metra za 1 sekundu. Protoze vSak protein neni
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ve vakuu, ale ve vodnim prostfedi, nedostane se molekula lysozymu daleko,
nebot’ zahy narazi do molekuly vody a odrazem zméni smér pohybu. Je tak
nucena se pohybovat zptisobem, ktery matematicky popisujeme jako ndhod-
nou prochazku. Pokud by vétsi mnozstvi takovych ¢astic bylo na pocatku kon-
centrovano v malé oblasti, postupem ¢asu by se ¢astice pohybovaly v riznych
smérech a $ifily by se do prostoru. Tento jev nazyvame difuzi.

Abychom dokazali matematicky popsat proces difuze, omezime pozadavky
modelu difuze jen na nezbytné minimum. Budeme tak ptredpokladat, ze Castice
se mohou pohybovat pouze podél jedné prostorové osy, x. Na pocatku pozo-
rovani, v ¢ase t = 0, jsou vSechny Céstice v bodé x = 0 a ndsledné se jejich
pohyb tidi zobecnénou ndhodnou prochdzkou s nédsledujicimi pravidly:

(i) Kazda castice se pohybuje rychlosti v, a jednou za ¢as At se na ose x po-
sune o vzdédlenost Ax = v At, bud vpravo, Ax = v At, anebo vlevo,
Ax = —v At. Pro jednoduchost ptritom At a Ax povazujeme za kon-
stanty. Redlné by tyto veliciny mohly zaviset na velikosti ¢astice, druhu
tekutiny (plynu ¢i kapaliny) tvofici zkoumané prostfedi a na teplote.

(ii) Pravdépodobnosti posunu vpravo i vlevo jsou v kazdém ¢asovém kroku
rovny 1/2. Céstice se v tekutiné pohybuji nezavisle na historii svych tra-
jektorii, po ndrazu do molekuly tekutiny méni smér zcela ndhodné. Po
sobé jdouci kroky pohybu ¢éstic jsou tedy stochasticky nezavislé.

(iii) Jednotlivé castice se pohybuji nezavisle na sobé, nereaguji spolu. To je
v praxi pravda, pokud suspenze Castic je dostatecné zredéna.

Tato pravidla popisuji symetrickou zobecnénou ndhodnou prochazku, tedy s pa-
rametrem p = 1/2. Od jednoduché ndhodné prochazky se 1isi v tom, ze ¢asové
a prostorové kroky kroky nemaji jednotkovou velikost. Casovy krok ma délku
At a Castice se na redlné ose pohybuji jen po nasobcich délky Ax, jak je sche-
maticky naznaceno na Obr. 1.

Polohu ¢astice v ¢ase t ozna¢me jako ndhodnou veli¢inu X (t) diskrétniho
typu. Slozenim pravidel (i)—(iii) dostdvame rovnici

X(t+At)=X(t)+Z(t), (6)
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| | | | |
[ [ [ [

x
x—2Ax X—AX X x+Ax x+2Ax

Obrdazek 1: Schéma symetrické zobecnéné ndhodné prochdzky. Za casovy in-
terval délky At se Castice z bodu x ptesune bud do bodu x — Ax s pravdépo-
dobnosti 1/2, anebo do bodu x 4+ Ax, taktéz s pravdépodobnosti 1/2.

kde
%, z= AXx
P{Z(t)=2}=13, z=-Ax 7
0, z#=*Ax

a ndhodné veli¢iny X (t), Z(t), X(s), Z(s), t # s, jsou vzdjemné stochasticky
nezavislé. Lehce spocitdme stfedni hodnotu a rozptyl ndhodné veli¢iny Z,

E[Z(t)] =3 Ax—3Ax =0, (8)

var[Z(t)] = E[Z%(t)] = 3(Ax)? + 1 (-Ax)? = (Ax)2 9)

Spojenim (6), (8) a (9) nyni spocitdme stiedni hodnotu a rozptyl polohy
Castice po jednom c¢asovém kroku,

EX(t+ At)] =E[X(t)] +E[Z(t)] =E[X(t)], (10)

Var[X (t + At)] = Var[X (t)] + Var[Z(¢t)] = Var[X (t)] + (Ax)?. (11)

Vidime, Ze stfedni poloha ¢éstice se v ¢ase nemeéni, zatimco rozptyl s kazdym
krokem narfist4 o konstantni hodnotu (Ax)?2.

Pro jednoduchost déle ptedpokladejme, Ze ¢astici zatindme pozorovat v ¢ase
t = 0, a spocitejme rozptyl jeji polohy po n krocich, tedy v ¢ase t = n At. Po-
moci rekurentniho vztahu (11) lehce spocitdme

(Ax)?
At

Var[X (t = nAt)] =n(Ax)? =t , (12)

tedy rozptyl polohy ¢éstice je pfimo imérny prvni mocniné ¢asu t. Pokud bu-
dou ¢asové kroky At dostate¢né kratké, zmensi se i délka kroku Ax, a zlomek
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na pravé strané (12) bude konvergovat k jistému kladnému ¢islu. Na zdkladé
tohoto pozorovani se definuje tzv. difuzni koeficient

(Ax)?

lim ,
At—0+ 2 At
Ax—0t

D=

(13)

pomoci néhoz potom muiZzeme psat Var[X (t)] = 2Dt. Difuzni koeficient D cha-
rakterizuje pohybové moznosti ¢astic daného typu v urcité tekutiné pfi urcité
teploté. Obecné proto zavisi na velikosti Castic, strukture tekutiny a teploté.
Rozmeér veli¢iny D je rovny jednotce plochy délené jednotkou casu, v praxi se
¢asto uvadi v em? 71,

Pro molekuly malych rozmért ve vodé pti pokojové teploteé je difuzni koefi-
cient fadové rovny D ~ 107> cm? s~ . P¥i takové hodnoté difuzniho koeficientu

se Castice posune o vzddlenost Ax = 1 um, tj. zhruba délky bakterie, za Cas

(Ax)?

~5-10%s = 0,5 ms.
2D

At =

Urazit 10%krat vét$i vzdalenost Ax = 1 cm by ji viak trvalo

(Ax)?
2D

At = ~5-10%s,

tedy téméf 14 hodin, presné 10%krat delsi ¢as. Zména polohy neni (imérnd
casu, ale jeho druhé odmocniné.

Pti difuzi ve vicerozmérném prostoru se pravidla (i)—(iii) pouziji pro kazdou
ze soufadnic, x, y, ptip. z. Navic pfitom predpokldddme, ze pruméty pohybu
castic do téchto os jsou stochasticky nezavislé. Ve dvourozmérném prostoru tak
pro sttedni kvadratickou vzdalenost od poéatku, kdy R? = X2 4 Y2, plati

E[R*(t)] =4Dt,
a ve tirozmérném prostoru, kde R? = X2 + Y2 4 72, pak
E[R%*(t)] =6Dt.

Nyni nds bude zajimat rozdéleni pravdépodobnosti polohy ¢astice po n kro-
cich, tedy v case
t = nAt. (14)
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Pouzijeme opét matematicky popis pomoci (6) a (7). Ze znalosti délky caso-
vého kroku At dokazeme urit, kolik krokit pohybu ¢astice probéhlo, ozna¢me
tento pocet V kazdém z téchto krokt se ndhodna veli¢ina Z dle (7) realizovala
bud’ jako posun vpravo o Ax, anebo jako posun vlevo o Ax. Ozna¢me jako na-
hodnou veli¢inu N poéet téch z celkem n realizaci, které byly posuny vpravo.
Podle pravidel (i), (ii) je zfejmé, Ze tato ndhodnd veli¢ina ma binomické roz-
déleni pravdépodobnosti s parametry n a 1/2, tedy ma pravdépodobnostni

funkci N
P{N+:m}:(n)(—) , m=0,1,...,n. (15)
m/\ 2
Spotitdme stfedni hodnotu a rozptyl ndhodné veli¢iny N,
E(Nt) = g Var(N*) = %. (16)

Pii modelovani procesu difuze nahodnou prochdzkou musime brat do ivahy,
Ze Ccasovy krok At musi byt dostate¢né kratky. Pokud v (14) polozime At — 0,
pocet krokt n poroste nade vSechny meze. K aproximaci binomického rozdéleni
za této situace vyuzijeme centralni limitni vétu. Ta 1ikd, Ze rozdéleni pravdeé-
podobnosti standardizované ndhodné veli¢iny Nt pro n — oo konverguje ke

standardizovanému normalnimu rozlozeni,
NT—E(NT
# ~ N(O, 1)_
Var(N+)

Konkrétné, po dosazeni (14) a (16) pak z vlastnosti linedrni transformace
plyne, Ze rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné veli¢tiny N* Ize pro At — 0
aproximovat normalnim rozdélenim

N+ ~ N(;’;) (17)
2At 4At

Pokud pii pohybu &astice v n krocich doslo k N™ posuntim vpravo o Ax,

plyne z ptedpokladt difuze, Ze muselo dojit k n— N posuntim vlevo. Poloha
¢astice po n krocich je tak ddna rozdilem

NTAx+ (n—NT)(—Ax) =2AxN" —nAx,
neboli, mezi X (t) a N existuje jednoznatny linedrn{ vztah

t
X(t) :2AxN+—EAx. (18)
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Ze znalosti rozlozeni (17) jiz nyni lehce dopocitdme asymptotické rozdéleni
pravdépodobnosti polohy ¢astice X (t),

(Ax)?
At

X(t) ~ N(O, t) =N (0,2Dt). (19)
Za podminek modelu difuze pomoci ndhodné prochazky tak poloha castice,
X (t), v ¢ase t md normélni rozdéleni s nulovou stfedni hodnotou a rozptylem
2Dt, linearné zavislém na c¢ase a na hodnoté difuzniho koeficientu D. Hustota
pravdépodobnosti tohoto rozdéleni je rovna

1 x2
f(x,t)= NeTT exp (—H) (20)

Podle pravidel (i), (ii) se za Casovy interval At jednoho kroku Castice do
mista x mohla dostat s pravdépodobnosti 1/2 z mista x — Ax, anebo s prav-
dépodobnosti 1/2 z mista x + Ax. Pouzitim formule tiplné pravdépodobnosti
tak miZeme psat

P{X(t+At) =x} = 3P{X(t) =x—Ax} + 3 P{X(t) =x + Ax}. (21)

N[=

Zaved'me pro tyto pravdépodobnosti oznaceni
p(x,t) =P{X(t) =x}, xeR, t>0. (22)
Rovnici (21) prepiSeme do tvaru
p(x,t+Ax) = 3[p(x—Ax,t) +p(x+Ax,t)]. (23)

Od obou stran nyni odelteme vyraz p(x, t), zZlomek na pravé strané roz$itime
vyrazem (Ax)? a celou rovnici vydélime At. Po pfeuspoiddéni vyrazii na obou
strandch dostaneme

p(x,t+At)—p(x,t) (Ax)? p(x—Ax,t) +p(x +Ax,t)—2p(x, t).

At 2At (Ax)2
(24)
(Ax)?

Provedeme limitn{ pfechod At — 0, Ax — 0 tak, aby podil ~—;— byl konecny.

Na levé strané (24) tak vznikne prvni parcidlni derivace funkce p podle Casu t.

Prvni zlomek na pravé strané je roven difuznimu koeficientu D. Limita druhého
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zlomku na pravé strané je rovna druhé parcidlni derivaci funkce p vzhledem
k prostorové proménné x, jde o hlavni ¢len tzv. tfibodové formule. Vztah (24)
tak uvedenym limitnim pfechodem ptejde na rovnici

ap(x,t) _3%p(x,t)

=D 2
ot ox2 ’ (25)

kterou nazyvame rovnici difuze. Neni ndhodou, Ze tuto parcidlni diferencidlni

rovnici spliiuje pravé hustota normalniho rozdéleni pravdépodobnosti (20).

2 Makroskopicky pohled a Fickav zdkon

V ptedchozi ¢asti jsme zkoumali mikroskopicky pohyb jedné konkrétni ¢astice.
Proces difuze jsme modelovali zobecnénou nahodnou prochéazkou, rovnici di-
fuze a jeji obecné reseni jsme nalezli zkoumdnim pravdépodobnostnich vlast-
nosti tohoto modelu. V této ¢asti rovnici difuze odvodime pomoci makrosko-
pické teorie difuze. Prosttedkem matematického modelovani difuze bude popis
koncentrace zkoumanych ¢dstic (objekt) a jejich zmén v Case a prostoru. Pri
odvozeni se opét omezime na jednorozmeérny prostor, reprezentovany dutym
vélcem o konstantnim prafezu S umisténym podél x-ové osy.

Nez odvodime tzv. Ficktv zakon a rovnici difuze, popiSeme si pouZité fyzi-
kalni veli¢iny. Koncentraci C(x, t) rozumime pocet ¢astic na jednotkovy objem
v misté x a Case t. Pocet Castic v urcité oblasti je pak rovny souc¢inu koncen-
trace a objemu oblasti, za predpokladu, ze koncentrace je ve vSech mistech
stejnd, coz bude splnéno napt. kdyz oblast bude dostatecné mala. Pocet ¢astic
v ¢asti dutého vélce o prifezu S umisténého podél x-ové osy a o dostate¢né
malé délce Ax je tedy priblizné roven

C(x,t)S Ax.

Rychlosti ryztho vzniku rozumime veli¢inu Q(x, t), uddvajici rozdil poétu
noveé vzniklych (dodanych) a zaniklych (odebranych) ¢éstic na jednotkovy ob-
jem a jednotkovy ¢as v misté x a ¢ase t. Je-li Q(x, t) > 0, ¢astice v dané oblasti
vznikaji, je-li Q(x,t) < 0, ¢astice v dané oblasti zanikaji. Rozdil po¢tu vznik-
lych a zaniklych ¢éstic v ¢asti dutého vélce o prufezu S a dostate¢né malé délce
Ax za Casovy interval At je priblizné roven soucinu rychlosti ryziho vzniku,
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objemu oblasti a délky ¢asového intervaluy,
Q(x,t)S Ax At.

Veli¢ina ¢isty tok J(xg, t) popisuje mnoZstvi ¢éstic, které za jednotku ¢asu
prekroci plochu o jednotkovém obsahu kolmou na osu x v daném misté x
a Case t, pricemz Castice prochdzejici touto plochou ve sméru kladné x-ové
poloosy se zapocitavaji s kladnym znaménkem a Castice prochdzejici ve sméru
opatném se zapolitavaji se znaménkem zapornym. Je-li J(xq,t) > 0, vétsi
mnozstvi ¢astic se pohybuje pres plochu x = x; v kladném sméru, pokud
J(xg,t) < 0, vétsi mnoZstvi ¢astic se pohybuje pfes plochu x = x, ve sméru
zaporném. Rozdil poctu ¢astic, které projdou plochou o obsahu S kolmou na
osu x v bodé x, za Casovy interval délky At v kladném a zdporném sméru, je
pak rovny soucinu

J(xg,t)S At.

Z uvedenych vyjadreni lze jiz nyni urcit jednotky uvedenych veli¢in. Za-
staneme u obvyklého vyjadfeni poctu ¢astic pomoci molarnitho mnozstvi, tedy
jednotkou mol. Budeme-li délku Ax vyjadiovat v centimetrech a obsah S vem?,
koncentrace C(x,t) vyjadfujici pocet ¢astic v jednotkovém objemu bude mit
jednotku mol cm™3. Aby platily vy$e uvedené vztahy, musi pak mit rychlost ry-
ziho vzniku Q(x, t) jednotku mol ecm ™ s~ a &isty tok J (x, t ) musi byt vyjadien
v jednotkach mol cm™2 s™ 1.

Vezméme si dvé nepftili§ vzddlend mista trubice, xy a xo + Ax, Ax > 0.
Predpokladejme, Ze zndme koncentrace Castic v téchto mistech v Case t a kla-
deme si otazku, kolik ¢astic se premisti pres jednotkovou plochu mezi témito
dvéma body za ¢asovy okamzik At > 0. Jaky je ¢isty tok J (x, t) trubici v pro-
storu mezi uvazovanymi dvéma body? Sledujme schéma na Obr. 2. Pohyb ¢éstic
modelujeme symetrickou zobecnénou nahodnou prochdzkou. Béhem ¢asového
intervalu [¢,t + At) se polovina ¢éstic z bodu x presune do bodu x, + Ax,

tedy v kladném sméru osy x, téch je
Nt =1S8AxC(xp,t).

Naopak polovina ¢éstic pivodné v misté x, + Ax se dostane do bodu x, tedy
v zaporném smeéru osy X, jejich pocet je

N~ = 25 Ax C(xq+ Ax, t).
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SC(xo, ) ANT N~ [ \SC(xg+Ax,t)
J(x,t)

T X
Xo Xo+Ax

Obrdzek 2: Schéma k odvozeni 1. Fickovy rovnice, (28). UvaZujeme vdlec
o prufezu S a délce Ax umistény podél x-ové osy, s ¢ely v bodech xq a xo+ Ax.
V misté levého Cela je S C(x, t) ¢astic na jednotkovou délku vélce, analogicky
v misté pravého Cela je S C(x, t) ¢astic na jednotkovou délku vélce. Za dobu
At piejde N ¢éastic z levého ¢ela doprava a N~ ¢4stic z pravého ¢ela smérem
doleva. Tok J(x, t) ¢astic bodem x uvnitt valce obdrzime uvdZenim chovani

pfi limitniho zkrdceni védlce na nulovou délku.

Cisty tok valcem mezi body x, a xo 4 Ax je d4n rozdilem N* — N~ vydélenym
plochou S prufezu vélce a délkou At ¢asového intervalu,

1 _ 1
J(xt) = [Nt —N"]= 75 a7 [C(x0, 1) S Ax—C(xo + Ax, t)SAJ(c;é)

Zlomky na pravé strané zkrdtime obsahem prufezu S a roz$ifime ¢lenem Ax.

Po preuspotfdddni dostaneme

(Ax)? C(xg+ Ax,t)—C(xq,t)
2At Ax '

J(x,t) =— 27)

2
Provedeme limitni prechod Ax — 0+, At — 0+ tak, aby podil (AAxt) zustal

konecny. Tim prejde bod x uvnitt uvazovaného intervalu do bodu x,. V prv-
nim zlomku na pravé strané (27) rozpozname difuzni koeficient (13), druhy
zlomek prejde v parcidlni derivaci koncentrace podle x v bodé x,. Po formadl-
nim preznaceni x, na obecny bod x (na volbé polohy uvazované cdsti vélce
nezalezi) obdrzime tzv. 1. Fickovu rovnici
9C(x,t)
ox

Ta vyjadtuje tzv. Fickiv zdkon, ktery tikd, Ze Cisty tok v bodé x a case t je

J(x,t) =—D (28)

umeérny prostorové derivaci koncentrace v tomto bodé. pricemz konstanta imeér-
nosti je zapornou hodnotou difuzniho koeficientu, —D. V§imnéme si zdporného
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znaménka, které vyjadiuje Ze kladny tok smétuje do mista s niz$i koncentraci.
Zaroven je zfejmé zahrnuti faktoru 1/2 do definice difuzniho koeficientu D
dle (13), aby zapis (28) by co nejjednodussi. Z (28) také lehce ovétime, ze
jednotkou D musi byt cm? s~!. Poznamenejme, Ze obecné mfiZe byt difuzni
koeficient funkci koncentrace C(x,t), resp. polohy x a ¢asu t. V takovém pti-
padé se Casto pouziva k aproximaci zavislosti D na C(x,t) Taylorova rozvoje
vhodného tadu.

Pokud je parcialni derivace koncentrace ¢éstic v bodé x podle x nulovd, je
v bodé x tok nulovy, J (xq, t) = 0. Prostorové rozloZeni ¢4stic v okoli bodu x
se neméni, systém je v rovnovaze. Zdlraznéme, Ze rozlozeni ¢astic se vak stale
muze ménit v ¢ase, parcidlni derivace vhledem k t neni nijak omezena. Pokud
je v pevném Case t, tok v bodé x( konstantni, J(xg, ty) = a, ma v tomto Case
prostorové rozlozeni koncentrace castic v okoli bodu x tvar linearni funkce
C(x,ty) =—ax+b.

Pro dalsi odvozeni budeme opét uvazovat ¢ast B valce mezi body x a xq +
Ax, umisténého podél x-ové osy, jak je ukdzano na Obr. 3. Obé Cela (podstavy)
valce maji obsah S. Objem zkoumané casti vélce je tak rovny S Ax. Obecny
zékon rovnovahy tikd, ze zména poctu ¢astic v B o objemu S Ax za dobu At je
rovna souctu poctu nové vzniklych ¢astic uvnitt B a ¢istého poctu castic, které
presly pres obé cela (hranice) dovnitf B.

| Q(x, 1)
S l

S
J(xq,t) J(xg+Ax,t)

X0 Xo+Ax

Obrazek 3: Schéma k odvozeni 2. Fickovy rovnice, (33). Uvazujeme valec B
o prufezu S a délce Ax umistény podél x-ové osy, s ¢ely v bodech xq a xo+ Ax.
Toky ¢éstic Cely vélce B jsou rovny J (xg, t), resp. J (xo + Ax, t), ¢ista rychlost

vzniku ¢astic (vnéjsi pri¢inou) v bodé x uvniti B je rovna Q(x, t).
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Pocet castic v B je (obecné pti nekonstantni koncentraci) rovny

X0 +AX

N(t)=S J C(x,t)dx.

X0

Zména poctu Castic za ¢asovy interval [t, t + At) je rovna rozdilu
N(t+ At)—N(t).

Cisty potet nové vzniklych ¢astic uvnitt B za dobu At je dan vyrazem
X0+A

S At J Q(x,t)dt.

Xo

Cisty pocet ¢stic, které presly pies éelo x = xo dovniti B je rovny J (xg, t) S At.
Analogicky, pfes ¢elo x = xo + Ax ptejde —J (xg + Ax,t)S At ¢astic dovnitt
B. Zaporné znaménko je zde proto, Ze tok Castic ¢elem x = x4+ Ax dovnitt
B je v negativnim smeéru osy x. Matematicky zdpis zdkonu rovnovahy je tedy

tvaru
xo+Ax Xo+Ax
S f C(x,t+At)dx—S f C(x,t)dx =
X0 X0
Xo+Ax
=AAt J Q(x,t)dx +J(xg,t)SAt—J(xg+ Ax,t)SAt. (29)
X0

Rovnici vydélime vyrazem S At, ¢imz prejde do tvaru

Xo+Ax Xo+Ax
1
— C(x,t+At)dx— C(x,t)dx | =
~ J (x,t+ At)dx f (x,t)dx
X0 X0
Xo+Ax
= J Q(x,t)dx +J(xg,t)—J(xg+ Ax,t). (30)
X0
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Za ptredpokladu spojitosti pouzitych funkci pouzijeme ve vSech tfech integra-
lech Lagrangeovu vétu o stifedni hodnoté. Podle ni existuji tfi (ne nutné rizné)
body x1, x5, X3 € [xg, Xo + Ax] takové, Ze (30) lze napsat ve formé

C(x1,t+ At) Ax —C(xy,t) Ax

=Q(x3,t) Ax +J(xq,t) —J (xg + Ax, t).

At
(3D
Celou rovnici vydélime Ax,
C(xq,t+ At)—C(x,,t J(xg+ Ax,t)—J(xq, t
(A0 =Clrat) o It ARO I8

At AXx

a provedeme limitni pfechod Ax — 0+, At — 0+. Tim body x1, x5, x5 pfejdou
V X, na levé strané dostaneme parcidlni derivaci koncentrace podle ¢asu a na
pravé strané parciadlni derivaci toku podle x. Po preznaceni x, na obecné x

dostavame tzv. 2. Fickovu rovnici

9C(x,t) _8J(x, 1)

ar Axmt)——7 (33)

Dosazenim (28) do pravé strany (33) a za podminky Q(x, t) = 0 obdrZime

aC(x,t) D 3%C(x,t) 34
ot ox2 ’

coz je tzv. rovnice difuze. Porovndnim s (25) zjistime, Ze se matematicky jedna
o tu samou diferencidlni rovnici. Tvar (25) jsme vSak odvodili pro pravdépo-
dobnost vyskytu jedné cdstice, zatimco (34) popisuje koncentraci vSech Castic
v daném misté a Case. Obecny tvar feSeni této parcidlni diferencidlni rovnice
je uveden v dkolu 1, vice se mu pak budeme vénovat v nasledujici kapitole.

S touto rovnici se Ize setkat nejen u difuze. Pokud veli¢ina C(x, t) popisuje
teplotu tyce v daném misté a ¢ase, nazyva se (34) rovnici vedeni tepla. Kromé
modelovani biochemickych a biofyzikdlnich procesti se rovnice difuze vyuziva
napt. také ve finan¢ni matematice pro popis zavislosti ceny akcie a opce. Z po-
hledu matematické analyzy se jedna o parcialni diferencidlni rovnici 2. fadu pa-
rabolického typu. Jako u jedné z mala parcidlnich diferencidlnich rovnic zndme
exaktni postupy pro nalezeni feSeni za riznych pocate¢nich, koncovych a okra-
jovych podminek. Tvary feSeni nékterych z téchto situaci si ukazeme v dalsi
kapitole tohoto vyukového materidlu.
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Ve vyssich dimenzich prostoru se difuzni rovnice odvozuje analogicky, pfi-
¢cemz vyse uvedené principy se aplikuji slozky pohybu castic ve smérech jednot-
livych os. Ve dvourozmérném prostoru tak mé rovnice difuze pro koncentraci
C(x,y,t) vbodé (x,y) a Case t tvar

BC(x,y,t)_D d%C(x,y,t) 3%C(x,y,t)
ot N Jx2 dy? '

(35)

Podobné, ve tfirozmérném prostoru se rovnice difuze pro popis koncentrace

¢astic C(x,y,z,t) obvykle zapisuje ve tvaru

oC(x,y,z,t
M =DV3C(x,y,2,t), (36)
at
kde vystupuje tzv. Laplacetiv operator V2 (nabla na druhou),
32 32 32
V= + +—. (37)

dx2 Jdy2 0z2
Na zavér uvedeme jesté specidlni, ale v praxi Casty, pfipad difuze v tfiroz-
meérném prostoru. Jednd se o sféricky symetricky model, kdy jsou podminky
difuze stanoveny tak, aby koncentrace Castic v prostoru byla vzdy v konkrét-
nim case konstantni na celé sfére kolem pocatku. Pro popis modelu pak misto
tfi prostorovych souradnic x, y,z staci jen jedna proménnd, a to vzdalenost od

r=4/x2+y2+22>0.

Rovnice (36) se klasickou transformaci z kartézskych do sférickych souradnic

pocatku

prevede na tvar

ac(r,t) _D[g aC(r,t)+a2c(r,t)] (38)

ot r Oor or?

Obecny tvar teSeni této parcidlni diferencidlni rovnice je uveden v tkolu 2,

vratime se k nému i v ndsledujici kapitole.

Ukoly

1. Ovéite, Ze hustota normélniho rozdéleni pravdépodobnosti N(0,4Dt),

f(x,t)= ! ex (—X—Z)
= arpe P\ 4pt )
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resi pro x € R, t > 0, D > 0 parcidlni diferencidlni rovnici difuze

2f (x,t) @ (x0)

Jt 0x2

2. Ovérte, ze funkce

1 r?
10 = s e )

res$i pror >0, t > 0, D > 0 parcialni diferencidlni rovnici

of(r,t) _[20f(r,t) 3%f (r,t)
at _D[F ar | ar ]
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ResSeni rovnice difuze, 1. cast

Predpoklady

Pro studium této vyukové jednotky je potfebna znalost
e zdkladnich principt feSeni diferencidlnich rovnic

e tvaru a odvozeni parcidlni diferencidlni rovnice difuze

Vystupy z uceni

Studenti se nauci

e pouzivat Diracovu delta-funkci
e porozumeét feSeni rovnice difuze v 1D

1 Uvod

Nas vyklad reSeni rovnice difuze pro jednorozmeérny prostor zacneme nejjed-
nodussim pripadem, kdy predpokladdme, ze chceme popsat ¢asovy vyvoj kon-
centrace castic v jednotlivych mistech nekonec¢né dlouhé trubice. Ackoliv se na
prvni pohled muze zdét, Ze tato situace je ryze teoretickd a pro praxi nepouzi-
telnd, ukazuje se, Ze je i dobrou aproximaci situace, kdy trubice je sice kone¢né
délky, ale ta cast trubice, kterd je zdjmem modelovani, je natolik vzdalena od
koncu trubice, Ze vliv tzv. okrajovych podminek mizZeme zanedbat. Matema-
ticky presné feSeni rovnice difuze ponechame az zcela na zavér, ukdze se tak
totiz, jak principidlné jiné a na vypocCet mnohem ndro¢néjsi je presné reSeni
s uvazovanymi okrajovymi podminkami.

Pripomenme parcidlni diferencidlni rovnici 2. raddu (D1F.34), resp. (DIF.25).
V této difuze, nazyvané téZ rovnici vedeni tepla,

9C(x,t) d%C(x,t)

e =D PR t>0 (D

vystupuje jedna prostorovd proménna, x, a ¢casova promeénnd, t > 0. Konstanta
D > 0 znadi difuzni parametr, ktery kvantifikuje, jak rychle se ¢astice v uvazo-
vaném objektu (trubici) Sifi.
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V nasem vykladu se nebudeme zabyvat feSenim uvedené diferencidlni rov-
nice, které je z velké miry zaloZeno na Laplaceové a Fourierové transformaci
a jisté davce praktickych zkusSenosti s vyuzitim téchto integrdlnich transfor-
maci. Zvidavého ctenare odkazujeme na nékterou z monografii ¢i skripta o par-
cidlnich diferencidlnich rovnicich.

Naopak se vice zaméfime na interpretaci feSeni a vliv parametrt pro nékolik
praktickych pocatecnich, resp. okrajovych, tloh. Déle si vS§imneme, Ze v feSeni
vétsiny uloh uréitym zptisobem figuruje hustota nebo distribu¢ni funkce nor-
malniho (Gaussova) rozdéleni pravdépodobnosti. Pfedpokldddme, Ze s témito
pojmy se Ctenat dosud setkaval vyhradné v kurzech pravdépodobnosti a ma-
tematické statistiky, tedy ve spojeni s ndhodnymi veli¢inami. Zde vSak zadna
ndhoda neni, tvar rovnice difuze i poc¢atecni, prip. podminky, jsou jednoznacné
zadany. I presto hraje normalni (Gaussovo) rozdéleni velkou roli v fesSeni rov-
nice difuze. Zaklad tohoto mozna ponékud prekvapivého propojeni hledejme
v zavérecné Casti predchozi kapitoly. Pravé tam jsme si ukazali dva matema-
ticky ekvivalentni pohledy na difuzi: mikroskopicky, zalozeny na ndhodné pro-
chézce, resp. Brownové pohybu, jednotlivych ¢astic, a makroskopicky, popisu-
jici koncentraci ¢astic v ur¢itém misté a case.

K matematickému popisu nékterych podminek budeme potrebovat pojem
tzv. Diracovy delta-funkce (¢i jen delta-funkce) &(x). Jednou z moznosti je
definovat tuto funkci jako limitu hustoty pravdépodobnosti rovhomérného roz-
déleni pravdépodobnosti na intervalu [a—h,a + h],a € R, h > 0, pro h — 0+,

1
_ —, |x—a|<h
5(x—a)= lim { 2h . 2
h=0+ 10, |x—a|>h

Alternativni definice Diracovy delta-funkce je ve tvaru hustoty pravdépodob-
nosti singuldrniho normélniho rozdéleni pravdépodobnosti, tedy jako limitni
piipad normalniho rozdéleni se stfedni hodnotou a € R a s rozptylem o2 kon-

vergujicim k nule,
, 1 (x—a)?
S(x—a)= lim ———ep exp [‘W] 3)

Z obou definic je patrné, ze Diracova delta-fukce neni funkei v klasickém pojeti,
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nebot’ pro x = a nabyva nekone¢né hodnoty (neni redlnym cislem),

+00, x=a
§(x—a)= : 4)
0, x#a
Navzdory nekone¢né hodnoté integrandu v jednom bodé vsak v dtsledku defi-
nic zalozenych na hustotdch pravdépodobnosti pro Lebesguetv integral delta-
funkce plati
o0
f §(x—a)dx =1. (5)

—0Q
Pfi feSeni rovnice difuze za riznych podminek budeme déle vyuZivat nasledu-
jici vlastnost delta-funkce, nazyvanou sampling property. Pro spojitou funkci

f (x) plati
f f(x)6(x—a)dx = f(a), (6)

tedy integral soudinu funkce f(x) s delta-funkei 6(x —a) je rovny hodnoté
f (a) této funkce v bodé a.

Pro prehlednost a zjednoduseni zdpisu budeme v celé této kapitole déle po-
uzivat znaceni f (x,t) pro hustotu centrovaného normélniho rozdéleni prav-

dépodobnosti s rozptylem 2Dt,

1 x2
f(x,t)= e exp |:_4E:| , 7

a F(x,t) pro odpovidaji distribu¢ni funkei,

F(x,t) :J f(u,t) du. (8

2 Nekonecna trubice

Uvazujeme nekonecné dlouhou trubici, ptiCemz pocatecni koncentrace Castic
v ni je popsana funkei g(x),

C(x,0) = g(x), x €R. 9

Difuzni rovnice (1) pro x € R s poc¢atecni podminkou (9) ma feseni

C(x,t) =

1Dt ] g(u)du. (10)

v4nDt
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Obrazek 1: Schéma konvergence hustoty rovnomérného rozdéleni k delta-
funkci. Obsah obdélnika je stdle rovny jedné, pti zmenSujici se Sifce (2h) tak
jeho vyska (1/2h) konverguje k nekonec¢nu.

Vsimnéme si, Ze ¢len s odmocninou a exponencialni funkce ma tvar hustoty
normalniho rozdéleni pravdépodobnosti se sttedni hodnotou u a rozptylem
2Dt. V souladu se zavedenym oznacenim (7) tedy lze psat

C(x,t) :f_ f(x—u,t)g(u)du. (1D

V$imnéme si rozméru zde vystupujicich veli¢in. Délkové miry budeme uvadét
v centimetrech a ¢as v sekunddch. Koncentrace C(x,t) a g(x) maji rozmér
mol cm ™3, coz odpovida chemické jednotce molarn{ koncentrace 1000 M. Veli-
¢ina (7) vystupujici v (11) pak musi mit rozmeér em~!. ZdGraznéme, Ze hustota
pravdépodobnosti neni bezrozmérnou veli¢inou, v praxi ma vzdy rozmér rovny
prevracené hodnoté jednotky veli¢iny v argumentu hustoty, v naSem ptipadé
délky. Teprve jeji integrdl, distribu¢ni funkce (8), je bezrozmérnou veli¢inou
nabyvajici hodnot z intervalu [0, 1].
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Obrazek 2: Schéma konvergence hustoty normalniho rozdéleni k delta-funkci.
Obsah plochy pod kfivkou je stile rovny jedné, rozptyl o2 viak klesa k nule.

Uvazujme déle specialni pripad pocate¢ni podminky

N,
g(x):?oé'(x—a), (12)

kdy, v jinak prazdné trubici s plochou prufezu S, je v ¢ase t = 0 vypusténo N,
castic v misté a trubice. Mnozstvi c¢astic N, predpokldddme uvadéné v molech,
plochu priifezu trubice v cm?, tedy delta-funkce musi mit rozmér cm™'. Je to
v souladu s definici delta-funkce jako limitniho ptipadu hustoty pravdépodob-
nosti. Delta-funkce v pocatecni podmince urcuje prostorovou polohu zdroje na
x-ové ose, ma tedy rozmér prevracené hodnoty jednotky délky. Dosadime (12)
do (11) a obdrzime

o N,
C(x,t):J flx—u,t) 26 (x—a) du, (13)
oo S
coz s vyuzitim (6) dava reseni
Ny No (x_a)z]
Clx,t)=—f(x—a,t) = ——exp| ———|. 14
(e, t) =5 £ )= SVane p[ 4Dt (14
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ve tvaru N,/S-nasobku hustoty normalniho rozdéleni se stredni hodnotou a
a rozptylem 2 Dt. Graf feSeni je je zobrazen v Obr. 3. Rozlozeni koncentrace
v trubici v nékolika casovych okamzicich je zachyceno v Obr. 4. Koncentrace
ma v kazdém Case presné tvar hustoty normalniho rozdéleni se stredni hodno-
tou a a rozptylem 2 Dt linedrné rostoucim v ¢ase. Casové vyvoje koncentrace
v nékolika mistech trubice jsou zachyceny v Obr. 5. V misté zdroje, a, v trubici
koncentrace exponencialné klesd, v ostatnich mistech nejdiive roste a pozdéji
klesa. Nejvyssi koncentrace je vzdy v misté zdroje, a, smérem od tohoto mista
symetricky klesa.

100

50 ¢

1.0

Obrazek 3: Koncentrace C(x,t) vmM = 107 mol ecm ™ dle (14) v zavislosti
na prostorové souradnici x € R v cm a na case t > 0 v sekundéach. Na pocatku
je vmisté a = 0,5 cm vypusténo Ny = 10~° mol ¢astic, jejichZ difuzni koeficient

2 571, Trubice m4 konstantni priitez o plose S = 0,1 cm?.

jeroven D = 107> cm
Uvazujme dalsi ptiklad, se dvéma pocatecnimi zdroji, s N; ¢asticemi v bodé
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Obrézek 4: Rozlozeni C(x,t) v mM z Obr. 3 v zavislosti na x (v cm) dle (14)

v nékolika casovych okamzicich.

0 2000 4000 6000 8000

Obrézek 5: Vyvoj C(x,t) vmM z Obr. 3 v ¢ase (v sekundéch) dle (14) v Case t
v nékolika mistech (v centimetrech) trubice.
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a; a s N, ¢asticemi v bodé a, trubice. Re$ime tedy (1) na x € R s pocateéni
podminkou
N N
g(x):?16(x—a1)+?25(x—a2). (15)

Parcialni diferencialni rovnice difuze je linedrni, tzn. pro reseni plati tzv. princip
superpogice. Pti linedrni kombinaci poc¢ate¢nich podminek ziskdme teSeni stej-
nou kombinaci feSeni, které odpovidaji jednotlivym pocate¢nim podminkdm.
V tomto pripadé tedy zkombinujeme dvé feSeni tvaru (14) a obdrzZime feSeni
ulohy (1), (15) ve tvaru

Cx, ) :%f(x—al,t)—i—%f(x—az,t). (16)

Jeho prubéh je zobrazen na grafu v Obr. 6. Rozlozeni koncentrace v trubici
v nékolika ¢asovych okamzicich je zachyceno v Obr. 7. ReSeni (16) je smési
nasobkt hustot normadlnich rozdéleni se sttednimi hodnotami a; a a, a s roz-
ptyly linedrné rostoucimi v ¢ase. Prostorovy priibéh koncentrace se postupné
vyhlazuje, po ur¢itém case (v zavislosti na vzdalenosti zdroju) dojde ke zméné
z bimoddlniho tvaru na tvar unimodalni.

Predchozi ilohu se dvéma zdroji lze principem superpozice zobecnit na pii-
pad nejvyse spocetné mnoha zdroju, které na po¢atku pozorovani vypusti po-
zadované koncentrace castic v danych mistech trubice. Reseni (16) pak bude
tvofeno souc¢tem hodnot hustot N(a;,2 Dt) rozdéleni pravdépodobnosti naso-
benych plosnymi koncentracemi N;/S.

3 Nekonecna trubice s podélnym zdrojem

Jak se feseni (16) zméni, kdyz budou zdroje rozmistény v nespocetné mnoha
bodech trubice? Predstavme si, Ze na pocatku bude zajiSténa koncentrace C,
Castic v celém useku trubice mezi dvéma body, a a b, —00 < a < b < 0.
Hleddme tedy reSeni difuzni rovnice (1) pro x € R s pocatecni podminkou

Cyp, a<x<bh
C(x,0)=g(x)=4{ ° . (17)
0, x<a nebo x>b

I v tomto pripadé lze diky linearité difuzni rovnice vyuzit princip superpozice.
Nyni v§ak soucet hodnot hustot v nespocetné mnoha bodech prejde v integral
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Obrézek 6: Koncentrace C(x,t) v mM dle (16) v zavislosti na prostorové sou-
fadnici x € R v cm a na Case t > 0 v sekundach. Na pocédtku je v misté
a; = 0 cm vypus$téno N; = 107° mol &stic a v misté a, = 0,5 cm mnoZstvi
N, = 0,5-107° mol ¢4stic, jejichz difuzni koeficient je roven D = 107 cm? s~ 1.

Trubice mé konstantn{ priifez o ploe S = 0,1 cm?.

hustoty f (x —u, t) rozdéleni N(u,2 Dt) v uvedenych mezich,

a b
C(x,t):COJ f(x—u,t)du:—Cof f(x—u,t)du. (18)
b a

Z vlastnosti spojitych nahodnych veli¢in vime, Ze urcity integral hustoty prav-
dépodobnosti je roven rozdilu hodnot distribu¢ni funkce, feseni difuzni rovnice
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Obrézek 7: Rozlozeni C(x, t) vmM z Obr. 16 v zavislosti na x (v cm) v nékolika

¢asovych okamzicich.

s podélnym pocdte¢nim zdrojem tak lze zapsat také ve tvaru
C(x,t) =Cy|F(x—a,t)—F(x—b,t)] (19)

s distribu¢ni funkci F podle (8). Opét pripomenme rozméry veli¢in. Koncent-
race C(x,t) i Cy maji jednotky mol cm™3, distribu¢ni funkce F je bezrozmér-
nou veli¢inou. Pokud bychom pocatec¢ni koncentraci chtéli specifikovat pomoci

mnozstvim ¢dstic, podobné jako u bodového zdroje, mzeme psat

Ny

CO:(b——a)S.

Tento zapis vSak v praxi neni obvykly, zejména proto, ze umoziuje pracovat
jen se zdrojem kone¢né délky (b—a).

Pribéh feseni je zachycen v grafu v Obr. 8. RozloZeni koncentrace v trubici
v nékolika casovych okamzicich je pak zobrazeno v Obr. 9. V Case t = 0 je
C(x, t) rovno poc¢ate¢ni podmince g(x) ve tvaru funkce se skoky v bodech a
a b. Prot > 0 je jiz rozlozeni koncentrace hladkou funkci ve tvaru rozdilu hod-
not distribu¢ni funkce reguldrniho normdlniho rozdéleni pravdépodobnosti.
S rostoucim casem se tvar feSeni ddle vice vyhlazuje, nebot roste rozptyl 2Dt.
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Obrézek 8: Koncentrace C(x,t) v mM dle (19) v zavislosti na prostorové sou-
fadnici x € R v cm a na case t > 0 v sekundach. Na pocatku je mezi body

a = —0,5 cm a b = 0,5 cm koncentrace Castic rovna Cy = 10™° mol em 3.

Difuzn{ koeficient je roven D = 10> cm? s~ .

Pocétecni ulohu nyni zobecnime na nekonec¢né dlouhy pocatecni zdroj, ktery
je umistén podél trubice od daného bodu a € R. Uvazujeme tedy pocate¢ni
podminku ve tvaru

Co, x=a

C(x,0) =g(x) = { (20)

0, x<a

Tato skokova funkce je (pro ¢y = 1) zndmd pod ndzvem Heavisideova funkce
(zprava spojitd). Redeni pocatecni ulohy (1), (20) lehce obdrzime z feseni (18)
limitnim pfechodem b — oo,

C(x,t):—Cof f(x—u,t)du=CyF(x—a,t). (21

Vidime, Ze feSenim je Cyp-ndsobek hodnoty distribu¢ni funkce F normdlniho
rozdéleni pravdépodobnosti se sttedni hodnotou a a rozptylem 2 Dt.
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Obrézek 9: Rozlozeni C(x, t) vmM z Obr. 8 v zévislosti na x (v cm) v nékolika
¢asovych okamzicich.

Pribéh teSeni je pro volbu D = 0,05, c; = 1, a = 0 zachycen v grafu
v Obr. 10. Rozlozeni koncentrace v trubici v nékolika ¢asovych okamzicich je
pak zobrazeno v Obr. 11. Vidime tvary distribu¢ni funkce normélniho rozdéleni
s rozptylem linedrné rostoucim v ¢ase. Pocatecni podmince t = 0 odpovidajici
Heavisideova funkce je také distribu¢ni funkcei, a to tzv. singularniho normal-
niho rozdéleni pravdépodobnosti (jemu odpovidajici hustota je 6-funkce). Jiz
nas neprekvapi, Ze s rostoucim ¢asem se pocatecni rozlozeni koncentrace Castic

v trubici vyhlazuje.

4 Trubice s nulovou koncentraci na okraji

Prejdeme nyni k iloham o trubici s jednim okrajem, ktery pro zjednoduseni
zapisu obvykle umistovan do bodu 0. Podobné jako u nekonecné dlouhé tru-
bice lze i tento model s urcitou nepfesnosti pouzit v ptipadé trubice konecné
délky, kdy druhy okraj je bud’ dostate¢né vzddleny nebo koncentrace ¢astic na
ném neni vnéj$im prostredim ovliviiovana.
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Obrézek 10: Koncentrace C(x,t) v mM dle (21) v z&vislosti na prostorové

soutadnici x € R v cm a na Case t > 0 v sekundéach. Parametry maji hodnoty

a=0cm, Cy=10"molecm™>, D =10 cm? s7L.

Uvazujeme tedy trubici s jednim okrajem, ptiCemz pocatetni koncentrace
¢astic v ni je popséana funkei g(x),

C(x,0) = g(x), x > 0. (22)

Na okraji trubice je koncentrace castic stale udrzovana na nulové hodnoté, tedy
tzv. okrajovd podminka je tvaru

c(0,t)=0, t>0. (23)

Re$eni difuzni rovnice (1) pro x > 0 s pocatecni podminkou (22) a okrajovou
podminkou (23) je obvykle uvadéno jako

C(x,t) = f f(x—u,t)g(u)du, (24)
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Obrazek 11: Rozlozeni C(x,t) v mM z Obr. 10 v zdvislosti na x (v cm) v néko-
lika casovych okamzicich.

kde g je tzv. liché rozsifeni funkce g,

g(x), x>0
gx)=4 0 x=0. (25)
—g(—x), x<0

Muzeme si virtudlné predstavit nekone¢nou trubici, v niZ je v bodé a zdroj po-
catecni koncentrace a v bodé —a, tedy symetricky vzhledem k okraji skute¢né
trubice, je misto, z néhoz jsou ¢dstice stejnou rychlosti od¢erpavany. Tato kon-
figurace zajisti nulovou koncentraci ¢astic v bodé 0, tedy splnéni okrajové pod-
minky, divdme-li se jen na polovinu trubice. Tvar reSeni je principidlné stejny
jako teseni (11), ale vystupuje v ném liché rozsifeni pocatecni podminky.

Aby byl vliv lichého rozsifeni na feSeni vice patrny, rozdélime (24) na dva
integraly a vyuzijeme (25),

0 o)
C(x,t):J —f(x—u,t)g(—u)du—i—f f(x—u,t)g(u)du.
0

—0Q
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V prvnim integralu nésledné provedeme substituci —u — u a zaménime meze.
Tim budou oba integrély ptes interval [0, 00) a lze fe$eni lze pfepsat do tvaru

C(x,t):JO [f(x—wut)—f(x+ut)]g(u)du. (26)

Vidime, Ze v integrandu vystupuje rozdil hodnot dvou hustot normélniho roz-

lozeni pravdépodobnosti: redlné N(u,2D t) a zddnlivé, umisténé symetricky

vzhledem k okraji trubice, N(—u,2D t). Pravé tento princip zajist{ nulovou

koncentraci ¢4stic na okraji trubice, tedy platnost okrajové podminky:.
Uvazujme déle specialni pripad

N
g(x) :?05(x—a), (27)

kdy je v ¢ase t = 0 vypusSténo mnozZstvi N, ¢astic v misté a > O trubice o plose
prafezu S. Liché rozsifeni této poc¢ateéni podminky je zfejmé (napf. si na¢rtnéte
graf)

_ Ny

g(x):?[(S(x—a)—S(x—l—a)] (28)

a feseni pak dle (24) ¢i (26) s pomoci (6) nalézdme ve tvaru ndasobku rozdilu
hodnot hustoty normdlniho rozdéleni se sttedni hodnotou a (poloha redlného
zdroje) a rozptylem 2 Dt a hustoty normalniho rozdéleni se sttedni hodnotou
—a (poloha zddnlivého zdroje) a stejnym rozptylem,

C(x,t):%[f(x—a,t)—f(x—l—a,t)]. 29)

Reseni je zobrazeno na grafu v Obr. 12. RozloZeni koncentrace v trubici v né-
kolika ¢asovych okamzicich je zachyceno v Obr. 13. Priibéh feseni je podobny
reSeni pro nekonecnou trubici, zde vSak mame feseni jen na poloprostoru a na-

vic je reflektovdna okrajovd podminka nulové koncentrace.

5 Trubice s podélnym zdrojem a nulovou koncentraci na okraji

Predchozi pocatecni podminku nyni rozsifime na podélny zdroj o koncentraci
Cp v intervalu mezi body a a b, 0 < a < b < o0, podél trubice. Mdme tedy
trubici s jednim okrajem, pricemz pocatecni koncentrace ¢astic v ni je popsana
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Obrézek 12: Koncentrace C(x,t) v mM dle (29) v zdvislosti na prostorové
soufadnici x > 0 v cm a na ¢ase t > 0 v sekundach. Hodnoty parametri jsou
a=0,25cm, Ny =10"°mol, $ =0,1 cm?, D =107 cm? s 1.

funkci
Co, a<x<b
C(x,0) =g(x) = . (30)
0, O<x<anebo x>b
Liché rozsifeni pocatecni podminky je pfitom ziejmé
Cp, a<x<bhb
g(x)=4{ 0, x<-—b nebo —a<x<a nebo x>b. (31)

_Co, —b <x<-—a

Reseni difuzni rovnice (1) pro x > 0 s pocatecni podminkou (30) a okrajovou
podminkou (23) obdrzime dosazenim do (24),

—a b
C(x,t):—Cof f(x—u,t)du+C0J f(x—u,t)du.
—b a
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Obrézek 13: Rozlozeni C(x,t) v mM z Obr. 12 v z4vislosti na x > 0 (v cm)
v nékolika ¢asovych okamzicich.

V integrdlech provedeme substituci v = x —u a oba integrdly poté s vyuzitim
(8) prepiseme jako rozdily distribu¢nich funkci. Obdrzime vysledek

C(x,t)=Co|[—F(x+b,t)+F(x+a,t)+F(x—a,t)—F(x—b,t)] (32)

ve tvaru kombinace hodnot distribu¢nich funkci normalnich rozdélenti se stred-
nimi hodnotami —b,—a, a, b a stejnym rozptylem 2D t. Reeni je zobrazeno
na grafu v Obr. 14. RozlozZeni koncentrace v trubici v nékolika ¢asovych oka-
mZicich je zachyceno v Obr. 15. Je patrné vyhlazovani prostorového rozloZeni
s rostoucim Casem, soucasné je reflektovdna okrajovd podminka nulové kon-

centrace.
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Obrézek 14: Koncentrace C(x,t) v mM dle (32) v z&vislosti na prostorové

souradnici x > 0 v cm a na ¢ase t > 0 v sekundach. Podélny pocéate¢ni zdroj

¢astic o koncentraci C; = 107> mol cm™ je umistén mezi body a = 0,5 cm

a b = 1 cm. Difuzni koeficient je roven D = 107> cm? s~
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Obrazek 15: Rozlozeni C(x,t) v mM z Obr. 14 v zavislosti na x > 0 (v cm)

v nékolika ¢asovych okamzicich.
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ResSeni rovnice difuze, 2. cast

Predpoklady

Pro studium této vyukové jednotky je potfebna znalost
e zdkladnich principt fe$eni diferencidlnich rovnic

e tvaru a odvozeni parcidlni diferencidlni rovnice difuze

Vystupy z uceni

Studenti se nauci
e pouzivat Diracovu delta-funkci
e porozumeét feSeni rovnice difuze v 1D
e porozumeét feSeni rovnice difuze pfi radidlni difuzi

1 Trubice s nulovym tokem na okraji

V této a ndsledujici ¢asti prozkoumdme feSeni rovnice difuze

9C(x,t) _D82C(x,t) (=0 )
ot ox2

za podminky nulového toku na okraji trubice. Po¢ate¢ni podminku pfitom stéle

predpoklddame ve tvaru
C(x,0) = g(x), x > 0. )

Nulovy tok znamend, ze prvni derivace koncentrace castic vzhledem k prosto-
rové soutradnici je na okraji trubice nulova. V kazdém case je tedy koncentrace
¢astic v néjakém malém, ale celém, okoli okraje konstantni, ¢imz zde nedochdazi
k difuzi. To vSak neznamenad, ze koncentrace je také konstantni v ¢ase. Nikoliv,
béhem ¢asu se mlize ménit, ale tak, aby se v celém, malém, okoli okraje ménila
stejnym zpusobem. Okrajovd podminka je tedy matematicky zapsana ve tvaru

Z—i(o,t):J(O,t)zo, £>0. 3)

Nulovost toku na okraji trubice, tzn. platnost (3) Ize, podobné tomu bylo jako
u nulové koncentrace na okraji, zajistit trikem. Symetricky vzhledem k okraji,
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tzn. bodu 0, umistime zddnlivy zdroj(e) stejné koncentrace, jako je zaddno
pocatecni podminkou. Poc¢itdme tedy nyni s tzv. sudym rozsifenim g funkce g,

g(x) = g(lxl), )

pomoci niz Ize fesSeni difuzni rovnice (1) pro x > 0 s poc¢atecni podminkou (2)
a okrajovou podminkou (3) zapsat jako

C(x,t) = f f(x—u,t)g(u)du. (5)

Abychom prozkoumali vliv sudého rozsifeni, rozdélime (5) na dva integrdly
a vyuzijeme (4),

0 0
C(x,t):f f(x—u,t)g(lul)du—kf f(x—u,t)g(u)du.
—oo 0

V prvnim integrdlu provedeme substituci —u — u a zaménime meze. Tim bu-

dou oba integraly ptes interval [0, 00) a lze feSeni lze pfepsat do tvaru

C(x,t):JO [f(x—u,t)—i—f(x—i—u,t)]g(u)du. (6)

Vidime, ze v integrandu vystupuje soucet hodnot dvou hustot normélniho roz-
lozeni pravdépodobnosti: redlné N(u,2Dt) a zddnlivé, umisténé symetricky
vzhledem k okraji trubice, N(—u,2 D t). Tento princip zajisti nulovy tok ¢éstic
na okraji trubice, tedy platnost okrajové podminky:.
Stejné jako ulohdch z predchozi kapitoly dédle prozkoumame specialni po-
catecni podminku
g(x):%S(x—a). 7

Sudé rozsifeni této pocatecni podminky je zfejmeé
- N
g(x):?o [6(x—a)+6(x+a) 8)

a feSeni pak dle (5) ¢i (6) s pomoci (6) nalézame ve tvaru N,/ S-ndsobku souctu
hodnot hustoty normdlniho rozdéleni se stredni hodnotou a (poloha redlného
zdroje) a rozptylem 2 Dt a hustoty normalniho rozdéleni se stfredni hodnotou
—a (poloha zddnlivého zdroje) a stejnym rozptylem,

C(x,t):% [Flx—a,t)+flx+ar). ©)
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Reseni je zobrazeno v grafu na Obr. 1. RozloZeni koncentrace v trubici v né-
kolika ¢asovych okamZicich je pak zachyceno v Obr. 2. Na pribézich z Obr. 2
si zejména vSimnéme, ze koncentrace na okraji, tzn. v bodé 0, neni nulova,
dokonce se v ¢ase méni. Jako funkce prostorové proménné, x, vSak koncent-
race na okraji dosahuje lokdlniho extrému, prvni parcidlni derivace koncent-
race vzhledem k x je zde skutecné nulova. Je zde tedy nulovy tok, jak je pre-
depséno okrajovou podminkou (3).

5000,

10000

0.8 0.6 04

X

Obrézek 1: Koncentrace C(x,t) v mM dle (9) v zavislosti na prostorové sou-
fadnici x > 0 v cm a na case t > 0 v sekunddch. Okrajovou podminkou je
stanoven nulovy tok na okraji, x = 0, na poc¢éatku je v bodé a = 0,25 c¢m vlo-
zeno mnoZstvi Ny = 107° mol &4stic. Prifez trubice m4 obsah S = 0,1 cm?,
2 1

difuzni koeficient ma hodnotu D = 10~ cm? s~ 1.
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Obrézek 2: Rozlozeni C(x,t) v mM z Obr. 1 v zdvislosti na x > 0 (v cm)

v nékolika casovych okamzZicich. Koncentrace na okraji neni obecné nulov4,
ale vzhledem k prostorové proménné zde méa nulovou derivaci.

2 Trubice s podélnym zdrojem a nulovym tokem na okraji

Pocate¢ni podminku bodového zdroje na trubici s nulovym tokem na okraji
opét rozsitime na podélny zdroj o koncentraci C v intervalu mezi body a a b,
0 < a < b < 00. Sudé rozsifeni této pocatecni podminky,

Cp, a<x<b

C(x,0) =g(x) = { , (10)

0, O<x<anebo x>b

je rovné

Cyp, —b<x<—a nebo a<x<b

g(x) ={ . ay

0, x<-b nebo —a<x<a nebo x>b

Po prostudovani predchozich kapitoly jiz ctendr patrné intuitivné ocekava tvar
resSeni difuzni rovnice (1) pro x > 0 s pocatecni podminkou (10) a okrajovou
podminkou (3),

C(x,t)=Cy|F(x+b,t)—F(x+a,t)+F(x—a,t)—F(x—b,t)], (12)

67



ve tvaru kombinace hodnot distribu¢nich funkei normaélnich rozdéleni se stred-
nimi hodnotami —b, —a, a, b a stejnym rozptylem 2 D t. Rozdil od (RRD1.32) je
jen v opacnych znaménkach zddnlivého zdroje. Formalni vypocet spociva v do-
sazeni (11) do (5),

—a b
C(x,t):Cof f(x—u,t)du—l—COJ f(x—u,t)du,
—b a

nasledné substituci v = x —u v obou integralech a vyuZiti (RRD1.8). Detaily
tohoto vypoctu a Upravu na tvar (12) jiz ponechdvame Ctenafti jako cviceni.

Redeni C(x, t) je zobrazeno na grafu v Obr. 3, rozloZeni koncentrace v tru-
bici v nékolika ¢asovych okamzicich je pak zachyceno v Obr. 4. Je vidét po-
stupné vyhlazovani prostorového rozlozeni s rostoucim ¢asem. Soucasné je
patrné dosazeni lokdlniho extrému prostorovych pribéht koncentraci v bodé
x = 0, tedy nulovost toku na okraji.

3 Trubice s trvalym zdrojem na okraji

Dalsim, v praxi Castym, typem ulohy je difuze v trubici, na jejimz okraji je
po celou dobu experimentu udrzovana predepsana konstantni koncentrace C
Castic, které jsou na okraji technickym zatrizenim dodavany, nebo naopak od-
terpavany. Resime tedy difuzni rovnici (1) pro x > 0 s po¢ateéni podminkou

C(x,0)=0, x>0, (13)
a okrajovou podminkou

C(0,t)=Cy, t=0. (14)
Difuzni rovnice ma za téchto podminek feseni

C(x,t) =2Cy[1—F(x,t)]=2C [1— ! ex (——2 )du]
(15)

pfitemz F oznatuje distribu¢ni funkci (RRD1.8). V§raz v hranatych zavorkach

v (15) je tedy funkeci pteziti a grafem zavislosti koncentrace C(x,t) na x je
2 Cy-nasobek pravé poloviny grafu funkce preziti normdalniho rozdéleni.
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Obrézek 3: Koncentrace C(x,t) v mM dle (12) v zavislosti na prostorové sou-
fadnici x > 0 v cm a na case t > 0 v sekunddch. Okrajovou podminkou je sta-
noven nulovy tok na okraji, x = 0, na pocatku jsou do ¢ésti trubice mezi body
a =0,5cmab = 1 cm vloZeny &astice o koncentraci C, = 10 mol cm ™.
Priitez trubice ma obsah S = 0,1 cm?, difuzni koeficient ma hodnotu D =

107> cm? s~ L.

Priibéh koncentrace ¢astic odpovidajici feSeni této tlohy je zobrazeno na
grafu v Obr. 5. Pozorujeme, Ze na okraji je, v souladu s okrajovou podminkou,
koncentrace ¢dstic konstantni v ¢ase. RozloZeni koncentrace v trubici v néko-
lika ¢asovych okamzicich je zachyceno v Obr. 6. Prostorova rozlozeni koncent-
race maji tvar konvexnich funkeci klesajicich z hodnoty C, asymptoticky k nule.
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Obrézek 4: Rozlozeni C(x,t) v mM z Obr. 3 v zdvislosti na x > 0 (v cm)
v nékolika casovych okamzZicich. Koncentrace na okraji neni obecné nulov4,
ale vzhledem k prostorové proménné zde méa nulovou derivaci.

4 Trubice s bodovym zdrojem a nulovou koncentraci na okra-
jich

Jako posledni z tloh na feSeni jednodimenzionalni rovnice difuze si ukdzeme
reSeni pro trubic konecné délky a tedy se specifikovanymi dvéma okrajovymi
podminkami. Tato tloha, a¢ moZznd z prvniho pohledu prakticky nejcastéjsi, je
z matematického hlediska mnohem slozité€jsi, nez vSechny predchozi. Soucasna
specifikace obou okrajovych podminek, tedy hodnot koncentrace ve dvou bo-
dech, je znacné omezujici a feSeni takové ulohy je tak mozné pouze ve tvaru
Fourierovy tady, tedy nekone¢né rady goniometrickych funkeci.

Uvazujeme trubici délky L, 0 < L < 090, jejiz jeden konec pro jednoduchost
umistime do pocatku souradnicového systému. Prostorovou soutadnici tedy
uvazujeme v intervalu x € [0, L]. Pfedpokldddme, Ze pocéte¢ni koncentrace
¢astic v trubici je popsédna funkei g (x),

C(x,0) = g(x), x €[0,L], (16)

a ze koncentrace Castic na obou koncich trubice je trvale udrzovdna na nulové
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Obrézek 5: Koncentrace C(x,t) v mM dle (15) v zavislosti na prostorové sou-
fadnici x > 0 v cm a na c¢ase t > 0 v sekundach. Na okraji (x = 0) je stdle
udrzovéana koncentrace ¢astic na hodnoté C, = 10~ mol cm ™. Difuzni koefi-
cient m4 hodnotu D = 10™° cm? s1.
hodnoté,

C(0,t) =C(L,t)=0, t>0. a7

Difuzni rovnice (1) s pocatecni podminkou (16) a okrajovymi podminkami

(17) ma reSeni

0o 2 9 L
C(x,t) = %Zsin(k%)exp [—k Zth]f g(u) sin(kLﬂ)du (18)
k=1 0

ve tvaru Fourierovy fady, nekonec¢né rady funkci, kde jsou za bazové funkce

voleny goniometrické funkce (zde konkrétné sinus) s proménlivymi periodami.
Pro jednoduchost uvazujme opét specidlni ptipad, kdy na pocétku jsou vy-
pusténo mnozstvi N ¢dastic v misté uprostfed trubice,

g(x)z%c?(x—g), x €[0,L]. (19)
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Obrézek 6: Rozlozeni C(x,t) v mM z Obr. 5 v zdvislosti na x > 0 (v cm)
v nékolika ¢asovych okamzicich.

Integraly v (18) jsou pak rovny

No

L 2, k=1,59,...
&S(X—E)sin(kﬂ)du—&sinkn—L— 0, k=2,4,6
o S 2 L S 2L | T
0

—0 k=3,7,11,...

a reSeni této specidlni dlohy je ve tvaru nekonecné rady

[es) . . N2 2
Clx,t) = %Z(—UH Sin[%]exp [—(2] 1L)2 T Dt]. (20)
i=1

Graf feseni (20) je zobrazen v Obr. 7. Pfi numerickych vypoctech je nutno
vzit dostate¢né ¢lenti nekoneéné trady, fadové nékolik set, aby na grafu kon-
centrace nebyly patrné artefakty vinéni o vysoké frekvenci v dasledku sklddani
feSeni z goniometrickych funkci. Rozlozeni koncentrace v trubici v nékolika
¢asovych okamzicich je zachyceno v Obr. 8. Kratce po zacatku je rozlozeni po-
dobné Gaussoveé kiivce s chvosty rovnymi nule na okrajich trubice. S nartsta-
jicim Casem se tvar postupné méni na tvar vlny jakoZzto ¢asti pribéhu gonio-
metrickych funkei. Casové vyvoje koncentrace v nékolika mistech trubice jsou

72



zachyceny v Obr. 9. Uprostied trubice, tzn. vbodé x = L /2 = 0, 5, koncentrace
exponencidlné klesd, v jinych ¢astech trubice nejdtive roste, pozdéji také po-
zvolna klesa. Nejvyssi koncentrace je v kazdém casovém okamziku uprostired
trubice, smérem k okrajum trubice klesa, na okrajich je v souladu s okrajovymi

podminkami (17) udrzovana nulova hodnota.

0

100

50 ¢

1.0

Obrézek 7: Koncentrace C(x,t) v mM dle (20) v zavislosti na prostorové sou-
fadnici x € [0,1] v cm a na ¢ase t > 0 v sekunddch v trubici jednotkové délky,
L = 1 cm. Okrajové podminky stanovuji nulovou koncentraci na obou okra-
jich, pocate¢ni podminkou je ddno mnozstvi N, Castic vlozenych v ¢ase t = 0
do stfedu trubice, tedy mista x = L /2 = 0,5 cm. Trubice méa prafez o obsahu
2 1

S = 0,1 cm?, difuzni koeficient ma hodnotu D = 10~ cm? s L.
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Obrézek 8: Rozlozeni C(x, t) vmM z Obr. 7 v zavislosti na x € [0, 1] (v centime-
trech) v nékolika casovych okamzicich. Na poc¢atku mad rozlozeni koncentrace
priblizné tvar Gaussovy funkce, s rostoucim ¢asem se postupné meni na tvar
ptlviny grafy goniometrickych funkci, avSak vzdy s nulovymi hodnotami na
obou okrajich.

5 Radidlni difuze z mikropipety

Na zaveér si ukdzeme reSenti trividlniho pripadu difuze v tfirozmérném prostoru.
Mikropipeta je naplnéna c¢asticemi fluorescencni latky a jeji konec je vlozen pfi-
blizné do sttedy nddoby s vodou. V case t = 0 do vodniho prostiedi vsttiknuto
mnozstvi N fluorescenc¢ni latky a ta se difuzi $ifi rovhomérné vSemi sméry.
Sledujeme vyvoj koncentrace v ¢ase v okoli tohoto mista.

Vzhledem k tomu, Ze vlastnosti vodniho prosttedi jsou ve vSech smérech
stejné, jedna se o sféricky symetrickou tlohu (DIF.38). Re$ime tedy rovnici

oC(r,t) 20C(r,t) 2%C(r,t)
=/ _plz
ot [r or o, |

(21

pro ¢as t > 0 a proménnou r > 0, popisujici vzddlenost od mista vstriknuti

fluorescencni latky. Poc¢ate¢ni podminka je matematicky zapsdna ve tvaru
C(r,0) =Ny &3 (r), (22)
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Obrézek 9: V§voj koncentrace C(x,t) vmM z Obr. 7 v Case, t, (v sekundach)
v nékolika mistech trubice, x € [0,1] (v centimetrech). V pravé ¢asti trubice
jsou prubéhy symetrické vzhledem ke stfedu trubice. Na obou okrajich, tzn pro
x =0cmax =L =1 cm, je koncentrace nulova.

kde &3 je tifrozmérna delta-funkce. Ta je odli$nd od jednorozmérné delta-
funkce, nebot je definovana jako limitni ptipad tfirozmérného rovnomérného,
resp. tfirozmérného normalniho rozdéleni pravdépodobnosti. Pro popis ttiroz-
meérné delta-funkce ndm vSak bude stacdit nasledujici vyjadifeni pomoci jedno-
53(r) = 5(r), (23)

27r2

z ného? je patrné, Ze rozmér funkce 52 je rovny pfevracené hodnoté tieti moc-

rozmérné delta-funkce,

niny jednotky velic¢iny r.
Difuzni rovnice (21) s po¢ate¢ni podminkou (22) ma feSeni tvaru

N o
C(r,t)= D exp( 4Dt)' 24)

Jedn4 se vlastné o hustotu pravdépodobnosti centrovaného trirozmérného nor-
malniho rozdéleni pravdépodobnosti s diagonalni kovarian¢ni matici a homo-
gennim rozptylem, kde misto proménnych x, y, z vystupuje pouze veli¢ina
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r = v/x2+ y2 +22. Casovy vyvoj koncentrace na sférach v nékolika vzdale-
nostech od pocatku je zobrazen v grafu na Obr. 10. Pozorujeme obecné po-
dobny tvar jako v Obr. 9, ve ttirozmérném prostoru je vSak pokles koncentrace

po dosazeni maxima rychlejsi.

0 50 100 150 200 250 300 350

Obrézek 10: Priibéh koncentrace C(r,t) (v M) v tfirozmérném prostoru podle
(24) v zavislosti na ¢ase (v sekundach) na sférach o vzddlenosti r (v centime-
trech) od mista, kde bylo na po¢dtku experimentu vstiiknuto Ny, = 0,1 mol
fluorescenéni latky o difuznim koeficientu D = 5-107> cm? s~ .

Jak se prubéh koncentrace zméni, kdyz latka nebude vstfiknuta najednou,
ale celé mnozstvi Ny bude z mikropipety uvoliovdano rovnomeérn€, rychlosti
N/t béhem intervalu délky t,? Resime tak difuzni rovnici (21) s podminkou

na rychlost I (x, t) pfiddvéani ¢astic v bodé x = 0 a Case t,

N,
2 0<t<t,

1(0,t) = { to . (25)
O, t>tg

Zavislost koncentrace na case a vzddlenosti od pocatku ziskame integrovanim
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(24) ptes ¢asovou proménnou v intervalu [0, ty]. Obdrzime vysledek

N
—2 __ [1-F(r,¢t)], 0<t<t,
2nDrtg

c(r)=4""1 (26)

0
—— [F(r,t—ty)—F(r,t)], t>t
ZHD”O[ (r,t—to) —F(r,t)] 0

v ném? vystupuji hodnoty distribuéni funkce F podle (RRD1.8). Zavislosti C (r,t
na ¢ase jsou vykresleny v Obr. 11 pro nékolik riznych hodnot difuzniho koefi-
cientu D. Pro velké hodnoty D koncentrace C(r,t) velmi rychle reaguje na
ukonceni vsttikovani latky v ¢ase ty. Pro malé hodnoty D je difuze pomald,
a dosazeni cas dosazeni maximalni koncentrace je nékolikanasobné delsi, nez
doba tg.

Obrazek 11: Prubéh koncentrace C(r,t) (v M) v tfirozmérném prostoru podle
(24) v zavislosti na case (v sekundach) na sfére o vzdalenosti r = 1 mm od
mista, kde bylo po dobu ty = 400 sekund od pocdtku experimentu rovnomeér-
nou rychlosti vsttikovano celkové mnozstvi Ny = 0,1 mmol fluorescencni latky.
Zavislosti jsou uvedeny pro rizné hodnoty difuzniho koeficientu D (vem? s™1).
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Vybrana témata z teorie informace

Predpoklady

Pro studium této vyukové jednotky je potfebna znalost

e zdkladnich pojm z teorie pravdépodobnosti

Vystupy z uceni

Studenti se nauci

e rozumét a interpretovat pojem entropie
e pocitat entropii diskrétnich a spojitych rozdéleni pravdépodobnosti

1 Uvod do teorie informace

Zajemctm o hlubsi pochopeni principt teorie informace doporu¢ujeme nésle-
dujici standardni literaturu, Ash (1965), Cover (1991), Gallager (1968) a Sves-
nikov (1971). Uvedené zdroje zaroven slouzily jako zdroj textu této kapitoly.

Zakladni problematika teorie informace byla vymezena americkym mate-
matikem Claude Elwood Shannonem (1916-2001) v jeho praci A mathemati-
cal theory of communication z roku 1948, ve které dokézal klicové teorémy o
prenosu a reprezentaci informace. Shannonovou motivaci byla snaha exaktné
popsat komunikaci, tedy zptsob, jak ve zvoleném misté reprodukovat (piesné
nebo priblizné) sdéleni ¢i signdl vyslany z jiného mista.

Teorie informace ukazuje, Ze existuji omezeni na efektivitu reprezentace a

spolehlivé komunikace sdéleni:

(a) Reprezentace informace:
Sdélenim, ¢i signalem, mohou byt hodnoty néjaké fyzikalni veli¢iny (elek-
trického pole, frekvence zvuku, atp.) ¢i symbolické abstrakce (pismena
abecedy). Shannon ukazal, ze sdéleni lze popsat jako ndhodny proces a
priradit mu informacni obsah v jednotkdch bit (z anglického binary digit).
V nejjednodussim pripadé je sdéleni modelovano jako posloupnost nezd-
vislych pozorovani diskrétni ndhodné veliciny U s kone¢nou mnozinou
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(b)

stava {uq,u,,...,uy} a pravdépodobnostni funkei,
p(y)) =P{U=u}, i=12,...,M. 1)

Primérny informacéni obsah (v bitech) na jeden symbol takového sdéleni
je definovan jako entropie veli¢iny U,

H(U) == p(u;)log, p(u;). (2)
i=1

Vyznam entropie a zdivodnéni pojmu informacni obsah spo¢iva v tom, ze
sdéleni realizované veli¢inou U nelze popsat méné nez H (U ) bity na sym-
bol. Entropie tedy mimo jiné urcuje dolni mez na bezeztrdtovou kompresi

dat, pti nizsi velikosti dat by jiz komprese musela byt ztratova.

Spolehlivost komunikace:

Sdéleni je prendsSeno mezi zdrojem a cilem (pfijemcem informace) tzv.
informacnim kandlem. Informacni kanal je reprezentovan napt. kovovym
dratem v pripadé elektronické komunikace, atmosférou v pripadé zvuku,
atp. Vlastni prenos informace kandlem je typicky ovlivnén sumem, kdy
vystup z kandlu ma stochasticky (ndhodny) charakter. V nejjednodus-
$im pripadé je diskrétni informac¢ni kandl popsadn svou vstupni abecedou
X = {xq,xq,...,X,}, vystupni abecedou ¥ = {y1,¥,...,Ym} @ podmi-

nénou pravdépodobnosti
f(yilxi) =P{Y = yilX = xi}, i=1,....m; k=1,...,n, (3)

tedy pravdépodobnosti, ze y; byl prijaty signal za podminky, ze x; byl
signdl vyslany. Kritickd je zejména situace, kdy dvé rtuzna vstupni sdé-
leni nelze po pfenosu rozlisit. Pfed Shannonovou teorii bylo Siroce pfi-
jimano, Ze stochastickym (a tedy nespolehlivym) informac¢nim kandlem
nelze prenaset informaci s libovolné malou toleranci na chybu ptfenosu,
tedy, ze soucasné s snizovanim hranice na pravdépodobnost chyby pii
prenosu bude klesat i informace na jeden symbol (,,jedno uziti“ kanalu).
Shannon v8ak dokdzal, Ze existuje zptsob jak informa¢nim kandlem pte-
naset nenulovou informaci na symbol i kdyz pravdépodobnost chyby je
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libovolné mald. Toto mnozstvi informace se nazyva kapacita kandlu, C, a
je definovano jako

€= max 3> b)) log, L2 @

P{Xk k=1i=1 p(yl) ’

kde p(y;) = >p_1p(xx)f (¥ilxx) a maximum je bréno ptes viechna
moznda pravdépodobnostni rozdéleni na vstupni abecedé &'.

Zdroj, U| — | Zdrojovy enkodér |[— | Kanalovy enkodér

X = (X],....,XN)l

Kanal, X = Y

Y=(V1=-~-ayw)l

Cil, V| «=— | Zdrojovy dekodér | «— | Kanalovy dekodér

Obrazek 1: Schéma prenosu informace dle C. E. Shannona.

Cely systém komunikujici sdéleni ze zdroje do cile je zndzornén na Obr. 1.
Sdéleni realizované ndhodnou veli¢inou U je nejprve zdrojovym enkodérem
komprimovano, v praxi ¢asto do podoby bindrniho retézce. Tento bindrni feté-
zec je kandlovym enkodérem preveden na vstup do informacniho kanalu. Sek-
vence N vstupnich symbolta {x,...,xy} (tzv. blokovy kandlovy kdd) je kana-
lem zobrazena na N vystupnich symboldi, pticemz tikolem kandlového deko-
déru je urcit vstupni sekvenci s minimdlni pravdépodobnosti chyby. Vystup je v
cili dekomprimovéan zdrojovym dekodérem. Teoreticky lze v pfipadé H(U) < C
takovym systémem prendset H(U) biti na symbol a pfitom zajistit, aby prav-
dépodobnost ze zdrojové a cilové sdéleni se 1isi byla libovolné mala. V praxi
nebyva teoretickych limitt dosazeno z dvodu ptiliSné vypocetni sloZitosti,
zejména kandlového dekédovani.
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2 Axiomatické odvozeni Shannonovy entropie

Vzorec pro Shannonovu entropii (2) 1ze odvodit na zakladé minimélné omezu-
jicich a intuitivnich axiomu. Entropie zde hraje roli miry nejistoty, ndhodnosti
¢i predikovatelnosti pozorovani generovanych diskrétni ndhodnou veli¢inou X .
Poznamenejme, Ze entropie je definovana rovnici (2) i pokud M = oo.
Predpokladejme, Ze X je diskrétni nahodnd veli¢ina s kone¢nou mnozi-
nou stavu {xy, Xs,..., X} a prislusnymi pravdépodobnostmi {p;, ps,...,Pm}-
Predpokladejme, Ze pro funkci H(X ) = H(py,. .., py ) plati nasledujici axiomy:

M f(M) = H(l

1
enes —) je rostouci funkci vzhledem k M,
M M

(ii) pro pozorovani {yy,...,y;} nahodné veli¢iny Y nezavislé na X plati

fML) = f(M) + £ (L),

(iii) tzv. seskupovaci axiom: pro r =1,..., M plati

H(py,....,pm) =H(p1+ - +DPr Pro1+-+pu) +

SRR G S

Zi:1 Di Y Zir:1 Di

Pr+1 p
+(pr+1+---+pM)H( = ) (5)

(iv) H(p,1—p) je funkce spojitd v proménné p, p € [0, 1].

Pak jedina funkce splnujici vSechny ctyti vySe uvedené axiomy je tvaru

M
H(X) =—c > p;log, p;, (6)
i=1
kde ¢ > 0 a pro zéklad logaritmu plati a > 1.
Jesté nez pristoupime k vlastnimu dukazu, vSimnéme si podminek (i)—(iv).

Heuristicky se Casto (i) oznacuje jako extensivita, (ii)+(iii) jako aditivita a (iv)
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jako spojitost entropie. Uvazujme ndhodny experiment se dvéma nezavislymi
ndahodnymi veli¢inami, X = {xi,...,xy}aY = {y,...,y.}, Soucasné pozo-
rovani realizace (X,Y) pak nabyvd jedné z ML stejné pravdépodobnych moz-
nosti, tedy primérnd nejistota v predpovédi vysledku sdruzeného experimentu
je f(ML). V ptipadé Ze zndme vysledek pozorovani X, celd ,nejistota“ ¢i nd-
hodnost v experimentu je ddna pouze vysledkem pozorovéani Y. Z divodu ne-
zdvislosti X a Y pak otekdvame, Ze primérnd nejistota v predikci vysledku
sdruzeného experimentu (X,Y) minus nejistota ziskana ze znalosti vysledku
X, musi ddt nejistotu experimentu zahrnujiciho jen pozorovéani Y. Z tohoto
pohledu je axiom (ii) zcela ptirozeny.

Nyni k vlastnimu dikazu tvrzeni. Z (ii) plyne f (1-1) = f (1) + f (1), takZe
musi platit f (1) = 0. Tento vysledek intuitivné koresponduje s pfedstavou, Ze
mira ndhodnosti v experimentu s diskrétni ndhodnou veli¢inou s rozdélenim
p1 = P{X = x;} = 1 s jedinym moznym vysledkem je nulova. Zaroven mame
f(M*) = kf(M), takZe intuitivni volbou pro f je logaritmick4 funkece, coZ
dokazeme nésledujicim zptsobem. Necht M > 1 je celé ¢islo a r je libovolné

ptirozené ¢islo. Pak musi existovat ¢islo k € IN( takové, ze
Mk < 2" < MFTL 7)
Jelikoz f ma byt rostouci, musi platit také
kf(M)<rf(2)<(k+1)f(M),
neboli, po vydéleni vyrazem r f (M),

k_J@) _(k+1)

R ®

S
f

Provedeme-li stejnou Gvahu pro funkei f (x) = log,(x), pti¢emz podminka
rostouci funkce implikuje a > 1, dostadvdme

k_log,(2) _(k+1)

r = log, (M) r ©)

Abychom ukazali Ze f(x) = log,(x), vSimneme si, Zze oba podily v (8) a (9)
lezi ve stejnych mezich a tedy pro jejich rozdil plati

f@)_b&@w<1
F(M) " Togy(M)| <7
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JelikoZ r je libovolné, mtiZzeme polozZit r — oo, a tedy oba dva ¢leny na levé

strané nerovnosti (10) jsou si rovny, ¢imz dostdvame
f(M) =clog, M, (1D

kde ¢ = f(2)/log, 2> 0, protoze f (1) = 0 a f ma byt rostouci funkce.
Déle, necht p = r/s je raciondlni ¢islo dané néjakymi ptirozenymi Cisly
r <s.Z axiomu (iii) plyne

1 11 1
H(—,...,;, ;,...,—):f(S):

1 1 1/s 1/s
=H| —-,...,— |=H|—,...,— | 13
f(r) ( r r ) (r/s r/s) (13)
r
e v r oy ST .. ,
Pfi oznateni p = — muZeme psat —— = 1 —p, a podle (ii) a (11), lze vy-
s s

raz (12) zapsat ve tvaru

clog,s=H(p,1—p)+cplog,r+c(1—p)log,(s—r), (14)
z ¢ehoz plyne

H(p,1—p) =—c|[p log,r —logys + (1—p)logy(s—r)]. (15)

Odectenim a pfi¢tenim vyrazu p log, s k pravé strané (15) obdrzime

H(p,1—p) =—c[plog,p+ (1—p) log,(1—p)]. (16)

Rovnice (16) pak plati pro v8echna p € [0, 1] podle axiomu (iv).
Rovnici (6) pak dokdzeme matematickou indukci. Jeji platnost pro pro M =
1 aM = 2 jsme si jiz ukdzali vySe. Pro M > 2 vyuzijeme axiom (iii), pro
v/ v : M—1
rozdéleni na pravdépodobnosti g = Zi:l DPi aPu,

p Py
H(pl,---,pM)ZH(q,pM)quH(j,---, ’Vc’ll)erMH(l)- (17)
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Predpoklddejme, Ze rovnice (6) plati pro vSechna ptirozena ¢isla mensi nebo
rovna M — 1, a dokdzeme jeji platnost pro M. Z (17) mame

Di

M-1
p.
H(py,..,Pu) = —c[q 108, q + plog, pu] —cq )| jloga g tpm0,(8)

i=1
¢imz je platnost (6) indukei dokdzana, nebot
M-1

M-1

i, P

7>, J o= > pilog, pi—qlog, . (19)
i=1 i=1

Pro zédklad logaritmu se casto, zejména ve spojeni s informacnimi techno-
logiemi, voli a = 2 a ¢ = 1, jednotkou entropie je pak bit. Lze se setkat i se
zékladem a = 10, kdy je jednotkou entropie tzv. dit. V matematice md vysadni
postaveni pfirozeny logaritmus log. = In, tedy logaritmus o zdkladu a = e,
kdy se jednotka entropie nazyva nat.

Vsimnéme si je$té, Ze axiom (ii) plyne z (iii), protoze H(1/ML,...,1/ML)
muzeme seskupit do M segmentt délky L, takze ZiLzl p; = 1/M, a nasledné

f(ML):H( LI ):

ML ML
M

:H(%,...,%)JFZ:%H(%,...,%):f(M)+f(L). (20)

j=1
Presnéji, axiomy (ii)+(iii) Ize nahradit jedinym axiomem
H(p17- . _:pr17 pr1—|—17' . '7pr2: (KRS} prk,1—|—17' . -,prk) =

~" ~" -~

r ry 'l

k
pri_ +1 prl-
:H(qliqZ:"')qk)+Zqu(—la"-:_) (21)
i—1 4i di

pro k skupin, kazdou o ry prvcich (polozme ry = 0), pfiCemz soucet pravde-

e . L7 e v v _ ri .
podobnosti v i-té skupiné oznactime q; = Zj:ri—l 1P

Na zavér poznamenejme, Ze funkce (6) neni definovdna pro uddlosti xj

s nulovou pravdépodobnosti, P{X = x;} = 0. Prostym dosazenim dostavame

neurdity vyraz ,,0 - 00 “. Funkci v8ak mZzeme snadno dodefinovat limitou, ne-

bot z I'Hospitalova pravidla plyne
li 1 =0 22
Jlim plog,p =0, (22)
tedy udalosti s nulovou pravdépodobnosti k entropii nepfispivaji.
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3 Kvantizace a entropie spojité nahodné velic¢iny

Shannonova entropie ve vzorci (2) je definovdna pouze pro diskrétni ndhodné
veli¢iny. UvaZzujme nyni spojitou ndhodnou veli¢inu X s Riemannovsky inter-
grabilni hustotou pravdépodobnosti f (x), a najdéme entropii jeji jednoduché
kvantizace.

Obor hodnot ndhodné veliciny X rozdélime na ekvidistantni intervaly
[(i—-1)a, i),

pfi¢emz predpokldddme, Ze hustota f (x) je na téchto intervalech spojitd. Z Lagran-
geovy véty o stfedni hodnoté plyne, Ze v kazdém délicim intervalu existuje
takové x;, Ze

iA
f(xi)A:f(. f(x)dx. (23)
Definujeme kvantizovanou diskrétni ndhodnou veli¢inu X 5 tak, Ze
Xpa=x; pro (i—1)A<X<IiA, (24)
s pravdépodobnosti funkei
P{X, = x;} = f(x;)A. (25)

Entropie ndhodné veli¢iny X 5 je pak rovna

oo

H(Xp) == > f(x;)Alog,lf (x;)A] =

i=—00

:_logaA Z f Aloga ( )

jelikoz >.° . f(x;)A = 1. Navic z Riemannovské integrability f (x) plyne

lim Z f(x;)Alog, f( f f(x)log, f (x)dx. (26)

A—>0+

Definujeme pak diferencidlni entropii h(X ) spojité ndhodné veli¢iny X vyrazem

—J f (x)log, f (x)dx. 27)



Vsimnéme si analogie (27) s (2), resp. (6). Avsak zatimco pro entropii obecné
plati H(X) > 0, diferencidlni entropie h(X ) mize nabyvat i hodnot zapornych
a tedy neni ekvivalentem Shannonovy entropie. Pro A — 04 vS$ak mutzeme
polozith(X) ~ H(X ) +log, A. Zvolime-li A = 27", pak lze tvrdit, Ze entropie
n-bitové kvantizace X je pfiblizné h(X) + n.

Ukoly

1. Méjme alternativni rozloZeni s pravdépodobnostni funkci P {X = 0} = p
aP{X=1} =1—p, kde 0 < p < 1. Urcete Shannonovu entropii jako
funkci parametru p.

2. Méjme ndhodnou veli¢inu X s Gaussovym (normalnim) rozdélenim s nu-
lovou stfedni hodnotou a rozptylem o2, tzn. s hustotou

Fx) = s exp( — 2
x)= xp| ——= |.
V2mo?2 P\ 7202
Urcete diferencidlni entropii h(X ) ndhodné veli¢iny X jakoZto funkci smé-
rodatné odchylky o > 0.

86



3. Strelec sttili do dvou teréu, do velkého terée dvakrat a do malého terce
trikrat. Pravdépodobnosti zasahu v kazdém pokusu jsou rovny 1/2 pii
sttelbé do velkého a 1/3 pfi sttelbé do malého terce. Do kterého z ter¢t
je vysledek sttelby, dany poc¢tem zdsahti, méné neurcity? Ktery ter¢ ma
mensi smérodatnou odchylku poc¢tu zasahti? Spocitejte i sttedni hodnoty
obou velic¢in.
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4. Pokracujme v ptikladu 3 se stielbou do dvou ter¢l. Za kazdy zasah do
malého terce se vyplaci odména 100 K¢, za kazdy zdsah do velkého terce
pak 50 K¢. Nahodna veli¢ina U udava celkovou vyhru strelce na malém
terci, ndhodna velicina U pak celkovou vyhru na velkém terci. Spocitejte
sttedni hodnoty obou ndhodnych veli¢in. Ktera z veli¢in U, V je méné
neurcitd? Kterd z veli¢in U, V md mensi smérodatnou odchylku?
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5. Spocitejte entropii diskrétniho rovhomérného rozdéleni pravdépodob-
nosti X na mnoziné {xy,...,xy}.

6. Spocitejte diferencidlni entropii exponencidlniho rozdéleni pravdépodob-
nosti X jako funkci intenzity A > 0.

7. Spocitejte diferencidlni entropii rovhomérného spojitého rozdéleni prav-
dépodobnosti X na intervalu [a, b], o0 < a < b < oo.
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Matematické modely neuronu

Predpoklady

Pro studium této vyukové jednotky je potfebna znalost

e zikladnich matematicko-logickych funkci

Vystupy z uceni

Studenti se nauci

o vysvétlit pojem logického neuronu
e rozumét jednoduchym matematickym modeltim neuronu
e popsat dynamiku modelu redlného neuronu

1 Logicky neuron

Nejznaméjsim matematickym modelem neuronu je tzv. logicky neuron nazy-
vany téz McCullochiiv-Pittstiv logicky neuron. Americky neurofyziolog a kyber-
netik Warren Sturgis McCulloch (1898-1969) a Walter Harry Pitts Jr. (1923-
1969), zabyvajici se matematickou logikou a pocetnimi neurovédami, tento
model poprvé popsali roku 1943 v ¢lanku A logical calculus of the ideas imma-
nent in nervous activity v odborném casopise Bulletin of Mathematical Biophys-

ics.

£=0
Obrazek 1: Logicky neuron s prahem 6, se ¢tyfmi excitacnimi vstupy a jednim
inhibi¢nim vstupem.
McCullochtiv-Pittsiv logicky neuron byva schematicky znédzornovan tak,

jak je ukdzano na Obr. 1. Ve své nejjednodussi podobé muzeme takovy neuron
chéapat jako zatizeni s nékolika vstupy a jednim vystupem. Vstupy jsou kresleny
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jako spojnice s Sipkami smérujicimi do neuronu, vystup je reprezentovan jed-
nou spojnici vychézejici ze symbolu neuronu. Vystup se vSak muze délit a mize
byt ndsledné napojen do vét$iho po¢tu (jinych) neurond. Vstupy mohou byt
bud’ excitacni, kreslené klasickou Sipkou, anebo inhibicni, u nichz se ve sché-
matu dopliiuje kolmd ¢arka. Na vystupu se pritom objevi signal pravé tehdy,
kdyZ se soucasné signaly objevi na ur¢itém poctu vstupt. Tento minimdlni po-
¢et aktivnich vstupt je nazyvan prdh a obvykle znacen 6. V nejjednodus$im
modelu maze byt prah 6 rovny jakémukoliv nezdpornému ¢islu.

Logicky neuron je idealizaci redlného neuronu a zachovévd tak nejdile-
zitéjsi charakteristické vlastnosti skute¢ného neuronu. Predpoklddame, Ze lo-
gicky neuron muze zménit sviij stav jen v diskrétnich ekvidistantné vzdale-
nych casovych okamzicich. Vystup z jednoho neuronu se na vstupu napoje-
nych neuronti objevi v bezprostfedné nasledujicim ¢asovém kroku. Sit’ logic-
kych neuront se chova synchronizované, okamziky mozné zmény stavu jsou
pro vSechny neurony v siti totozné.

Biologové a neurofyziologové mohou tento model neuronu kritizovat pro
ptilisné az neredlné zjednoduseni, zvlast kvuli vyse popsané ¢asové zdvislosti.
Na druhou stranu, obrovskd vyhoda logického neuronu je prave jeho jednodu-
chost. Ta ¢asto umoznuje analyzu ocekdvaného chovani neuronové sité, ktera
by pfi zahrnuti jinych fyziologickych parametri neuront byla ptili§ sloZita.
Logicky neuron zachovava podstatné rysy chovani redlného neuronu. Dani
za jednoduchost modelu je zanedbani méné podstatnych charakteristik redl-
ného neuronu. Jednd se o obvykly postup matematického modelovani redlného
svéta. Casto si musime realitu zjednodugovat, abychom dokazali matematicky
model schudné analyzovat a modelovat. Na provedend zjednodus$eni vSak pfi-
tom nezapomindme, a jejich mozny vliv na chovani modelu diskutujeme.

Nyni poddme formdlni definici logického neuronu.

(i) Logicky neuron se muze nachdzet v jednom ze dvou stavt, které nazveme

aktivni a neaktivni.

(ii) Logicky neuron ma jeden vystup, ktery muze byt souc¢asné napojen do
jednoho nebo vice jinych neuront nebo také zpét do stejného neuronu.
V kazdém okamziku je na vSech téchto napojenich stejny vystup.

(iii) Logicky neuron ma celkem n, + n; vstupt, z nichz je n, excitacnich a n;
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(@iv)

()

(vi)

(vii)

inhibi¢nich. Potty excita¢nich i inhibi¢nich vstupi mohou nabyvat hodnot
jakéhokoli nezdpornych celych ¢isel.

Logicky neuron md prdh 6.V nejjednodussi podobé pozadujeme 6 € N,
obecné staci 6 > 0.

Cas je kvantizovdn, stav logického neuronu se miiZe zménit pouze v dis-
krétnich ¢asovych okamzicich (krocich), t =k A,k =0,1,.... Stav logic-
kého neuronu zlstdvd nezménén v ¢asovém intervalu [k A, (k+1)A).
Délka casového kroku A je stejna pro vSechny neurony v siti, neuronova

sit’ je synchronizovand.

Dany vstup je aktivni v ¢ase (k 4+ 1)A pravé tehdy, kdyz neuron, jehoz
vystupem uvazované spojeni je, byl aktivni v ¢ase k A. Ozna¢ujeme N,(t)
pocet aktivnich excita¢nich vstupt a N;(t) pocet aktivnich inhibi¢nich
vstupll v ¢ase t. Zfejmé plati N (t) < ne, Ni(t) < n; v kazdém Case t.

Logicky neuron je aktivni v Case t = k A, tedy presnéji ve vSech ¢asech
te kA, (k+1)A), pravé kdyz

No(kAt)— ¢ Ny(kAt) > 0. (1)

Konstanta ¢ > 0 charakterizuje pozadovany pomér mezi poc¢tem ak-
tivnich excita¢nich a aktivnich inhibi¢nich vstupt pro dosazeni aktiv-
niho vystupu neuronu. Casto je ¢ € IN,, resp. v nejjednodug$im ptipadé

¢ =1.

Logicky neuron je bindrnim zatizenim, protoze se vzdy nachazi prave v jed-

nom ze dvou moznych stavi, aktivnim, anebo neaktivnim. V matematické ¢i

logické notaci ¢asto oznacujeme aktivni stav hodnotou 1 a neaktivni stav hod-

notou 0. Mdme-li sit m neuront oznacenych ¢isly od 1 do m, muzeme stav

vSech neuront v této siti v kazdém case jednozna¢né reprezentovat binadrnim

¢islem délky m, kdy stav i-tého neuronu je kéddovan ¢islici na i-tém misté bi-

narniho zdpisu. Pocet vSech moznych stavu celé sité je rovny 2™.

Nyni si uvedeme nékolik prikladu logickych neuront a jednoduchych neu-

ronovych siti, na kterych ukazeme, zZe i takto jednoduchy model neuronu staci

k vytvoteni primitivniho mozku nebo oscilujiciho systému. ZdtGraznéme hned
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na pocdtku, Ze se jednd jen o velmi jednoduché ukdzky pro pochopeni funkce
logickych neuronti. V redlném mozku je totiz fadové 10'° neuront, kazdy

oS

Obrézek 2: Logicky neuron s prahem 1 a dvéma excita¢nimi vstupy.

s nejméné 10* vstupy.

Na Obr. 2 je neuron s n, = 2 excita¢nimi a n; = 0 inhibi¢nimi vstupy a pra-
hovou hodnotou 8 = 1. Tento neuron je dle (1) aktivni, pokud n, > 1, tj. pokud
je aktivni alespon jeden z jeho (excita¢nich) vstupt. Pokud by tento neuron mél
prahovou hodnotu 6 = 0, muze byt aktivni, pfestoZe by nebyl aktivni zddny
z jeho vstupt. Takovy neuron je nékdy nazyvan spontdnné aktivni.

=

Obrazek 3: Logicky neuron s prahem 1, jednim excita¢nim vstupem a jednim

inhibi¢nim vstupem.

Na Obr. 3 vidime neuron s n, = 1 excita¢nim a n; = 1 inhibi¢nim vstupem
a prahovou hodnotou 6 = 1. Predpokladejme ¢ = 1 a vypiSme si mozné pii-
pady aktivnich a neaktivnich vstupt spolu s hodnotou N, — ¢ N;. Vysledek je
v Tabulce 1. Podminka (1) je splnéna pouze v ptipadé N, = 1, N; = 0, neuron
je tedy aktivni pouze tehdy, kdyz je excitac¢ni vstup aktivni a inhibi¢ni vstup
neaktivni. Pokud by neuron mél prah 6 = 0, byl by spontanné aktivni, ale bylo
by mozné jej udrzet v neaktivnim stavu pii aktivnim inhibi¢nim a neaktivnim
excitacnim vstupu.

Schéma na Obr. 4 predstavuje sit' 3 neuronu s pouze excitacnimi vstupy,
¢ = 1, jednim externim vstupem (in) a vystupem (out). Chovani této sité v za-
vislosti na ¢asovou posloupnost aktivity vstupu uvadi Tabulka 2. Je zfejmé, ze
vystup je aktivni pouze tehdy, kdyz v predchozich (alesporl) dvou po sobé jdou-
cich krocich byl vstup aktivni. Tato jednoduchd neuronova sit’ tak muze pred-
stavovat velice primitivni mozek, jehoz funkci je reagovat na bezprostredné

opakovanou aktivitu na vstupu.

95



Ne Ni Ne _Nl
0 0 0
0 1 -1
1 0 1
1 1 0

Tabulka 1: Funkce logického neuronu z Obr. 3 pro ¢ = 1.

Obrézek 4: Primitivni mozek ze sité 3 logickych neuronti, reagujici (out) na

bezprostfedné opakovanou aktivitu na vstupu (in).

Na Obr. 5 jsou dva ptiklady tzv. self-re-excitujicich neuronovych siti. Aktivni
excita¢ni vstup v jediném ¢ase zpusobi, Ze vystup téchto systému se stane aktiv-
nim a zustane aktivnim i bez dal$ich aktivnich vstupt. Vystup lze pak deaktivo-
vat jediné aktivovanim inhibi¢niho vstupu, pficemz vystup zstane neaktivni
opét az do aktivovdani excita¢niho vstupu. Vystup tedy mlize myt ménén na
dlouhou dobu pomoci aktivniho vstupu v jediném case. Takové systémy mo-
hou predstavovat primitivni pameét.

Tti logické neurony spojené podle schématu na Obr. 6 tvoti izolovanou sit'.
Neurony A a C maji prahovou hodnotu rovnu 1, neuron B md prahovou hod-

k| 123456789 10 11 12
inkAt) | 01 1011100 1 0 1
B:N,(kat) | 001101 110 0 1 0
CGN(kat) | 01 2 112210 1 1 1
out(kAt) | 0 0 01 0 01 1 0 0 0 O

Tabulka 2: Odpovéd primitivniho mozku (out) ze sité t¥i logickych neuront
podle Obr. 4 pro ¢ = 1 jako reakce na ¢asovou fadu (in), k znadi poradi krokd.
Tento primitivni mozek dokdZe rozeznat (aktivni out) aktivni vstup (in) ve

dvou po sobé jdoucich ¢asovych krocich.
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—{1) RO

Obrézek 5: Self-re-excitujici systémy jako modely primitivni paméti.

@
T

Obrézek 6: Sit’' logickych neuront tvotici oscilujici systém.

notu rovnou 2. Vstup z B do C je inhibi¢ni, ostatni vstupy jsou excitacni a pred-
pokldddme ¢ = 1. Jaky bude vyvoj aktivity této sité, kdyz ji zacneme pozorovat
v nékterém z moznych stavii? VyuZijeme zapisu pomoci bindrniho zépisu. Ci-
ferny zapis c¢isla ABC ve dvojkové soustavé kéduje po fadé stav neuronu A, B,
a C. Napt. 101 znadi stav, kdy neurony A a C jsou aktivni, neuron B je neak-
tivni. Uveden4 sit se méZe nachazet v kterémkoliv z 23 = 8 moznych stavil.

Prechodovy diagram (ovéreni prenechdvame Ctendti jako cviceni)

110 100 010
001 011

popisuje vyvoj aktivity sité v ¢ase, kazdd Sipka zndzornuje zménu stavu za krok
délky At. Vidime, Ze pokud sit’ zacne pracovat v kterémkoliv stavu jiném nez

101 111

000 _ O 2)

000 (vSechny neurony neaktivni), po nékolika krocich dospéje k oscilacnimu
chovdni, kdy se pravidelné budou ménit stavy 001 a 100, tedy aktivni bude
stfidavé vzdy pouze neuron A a C, neuron B bude neaktivni.
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2 Logicky neuron a logické funkce

McCulloch a Pitts ve svém c¢lanku z roku 1943 upozornili také na to, ze logické
neurony definované dle (i)-(vii) mohou jednoznacné reprezentovat funkce
matematické logiky. Tento poznatek tehdy vzbudil zna¢nou pozornost a pred-
pokladalo se, Ze neurony i mozek funguji pravé na principu binarnich logickych
funkci. Pocetni neurovédy na soucasném stupni pozndani jiz toto chovani pova-
zuji za neredlné, predevsim z duvodu obrovského poé¢tu neuront a spojeni a s
tim spojené tézkopddnosti takového mozku.

Spojeni logického neuronu a funkci matematické logiky nicméné zustava
zajimavou Casti matematického modelovani. Aktivni vstup ¢i vystup reprezen-
tuje logickou hodnotu true (pravda) oznacovanou c¢islem 1, neaktivni vstup ¢i
vystup znamena logickou hodnotu false (nepravda) oznacovanou ¢islem 0. Ak-
tivita vystupu logického neuronu je ddna pomoci logické funkce vstupt neu-
ronu v bezprostredné predchazejicim casovém kroku. Ukdzeme alespon par
ptiklad reprezentace zakladnich logickych funkci, slozitéj$i funkce k procvi-
Ceni Ctendf nalezne v ikolech na konci kapitoly.

X y xVy XAy X XxX=y
0 0 0 0 1 1
0 1 1 0 1 1
1 0 1 0 0 0
1 1 1 1 0 1

Tabulka 3: Tabulka logickych operaci, zleva doprava logicky soucet, logicky
soucin, logicka negace a implikace.

Logicky soucet (or, nebo) je funkce, ktera nabyva hodnoty 1 prave kdyz ale-
spon jeden ze dvou vstupi ma hodnotu 1. Logicky sou¢in (and, a) je funkce,
ktera nabyva hodnoty 1 pravé kdyz oba vstupy maji soucasné hodnotu 1. Lo-
gicka negace (not, ne) je unarni funkce, ktera méni vstupni hodnotu 1 na
vystupni 0 a naopak. Implikace je bindrni logickou funkci funkci, na jejimz
vystupu je hodnota 0 pravé tehdy, kdyz prvni vstup md hodnotu 0 a druhy
hodnotu 1. Definice téchto funkci shrnuje Tabulka 3. Neni tézké ovéfit, zZe uve-
dené logické funkce lze modelovat pomoci logickych neuront podle nésleduji-
cich schémat: logicky soucet na Obr. 7, logicky soucin na Obr. 8, negaci podle
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Obr. 9 a implikaci podle Obr. 10.

X

y

Obrazek 7: Logicky soucet (or, nebo).

Obréazek 8: Logicky soucin (and, a).

X

y

C o)

x — 0 X
N

Obrdazek 9: Logicka negace (not, ne).

X

y

Obrézek 10: Logickd implikace.

3 Model realného neuronu

Logicky neuron m4d radu vlastnosti redlného neuronu. Jednou z téch pro redlné

neurony typickych, které vSak logicky neuron postrada, je spojitost casu, tedy

to, Ze neuron muze svym vystupem reagovat na vstup v kterémkoliv ¢asovém

okamziku, nejen v ¢asovych krocich délky At. V této kapitole se pridrzime mj.

popisu modelu neuronu z ivodu monografie Gerstner & Kistler (2002).

U reédlného neuronu rozliSujeme tfi funk¢éné odlisné casti, analogické lo-

gickému neuronu. Vstupy jsou oznacovany dendrity, télo neuronu jako soma

a vystup je nazyvan axon. Soma je povazovana za vypocetni jednotku, kterd na
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zakladé urcité, obecné nelinearni, funkce prevadi signal z dendritti na axon.
Pokud celkovy soucet signdld na dendritech ptekro¢i prahovou hodnotu 6, na
axonu je vygenerovana vystupni signal.

Spojeni mezi neurony je nazyvano synapse. Neuron, ktery signdl vysil4, je
nazyvan presynapticky, neuron prijimaci signdl je oznacovan jako postsynap-
ticky. Typicky neuron v mozkové kiite obratlovcli je napojen na vice nez 10*
postsynaptickych neuront.

Neurondlni signal je tvoren kratkymi elektrickymi impulsy. Kazdy takovy
impuls je nazyvan akcni potencidl (action potential), Castéji spike. Posloupnost
spikti tvotici signdl je oznacovana jako spike train.

Spiky maji typicky amplitudu cca 100 mV a trvani 1 az 2 ms. Spiky ge-
nerované stejnym neuronem maji vzdy stejny tvar a tento tvar z(stdvd ne-
meénny i pii Sifeni axonem. ProtoZe vsechny spiky generované neuronem vy-
padaji stejné, nenesou informaci. Predpoklada se tak, ze jednotkou informace
prendsené mezi neurony je jeden akcni potencidl (spike) a signédl je néjakym
zpusobem zakddovana ve spike trainu, konkrétné v rozlozeni po sobé jdoucich
spikd.

Akéni potencidly ve spike trainu jsou obvykle jasné oddélené. I pfi velmi
silném vstupu neuron nedokaze generovat dalsi akéni potencial ve chvili ge-
nerovani prvniho spiku a po urcitou dobu po ném. Minimdlni ¢asovy odstup
mezi dvéma po sobé ndsledujicimi akénimi potencidly je nazyvan refraktorni
periodou.

Vliv akéniho potencidlu na postsynapticky neuron je experimentdlné zjisto-
van pomoci elektrody umisténé blizko soma nebo axonu neuronu. Tou se méii
potencidl V, tedy rozdil elektrického napéti mezi vnittkem neuronu a jeho bliz-
kym okolim; pfesnéji se nazyva membrdnovy potencidl. Bez ptitomnosti ak¢nich
potencidlti na vstupech neuronu je membréanovy potencidl udrzovan na kon-
stantni, tzv. klidové hodnoté U, = —70 mV. Pti ptichodu akéniho potencidlu
na vstup neuronu se membranovy potencidl zméni a poté se vrati na klido-
vou hodnotu. Pfitom ak¢ni potencidl na excitacnim vstupu vyvolavd kladnou
zménu membrdnového potencidlu, akéni potencidl na inhibi¢nim vstupu vyvo-
lava zapornou zménu membranového potencidlu.

Dynamika neuronu je popsana pomoci zavislosti membranového potenci-
alu V (t) na Case, t, a jeho reakce na ptichod akéniho potencidlu na néktery ze

100



vstupl. Tzv. spike response model (SRM) ptedpoklada ¢asovou zavislost mem-
branového potencidlu ve tvaru

V() =Vt > > et —t, t—t)) +n(t—£). (3)
Loj

Konstanta V; je klidovy potencidl. Funkce €; je zména vyvolana ptichozimi
ak¢énimi potencidly na vstupech od presynaptického neuronu i, tzv. postsynap-
ticky potencidl (PSP). Pokud je vstup od presynaptického neuronu i excitacni,
jedna se o excitacni postsynapticky potencidl (EPSP), pokud je vstup inhibicni,
oznacuje se jako inhibi¢ni postsynapticky potencial (IPSP) a ptislusné €; ma
zépornou hodnotu. Ve vyjadfeni zavislosti V (t) vystupuje soucet postsynaptic-
kych potencidla ze vSech neuront, jejichz axony jsou synapsemi napojeny na
dendrity sledovaného neuronu. Cas t; j oznaCuje okamzik j-tého akéniho po-
tencidlu na axonu neuronu i, ¢as f pak predstavuje okamzik posledniho ak¢-

niho potencialu generovaného sledovanym neuronem do casu t,

Zde t; zna¢i okamzik j-tého akéniho potencidlu sledovaného neuronu. Jako
posledni ¢len ve V (t) vystupuje funkce 7, kterd modeluje nelinedrni chovani
membranového potencidlu, vyvolané prekrocenim prahové hodnoty 6 a gene-
rovanim ak¢niho potencialu.

Excitaéni postsynapticky potencidl €;(t —£,s) je jako funkce proménné s
obvykle uvazovan ve tvaru unimodalni funkce, kterd v okamziku generovani
akcniho potencidlu presynaptického neuronu roste z nulové hodnoty, nabyva
maxima a poté asymptoticky klesa k nulové hodnoté. Analogicky to plati pro
IPSP —e¢;. Tvar zavislosti PSP je pfitom pro dany neuron neménny. Prvni pro-
ménnd, t —t je ¢as od posledniho akéniho potencidlu, PSP byva neklesajici
funkei této proménné, pro velmi malé hodnoty t — f PSP nabyvéa malych hod-
not (v absolutni hodnoteé).

Pokud je prichozich akénich potencidlt madlo, je chovdni membrdanového
potencidlu linedrni, V (t) je soucet PSP vSech presynaptickych neurond. Pokud
pocet akénich potencidlt na dendritech sledovaného neuronu prekroéi jistou
mez, chovéni V (t) se zméni na nelinedrni. Pokud hodnota membranového po-
tencidlu pfi svém riastu prekro¢i prahovou hodnotu 6 v ¢ase t = £, tedy za
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podminky
dv(t)
dt
dojde k vygenerovani akéniho potencidlu. Chovéani V (t) se pfitom zdsadné

V(t)=06 a >0, (5)

zméni, hlavni roli pfevezme posledni ¢len v (3). Dojde k rychlému nérdstu
potencidlu, ktery je nasledovan poklesem az pod klidovou hodnotu V; s na-
slednym exponencidlnim piiblizenim k V,. Casto je tvar i) popisovan funkei

1
—, 0<t<At
At

n(t) = . : (6)
—7Ng €Xp (—;), t> At

Zde vystupujici konstanty jsou dané typem neuronu, At urcuje délku intervalu,
béhem niZ je hodnota 1 a tim i V(t) velmi vysokd, vétsi nez 0, ny udava mi-
nimalni potencidl po vygenerovani ak¢niho potencidlu, T pak urcuje rychlost
priblizeni ke klidovému potencidlu. Vyska skoku 1/At se casto uvadi kolem
100 mV. V jednoduchych modelech se ¢asto klade At — 0+, ¢imz dojde k vy-
tvoteni kratkého impulsu nekonec¢né hodnoty, ktery matematicky popisujeme
Diracovou delta-funkei, viz (RRD.2),

n(e) = 5(e)=no exp (= ). )
Po dobu At a také po jistou dobu, kdy je n(t —t < 6, je vliv PSP epsilon; na
potencidl V (t) velmi maly, ¢imz je je modelovéna refraktorni perioda neuronu.

V redlnych neuronech je byva délka refraktorni periody rovna 2 az 4 ms.
Prahova hodnota neuront byva asi o 20 mV vyssi nez klidovy potencidl V,
tzn. okolo hodnoty 6 = —50 mV. Amplituda PSP (v absolutni hodnot€) je vsak
typicky jen 1 az 2 mV. Ke splnéni podminky (5) a vygenerovani ak¢niho poten-
ciald je tak potieba ptichod 20 aZ 50 akénich potencialt na vstupy sledovaného
neuronu v dostate¢né kratkém ¢asovém intervalu.

Vice ¢i méné komplexnim matematickych modeld redlného neuronti je vice.
Pro jejich slozitost jim zde nebudeme vénovat pozornost, zmiiime vsak ale-
spon jejich nazvy. Tzv. leaky integrate-and-fire model je zalozen na popisu po-
moci elektrického obvodu a diferencidlnich rovnic pro membranovy potencidl
a proud. Jinym modelem je Hodgkinuv-Huxleyiiv model, ktery k popisu mem-

branového potencidlt vyuziva soustavu dvou diferencidlnich rovnic.
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Tuto kapitolu ukon¢ime velmi jednoduchym modelem, ktery je postaven na
vlastnostech zavislosti V(t). Tento model pfedpoklddd, ze chovani membra-
nového potencidlu je v kazdém case dano vzdy pravé jednou z nasledujicich

MOZnosti:

(a) Pokud presynapticky neuron generoval ak¢ni potencial v Case t, potom
se hodnota potencidlu V v Case t + At zvysi o konstantu 7). Konstanta 7
zde predstavuje amplitudu EPSP (pokud je kladnd), resp. amplitudu IPSP
(je-li zdporna). Casovy posun At reprezentuje zpozdén{ mezi okamzikem
generovani ak¢niho potencialu presynaptickym neuronem a okamzikem
prichodu maxima EPSB resp. minima IPSE na dendrit sledovaného neu-

ronu.

(b) V case t, pro néjz plati (5), dojde k vygenerovani akéniho potencidlu. Po
dobu délky R > 0 po jeho vygenerovani, tedy v intervalu t € [£, { +R),
klademe V (t) = oo. To odpovidé volbé (7) v SRM modelu. Déle klademe
V(t =R) = V,. Konstanta R tedy odpovida refraktorni periodé neuronu.

(c) Ve vsech ostatnich pripadech nepopsanych pravidly (a) a (b) membra-
novy potencidl exponencidlné klesd, presnéji jeho casovy vyvoj je popsan

diferencialni rovnici
dv(t)

dt
kde a > 0 je primérna ¢asové konstanta rychlosti konvergence PSP k nule.

=—aV(t),

Uvadi se, ze 1/a méa hodnotu jednotek milisekund.

Ukoly

1. Jaka logickd funkce vstupti x, y, z je na vystupu w reprezentovana logic-
kym neuronem na Obr. 11? UvaZzujte ¢ = 1.
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Obrézek 11: Logicky neuron k Ukolu 1.

2. Jakd logickd funkce vstupt x, y,,u je na vystupu w reprezentovana lo-
gickym neuronem na Obr. 12? UvaZujte nejprve ¢ = 1, a poté ¢ = 2.

u

Obrazek 12: Logicky neuron k Ukolu 2.
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