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Kapitola 1
Uvod

Teorie diferencidlnich rovnic je pro inZemyry a piirodovédce stale jednou z nej-
atraktivngjSich matematickych disciplin, i kdyZ neni pravé neimladsi. Divod je ten,
Ze diferencialni rovnice popisuji pfevaznou £ast jevil ve fyzice, a tedy i v oborech,
které jsou ji blizké nebo které se z ni pfimo od§tépily jako samostatné védni discipliny
{tcorie pruznosti apod.).

Pfitom pomérné znané teoretické i praktické obtiZe plisobi pracovnikiim v apli-
kovanych oborech (ale i matematikﬁm) ulohy, které vedou k fedeni diferencidlnich
rovnic s okrajovymi podminkami, zejména parcidlnich diferencidlnich rovnic.
V ndkterych piipadech, je-li dand rovnice 1 dana oblast velmi jednoducha, je moZno
ziskat feseni daného problému v tzv. uzavieném tvaru, nejéastéji ve formé nekonetné
fady. K t&mto vysledkiim vede napf. tzv. Fouricrova metoda (srov. str. 468) a metoda
Laplaceovy transformace. Snahou matematikii v minulém stoleti a na zaddtku
tahoto stoleti bylo vhodng modifikovat metody tohoto typu, resp. najit nové metody,
které by i v obecngjfich piipadech vedly k fefeni v uzavieném tvaru. V podstaté
je moZno Fici, Z¢ tyto snahy skon&ily nezdarem a Ze se zadaly rozvijet rozmanité
metody pro hledani vhodného pfiblizného feleni. Z nich se zejména osvédEily metoda
siti a metedy variaéni, z nichZ zna&né popularity dosahly Ritzova metoda, Galerki-
nova metoda a v posledni dob& metoda konenych prvki.

Ptednosti metody siti je jeji mytlenkova jednoduchost, univerzalnost a pom&rné
snadnd zpracovatelnost na samo&innych poditadich. PouZiti této metody viak neni
vvhodné, je-li tfeba na zakladg ziskaného sifového ¥eSeni wrdit piiblizné derivace
hiedané funkce. Napfiklad v problémech rovinné pruZnosti (nosné stény apod.)
hledame Airyovu funkci U(x, y} jako Fefeni biharmonické rovnice s ckrajovymi
podminkami a z této funkce pak poditame sloZky tenzoru napéti

po _PU o
a7 7 T ¥ axc'iy.




LER V]

Regime-li uvaZovany problém metodou sili, jsou p¥ibliZzné hodnoty funkei v,, Vi Ty
ziskané jako diferenéni kvocienty sifového feSeni, velmi nespolehlivé, zejména v okoli
hranice uvaZované oblasti').

Velkou oblibu pfi fefeni teoretickych problémi v inZenyrskych a prirodovédnych
aplikacich ziskaly, jak jsme se jiZ zminili, metody variaéni. Tyto metody vznikly
v dobg, kdy byl objeven tzv. Dirichletiiv princip: Uvazujme Dirichletiy problém
pro Laplaceova rovnici v roving,

Pu Du '
(1.1 L ST L
) ox? - gyt v o
(1.2) u=g(s) na I,

kde G je omezend rovinna oblast a I" jeji hranice (nebudeme na tomto mistd dale
precizovat),

Necht M je mnoZina téch funkei, které jsou spojité v G = G + T, maji v G spojiié
prvni parcialni derivace a spliuji podminku (1.2). Dirichletiy princip tvrdi, Ze ta
funkce, kterd minimalizuje mezi viemi funkcemi z mneZiny M tzv. Dirichletiv
integrdl

= = [L[E) G e

Je v G harmonicki, a je tedy ¥eSenim problému (L.1), (1.2).

Tohoto principu pouZil k ¥cleni celé fady problémi (zejména z teorie funkei
komplexni proménné) B. Riemann. Riemann poklidal piitom za samozicjmé,
ze pro kazdou funkei g(s), spojitou na I, existuje takovi funkce z uvaZovand mno-
Ziny M, pro kterou integral (1.3) dosahuje skutené na této mnoZing minima. Ze exis-
tence takové minimalizujici funkce neni samoziejmd, ukézal némecky matematik
K. Weierstrass. Sestrojil ptiklad integralu, obdobného integralu (1.3)%), ktery ne-
nabyva minimélni hodnoty pro #adnou funkei z dané mnoziny funkei (a to funkei
s velmi ,,rozumnymi* vlastnostmi). O néco pozdé&ji ukézal J. Hadamard pfiklad
funkee, ktera je feSenim (v klasickém smyslu) problému (1.1), (1.2) a pro niz je
integral (1.3) divergentni, takZe v tomto p¥ipadg nelze k fefeni problému (1.1), (1.2)
pouZit Dirichletova principu.

Tyto priklady zpiisobily, ze Dirichletfiy princip byl na dlouhou dobu odsunut
do pozadi. Znovu jej ozivily prace jednoho z nejvétdich matematikti, D. Hilber-
ta, ktery ukazal, Ze v problematice, tykajici se opravnénosti pouZiti Dirichletova
principu, nello jen o n&jaky ,,maly omyl ve formulaci, ale Ze §lo o pficinu
daleko hlubgi, souvisejici s tim, co nyni nazyvime tplnosti metrického prostoru

1 7 " —— s
} Proto jsme navrhli pro pfibliZné Yefeni 1éto ulohy tzv. metodu nejmenSich &tverci) na hra- -

nici (viz kap. 43), kterd je podle nageho ndzoru pro tento pripad podstatng vhodn&jsi,
2y Piesndji, Weierstrass uvazoval pifpad funkc{ jedné proménné.

1. UYL s

(viz o tom podrobné v kap. 10 a 11 a ve &tvrté &asti této knihy). Dal¥im vyznadnym
initelem, ktery upozornil tcoretiky i praktiky na vyuZiti Dirichletova principu,
popl. nckterych jeho zobecnéni, byla mctoda, kterou piedloZil r. 1913 nE€mecky
inzenyr W. Ritz. UkaZme zikladni mySlenku jeho metody na jedné z prvnich filoh,
k jejichZ feleni svou metodu aplikoval,

Dirichletiiv problém pro Poissonovu rovnici,

2 2

(1.4) TU T2 fx,y) v oblasti G,
ax ay

(1.5) u =0 na hranici I,

vede k tloze najit minimum funkcionalu

o e [ o

na mnoZing N '), jejiz prvky tvo¥{ dostatetné hladké?) funkee spliiujici podminku
(1.5). Zvolme v 1éto mnoZing n linearn& nezévislych funkci

(1.7) @1(x, 1), -0 @u(x, )

a hledejme p¥iblizné fefeni uvaiovaného problému jako funkci minimalizujict
funkcional (1.6) nikoli na mnoZin& N, ale na ,n-dimenzionalni podmnoZing P,
jejiz prvky tvofi vSechny linearni kombinace funkci (1.?), tedy vSechny funkce tvaru

{1.8) by @1(x, ¥) + - + b, g,(x, )

s libovolnymi koeficienty &y, ..., b,.
Dosadime-li (1.8} do (1.6) misto funkce u(x, y), stane se funkciondl (1.6) funkei
h(B,,..., b,) téchto koeficientil. Mé-li pak funkcionél (1.6) nabyvat pro n&¥kterou funkei

(1.9) u(X, ¥) = ¢ @4(x, ¥) + ... + ¢, 0%, ¥)

na mnoZin¢ P minima, musi byt v takovém pfipadé splnény rovnice

dh oh
1.10 — el =0, — e o) =0,
(110 R RS S AP
Z tvaru (1.6) uvaZovaného funkcionalu je viak zfejmé, Ze funkce h(b,, ..., b,) jo

1} Predpisem (1.6) je kazdé funkci u(x, ¥} € N pfifazeno urité {redlné) &islo F(u). Takové pti-
fazen{ nazyvime funkciondlem (danym na mnoZin& N). Rovngz (1.3) je funkcionil, dany na mno-
zZiné M. Podrobné o tom viz v kap. 8, str. 114,

2} ¥V této kapitole nemame moZnost opirat se o pojmy zavedené v daliim textu, takZe se na
nékterych mistech budeme vyjadfovat ponékud nepiesné.
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kvadratickou funkei proménnych b, ..., b,, takZe soustava (1.10) pro nezndmé
¢y, - €, bude linedrni. Najdeme-li jeji fe3eni, bude funkce (1.9) v nékterém smyslu
aproximaci hledan¢ho feleni problému (1.4), (1.5).

Ritzova metoda — myslenkové velmi jednoduchd, jak je vidét z uvedeného pii-
kladu — se stala zakladem tzv. pfimych variaénich metod. Jejim specidlnim pfi-
padem - pro specidlni volbu tzv. bize — je v podstaté i metoda koneEnych prvkil
(kap. 42). Znaén¥ ptibuznd je v lineArnim pfipad€ i Galerkinova metoda.

Variaénich metod pouZili inZenyfi a pfirodovédel jako uCinného prostiedku
k feseni svvch problémit. Zaroveil se viak objevila fada otazek teoretickych i prak-
tickych. Ukézalo se, 7e zdaleka neni jasnd ani otazka spravné, resp. vhodné formu-
lace problému a vhodné koncepce pojmu fefeni. Pozornost upoutaly otdzky kon-
vergence, zejména otdzky, za jakych pfedpokladi, v jakém smyslu a jak rychie
konverguje ptiblizné Fe3eni k ,,pfesnému‘’. Vznikaly nové metody a zkoumala se
oldzka vhodnosti jejich pouziti k fefeni uréité t¥idy probléma. Vznik novych metod
(napt. metody kone&nych prvkit) i modifikovani , klasickych metod byl zplsoben
i rychlym rozvojem samoc¢innych poditaci, jejichZ pouZiti umoznilo Tefit v pomérné
kratkém ¢&ase soustavy rovnic o velkém pocCtu neznimych. Brzy se viak ukazalo,
7e nepfesnosti, které vznikaji zaokroublovacimi chybami pfi vypotu koeficientl
t&hto soustav i pii jejich FeSeni, mohou podstatné ovlivnit pfesnost celého vypottu.
Casto p¥ekvapujici a ztejmé nesmyslné vysledky ziskané b&hem numerickych procest
vyvolaly intenzivni studium stability (chto procest, spojené s vhodnou volbou
tzv. baze, apod. (Viz kap. 20.)

Ukézalo se, Ze FeSeni mnoha otazek, teoreticky zajimavych a prakticky nalé-
havych, neni snadné. Rozhodujici vyznam pfi feSeni téchto otazek méla funkcio-
nalni analyza, jejiZ apart se ukazal dostateéng uéinnym prostiedkem, aby vnesl
do téchio otdzek jasno. Naopak, problematika variagénich metod bohaté pfispéla
k rozvoji ntkierych odvétvi funkcionlni analyzy.

Variadni metody zaznamenaly od svého vzniku bouflivy rozvoj. Z praci zakladniho
vyznamu se zmifime alespoit o klasickych pracich Hilbertovych a Courantovych,
dale o pracich (do urfité miry na né navazujicich) Sobolevovych a Michlinovych
v teorii zaloZené na vét& o minimu kvadratického funkcionalu (,,f unkcionalu energie“)
a o pracich Browderovych, Lionsovych a Nedasovych v teorii zaloZené na pojmu
slabého Yeleni & na Laxove - Milgramové vEté. Tyto prace maji vyznam jak prakticky
{nové metody, konvergenéni véty apod.), tak tcoreticky (existenéni véty). Znagni
#ist modernich praci, tykajicich se linedrnich problémd, je vénovana metodé koned-
nych prvki.

Jak jsme se jiZ zminili, je dnes tézké piedstavit si studium variadnich metod bez
znalosti aspofi n¥kterych zakladnich pojmid a vysledkit z funkciondlni analyzy,
zejména bez znalosti teorie Hilbertova prostoru. K studiu této teorie tedy pfistoupime
v prvni &isti knihy.

C4st 1. HILBERTUV PROSTOR

Kapitola 2

Skalarni soucin funkci.
Norma, metrika

Uvedeme nejprve nikolik slov k pouZivanému oznaceni.

Symbolem G zna&ime v celé knize N-rozmérnou oblast, tedy otevienou souvislou
mnozinu v euklidovském prostoru Ey. V této knize budeme uvaZovat jen omezené
oblasti, a to oblasti s tzv. lipschitzovskou hranici. Precizace tohoto pojmu je pongkud
sloZit&j§l a piisobila by na zadatku Gtenafi zbyteiné obtiZe. Proto jsme ji piesunuli
do kap. 28. Na tomto misté jen poznamenejme, Ze jde o oblasti dostatecné obecné,
abychom mohli mezi né zatadit pravé ty oblasti, s klerymi se nejcastéji setkime
v in¥enyrskych aplikacich, pokud jde o feeni diferencidlnich rovnic cliptického typu
s okrajovymi podminkami na omezenych oblastech. V roving patfi mezi tyto oblasti,
zhruba Fedeno, oblasti s hiadkou, resp. po Castech hladkou hranici, bez bodd vratu.
V tfirozmérném prostoru jde rovnéZ o oblasti, jejichz hranice je hladka, resp. po
&istech hladka a nema singularity odpovidajici v jistém smyslu bodtm vratu u rovin-
nych kfivek (hrany vratu apod.). Piikladem rovinnych, resp. prostorovych oblasti
(4. pro N = 2, resp. N = 3} s lipschitzovskou hranici je kruh, mezikruzi, étverec,
trojihelnik, resp. koule, krychle apod. Pro N = 1 je oblasti interval {4, b}. Budeme-1i
uvaZovat zaroveii vice oblast{, budeme je rozlijovat indexy, tedy G,, G, atd.

Hranici oblasti G zna&ime I, resp. I'y, I'y, ..., jde-li o oblasti Gy, G, ... Uzavér
oblasti G v prostoru Ey, tedy mnoZinu G + I, znafime G. Misto ,,uzdvér oblasti
v prostoru Ey“ Fkame struéné uzaviend oblast.

Soutadnice bodi v E, budemec nejéast&ji znalit xi, ..., xy. Misto o bodu
(xy, ..., Xy} budeme &asto strudn€ mluvit o bodu x. Misto

Jj u(xy, ... Xy) dxy .0 dxy
o

[G u(x) dx .

budeme strucné psat
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V piipadé N = 1 pifeme oviem

fu(x) d.

a

V roving, resp. v tfrozmémém prostoru budeme &asto pouZivat oznadeni x, y, resp.
X, ¥, 2 Misto X, X,, resp. X, Xg, X3.

Nechf je dina oblast & a obrafme se k vySetfovani funkci danych na této oblasti,
zejména k definici skalarniho soudinu dvou funkci. Vsude v této knize (pokud nebude
vyslovn& uveden opak) budeme uvaZovat redlné funkce; také konstanty, s kterjmi
se v lextu, zejména v definicich, setkdme, pFedpokldddme rediné.

Definice 2.1. MnoZinu M, jejimiZ prvky jsou funkce') dané na nékteré mno#ing?) S,
nazveme linedlem (!:‘nedrm’ mnoZinou, linedrnim systémem, linedrnim prosfarem),
Jestlize zaroveii s kaZdymi dvéma funkcemi u,(x), u,(x} z M patfi do této mnoZiny
také funkce

(2.1) a; u,(x) + a, u,(x),

kde a4, a, jsou libovolné (realné) konstanty. Pfitom soudet dvou funkei a nisobeni
funkce konstantou jsou definoviny v obvykiém smyshy, znimém z klasické analyzy.

Tedy specialn€ s funkei u; patii do M také libovolny jeji ndsobek [jak je vidét
z(2.1), poloZime-li @, = 0] a s funkcemi u,, u, patii do M i jejich souget [ jak je opét
vidét z (2.1), je-li a; = 1, a5, = 1].

Priklad 2.1. Oznaéme L mnoZinu viech funkei spojitych v uzaviené oblasti G,
8 obvyklou definici souttu dvoun funkei a nasobeni funkee konstantou, Pak L je lineal,
nebof, jak je dobfe zndmo, jsou-li u,(x) a u,(x) dv& funkee spojité v G, a tedy patfici
do L, je i funkce a, u,(x) + a, u,{(x) spojita v G, a tedy patfi do L.

Z, definice 2.1 plyne (a Ctendf si to Jisté snadno ovEii na prave uvedeném ptiklad t':):
Je-li M linedl, pak zarovefi s kazdymi n funkcemi u,(x), u5(x), ..., u,(x) patfi do M
i libovolna jejich linedrni kombinace '

a; uy(x) + az u{x) + ... + a, ux).

Priklad 2.2. Vyberme z lingdlu L v piikl. 2.1 mnoZinu viech t&ch funkci u(x),
pro které plati ju(x)| = 7 pro kaZdé x € G. Oznaéme tuto novou mnoZinu L. MnoZina
L neni lineal, nebof napf. neni pravda, Ze pro ka¥dou funkei u{x) e L a pro libovolneu
konstantu a plati, e také a u(x) e L. Napf. funkce dani v oblasti G predpisem

1) Na tomto mist€ se omezujeme jen na tento specidlni pEipad, aby vyklad byl ndzorny. V de-
finici linedlu neni nikterak podstatné, jsou-li prvky dané mnoziny funkce nebo nikoliv. Srov. de-
finici 6.1 na str, 68,

2y Zpravidla oblasti.
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u(x) = 4 (tedy funkce konstantni v této oblasti) pat¥i do L, nebot je v G spojitd
a plati |u(x)| < 7, zatimco funkce 2u(x) jiZ nepatéi do L, nebof 2u(x) = 8, a tedy
|2a4(x)| > 7.

UvaZujme nyni linedl L z pfikl. 2.1. Pro libovolné dv¥ funkce u(x)e L, v(x) e L
definujeme:

Definice 2.2, Skaldrnim soucinem funkei u(x), v(x) z linedlu L rozumime integral
'[ i u{x) o(x) dx .
Skalarni soudin funkei u(x), »(x) znadime (u, v), tedy
(2.2) (u,v) = .[ . u(x) o(x) dx .

Skaldrn{ soutin funkei u(x), v(x) je tedy urdité realné &islo, dané hodnotou
integrélu (2.2).

Priklad 2.3. Nech{ G je &tverec 0 < x =<1, 0
v(x, y) = 2. Pak

lEA
b
IIA

I, u(x} y) = x? + J’z,

1 4
(u,v):j J‘(xz + y3).2dxdy = .
oJo 3
Ze znamych vlastnost integralu plynou ihned tyto vlastnosti skalirniho sou¥inu:

Véta 2.1. Pro skaldrni soucin z definice 2.2 plaii [u(x}, v(x), u(x), ua(x) jsou li-
bovolné funkce ¢ linedlu L, ay, a, jsou libovolnd redind cisla]:

(2.3) (u, 0) = (v, u),

(2.4) (a,u; + a,u,, v) = ay(uy, v) + az(u.z, v),
(2.5) (w,u) 20,
(2.6) (1) =0<xux)=0 v G.

Vztah (2.3) vyjadfuje symetrii skalarniho soudinu, vztah (2.4) jeho aditivnost
a homogennost. Vztahy (2.5} a (2.6) znamenaji, ¥e ndsobime-li funkci u(x) skalarng
Ji samou, je tento skalarni soudin vidy nezaporny, pfiSem? je roven nule pravé tehdy,
je-li u(x) = 0.

Diikaz vty 2.1 jc snadny. Vlastnost (2.3) plyne z rovnosti

f ) o) dx = f dyules,
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vlastnost (2.4) z rovnosti

J'G i) 4 oy ey, Lul(x) ofidydx + azfauz(x) Sy

Dile

(u, u) =Lu2(x) dxz0;

je-li u(x) = 0, je zfejme (u, u) = 0; je-li

LuZ(x) dx= 10,

pak u(x) = 0, jak je znamo z integralniho potu, nebot funkce u(x) je podle pied-
pokladu spojitd v GI).

Viimnéme si, Ze z (2.4) a (2.3) thned vyplyva
(2.7) (u, a0, + a,8,) = a,(u, v,) + ay(u,v;),
kde u(x), v,(x}, v,(x) jsou funkce z linedlu L, a,, a, jsou redlné konstanty, nebot
(u, @10y + azvy) = (ayvy + azvy, 4) = ay(vy, #) + ay(vy, u) = a,(u, ) + ay(u, v,).
Také tohoto vztahu budeme &asto pouZivat. Z (2.4) a (2.7) pak jiZ snadno plyne
(2.8) (@yu; + 651, a3y + aquy) = agas(uy, us) + azas(s, us)+

G ﬂl‘h(”n ud-) =+ aza4(u2, u4)

(tj. postup pfi skalirnim nisobeni funkei je formalné stejny jako pfi nisobeni
mnoho&lenft). Specidlng pro libovolné funkce u(x), t(x) z linedlu L a libovolné
realné konstanty a, b plati

(2.9) {(au, bv) = ab(u, v).

Skalarni souéin a jeho vlastnosti umoZiuji definovat dalsi pro nés velmi uZiteny
pojem normy funkce,

Definice 2.3. Normou funkce u(x) z linedlu L rozumime nezdporné &islo
(2.10) Iel = o) =[] i ax.
G

1y Ctenar si jist& vEiml, e s vviimkou tohoto posledniho kroku jsme nikde nepotiebovali
predpoklad o spojitosti funkcf #(x) a v(x) v G, stadilo, aby ptislugné integrdly mély smysl. Proto

seni zakladnich vlastnosti skalirniho soudinu na tento obecn®jii p¥ipad velmi snadné.
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Napt. pro normu funkce # = sinnxsinny na &tverci 0 £ x <1, 02y £ 1
dostavame

[ = \/( J O J‘ :sin2 wesint s dy) - \/(Llsinz il J:sin2 - dy) -
=J3.3)=1.

Viéta 2.2, Norma z definice 2.3 md tyto vlastnosti [u(x), v(x) jsou libovolné funkce
z linedlu L, a je libovolnd redlnd konstanta]:

an 2o,
(2.12) fu] =0eux)=0 v G,

(19 ol = o ]

(2.14) (e, )] < Ju] - o] »

(2.15) lee + of < |ul]l + ol (ezv. trojihelnikovd nerovnost),
(2.16) lal = lell = fu — ] -

Dtkaz:") Viastnosti (2.11) a (2.12) plynou piimo z definice normy a z vlastnosti
(2.5), (2.6) skalarniho soudinu.

Déle z definice normy a z (2.9) plyne [au|* = (au, au) = a*(u, u), odkud ihned
dostavame (2.13).

Diikaz nerovnosti (2.14): Nechf « € L, v € L. Pro kazdé redlné &islo A plati pedle

(2.5)

&ili podle (2.8)

(u+ Av,u + o) 2 0

| (u, u) + Av, v) + Au, v) + A*(v,v) 2 0,
a tedy, protoZe (v, u) = (u, v),
(2.17) (u, u) + 2(u, ) A + (v,0) A7 2 0.

Funkce u a v jsou sice libovolné, ale pevn& dané funkce z linealu L, takZe (u, u),
(u, v) a (v, v) jsou pevna &isla. Kvadraticky vyraz v 4 na levé strang nerovnosti (2.17)
ma byt nezdporny pro viechna reilnd A, coZ je moZné jen tehdy, neni-li jeho diskri-
minant kladny, tj. plati-li

(u,0)* = {4, u) (v, 0) £0,
1y Jak vyplyne z ditkazu, jsou viastnosti narmy bezprostfednimi dﬁslcdlky vlastnost{(2.3)az{2.6)
skalirniho soudinu. V daliich kapitolich zobecnime pojem skaldrniho soudinu, a to tak, aby jeho
zékladn{ vlastnosti zfistaly zachovany. Proto také viastnosti pfisluiné normy, definevané vziahem -
obdobnym vztahu (2.10}, ziistanou nezm#nény. TotéZ se tyka i vlastnosti metriky, uvedenych ve
véié 2.3,
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Gili
(u, v)* < (u, u) (v, ).

Uvazime-li, Ze podle definice normy je (4, u) = |u]?, (v, v) = [[v
chazejic nerovnosti okamZit€ nerovnost (2.14).

Dilkaz nerovnosti (2.15): Je

|2, plyne z pied-

(2.18) fu + of* = (@ + v, u + v) = (u, u) + 2Au, v) + (v, v) =
= [Ju* + 2(u, ) + [o*.

Z (2.14) plyne (u,v) < [u] . |o|. Nahradime-li v (2.18) vyraz 2(u, v) vétsim (nebo
stejné velkym) vyrazem 2[|u| . [v], dostaneme

o+ o]® < Jul® + 20 . Jo] + fol* = (Juf) + Jof),

odkud ihned vyplyva (2.15).

Abychom dokazali nerovnost (2.16), uvazujme s prvky u, v zarovefi prvky 4 — v, v.
Pro tyto prvky plati podle (2.15)

[ =) + o] < Ju = o] + |
-

el = Yol < flu = o] -

&li
lu = flu = off + [0

odkud plyne

Obdobné, uvaZujeme-li prvky v — u, u, dostaneme
ol = Jul < u— o] .
Z obou poslednich nerovnosti plyne nerovnost (2.16).

Priklad 2.4, UvaZujme na intervalu (0, &) funkece # = cos x, v = x. Je

pr

Ju|> = | cos?xdx =T,
J O 2
. 3
o2 = xxzdxzﬁ-,
o]
¥ 0 3
Ax
(4,v) = | xcosxdx = —2,
R ]
AR 3
Ju + ]2 = (cosx+x)2dx=n—+574.
Jo 3 2
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2= ol s 1l = [5)- J(5) = T = 4o
JE+ - er s b - J5)+ [Z)

—_— ———————

= 2,82 = 4,47

Z¥ejmé

ve shodé s (2.14) a (2.15).

Poznimka 2.1. Pojmy skaldrniho soutinu a nmormy funkci jsou pfimou analogii
znimych poimit z elementarni vektorové algebry. Zejména vlastnosti normy jsou
analogické velmi ndzornym vlastnostem délky vektoru: UvaZujme v roviné vektory

= B
:

g

5

B

3/

&/

A0 i

ol " prval souradnice

Obr. 1.

u a v s pofilednimi body v potatku soufadnic (obr. 1). Jejich skalarni sougin je
definovan, jak znamo, vztahem

U.¥ = uucos e,

kde u, resp. v je délka vektoru u, resp. v a ¢ je tihel sevieny t¥mito vektory, Pro délku
vektoru zfejmé plati vztahy obdobné vztahiim (2.11) aZ (2.16) pro normu funkce:

a) u > 0, pfidem? « = 0 plat pravé tehdy, je-li u nulovy vektor [srov. (2.11)
a (2.12)];

b) délka vektoru au je |a|-nasobkem délky vektoru u [srov. {2.13)];

¢) plati |u . v] £ uv [srov. (2.14)], nebot |cos ¢ < I;

d) délka vektoru u + v nemiiZe byt vét3i neZ soudet délek vektorii va v [sTov.
(2.15)]; viz trojahelnik OA4B v obr. 1;

e) rozdil délek vektorii (popk. absolutni hodnota tohoto rozdilu) nemiize byt vatsi
nez délka rozdilu téchto vektori [srov. (2.16)]; viz trojihelnik 0AC v obr. 1.

Yidime tedy, Ze skalarni soudin funkce i norma funkce jsou definovany velmi
piirozenym zpiisobem, odpovidajicim elementarnim geometrickym pfedstavam,
na jejichi podkladé také ve svych poditcich skuteéné vznikaly.
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Dalsim geometricky nidzornym pojmem je pojem vzdalenosti dvou funkci:

Definice 2.4. Vzddlenost! dvou funkef u{x), v(x) z lincdlu L rozumime &slo

(2.19) olu, v) = Jlu — o],

{j. normu rozdilu té€chto funkci.

Priklad 2.5. Pro vzdalenost funkci 4, v z pfikl. 2.4 dostivame

32

n*oox
olu, v) = \/(3~ + 5 + 4) = 398 .

Z definice vzdlenosti dvou funkei a z vlastnosti (2.11), (2.12), (2.13) a (2.15)
normy, uvedenych ve vété 2.2, vyplyvaji okamZité tyto zakladni vlastnosti vzdalenosti
funkei:

2 2 i 2 x2 T
Q(u,v)=”u-«v” = (cosx —x)’dx=—+=+ 4,
0

tedy

Véta 2.3. Pro libovolné funkee u(x), v(x), z(x) z L plati

(2.20) o(u, v) 2 0
(2.21) o(u, v) = 0« u(x) = ovfx),
(2.22) o(u, v) = ofv, u),
(2.23) olu, z) = ou, v) + o0, 2).-

Dukaz: Viastnosti (2.20) a (2.21) vyplyvaji pfimo z definice vzdalenosti (2.19)
a z (2.11) a (2.12). Dile z definice vzdélenosti a ze vztahu (2.13) pro a = —1 plyne
ofu,v) = Ju — o, el u)=flo—ul =[-( - =[~1]fu~ o] = [u -+,

odkud ihned dostavame (2.22). Déle
(224) o) =fu—z[=Ju-0)+ (- 2)) 2 Ju—2] + o -7|

podle (2.15), odkud plyne (2.23), nebot soudet poslednich &lend v (2. 24) je podle
definice vzdalenosti roven Eislu g(u v) + ofv, z).

Poznimka 2.2. Také vlastnosti (2.20) aZ (2.23) vzdélenosti funkei maji jedno-
duchou geometrickou analogii (viz obr. 2): Ozna&ime-li o(u, v) vzdalenost konco-
vych bodit vektorli u, v s politenimi body v podatku soutfadnic, pak je za prvé
o(w, v) = ov, u) [srov. (2.22)], nebot o(u, ¥) je d4no délkou vektoru u — v, resp.
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vektoru v — u, coZ je totéZ, Za druhé je ziejmé& o(u, ¥v) = 0, pfidemZ oy, ¥v) = 0
pravé tehdy, kdyZ vektory u a v splyvaji [srov. (2.20) a {2.21)]. Analogii ncrovnosti
(2.23) je nerovnost o{u, z) < o(u, v) + gfv, z), jejiz geometricky vyznam je ziejmy
z obr. 2. Tedy i v ptipad& pojmu vzdéalenosti dvou funkei je p¥ibuznost s elementar-
nimi geometrickymi pojmy a jejich vlastnostmi velmi nizorna.

2
3
153
-5
Z
C prval souradnice
Qbr. 2,

Pozndmka 2.3. Def. 2.4 nam umozZiiuje podle (2.19) ,m&¥it vzdilenost dvou
funkci, patficich do linedlu L. Rikame také, 7e piedpisem (2.19) je na lincalu L dina
metrika a linedl L (popf. jinou mnoZinu, v ni% je dina metrika) pak nazjvame
metrickym prostorem. V obecném pfipad€ definujeme:

Definice 2.5. MnoZinu M nazyvame metrickim prostorem, jeslliZe pro kaZdou
dvojici u, v jejich prvki je definovano &islo (u, o), tzv. vzddlenost prokit u, v, majici
vlastnosti (2.20) aZ (2.23).

VEimnéme si, Ze v této definici nikterak nepoZadujeme. aby prvky mno¥iny M
byly funkce; jak uvidime, je ¢asto vyhodné mit k dispozici metrické prestory, jejichZ
prvky jsou jiného charakteru. V def. 2.5 také nepredpokladame, Ze by mnoZina M
musila byt lincalem.

Rekneme-li v dal¥im textu, ¥¢ na mnoZind M zavedeme metriku, budeme tim
rozumét, Ze pro dvojice prvkn této mnoZiny definujeme vhodnym zplsobem vzda-
lenost spliujici pozadavky (2.20) a7 (2.23), ¥imZ se mnoZina M stane metrickym
prostorem.

Pozadavky (2.20) aZ (2.23) kladené na vzdalenost g{u, v} se nazyvaji axidmy
metriky. Obdobné poZadavky (2.11), (2.12), (2.13) a (2.15), charakterizujici normu,
nazyvame axidmy normy. Je-li vzdalenost definovana pomoci normy vztahem (2.19),
pak, jak jsme dokdzali ve v&té 2.3, plyne ze splnéni axiémia normy i splndni axiémit
metriky.

V ndmi dosud uvazovaném linedlu L jsme zavedli metriku pfedpisem (2.19),
kde norma || | je definovana vztahem (2.10)"). Na tomto linedlu je moZno definovat
1} ¥ takovém ptipadé fasto Fikdme, ¥e norma je indukovdna nebo genercuvdna skalidrnim
soudinem.
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vzdalenost 1 jinym zpdsobem iak, aby byly splngny axidmy metriky. Definujme
napfiklad normu na linedlu L pFedpisem

(2.25) lele = max fuix)}

{Pro¢ jsme tuto normu odlifili od p¥edchéazejici normy pravé pipsanim indexu C,
vyplyne z dal§iho textu.) Tedy normu H“”c funkce u € L dostancme tak, Ze sestrojime
funkci |u(x)|, kterd bude v uzaviené oblasti G spojitd [nebot u(x) je podle pred-
pokladu spojitd], a vezmeme jeji maximéalni hodnotu v G. Lze bez obtizi ukazat,
coZ ncbudeme na tomto misté podrobné dokazovat, Ze |uf¢ spliuje viechny &tyfi
axiémy normy, takZe jsme skuteéné opravnéni nazvat ji normou. Definujeme-li nyni
vzdélenost dvou funkef u(x), o(x) z linedlu L predpisem

(2.26) gc(u, v) = ”u = v”c
¢ili

(2.27) oclt, v) = max ulx) — ofz)],

bude, jak jsme pravé poznamenali, spliiovat takte definovand vzdalenost i axidmy
metriky (2.20) aZ (2.23). Linedl L opatfeny metrikou (2.27) se nazyva metricky
prostor C.

Pfiklad 2.6. Pro vzdalenost g¢ funkei u(x) = cos x, v(x) = x z p¥ikl. 2.4a 25
v prostoru C(0, 7} dostaneme

gc(u,v)zl +n=414;

funkce u(x)=cosx je totiz v intervalu {0,n> klesajici, funkce v(x} = x rostouci
a funkee |u(x) — v(x)| = |cos x — x| nabyvd v intervalu (0, ) maxima zfejm& v bod&
x =, kde je [u(n) — o(n)] = [cosw — x| =1 + m.

Viimnéme si, Ze v prostoru C je vzdilenost uvaZovanych funkci jina nez v prostoru
s metrikou (2.19) (viz p¥ikl. 2.5). TotéZ oviem plati i pro normu; doporudujeme
ttenAfi, aby na ptikladé funkei u(x) = cos x, o(x) = x, x € (0, ), ovéHil, Ze norma || |
mé vlastnosti {2.11), (2.12), (2.13) a (2.15).

Poznimka 2.4. Jsou-li funkce u(x), o(x) sob& , blizké“ ve viech bodech uzavfené
oblasti G, pak je v prostoru C i jejich vzdalenost mald, nebot kdy# v G plati [re(x} —
— v(x)| £ &, pak podle (2.27) je také p.(u, v) < e. Naopak, je-li v prostoru C vzda-
lenost funkel u(x) a o(x} mald, je v G rozdil funkei u(x) a v(x) maly v absolutni
hodnotg, nebot ze vztahu gc(u, ») < & plyne podle (2.27), Ze viude v G je [u(x) —
— ofx)] = .
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V prostoru s metrikou (2.19) je situace ponékud rozdilna. Je-li rozdil funkei u(x)
a o(x) vsude v G maly (v absolutni hodnot€), pak vzdalenost ¢(u, v) je také mal4,
nebot je-li v G viude [u(x) — v(x)| = &, pak podle (2.19) je

(229) mmv>=nu—vnﬁwﬂ;n@)—qudengLfdx=«ﬂfP)=s¢P,

kde P = [; dx je objem (N-rozmérny) oblasti G. Je-li viak ¢(u, v) malé, neplyne odtud,
Ze rozdil |u(x) — »(x)| je v G viude maly. Jako ptiklad uvaZujme dvojici funkei

{1051'11 1000nx pro 0= x £0,001,
u(x) =

0 pro 0001 =x =1,
v(x) =0 pro 0<x=1.

o

101

uix}
5
e St
Obr, 3.

Funkce u(x) (zfejmé spojitd v intervala (0, 1>) je graficky zndzornéna na obr, 3.
Podle (2.19) a (2.10) je

ee.9) = 1)~ 9l = J([ 19 — o e ) -

,001
= \/J-G 100 sin? 1 000 nx dx = /0,05 = 0,224 .
Lt}

Vzdélenost funkei u a v podle def. 2.4 je zde mala, zatimco rozdil funk&nich hodnot
je v bodé& x = 0,000 5 roven deseti, takZe gc(u, v) = 10. JestliZe misto uvaZované
funkce u(x) vezmeme funkci

u()_ I0sin 100000 tx pro 0 = x < 0,00001,
=70 pro 0,00001 < x <1,
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dostaneme o{u, v) = 0,0224, pfidemZ v bodé¢ x = 0,000005 bude rozdil funk&nich
hodnot opét roven deseti. Vhodnym zkricenim intervalu, na némZ je funkce u(x)
pravé uvaZovaného tvaru riiznd od nuly, a odpovidajicim zvySenim frekvence
sinové funkce je moZno udinit pomér mezi maximem hodnot |u(x) — v(x)| a vzda-
lenosti o{u, v) funkei u a v libovolng velkym.

Je jist& otazka, pro¢ jsme na linedlu L zavedli metriku (2.19), kdyZ metrika (2.27)
je, jak jsme pravé ukazali, do urité miry pfirozengjsi, nebof je-li viude v G rozdil
funkci u a v maly, je i vzdalenost funkei podle metriky (2.27) mal4, a naopak. Pfesto
v celé knize budeme pifevainé pracovat pravé s metrikou (2.19), popf. s metrikami
ptibuznymi. Hlavni diivody, prog tak &inime, jsou dva: Metrika (2.19) byla zavedena
pomoci normy (2.10), oindukované” skalarnim soudinem (2.2); skalarni souéin —
v riiznych modifikacich — bude pro nas v této publikaci zikladnim kamenem a bude
vZdy pro nés podstatné, abychom mohli pracovat s metrikou indukovanou urCitym
skalarnim soudinem s vlastnostmi (2.3) aZ (2.6). V prostoru C s metrikou (2.27)
nelze definovat skalarni soudin s ,,rozumnymi*“ vlastnostmi (viz napfiklad [24]).
To je tedy prvni podstatny divod, proé davime piednost metrice (2.19). Dale,
jak uvidime, setkame se s Fadou 1loh, a to jak u teoretickych problémt, tak u pro-
blémtt aplikovanych, napf. inZenyrskych, kde zdaleka nevystacime jen se spojitymi
funkcemi. Ukazuje se, Ze je obtiZné rozsifit vhodnym zptisobem metriku (2.27)
na obecn&j¥ t¥idu funkei, nei jsou spojité funkee, zatimeco roziiten] metriky (2.19)
na dostateén€ obecnou tiidu funkei je velmi jednoduché a vede pfirozenym zpiisobem
k vytvofeni tzv. prostoru L,. K tomuto roziifeni nyni pfistoupime. Pozdé&ji bude
pro nas metrika (2.19) uZiteéné i p¥i konstrukei obecngjSich prostori.

Kapitola 3
Prostor L,

Skalarni soudin, normu a vzdalenost funkci, zavedené v pfedchazejici kapitole pro
funkce z linedlu L, rozsifime nyni na linedl tzv. funkei integrovatelnych s druhou
mocninou na oblasti G.

Definice 3.1. Rekneme, Ze redlna funkce u(x) je integrovatelnad v oblasti G s dru-
hou mocninou (s kvadrdtem), jsou-li konvergentni [ tj. existuji-li') a jsou-li konetné]
integraly

(3.1) Lu_(x) dx, Luz(x) dx.

1) V Lebesgueove smyslu, viz pozn. 3.1, Srov. také pozn. 28.4, str. 340.
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Pomimka 3.1. Z definice plyne, Ze ka¥da funkce, spojitd v uzaviené oblasti G,
je integrovatelnd s druhou mocninou, nebof pro spojitou funkei jsou zfejmé oba
integraly konvergentni. Tedy ka¥dd funkce z linedlu L, uvaZovaného v kap. 2,
je integrovatelna s druhou mocninou. Do t¥idy funkci integrovatelnych s druhou
mecninou vak patii i funkce mnohem obecné&jsi (viz také pfikl. 3.1). Ctenafe upozor-
fiujeme zde na to, Ze pro spravnost nékterych vysledkn, které ziskame s pouZzitim
pravé zavedeného pojmu, zejména vysledki, které jsou zaloZeny na pojmu viplnosti
prostoru L; (viz kap. 4), je tfeba uvaZovat integraly (3.1} v tzv. Lebesgueové smyslu.
O Lebesgueovd definici integralu a o zdkladnich vlastnostech tohoto integralu
je strulné pojednéino v kap. 28. Pro pochopeni daliiho textu viak neni nutné, aby
se tendf s Lebesgueovou teorji na tomto misté seznamoval: Funkce, s kierymi
se ve svych inZenyrskych nebo piirodovédnych probtlémech setkd a kterd nemaji
,»DIili§ vysoké* singularity v piipadé, Ze jde o neohranidené funkce (srov. ptikl. 3.1),
Jsou integrovatelné v uvaZované oblasti ¢ s druhou mocninou jak v Lebesgueovs,
tak i v klasickém Riemannové smyslu a hodnoty integrald i zékladni metody jejich
vypoétu jsou v obou piipadech stejné. Z teoretického hlediska je oviem tfeba uvaZovat
integrély v daliim textu této knihy jako integraly v Lebesgueové smyslu. V tomto
smyslu jsou také uvaZoviny integrily (3.1) a funkcemi integrovatelnymi s druhou
mocninou v dané oblasti budeme vidy rozumét funkce integrovatelné s druhou
mocninou v Lebesgueové smyslu.

Pokud jde o ohraniené funkee, patfi mezi funkce integrovatelné s druhou mocni-
nou zejména funkce spojité a po &astech spojité v oblasti G. Pokud jde o neohranidené
funkce, uvedme dva piiklady pro pfipad N = 1, {j. pro funkce jedné prom&nné:

Piiklad 3.1. Funkce

ok
) =57

je funkee integrovatelna v intervalu (0, 1) s druhou mocninou, nebof oba integraly
(3.1) jsou konvergentni:"

1 1 1 1
ju(x] dx = '3512 ;§, Juz dx :J‘ 5(_-]% =
0 D\/x 2 0 0\/35

Na druhé stranég, funkce

1
u(x) = —
%
neni integrovatelnd s druhou mocninou v intervalu (0,1), nebof prvni z integral
(3-1) je konvergentni, druby viak-nikoli:

1 1 o 1 1
fu(x)dxzjdi=2, J-uz(x)dx=jd—x=+oo.
0 : ovX 0 o ¥



34 I. HILRERTU'Y PROSTOR

Z teoric Lebesgueova integralu je znamo (viz kap. 28):
a) Jsou-li funkce u(x) a v{x) integrovatelné v oblasti G s druhou mocninou,

je i funkce
a;u(x) + a,o(x),

kde a,, a, jsou libovolné realné konstanty, integrovatelna s druhou mocninou,

b) Jsou-li u(x), v(x) integrovatelné s druhou mocninou, pak integral

J.Gu(x) o)

Je konvergentni. Pfitom plati b&Zna pravidla:
j u{x) vo(x) dx = j o(x) u(x) dx ,
¢ ¢
aIJ‘ uy(x) o(x) dx + a2J. tt,(x) v(x) dx .
G G

Il

J; [ayu,(x) + a,u,(x)] v{x) dx

Vlastnost a) ukazuje, Ze mnoZina funkci integrovatelnych s druhou mocninou
na uvaZované oblasti G tvoii line4l'). Vlastnost b) diva moZnost definovat na tomto
lincalu skaldrni souéin:

Definice 3.2. Necht u(x), v(x) jsou dvé funkce integrovatelné s druhou mocninou
v oblasti G. Jejich skaldrnim soudinem rozumime &islo

(3.2) (u, v) = Jl}u(x) v(x) dx .

Obdobnym zplsobem jako v kap. 2 definujeme pro funkce integrovatelné s druhou
mocninou i normu a vzdalenost:

Definice 3.3. Normou funkce u(x), integrovatelné s druhou mocninou v oblasti G,
rozumime nezaporné cislo

(3.3) el = ol 5 = \/ J' ).

Definice 3.4. Vzddlenosti dvou funkei u(x), v(x), integrovatelnych s druhou mocni-
nou v oblasti G, rozumime normu jejich rozdilu,

(3.4 ol ) = =l = [ 169 = oGP e

1y Pozdéji (viz str. 36) se jesté podrobnéji zminime o otdzce rovnosti dvou prvk( na tomto
linealu.
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Z pravé uvedenych definic skalarniho soudinu, normy a vzdalenosti funkci integro-
vatelnych s druhou mocninou v oblasti G je zfejmé, Ze tyto pojmy jsou zobecnénim
obdobnych pojmi, definovanych v predchazejici kapitole pro pomérng specialni
t¥idu funkei, 4. pro funkce z linedlu L. Lzc olekivat — a véta 3.1 nam to polvrdi —
Ze s¢ u téchto pojmil setkdme s obdobnymi vlastnostmi, s jakymi jsme se setkali
v pfedchézcjici kapitole. Specidlng se ukaze, e vzdalenost (3.4) spliiuje axiémy
mtriky (2.20} aZ (2.23). To n4s opraviiuje k této definici:

Definice 3.5. Lineal funkci integrovatelnych s druhou mocninou v oblasti G,
s metrikou danou pfedpisem (3.4), nazyvime merrickpm prostorem Ly(G).

Skalarni soucin a norma v tomto prostoru Jsou dény vztahy (3.2) a (3.3).

Ve specialnim pfipadé N = 1, kdy tedy jde o interval (a, b), pileme Ly(a, b)
misto L,(G). Pokud je z vykladu jasné, o Jakou oblast jde, mluvime &asto jen o pro-
storu L,.

Prostor L,(G) je tedy metricky prostor (def. 2.5, str. 29), jeho¥ prvky') tvoti
funkee integrovatelné s druhou mocninoun v oblasti G a v némZ skalarni soudin,
norma a vzdilenost jsou definovany predpisy (3.2), (3.3) a (3.4).

Zejména do prostoru L,(G) patfi viechny funkce spojité v uzaviené oblasti G,
tedy funkce z linealu L, o ndm¥ jsme miuvili v kap. 2.

Jak jsme jiz p¥edeslali, pienadejf sc vlastnosti skaldrniho soudinu, normy i vzda-
lenosti, odvozené v kap. 2 pro funkce z linealu L, 1€mé&F beze zmény na pripad funkei
z prostoru L,(G). Pouze vztahy obdobné vztahiim (2.12) [resp. (2.6) a (2.21)] potiebuji
pro tento pfipad podrobngjii vysvétleni:

JTe-li funkee u{x) spojita v G, pak ze vztahu

i

(3.5) j (qu(x) dx =0

L.‘fo_i_ LN,
8] T x

Qbr. 4.

plyne u(x}) = 0 v G, a tedy i v G. Je-li pouze u(x) € L,(G), pak ze vztahu (3.5) nelze
usoudit, Ze u(x) je rovna nule viude v G. UvaZujme napf. N =1 a {a, b) = (0, 1).
Funkce u,(x), rovnd nule v intervalu (0, 1), s vyjimkou bodu x = 0,5, kde plati
ty = 1 (viz obr. 4), je zfcjm# integrovatelna v intervalu (0, 1) s druhou moeninou

Y) Viz viak def. 3.6 a text, kiery ji predchAzi.
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a plati pro ni rovnost {3.5). Tato rovnost je splnéna napf. i pro funkei uz(x), rovioou
nule v intervalu (0, 1), s vyjimkou spofetné mnoZiny bodd

xl=1,x2:é,x3=§,x4=;},”‘,

v nichZ miZe nabyvat libovolnych konetnych hodnot, popt. nemusi byt v n€kterych
z téchto bedil definovana, TotéZ plati dokonce pro libovolnou funkei, rovnou nule
v intervalu (0, 1}, s vyjimkou bodil tvoficich mnoZinu (Lebesgueovy) miry nula,
v nichZ nabyva libovolnych koneénych hodnot, popf. v nichZ (nebo v n&kterych
z nich) neni definovéna.')

Abychom odstranili tuto potiZ a také dal¥i potiZe, které by vznikly, kdybychom
neuéinili nésledujici ,,imluvu®, definujeme:

Definice 3.6. Nechf funkece u(x), v(x) jsou v oblasti G integrovatelné s druhou
mocninou a necht jsou si v oblasti G roony skoro viude, ¢imz rozumime Lo, Ze se s
v oblasti G nejvide v bodech tvoficich mnoZinu miry nula (v nekterych z boda
této mnoZiny nemusi byt popf. néktera z téchto funkci dcﬁnovéna)A Pak fekneme, Ze
tyto dvé funkce jsou v prostoru L,(G) ekvivalentni. Pifeme u = v v Ly(G).

Funkee u(x), v(x) jsou tedy v tomto prostoru poklidéany za sob& rovné. Rikdme
také, Z¢ viechny navzdjem ckvivalentni funkee pfedstavuji v prostorn Ly(G) jediny
prvek.

Dvé funkce u(x), v(x), ekvivalentni v prostoru L,(G), jsou charakterizovany
vlastnosti

L[u(x) — ofx)Pdx = 0.

Funkce u(x), v(x), které nejsou ekvivalentni v prostoru L,(G) [piieme u + v v L,(G)],
jsou charakterizovany vlastnosti

jG[u(x) o U(X)]2 dx £ 0,

Mezi funkcemi navzajem ekvivalentnimi v Lz{G) milZe byt jen jedina funkce
spojitd v G. Napfiklad mezi funkcemi ekvivalentnimi nulové funkci [piSeme u = 0
v L,(G)] je jedind funkee spojitd v G, a tou je funkee identicky rovné nule v G.

Napifeme-li, Ze ze vztahu

(3.6) LuZ(x) dx = 0

1y Ctendf se nemusi obdvat pojmu mnoZina miry nula. V zplikacich, s nimiZ se setkd, jde
v jednorozmérném piipad€ zpravidla o mnoZinu sklidajici se z konedného poétu bodl nebo
v pfipadt N =2, resp. N =3 o velmi jednoduché mnoZiny (hladké nebo po Zastech hladké
kfivky, resp. plochy, apod.) v dvojrozmérneé, resp. tfirozmérné oblasti. BliZsi informace o tomto
pojmu najde &tenaf v kap. 28.
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plyne
u==0 v LyiG),

znamend to tedy, Ze u(x) je funkce ekvivalentni v prostoru L,(G) nulové funkei
[fikdme také strutng, Ze u(x) je v L,(G) ekvivalentni nule], tj. % u(x}=0v G,
popi. s vyjimkou bodt tvoficich v oblasti G mnoZinu miry nula,

Po tomto tivodu jiZ miiZeme vyslovit tuto v&tu:

Véta 3.1. Pro skaldrai soucin (3.2), normu (3.3) a vzddlenost (3.4) plati tyto
vztahy [a, a;, a, jsou libovolnd reding &isla, u, v, z, u,, u, libovolné proky z Ly(G)]:

() () = (v, 4).

(3.8) (auy + ayus, v) = a(uy, v) + ay(uy, v),
(3.9) (w,u) =0,

(3.10) (uu) =0 <wu=0 v L(G),
(3.11) [«] z 0,

(3.12) Juf =0<u=0 v L,(G),
(3.13) flau] = |a] ],

(3.14) G, )] = Je] - o],
(3.15) la + o < Ju] + el ,
(3.16) [Jul = Jofl = Ju - off,
(3.17) o(u,0) = 0,

(3.18) o, v)=0wu=1v v Ly(G),
(3.19) o, 9) = ofv, u),

(3.20) o(u, z) £ efu, v) + o(v, 2) .

Diikazy viech téchto tvrzeni jsou zcela analogické dikazim pfislu§nych tvrzeni,
provedenym podrobng v kap. 2 (srov. také poznidmky pod Sarou na str. 24 a 25)
a nebudeme je zde znovu uvadEt. Vyznam vztahd (3.10), (3.12) a (3.18) byl vy-
svEtlen pfed pravé vyslovenou vitou.

Také jednoduché pravidlo pro poéitani se skaldrnim soudinem,

(3.21) (ayuy + asty, ayu; + agu,) =

= a;a3(us, t3) + a3a5(tz, 43) + ayaq(uy, u,) + aya.u,, ),

odvozené v kap. 2, zlistava v platnosti. Nerovnost (3.14) je znama v literatufe pod
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nazvem Schwarzova (Hélderova nebo také Cauchyova - Buriakovského) nerovnost.
Podrobn& vypsana pro prostor L,(G) zni takto:

-[Gu(x) o) di < ‘/( J' () dx) . \/( f e dx) .

V dal§im textu budeme skalarni soudin, resp, normu, resp. vzdalenost funkci
z prostoru L,(G) znacit tak, jak jsme to vyznaéili v pfisluSnych definicich, tj. symbolem

(u,v), resp. |u] , resp. glu,v).
Jen tam, kde by mohlo dojit k zdmén& s obdobnymi pojmy, resp. symboly v jiném
metrickém prostoru, budeme psat podrobndji
(% ey >  [4]eaey s ot O)isce -

Pristoupime nyni k definici daliiho dtleZitého pojmu, a te pojmu konvergence
v prostoru L,(G).

Kapitola 4

Konvergence v prostoru L.(G)
(konvergence v priunéru).

Uplny prostor. Separabilni prostor

a) Konvergence v prostoru L,(G)

Prostor L,(G) je, jak vime z pfedchizejici kapitoly, metricky prostor s metrikou

@) ) \/ j JUCEECITE

Podle (4.1) v n¥m tedy miZeme ,,m&fit“ vzdilenost jeho prvkii. Tato okolnost
dovoluje zavést v tomto prostoru pojem konvergence. Konvergenci v prostoru
L,(G) je zvykem nazyvat konvergenci v priméru (podrobngji konvergenci v priiméru
v oblasti G):

Definice 4.1. Rikame, Ze posloupnost funkei i, € L,(G) konverguje v prostoru
L,(G) k funkei u € L,(G) [nebo Ze konverguje v priméru®) k této funkci], jestlize

{4.2) lim g(u,, u) =0,

=@

1) ¥V této knize budeme Castéji poufivat pojmu , konvergence v L,(G)* ne? ,konvergence
v priomeéru*, kde je jeité tfeba specifikovat, o kterou oblast, v niZ konvergenci v priméru vyie-
tfujeme, jde, pokud to oviem neni v nékterych pifpadech z textu zfejmé,

4. KONVERGENCE V PROSTORU £, 39

tj. jestlize
(43) tim \/ J‘ ) - wF dx =o0.

Piseme
lim u,(x) = u(x) v Ly(G)

nebo strucéné
u, > u v Ly(G).

Funkei u(x) nazyvime limitou (limitni funkef) posloupnosti {u,(x)} v prostoru
L,(G).

Definici 4.1 1ze vyslovit v této zfejme ckvivalentni formé:

Definice 4.2. Posloupnost funkci u,e L,(G) konverguje v prostoru L,(G)

(v priméru) k funkci u e L,(G), jestlize ke kazdému ¢ > 0 Ize najit Sislo n, tak,
7e pro viechny funkee u,(x) s indexem n v&3im neZ n, plati

(4.4) ofu,, u) <c,
6.
\/ j' ) ~ F ox <.
: ufx)=1

uix)m=-1

Obr. 5.

Priklad 4.1, V intervala (a, b) = (—1, 1) uvaZujme posloupnost funkei
(4.5) ) =g,

ti. posloupnost funkci

(4.6) 8 2R K
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Kazd4 z funkci (4.5) je spojitd v intervalu (—1, 1), tedy pro kaidé n je u,€
€ Ly(—1, 1). Z nézoru lze ofekavat (viz obr. 5), Ze funkce

-1 pro —1=x<0,
(4.7) #{x)=< 0 pro x=0,
1 pro 0<x=1

[pro kterou zfejm¥ také plati u e L,(—1,1)], bude v prostoru Ly(—1, 1) limitou
posloupnosti {4.5). DokéaZeme, Ze tomu skutedné tak je: Mame dokdzat (viz def. 4.1),
Ze

lim o{u,, u) =0,

A=ro
¢ili, coZ je totéZ, Ze

lim @*(u,, u) = 0.

n—oo

Ale podle (4.1) a protoZe funkce u,(x) a u(x) jsou liché, je

1 1
0*(u,, u) =J. [xYCD - y(x)]* dx = 2JA (x40 — )P dx =
-1 o

_ 9 2:1-—]_22n—1+1:_2 ‘
2n + 1 2n n(2n+1)

Ziejmé je

pren pveo n(20 + 1)
takze skutetné
lim u,(x) = u(x) v Ly{—1,1),

R0

coz jsme méli dokazat.

Viimnéme si, Ze zatimeo funkce u,(x) jsou funkce spojité v intervalu (-1, 1},
limitnf funkce v tomte intervalu spojité neni.

Pozndmka 4.1. Definicl konvergence, uvedenou na zaCatku této kapitoly, lze
zeela analogicky vyslovit pro obecny metricky prostor, tedy pro prostor s metrikou
v obecném piipadé jinou, neZ je metrika prostoru L,(G):

Rekneme, 7e posloupnost {u,} prvki metrického prostoru P s metrikou gp konver-
guje v tomto prostoru k proku u € P, jestliZe lim gp(u,, u) = 0. (Srov. def. 7.2, str. 85.)

Totéz plati oviem i pro nékteré daldi pojmy a vysledky, s kterymi se v této kapitole
setkame. Definovali jsme zde konvergenci zatim jen pro prostor L,{G), abychom
mohli pojem konvergence v metrickém prostoru, ktery zpravidla &ini Ctendfi —
— nematematikovi ur&ité potiZe, osv&tlit na pokud moZno nejjednodussim pfipad&.
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V predchézejicim piikladé jsme dokézali, Ze funkce (4.7) je v prostoru L,(—1, 1)
limitou posloupnosti (4.5). Je otdzka, nemd-li posloupnost (4.5) v tomto prostoru
jesté jinou limitu. Na tuto otazku odpovida tato véta:

Véta 4.1. Posloupnost funkci u, € L,(G) miZe mit v prosteru Ly(G) nejuyse jednu
limitu.

Diikaz: Nechf posloupnost funkci u, € Ly(G) mad v tomto prostoru dv& limity
u € L,(G), v e L,(G) a necht u + » v L,(G), takie
(4.8) g(u, v)=a>0.

Oznagme af2 = s > 0. Podle def. 4.2 existuje k tomuto & takové ng, Ze pro viechna
n > ng plati

4.9) o(u, u) <& aziroven g(u, v) <e.

Pouzijeme-li (3.20) a (3.19), dostaneme podle (4.9}

elu, ©) < ou, u,) + ol 0) = ot #) + ot v) < 2¢,

co% je ve sporu s (4.8), nebof 2z = a.

Poznimka 4.2. Véta 4.1 tvrdi — a z jejiho dlikazu je ziejmé —, Ze posloupnost
{u,(x)} ma v prostoru L,(G) nejvyde jednu limitu ve smyslu, o né€mZ jsme mluvili
v predchizejici kapitole, tj. v tom smyslu, Z¢ dv& funkce, kieré se v oblasti G Lisi
nejvyse na mnoZing miry nula, jsou v prostoru L,(G) sobé rovné. Je zfejmé, Ze limitou
posloupnosti (4.5} v metrice prostoru L,(G) je také funkce

= 1<
v(x]: 1 pro 1=2=x<0,
1 pro 0=xz=1

nebo obecné jakakoli funkce, kterd se od funkee (4.7) li$i v bodech tvoiicich mnoZinu
miry nula. Viechny tyto funkce jsou viak v prostoru L,{G) ekvivalentni.

Piikiad 4.2. Vrafme se k pfikladu na str, 31 a uvaZujme v intervalu (0,1}
posloupnost funkei

10 sin (102’”—1 ﬂ:x) pro 0 =x = 10—(2u+1)’
0 pro 107G+ < 5 < 1,

(4.10) s {

Tyrdime, Ze

(4.12) lim u(x) = 0 v L0, 1).

R0



47 I HILBERT{V PROSTOR

Skutedn¥, oznadime-li #(x) funkci identicky rovnou nule v intervalu <0, 13, je

10-¢n+1)

) = | [ute) - OF a5 - [ 30) 45 = [ 100 in 1000 ) 0 -

1}

= 50.10"@=+1),

odkud
lim o*(u,, u) =0,

a tedy také
lim g(u,, «) =0,
H=* oD

coZ je tvrzeni (4.11).

Na tomto pifkladg je dobfe vidét (srov. obr. 3 na str. 31), Ze i kdyZ posloupnost
{u,(x)} konverguje v prostoru L,(G), tj. v prim®ru, k funkci #(x), neznameni to
nikterak, Ze pro dostaten& velkd n se funkce u,(x) a u(x) v oblasti G viude ,,mélo*
1i§i. V naSem pfikladé je

max |u(x) — u(x)| = 10

xe{0,1%
dokonce pro kaZdé n. Zaroveil se viak funkce u,{x) a u(x) z tohoto ptikladu i
s rostoucim n na mnoZiné stile mensi miry.

Pro informaci Ctenafe uvedeme jeSté toto tvrzeni, i kdyZ je v dalich kapitolach
nebudeme poticbovat: Konverguje-li posloupnost u,(x) k funkci u(x) stejnomérné
v G, konverguje k ni i v prostoru LZ(G), tj. v pritméru. Dukaz je snadny a plyne
tém&f okamZité z definice konvergence v praméru. Z oby&ejné bodové konvergence
(v obecném piipadé nestejnomérné) viak neplyne konvergence v priméru. Ani
naopak z konvergence v priméru neplyne bodova konvergence (a tim mén¢ stejno-
m&rna). Srov. pfiklady v [35], str. 576.

b) Uplnost

Obratme se nyni k hlubfimu zkoumani pojmu konvergence a nékterych jeho viast-
nosti,

Z klasické analyzy je dobfe zndmé Bolzanovo - Cauchyovo kritérium kenvergence
&iselné posloupnosti: Posloupnost {a,} redlnjch &isel je konvergentni pravé tehdy,
plati-li
{4.12) lim |a, — a,| = 0.

m— oo
n—+cog

Pfitom symbol (4.12) znamena, ¥e ke kaZdému & > 0 lze najit &islo ng tak, Ze plati-li
zéroveil m > mg, n > ny, pak plati |a,, — 4, < &
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Definice 4.3. Posloupnost funkci u, € L,(G) se nazyva cauchyouvskd (fundamen-
télnf) v prostoru L,(G), plati-li
(4.13) lim g(u,, u,) = 0.

m— o0
a—rm

Pfitom opét vyznam symbolu (4.13) je ten, Ze ke kaidému & > O Ize najit n, tak,
7e je-li zarovelt m > ng, 1 > ng, pak je g{u,, u,) < .

Definice cauchyovské posloupnosti ziistiva nezm&néna i v metrickych prostorech
s jinou metrikou, neZ je metrika prostoru Ly{(G):

Definice 4.4. Posloupnost prvki u, metrického prostoru P s metrikou g, se nazyva
cauchyovskad (fundamen!a’lm’) v prostoru P, plati-li
(4.14) lim gp(t,, 1,) = 0.

- o0
A0

Specialpg v euklidovském prostoru E,, v némZ je metrika dana vztahem
oe{am a,) = |a,, — a,] (4. vzdlenosti bodit 4, a a, na &iselné ose), je cauchyovskd
posloupnost charakterizovana vztahem (4.12).

V libovolném metrickém prostoru plati (dikaz je zcela obdobny jako v klasické
analyze):

Véta 4.2. KaZdd posloupnost konvergentni v daném metrickém prostoru Pl)
je eauchyovskd v tomto prostoru.

‘Ka#da cauchyovskd posloupnost viak nemusi byt v prostoru P konvergentini.

Definice 4.5. Metricky prostor P se nazyva #plnj, jesiliZe kaZda cauchyovské
posloupnost je v tomto prostoru konvergentni, tj. jestlize ke kazdé cauchyovské
posloupnosti {u,} lze najit prvek u, leZici v prostoru P, kiery je v tomto prostoru
limitou této posloupnosti.

Z préavé uvedeného Bolzanova - Cauchyova kritéria plyne, Ze cuklidovsky prostor
E, je tplny prostor. Lze ukazat, Ze totéZ plati pro libovolny euklidovsky prostor Ey.

o

Véta 4.3. Prostor L,(G) je éplny prostor.

Dikaz tohoto tvrzeni je pom&rné obtiZzny a je podrobn¥ uveden napf, v [26].
Poznamenejme, ¥e v diikazu v&ty 4.3 se podstatng vyuZiva toho, Ze prvky prostoru
L,(G) jsou funkce integrovatelné s druhou mocninou v Lebesgueové smyslu.-

1y Viz pozn. 4.1.
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Pomimka 4.3. Ne ka¥dy metricky prostor je iplny. Uvedme jednoduchy priklad:

Nechf M je néktery lineal prvki z prostoru L,(G). Definujme na tomto linedlu
skalarni souéin stejnym predpisem jako pro prvky prostoru L,(G), tedy vztahem

(u, v) —J-Gu(x)v(x)dx, ueM,veM.

Na zakladé tohoto sou&inu definujme na M obvyklym zplsobem normu a vzdalenost,
Tim tedy dostaneme urdity metricky prostor, oznatme jej My, ), v némZ je defino-
vana metrika shodni s metrikou prostoru L,(G). [Te-li specidln¥ prostor Mj
uplny, je zvykem nazyvat jej linedrnim podprostorem prostoru L,(G); srov. def. 5.11,
str. 63.]

Na rozdil od prostoru L,(G) nemusi byt prostor My, tplny. Jako piiklad
uvaZujme linedl M viech funkci spojitych v uzavieném intervalu { —1, 1>. UkdZeme,
Je piisluiny prostor M, ;. ,, neni tplny. Posloupnost (4.5) funkei #,(x) z piikl. 4.1
patfi totiz zfejmé do tohoto prostoru, nebof funkee (4.5) jsou v intervalu (-1, 1)
spojité. Posloupnost (4.5) je v prostoru My, 1, cauchyovskd, nebot (viz piikl. 4.1)
je konvergentni, a tedy cauchyovska, v prostoru L,(—1, 1} a prostory L,(—1,1)
a M;, -1, maji shodnou metriku, Pfesto posloupnost (4.5) neni v prostoru
M c—1.1) konvergentni. Pfedpoklidejme naopak, Ze konverguje v tomlo prostoru
k uréité funkei s e M, ., ,,, ktera je tedy (nebot patii do tohoto prostoru) spojita
v intervalu {—1, 1>, a dojdeme ke sporu. K této funkci by pak totiZ konvergovala
posloupnost (4.5) i v prostoru L,(—1, 1), ktery ma s prostorem M, ;, shodnou
metriku. V piikl. 4.1 jsme viak vidgli, Ze posloupnost (4.5) konverguje v Ly(—1, 1}
k funkci u(x), dané piedpisem {4.7), kterd neni v intervalu (-1, 1) spojitd; neni
dokonce ani ekvivalentnf v L,(~1, 1} n&aké spojité funkci, nebot ji nelze udinit
v intervalu { —1, i) spojitou tim, Ze bychom zménili jeji hednoty na mnoZziné nulové
miry. Tedy je u + v v L,(—1, 1), takic z uginéného pfedpokladu o tom, Ze funkce
v(x) je v prostoru My, _; , limitou posloupnosti (4.5), jsme dospéli k zavéru, Ze po-
sloupnost (4.5) m4 v prostoru L,(—1, 1) dv& rlizné limity, coZ je ve sporu s vitou 4.1,
str. 41.

Posloupnost (4.5), cauchyovskd v prostoru M, ., nemi tedy v tomio
prostoru limitu, takZe tento prostor neni Gplny [a tedy neni ani linedrnim pod-
prostorem prostoru Ly(—1, 1}].

Poznimka 4.4, V dalSich kapitolach pozname, Ze vlastnost fiplnosti uvaZovanych
prostorit ma v mmohych tvahach rozhoduiici vyznam. Prostor, kiery neni dplny,
lze ,.doplnit* tzv. idealnimi elementy tak, aby takto doplnény prostor byl Uplny.
Tento proces je podobny procesu ,,zdpinéni® prostoru racionilnich &isel dopln&nim
o &sla iracionalni a je podrobné popsan napt. v [26]. V obecném pfipade viak byva
obtizné uréit bli¥e charakter zmin&nych idedlnich elementil. S pomérné jednoduchym
a ndzornym ,,zOplnénim* metrického prostoru se sctkame v kap. 10.
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¢) Hustota. Separabilnost

Cienéfi je jisté dobfe znim pojem okoli bodu v euklidovskych prostorech E,
(na ptimee), E; (v roving} atd. Zavedeni metriky v prostoru L,(G) dovoluje definovat
okoli i v tomto prostoru a na zéklad& pojmu okoli zavést a aplikovat i nékteré dalsi
bEZné pojmy, analogické pojmiim zndmym z klasické analyzy:

Definice 4.6. Bud & > 0. d-okolim (8-sférou) funkee u(x) v prostoru L,(G) rozu-
mime mno#inu véech funkei v e L,(G), pro néZ je

(4.15) olu,0) < 0.

Piiklad 4.3. V prostoru L(0, 1) leZi v é-okoli funkce #(x) = 0 zicjm& funkce
tvaru o(x) = k, kde pro konstantu k plati |k|] < 8, nebot pro tyte funkee je

s, T~ \”;(0— K dx :\/ﬂki’-dx i =5

V tomto okoli véak leZi napf. i funkce (4.10) z pfikl. 4.2, pokud n je tak velké, Ze
J(50. 107y < 5, atd.

Definice 4.7. Nechf M je né&jakd mnoZina funkci z prostoru L,(G). Rekneme,
Fe funkce u € Ly{G) je v prostoru L,(G) hromadnym bodem této mnoZiny, jestliZe
v kazdém (libovoln¥ malém) §-okoli funkce #(x) le2i nekone&n& mnoho funkei z mno-
Ziny M

Piiklad 4.4. Nechf mnoZina M je mnoZina viech funkei (4.10) (n = 1,2, ...).
Pak funkee u(x) =0 je v L,(G, 1) jejim hromadnym bodem, jak ihned vyplyva
7 definice limity a z vysledku prikl. 4.2 (viz také zavér piikl. 4.3).

Zcela siciné jako v klasické analyze se dokaZe:

7éta 4.4, Funkce u(x) je v prostoru Ly(G) hromadnym bodem mnoZiny M prdavé
tehdy, existuje-li posloupnost funkel u, € M, kterd konverguje v Ly{(G) k funkei u(x).

Tvrzeni uvedené v piikl. 4.4 vyplyvé tedy z této vty ptimo.

Piiklad 4.5. Nech( L je lincal viech funkei spojitych v intervalu {—1, 1>. Pak
funkce (4.7) z prikl. 4.1 je v L(—1, 1) hromadnym bodem této mnoZiny, nebot je
limitou posloupnosti funkei (4.5) z této mnoZiny.

Podle uvedené definice hromadny bod mnoZiny M nemusi nutné byt prvkem této
mnoZiny. V obou uvedengch piikladech hromadny bod neni prvkem uvaZované

mnoZiny.
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Definice 4.8. MnoZina M, kterd vznikne sjednocenim mnoZiny M a viech jejich
hromadnych bodd, se nazyva uzduér mnoZiny M v prostoru L,(G). Je-li M = M,
nazyva sec mnoZina M uzaviend v prostoru L,(G).

Uzavér mnoziny M tedy dostancme, ,pfidéme-li k této mnoZing viechny jeji
hromadné bedy. Uzaviend mnoZina je takova, k niZ patfi viechny jeji hromadné
body.

Piiklad 4.6. Linedl L vicch funkei spojitych v intervalu {—1, 1> neni uzaviena
mnoZina v Ly(—1, 1). Podle pfikl. 4.1 je totiZ funkce (4.7) v prostoru L,(—1, 1)
hromadnym bodem tohoto linedlu a pfitom neni spojitou funkci, takZe do lineilu L
nepatii.

Definice 4.9. MnoZina M [funkei z prostoru L,(G)] se nazyva hustd v prostoru
L,(G), jestlize kazda funkce z prostoru L,(G) je jejim hromadnym bodem [4j., viz
def. 4.8, jestlize M = L,(G)].

Uzijeme-li vysledku véty 4.4, lze def. 4.9 vyjadfit v této ekvivalentni formé&:

Definice 4.10. MnoZina M se nazyva hustd v prostoru L,(G), jestliZe ke kaZdé
funkei u € L,(G) Ize najit posloupnost funkei u, e M, konvergujici v L,(G) k funkei
aley

Protoze podle definice konvergence v prostoru L,(G) znamend, Ze funkce u(x)
'a u,(x) json v metrice prostoru L,{G) libovolng blizké, je-li n dostatetné velké
[srov. (4.2), resp. (4.4)], je mnoZina M hustd v prostoru L,(G) pravé tehdy, lze-li
kaZdou funkei z prostoru L,(G) s libovolnou piesnosti aproximovat v metrice tohoto
prostoru funkcemi z mnoZiny M; podrobngji, lze-li ke kazdé funkei u € L,(G) a ke
kaZzdému ¢ > @ najit funkci v € M tak, Ze plati

4 — iy < €.

Ctenafi je jisté znama Weierstrassova véta, tvrdici, Ze ka?dou funkci spojiton
v uzavieném intervalu {a, b> lze s libovolnou pfesnosti aproximovat mnohe&lenem,
dokonce stejnomérné v {a, b}, 2 tedy tim spiSe v priméru. To plati {viz nap¥. [32]}
i pro funkce z L(a, b): K dané funkci u e L,(a, b) a ke kazdému ¢ > 0 lze najit
mnoholen P(x) tak, Ze o(u, P} < &. Lze ukézat, ¥e za predpokladil, které jsme
uinili o oblasti G (viz kap. 2; srov. také kap. 28), plati toto tvrzeni i pro N > 1,
tj. ze plati véta, kterou zde uvedeme bez ditkazu (viz napf. [46]):

Véta 4.5. MnoZina vSech mnohoclens je hustd v prostoru L(G).

Je zfejmé, Ze v pfipadé N > 1 jde o mnohotleny v N promEnnych, tedy napf.
pro N = 2 o funkce tvaru

=

1

ik
ApX1X2

i

i k=0

kde a;, jsou koeficienty mnohoclenu a p, g jsou celd nezaporna &isla.
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Kazdy mnohoclen je spojitd funkce v uzaviené oblasti G. (A oviem nikoli naopak,

nebot funkce spojitd v G nemusi byt mnoho&lenem.) ProtoZe plati véta 4.5, plati
tedy tim spiSe:

Véta 4.6. Lined! L viech funkci, spojitych v uzaviené oblasti G, je husty v L,(G).

V kap. 8 ukédzeme nékteré dalii uZite®né piiklady mnoZin hustych v L,(G).

Nakonec uvedeme jeSté jeden dileZity pojem. Jak znamo, mnoZina M se nazyva
spodetnd, lze-li jeji prvky sestavit v posloupnost, tj. pfifadit je vzajemné jednozna&ng
pfirozenym d&islim. Napfiklad Ize ukéazat, Ze mnoZina viech raciondlnich &isel
je spofetnd, zatimco mnoZina viech realnych &sel je nespoetna.

O mnozing M fekneme, Ze je nejopfe spodletnd, je-li spodetni, nebo obsahuje-li
jen koneény pocet prvki.

Definice 4.11. Metricky prostor se nazyva separabilni, existuje-li v n¥m nejvyie
spofetnid mnoZina, husta v tomto prostoru,

Lze ukéazat, coZ zde dokazovat ncbudemel), Ze v prostoru L,(G) je takovou
spoc¢etnou a hustou mnoZinou mno%ina viech mnohoélent s raciondlnimi koeficienty.

Tedy:

Véta 4.7. Prostor L,(G) je separabilni.

Kapitola 5
Ortogonalni systémy v prostoru L ,(G)

a) Linedrni zavislost a nezdvislost v L ,(G)

Nejprve uvedeme nékteré zakladni pojmy a vysledky, tykajici sc linedrni zavislosti
a nezavislosti funkci. Pokud budeme v této kapitole mluvit o funkcich, budeme jimi
vzdy rozumét funkee z L,(G) a v tom smyslu budeme také chapat rovnost mezi nimi
[4. u(x) = v(x) v L,{G) pravé tehdy, jsou-li #(x) a s(x) funkce ckvivalentni v L,(G)].

Definice 5.1. Rekneme, Ze funkce u(x) je v prostoru L,(G) linedrni®) kombinaci

1y Toto tvrzeni je jednoduchym dasledkem vEty 4.5 a textu, Ktery nasleduje za def. 4.10.

2) Prvky prostoru L,{(G) tvofi linedl — ozna€me jej M — funkei integrovatelnych s druhou
mocninou v oblasti G, pricemZ rovnost mezi témito funkcemi je definovdna ve vyic uvedendém
smyslu. ¥V definici linearni kombinace funkci a pozdgji jejich linedrni zdvislosti zcela staéi mluvit
o linedlu M — tedy miluvit o linedrni kombinaci, resp, lincarni zdvislosti prvil v finedlu M,
nikoli » prostoru L,(G) — nebot vlastnosti tohoto prostoru (metriku apod.) v téchto definicich
nepotiebujeme. Presto viak didvame plednost uvedené terminologii, nebof ndm umo¥ni jedno-
duchou formulaci néklerych vysledki (viz napf. vétu 5.2).
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Junkci

(5.1) vi(x), ..., v(x), kde v, L,(G),i =1,...,r
lze-li ji v tomto prostoru vyjadrit ve tvaru

(5.2) w(x) = a,(x) + ... + a,p(x),

kde ay, ..., 4, jsou vhodné redlné konstanty.

Funkce u(x) je tedy v L,(G) linedrni kombinaci funkei (5.1), lze-li ji napsat jako
soufet t&chto funkei, nasobenych vhodnymi konstantami.

Definice 5.2, O funkcich

(5.3) wy(x), oulx), wely(G)i=1,...,k,

fikdme, Ze jsou v prostoru LZ(G) linedrné zdavislé, Ize-1i aspoii jednu z nich vyjadFit
v tomto prostoru jako linedrni kombinaci ostatnich k — 1 funkei, Nelze-li Zadnou
z téchio funkel vyjddfit v L,(G) jako lincdrni kombinaci ostatnich, reknemc Ze
funkee (5.3) jsou v prostoru Ly(G) linedraé nezdvisié.

Strucné take fikame, Ze systém funkci (5.3) je v prosioru _LQ(G) linedrné zdvisly,
resp. linedrné nezdvisly,

Témsf piime z definice plyne nasledujici véta, kiera je obdobou znamé véty
z kursu analyzy:

Véta 5.1, Funkce (5.3) jsou v Ly(G) linedrné zdavislé prévé tehdy, lze-li najit

konstaniy by, ..., by, z nichZ aspoii jedna je riiznd od nuly, takové, Ze v L,(G) plati -

(5.4) biu{x) + ... + buy{x) =0,

Funkee (5.3) jsou v L,(G) linedrné& nezdvislé prdvé tehdy, je-1i moZno rovnost (5.4)
splnit, jen kdyf viechny konstanty by, ..., b, jsou rovny nule.

Poznamengjme znovu, Ze mame stile na mysli funkce integrovatelné v oblasti G
s druhou mocninou a Ze rovnosti (5.2), (5.4) chapeme v L,(G), tj. Ze tyto rovnosti
jako rovnosti mezi funkcemi jsou splongny v oblasti G popf. s vyjimkou bodit tvoficich
mnoZinu miry nula. Pokud oviem v té€chto rovnostech se vyskytuji jen spojité funkce
[viz nasledujici pfiklad; funkei u{x) ekvivalentni nule miiZeme vZdy pokladat za spo-
jitou, poloZime-li u(x) =0 v G], jde o rovnosti v obvyklém smysiu, {j. splnéné
viude v G.

P¥iklad 5.1. Funkce

u, =sin®xy, w4, =cos?xy, u;=4
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Y
jsou v Ly(G), kde G je libovolna oblast roviny xy, linedrng zavislé, nchot v L,(G)
plati
by + du, —uy = 0.
Za konstanty by, by, by v (5.4) stadi tedy zvolit &isla 4, 4, -1

Funkce
1

Wy = %0, s ==Xy
jsou v Lz(a, b), kde a, b jsou libovolna realni Zisla, 4 < b, linearng nezavislé, nebot,
jak jo zndmo z algebry, je rovnost

byx* + byx +by.1=0
moZno splnit pro vfechna x z nékterého intervalu jen tehdy, je-li by = by = by = 0.
Rozhodnout pfimo na zaklad¥ del. 5.2 nebo véty 5.1 o tom, jsou-li dané funkce
v L,(G) linedrné zavislé nebo lincdrn¥ nezdvislé, je v obecném piipadé obtiiné.
Pomérné jednoduché kritérium linedrni zévislosti, resp. nezévislosti funkei v prostoru
L,{G) podava tato véta:

Véta 5.2, Funkce
(5.5) u,(x), coudx), e Ly( (G), i=1,...,k,
jsou v Lo(G) linedrné zdvislé prdvé tehdy, je-li tzv. Gramiv determinant

Dluy, ..., w} = | (g, ), (g, 12)s oy (14, 145)
! (“b “1); (”21 uz)s caay (“za ”k)

(v 11), (g w2, s (1 )
sestaveny ze skaldrnich soudini téchto funkei, roven nule.
Dikaz: 1. Necht funkee (5.5) jsou v L,(G) linedrn€ zévislé. Podle véty 5.1 existuji
konstanty by, b,, ..., by, nikoli viechny rovné nule, tak, Ze v LZ(G) plati
(5.6) biug + byt + ..o+ by =0,

Nésobme postupnd tuto rovnici skalirné funkcemi u,uy, ..., u, ,7leva“?)

1) Podrobné: Rovnici (5.6) ndsobime lunkei #;(x). Dostaneme
brag(x) ay () + bpuy (x) up() + .. ) byt (XY 1 (x) = 0,
Intcgrujeme-li tuto rovnici pies oblast G a podle definice skalédrniho soucinu piSeme
fg o, 00 1y (X)dx = (4, ), T u(x) 1p(x) Gx = (uy, uy)

atd., dostaneme prvni z rovnic {5.7). Formalné tedy vznikne tato rovnice z rovnice (5.6) ,,ndso-
benim funkci &, skalarné zleva®. Oslatni rovnice (5.7) vzniknou obdobné ,,skalirnim nasobenim

funkcemi #5, ..., 4, zleva®.
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Dostaneme rovnice

(5.7} (u, u) by + (ug, )by + .o+ (uy, )b, =0,
(Hz,ul) bl + (uz, uz) bz S (uz, i‘.{k) bk = 0,

(uk, ul) bl = (uk, 1{2) b2 b R (uk, uk) bk =0.

Na soustavu (5.7) se miiZeme divat jake na soustavu k rovnic pro k nezndmych
by, ..., by Tato soustava mé mit nenulové fedeni, ncbof podle pfedpokladu &sla
by, ..., by nejsou viechna rovna nule: To je, jak znamo, moZné jen tehdy, je-li deter-
minant scustavy roven nule. To v3ak je pravé Gramiv determinant D. Tim je do-
kazano prvni tvrzeni véty 5.2.

2. Necht D = 0. Napifme soustavu (5.7). Pak tato soustava ma nenulové Feeni
(mﬁ jich dokonce nekoneéné mnoho). Vyberme jedno z nich, oznatme je by, ..., by,
a utvorme funkei

(5.8) u(x) = byuy(x) + ... + bay(x).

Dokazeme, Ze (v, v) = 0, takZe v = 0 v L,(G). Tim bude dokazino (podle véty 5.1),
ze funkce u;(x), ..., w(x) jsou v Ly(G) linearng zdvislé, nebot podle (5.8) bude
v L,(G) splnéna rovnost .

0 = byuy(x) + ... + bu(x)

s konstantami &y, ..., b;, které nejsou viechny rovny nule.

DokaZme tedy, Ze (v, v) = 0. K tomu udelu nésobme (5.8) postupné funkcemi
ty, ..., U skaldrné zleva. Dostaneme

(5.9} (w1, 0) = byfuy, w)) + byl u,) + .00 + biluy, ),
(tr2, 0) = by(uy, 1) + by{uy, w5} + ..o + bluy, 1),

ProtoZe &isla by, ..., by jsou podle pfedpokladu feSenim soustavy (5.7), jsou v (5.9)
viechny pravé strany rovny nule, a tedy

(5.10) (uy,0) = 0,(uy, ) =0, ..., (w0} = 0.

Nésobime-li jednotlivé rovnosti v (5.10) postupn& &isly by, ..., by a vzniklé rovnosti
setteme, dostaneme [podle vlastnosti (3.8) skaldrniho soudinu]

(bytiy + byy + ...+ by, 0) = 0
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&li podle (5.8)
_(v, U) =0 »
coz jsme méli dokdzat.

Z vty 5.2 okamZité plyne:
Yéta 5.3. Funkce
uy(x), oo wlx), wiely(G), i=1..k,

jsou v Ly(G) linedrné nezdvislé pravé tehdy, je-li jejich Gramiv determinant D
rtizny od nuly.

Priklad 5.2. Funkce
Uy =SiNX, Hy;=cosx, uy=1
jsou v L,(0, @) line4rn€ nezavislé, nebot

D = [(uy, uy), {(ug,uws), (g, ua)| =|xwf2, 0, 2] =74 —2n £0.7)
(u2= ul)v (uZ: uz)! (uZS ul) 01 7[/25 0
(us, 1), (s, ), (ua, u3) 2, 0, =

El El

b) Ortogondilni a ortonormdiini systémy v L,(G)

Definice 5.3. Dv& funkce u € L,(G), v L,(G) se nazyvaji ortogond!ni v prostoru
L,(G), jeli jejich skalarni soudin roven nule, tj. je-li

(5.11) (u,0) =0.
Piseme u L v v Ly(G).
Definice 5.4. Funkce u € L,(G), jejiz norma je rovna jedné,
(5:12) ol =1,
nazyva se normovand v prosioru L,(G).
Definice 5.5. Systém (posloupnost) funkci
(5.13) @1(x), @2(x); .., 0x), .., @€ Ly(G), i=1,2,...,

1 Je

T
T
iy, u;) = { sin xsin xdx = — atd.
5 2
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navzijem ortogonalnich v prostoru L,(G} se nazyvé orfogondlni v tomto prostoru.
Jsou-li funkee (5.13) navic normované, nazyva se ortonormovany nebo ortonormdlni
v prostoru L,(G).

V dalsim textu budou vyznamnou tlohu hrat prdvE systémy ortonormalni.

Priklad 5.3. Systém funkci

- @ @z J(2)sinn,

je ortonormélni v L,(0, n). Nebof, jak zndmo, pro libovolnd pfirozena &isla j + k
plati

(¢ 00 = 2 f sin jxsinkxdx =0
i

« 0

=1 .

SR |

2™ 5
”(PkHZ = (¢, 01) = —J sin? kx dx = = .
TJo b

Poznamka 5.1. Rekneme, Ze systém funkci

@1(x), 02(x), -, @ulx). ...
je v prostoru L,(G) linedrné nezdvislp, jestlize kaZdy systém vytvofeny z konedného
poctu téchto funkei je lincarné nezavisly ve smyslu def. 5.2.

Vybereme-li z ortonormalniho systému (5.13) libovolnych j funkci, pak tyto funkce
budou v L,(G) linearng nezévislé, nebof z vlastnosti ortonormalnosti plyne, Ze pfi-
shi¥ny Gramfiv determinant bude mit v hlavni diagenale samé jednicky a vude jinde
nuly, takZe bude roven jedné. Tedy kazdy systém ortonormdlni v L,(G) je v tomto
prostoru linedrné nezdvisly.

Pozndmka 5.2. Je-li funkce u(x) linearni kombinaci funkei ortonormélniho
systému (5.13),

-

af) :kélakqok(x) ,

vypotteme snadno jeji normu. Nebof z piedpokladu ortonormalnosti

L, jedi i=7j,
D @i = -
(@50 {0 . jet i &Ej,

plyne pro normu || uvaZované funkee u(x) ihned
15y fu|? s (1) = (L @ 3, 0 = . 2 @l @) = 2 ai .
k=1 i=1 k=1 t=1 k=1

Tohoto vysledku ¢asio s vyhodou pouZijeme.
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V dalgim textu budeme mluvit o nekonednych fadach v prostoru L,(G), tj. o fadich
tvaru

(5.16) Y ux),
k=1
kde u, e Ly{G), k= 1,2,....

V def. 4.1, str. 38, jsme zavedli pojem konvergence posloupnosti {t,{x)} k funkci
v(x) a vysvétili vyznam zipisu
lim v,(x) = v(x) v Ly(G).

n—+om
Tento zipis znamend, 7e

lim gfv,, v) = 0 v Ly(G).
n—+coo
Pokud jde o fadu (5.16), zavedeme, jak je u fad obvyklé, tzv. édstecné soucty
s,(x) této fady:

n

) = T ().

Definice 5.6, Rekneme, Ze Fada (5.16) je konvergentni v prostoru L,(G) (nebo Ze
konverguje v oblasti G v priméru) a mé soudet s(x), je-lt postoupnost {s,(x)} jejich
astednych soudt konvergentni v prostoru L,(G) a ma limitu s(x).

Jednou z dal3ich otdzek, s nimi¥ sc budeme zabyvat v této kapitole, bude otazka
rozvinuti libovolné funkce u € L,{G) v fadu podle ortonormalnihe systému (5.13).
K tomu udelu nejprve dokaZeme tuto vétu:

Viéta 5.4. Je-li systém (5.13) ortonormdlni v prostoru Ly(G), pak Fada

(5.17) Y awp(x) (a, rediné konstanty)
k=1
konverguje v prostoru L,(G) prdvé tehdy, je-li konvergenini iselnd fada
(5.18) Y ai.
k=1

Diutkaz: Podle definice je fada (5.17) konvergentni v L,(G}) pravé tehdy, je-li
v L,{G) konvergentni posloupnost jejich Castenych souctd si{x). ProtoZe prostor
L,(G) je tiplny, konverguje tato posioupnost pravé tehdy, je-li cauchyovska (viz pfed-
chazejici kapitolu), tj. pravé tehdy, plati-li

(5.19) lim (s, 5,) = 0.
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TotéZ plaii pro &iselnou fadu (5.18); tato ¥ada je konvergentni pravé tehdy, je-li
posloupnost jejich ¢asteénych soudti

i
a; ZZES a
k=1

=

cauchyovyska, tj. pravé tehdy, plati-li
lim |, — a,| = 0.
ek

R0

DokéZeme-li tedy, Ze posloupnost {s,(x)} je cauchyovska pravé tehdy, je-li cauchyov-
skd &fselnd posloupnost {o,}, bude ditkaz véty 5.4 proveden. Ale je (mtZeme pred-
pokladat, Ze je m > n, jinak bychom obratili pofadi s&itancti)

m L [:3
& (sm sa) = [sm = s:* = | L avox = L anl® = | ¥ awl® = 3 af
k=1 k=1 k=nt1

k=n+1
[srov. (5.15)], tak¥e
Qz(sms Sn) = Oy — Oy .
Obdobné, je-li n > m, dostaneme
Qz(sm' sr.r) =0y = Op -
V kazdém pfipadé tedy je
(5.20) Qz(sm: Sn) = [a—m - G-Pll 2

odkud je zicjmé, Ze posloupnost {s,(x)} je v L,(G) cauchyovska pravé tehdy, je-li
cauchyovské &iselnd posloupnost {a,}.

Tim je dikaz véty 5.4 proveden.

Ctendfe upozoriiujeme, aby mél stale na zfeteli, 7e jde o konvergenci fady (5.17)

v prostoru L,(G), tj. o konvergenci v pritméru, tedy nikoli o konvergenci bodovou.
) Fouricrovy Fady. Uplné systémy. Schmidtiv ortonormalizadni proces

Definice 5.7. Necht jsou dény ortonormalni systém (5.13) a funkce u € L,(G).

Cisla
(5:21) % = (&, 05) :J' W) o dx, = 1,200, .
G

se nazyvaji Fourierovy koeficienty funkce u(x) vzhledem k systému (5.13). Rada

kil “k(pk(x)

s¢ nazyva Fourierova fada funkce u(x) vzhledem k systému (5.13).
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Pfiklad 54. V L,(0,n) jsou Fourierovy koeficienty funkce u(x) vzhledem
k systému (5.14) dany integraly

o = \/@ f :u(x) dindlor e,

Piislusna Fouricova fada je

o @
Eak.\/(g) sin kx = ) By sin kx,
k=1 T k=1

B = \/(2) oy = ZJ‘“ur(x) sin kx dx .
T Tt

Fourieovy koeficienty funkce u(x) i piislu3nd Fourierova fada maji mnoho
zajimavych, a jak uvidime, pro aplikace vZitednych vlastnosti. Pryni z nich je, ¥e mezi

kde

L] ]
viemi Yadami tvaru ) a,p(x) pravé Ssteéné soudty fady Y oe.(x) aproximuji
k=1 k=1

nejlépe funkci u(x) v priméru:

Véta 5.5. Necht systém (5.13) je ortonormdlni a necht u(x) je funkce z Ly(G).
Nechr' n je libovelné, ale pevné pfFirozené ¢islo. Oznacéme

(5.22) u,{(x) =kglutk(p,__(x) n

kde «, jsou Fourierovy koeficienty funkce u(x) vzhledem k systému (5.13) a

(5.23) 5a(x) :,{;a"(’o"(x)’
kde ay jsou libovolnd (redind) éisla. Pak plati

(5.24) o(u,, u) = ofs,, u).

Pritom v (5.24) je ostrd nerovnost, jakmile aspori jedno z Cisel a, je ritzné od oy,
= e T

Dtikaz: Podle pfedpokladu je (@, ¢ =0 pro i +k, (¢ @) = o ]* =1
a dale (u, ¢} = a. MiZeme tedy psat [srov. také {5.15)]

n L] L
?=(u "'kzl QP — ), o) = (v, 1) — QkXIak(ﬂ, @) +
= k=1 =

(5.25) ¢*(s,, 1) = [u —s,

n n n n "
+ 2 Yaaden o) = 4] —2F ae + ¥ ap = [u]? - ¥ o +
k=1 i=1 k=1 K= =
[} n n

n n
+Yaf —2Y au + Y af = P> = % of + 3 (@ — o).
i k=1 k=1 k=1 k=1

k=
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"

ProtoZe Cislo ). (a, — o,)* je nezdporné (dokonce kladné, je-li v tomto soudtu aspoil
K=1

jedno a, rtzné od «), plyne ihned z (5.25), Ze g(s,, #) je minimalni pravé tehdy,

je-li . = o pro k = 1, ..., n. Tim je véta dokézana.

Te-li @y = o pro viechna k = 1,...,n, pak } (4, — «)* =0 a z (5.25) plyne
k=1

(e u) = uf” — ¥ o
k=1

[coz maZe ¢tendf ovEfiti pfimym vypoltem, vyjde-li z vyrazu |ju — u,||* pro o*(u,, u)].
ProtoZe ¢*(u,, 1) 2 0, plyne odtud

(5:26 Yot < [uff

o
pro libovolné pfirozené a. Tedy viechny Cistedné soudty fady ) of jsou shora
k=1
. ProtoZe uvazovani fada je fada s nezdpornymi &leny, plyne
I

ohranidené &islem HM”2

Plati tedy:

Véta 5.6. Pro kaZzdou funkci ueL,(G) je Fada Y wi dtverci Fourierovych
k=1

koeficienti: této funicce vzhledem k libovolnému ortonormdinimu systému z prosioru
L,(G) konvergentni. PFitom plaii

o
(5.27) Yo < [uf?.
k=1

Nerovnost (5.27) se nazyva Besselova nerovnost.

Z uvedené véty plyne okamZité podle véty 5.4:

Véta 5.7. Necht (5.13) je ortonormalni systém v L,(G) a nechi u e L,(G). Pak

Fourierova fada ), wpx), piislusnd této funkci, je konvergentni v prostoru L,(G).
k=1

Na tomto misté opét pfipomindme &tenifi, Ze jde o konvergenci fady E o (X)
v priméru, nikeli o bodoveu konvergenci.

Poznamka 5.3. Z rovnosti (5.25),

(5:29) o) = [ul? = 3o + 3 (= ),
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o0
platné pro kaZdé pfirozené n, plyne také tento disledek: Nechf fada ) a.p(x),
k=1

jejimiZ GasteSnymi soudty jsou soudty (5.23), kenverguje v L(G) k funkei #(x).
To znamend, ze
lim ofs,, ) = 0

n—*aon

&ili, podle (5.28), %
(5.29) lim [[|uf® = Y af + > {a, — 2)°] =0
ot Pest #=1
Pfitom w, jsou Fourierovy kocficienty funkee u(x) vzhledem k systému (5.13). Podle

(5.26) je rozdil fu? Z o pro kazdé n ncyapomy, takZe (5.29) muZe byt splngno

jen tehdy, kdyZz Zadny ze smtancu fady Z (ap — arh)2 neni kladny, 1j. kdy? a, = o
pro kazdé k., Plati tedy:

Véta 5.8. Nechi (5.13) je ortonormdini systém v Ly(G). Konverguje-li fada
> auox) v LQ(G) k funkci u(x), pak a, jsou nutné Fourierovy koeficienty této
k=1

Junkce vzhledem k systému (5.].3).

Podle véty 5.7 je Fourierova fada libovolné funkce u e Ly(G) v prostoru L,(G)
konvergentni. Odtud viak nikterak neplyne, Zc lato fada konverguje v L,(G) pravé
k funkci u(x). UvaZujme napf. systém

2
(5.30) @ = \/(2) sinx, @,= \/(%) sindx, ;= \/(”) sin 5x ,
i3 n s
2
Py = \/(—) sin 7x, ...,
T

ktery je zfejmé v prostoru L,{(0, r) ortonormalni. BudiZ u = sin 2x. ProtoZe tato
funkce je ortogondlni v prostoru L,{0,n) ke viem funkcim systému (5.30)
[srov. str. 52], jsou v3echny jeji Fouricrovy koeficienty oy, ¢, 3, ... vzhledem
k systému {5.30) rovny nule. Pfisluind Fourierova fada

0.sin x + 0.sin3x 4+ 0.sin 5x ...

je oviem podle véty 5.7 konvergentni, nekonverguje viak v L,{0, n)} k funkci
u = sin 2x, nybrZ k funkci # = 0.

Tato okolnost by nemohla nastat, kdyby systém (5.30) obsahoval také funkci
J(2[x) sin 2x. V systému (5.30) tedy ,,néco chybi, je ,,neuplny*.

Definice 5.8. Ortonormaln{ systém (5.13) se nazyva dplnj v prostoru L,(G), jestlize
pro kazdou funkei u € L,(G) konverguje piisluina Fourierova fada k této funkei
v priméru,
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Snadno najdeme podminku pro to, aby dany ortonormalni systém byl v prostoru
L,(G) uplny:
Podle def. 5.6 konverguje posloupnost asteCnych soudtl (5.22) Fourierovy
fady funkee u(x) v L,(G) k funkci u(x) pravé tehdy, kdyz
Jim p{u,, u) = 0,

H¥o)
&ili, jak plyne z rovnosti g*(u,, u) = |ul|* — ¥ «f (str. 56), pravé tehdy, kdyZ
k=1

n

lim (”u“?' - Zlaf) =0,

A= k=

tj. kdyz
(5.31) Lo =[]
. k=

Tate rovnost, vyjadfujici nutnou a postaéujici podminku, aby Fourierova fada
funkce u(x) konvergovala v L,(G) k této funkci, se nazyva Parsevalova rovnost,
Casto téZ rouvnice tiplnosti, nebo rovnice uzavfenosti.

Najdeme jesté jiné pomémeé jednoduché kritérium pro fplnost daného systému:

Definice 5.9. Ortonormélni systém (5.13) s nazyva uzavfeny v prostoru L{G),
jestlize neexistuje Z4dna funkce v e L,(G), ortogonalni ke viem funkcim tohoto
systému, s vyjimkou funkce rovné nule v L,(G) (tj. rovné nule skoro viude v oblasti G}.

Véta 5.9. Ortonormdlni systém je v L,(G) dplnj prdvé tehdy, je-li v L,{G) uza-
vFeny.

Ditkaz: 1. Necht systém (5.13) je ipiny. To znamend, Z¢ Fourierova fada,
pfislusné libovolné funkci z L,(G), konverguje v priméru k této funkci. Mame
dokazat, Ze systém (5.13) je uzavieny, tj. Ze neexistuje funkce u = 0 v L,(G), orte-
gonalni ke viem funkeim systému (5.13). Dikaz provedeme sporem. Nechf existuje
funkce ¥ #+ 0 v L,{G) a necht je ortogonaln{ ke viem funkcim systému (5.13). To tedy
znamend, Ze viechny jejf Fourierovy koeficienty jsou rovny nule. Jeji Fourierova fada
konverguje tedy v L,(G) k funkci v = 0, a nikoli k funkci u & 0. To je ve sporu
s pfedpokladem, Ze systém (5.13) je Gplny. Tedy je-li systém (5.13) Gplny, je i uzavieny.

2, Necht systém (5.13) je uzavieny, tj. necht neexistuje s vyjimkou funkce u = 0
v L,(G) Zadna funkce ortogonilni ke viem funkeim systému (5.13). Mame dokazat,
Ze systém (5.13) je tplny, tj. Ze Fourierova fada, pfisluina libovolné funkcei z L (G),
konverguje v priméru k této funkei. Ditkaz opét provedeme sporem. Nechf v € L,(G)

a necht jeji Fourierova fada Y a,p.(x) konverguje') k funkei w(x) + o(x) v L,(G).
k=1

1y Podle véty 5.7 je zarudeno, ¥c tato fada je v L,(G) skuteéné konvergenini,
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Z véty 5.8 plyne, 7e o, jsou také Fourierovy koeficienty funkce w(x). Tedy funkce
z(x) = v(x) — w(x) ma viechny své Fourjerovy koeficienty rovany nule, takZe je
ortogonalni ke viem funkcim systému (5.13). Pfitom viak je z + 0 v L,(G), nebot
v Lx(G) je v(x) + w(x), coZ je spor s pfedpokladem, Ze (5.13) je uzavieny systém.
Tedy je-li systém (5.13) uzavieny, je i uplny, &imZ je véta 5.9 dokdzéna.

Piiklad 5.5. Okolnost (nim jiZ zndmd}, Ze systém (5.30) neni \iplny v L,(0, n),
je nyni pfimym disledkem véty 5.9, nebof funkce u{x) = sin 2x je orlogonalni
v L,(0, ) ke viem funkcim systému (5.30) a p¥itom neni v L,(0, 7) nulovd.

Rozhodnout v obecném piipad® o tom, je-li dany ortonormalni systém tplny,
byvé obtiZné. Lze viak ukazat (viz napf. [251), Ze systém (5.14) je tpIny ortonormalni
systém v prostoru L,(0, ), obeendji, Ze systém

(5.32) 2 NG BES apa
b—a b —a

je uplny ortonormalni systém v L,(a, b). Analogickd tvrzeni plati i ve specialnich
N-rozmérnych oblastech (N > 1). Napf. je-li G obdélnik 0 < x;, < @, 0 < x, < b,
pak systém funkci

2
(5.33) = sin TR Gy mr% o ot o= L Paett = 12000,

J@b) a

je iplny ortonormalni systém v L,(G).

Je-li (5.13) 1iplny ortonormAlni systém v LZ(G), Jze podle piedchazejiciho textu
funkci u € L,(G) vyjadfit pfislusnou Fourierovou fadou,

(5.34) u(x) =§:lakqpk(x) s =), k=12,

Uplnému ortonermalnimu systému v L,(G) ¥ikdme proto ortonormdini bdze v tomto

ey

prostoru. V obecnéjiim piipadé definujeme:

Definice 5.10. Systém (posloupnost) funkei

(5.35) Vi, oo W e

z L,(G) (které nemusi byt ani ortogonalni, ani normované} se nazgvé #plng v L,(G),
je-li mnoZina v8ech lincirnich kombinaci prvka tohoto systému hustd v L,(G),
tj. jestliZe ke kaZdé funkci u € L,(G) a ke kaZdému ¢ > 0 Ize najit pfirozené » a &isla
al, ..., alj) tak, Ze plati

ou, ), a™p) < e
k=1



60 I. HILBERTOV FROSTOR

Je-li mimo to systém (5.35) v L,(G) linedrng nezavisly (i)ozn. 5.1), tekneme, Ze tvofi
v L,(G) bézi.

Poznimka 5.4. Bazi v prostoru L,(G) rozumime tedy kaZdou linearng nezavislou
posloupnost prvkii z L,(G), Uplnou v tomto prosteru. Pfipomefime, Ze pokud jde
o pojem bize, miZe se Ctenal v literatufe setkat i s jinymi definicemi. DileZity
je zejména pojem tzv. Schauderovy baze: O systému (5.35) fekneme, Ze tvofi v pros-
toru L,{G) Schauderovu bdzi (nebo bdzi v Schauderové smyslu), lze-li kazdy prvek
u € L,(G) vyj&dfit v tomto prostoru, a to jednoznadng, ve tvaru

o

(5.36) u(x} = kzlak vi(x) .

Ziejmé je-li (5.35) Schauderova baze v Ly(G), je v L,{G) i bézi ve smyslu definice
5.10 [nebof z jednozmacnosti vyjadienf (5.36) plyne lincdrni nezavislost systému
(5.35)], piicemz viak baze pedle definice 5.10 nemusi byt vidy bézi Schauderovou.
Bizc podle nasi definice je tedy ,,slabsi [klade na systém (5.35) slabsi poZadavky
nez definice Schauderova]. Proto jsme také v nadi knize tuto definici zvolili, nebof,
jak uvidime, nebudeme ani v teorii ani v aplikacich variaZnich metod potfcbovat
vlastnosti Schauderovy baze, ale stadi nam zcela vlastnosti baze podle nasi definice,
4. jeji tplnost a linedrni nezdvislost jejich ¢lend.

V daliim textu rozumime tedy bdzi bazi podle definice 5.10.

Pozndmka 5.5, Je-li systém (5.35) v L,(G) ortonormdini (pak je oviem i linedrné
nezavisly), pojem iipinosti podle def. 5.8 splyva s pojmem Gplnosti podle def. 5.10:
Nechf systém (5.35) je Giplny podle def. 5.8. To znamend, Ze ka¥dou funkei u € L,(G)
Jze v L,(G) vyjadfit (a to jednoznaing, viz vétu 5.8) jako soudet piisluiné Fourierovy
fady. Pak je tedy systém (5.35) Schauderovou bazi, a tim spile bizi podle def. 5.10,
a je tedy ve smyslu 1éto definice iplny. Naopak, je-li systém (5.35) aplny ve smyslu
def. 5.10, lze kaZdou funkci u € L,{(G) s libovolnou pfesnosti aproximovat v tomto
prostoru vhodnou linearni kombinaci

i ai(:') 'Jrfk(x)

prvki tohoto systému, a podle v&ty 5.5 tim spie linedrni kombinaci

Z Cxl’: lpk(x) 3

K=1
kde o, jsou Fourierovy koeficienty funkce u(x) vzhledem k systému (5.35). Tedy
Fourierova fada kazdé funkce u € L,(G) konverguje v L,(G) k této funkci, takZe
systém (5.35) je Uplny podle def. 5.8.
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Zaroved je vidét, Je kdyZz systém (5.35) je v L,(G) ortenormalni, splyva pojem
Schauderovy baze s pojmem baze, zavedené def. 5.10. Jak jsme jiZ predeslali, mluvime
v tomto ptipad& o ertonormdlni bdzi v L,(G).

Piikladem neortonormalni baze v prostoru L;(a, b) je, jak Ize ukazat, posloupnost

funkci
(5.37) . N

obdobng v prostoru L,(G) tvoi bazi (nikoli ortonormilni) odpovidajici systém
mnohoglent, napt. pro N = 2 systém funkci

(5.38) L8 RS B B e

Pornimka 5.6. Z tplného systému (5.35), ktery je v obecném piipadé vytvofen
2 funkci, kieré nejsou ani ortogondlni, ani normované, lze ziskat ortonormalni bazi
tzv. Schmidiovym ortogonalizaénim, pfesnéji ortonormalizacnim procesem:

Necht je dan v L(G) tipIng systém (5.35). Je-li n¥kterd z funkei (5.35) linedrni
kombinaci ostatnich, miZeme ji ze systému (5.35) vypustit, aniZ bychom tim narusili
uplnost tohoto systému. MiiZzeme proto pfedpokladat, Ze systém (5.35) tvoii v L,(G)
bézi. Zejména tedy 7adna z funkei tohoto systému neni nulovi, takZe kazda z nich
ma kladnou normu.

Z uvaZovaného systému utvofime ortonormalni bazi takto:

Pfedné poloZime

_®
=l
Ziejmé
S 20 W 21
623 bos = [yel = oy =

takze funkce @,(x) je normovana. Polozme déle
(5.40) g2(x) = ¥(x) + a ¢(x)

a uréeme konstantu a z podminky, aby funkce ¢, a g, byly ortogonilni, 1j. aby platilo

(5.41) (¢, 9) = 0.
Qdtud podle (5.40) plyne
((Pl» $a) + a((ﬁh @) =0

&ili, protoze plati (5.39),
a = _('(Plv Ulfz) .
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Poznamencjme, Ze |g,| + 0. Kdyby totiz bylo g, = 0 v L,(G), dostali bychom
podlc {5.40)
0 = ¥o(x) + i (x) ,
2

coZ by znamenalo, ze funkce ¥, a ¥, jsou v L,(G) linearng zavislé, a to ve sporu
s pfedpokladem, Ze (5.35) je v L,(G) bize. MiZeme tedy polozit

(x) = 9,(x}

P el

Funkce @,(x) je normovana a podle (5.41) je v L,(G) ortogonalni k funkei @4(x).
PoloZme déle

(5.42) ga(x) = Vs(x) + b @4(x) + ¢ @2(x)
a urCeme konstanty b a ¢ tak, aby platilo
(5:43) (91,93) =0, (92,45) =0,

tj. uréeme je z rovnic

(5-44) (Q"la 'a‘f"'s) + })(4’31: (}0]) 4 "(9”1: ‘Pz) =0,
(545) (';929 lp.}) I b((Pza {pl) + C(@Z: (92) =0,

ProtoZe je (¢1, 1) = 1, (02, 92) =1 a (0, 05) = (02, 0,) = 0, plyne z (5.44)
b"= ~(@1,¥s) a z (545 ¢ = —(92, ¥3). Stejné jako v predchizejicim pfipadg
zjistime, Ze ||lg,| =+ 0, a poloZime

S ails)
=Tl

Yunkce 403(x). Je normovana a podle (5.43) je ortogonalni k funkcim @1(x) a @,(x).
Tak postupujeme dale, a¥ dosp&jeme k ortonormalnimu systému

(5.46) ei(x), @alx), ..., Pux), ... .

Snadno se piesvédeime, Ze systém (5.46) tvoii v L,(G) ortonormélni bazi. Orto-
normalnost tohoto systému je ziejmé z Jeho konstrukee, staéi tedy dokizat jeho
Uplnost. Aviak z uvedeného procesu ortonormalizace Je videt, Ze n-ty Elen systému
(5.46) je linearni kombinaci prynich » &leniy systému (5.35), a naopak. Je-li tedy moZno
kaZdou funkci u € L,(G) s libovolnou presnosti aproximovat v L,(G) vhodnou
linedrni kombinaci funkci systému (5.35), Ize to uginit i pomoci funkei systému (5.46),
z cehoZ snadnou ttvahou vyplyvé (viz pozn. 5.5), Ze systém (5.46) je v L,(G) uplny.
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Uvedenym ortonormalizadnim procesem dostiavame tedy skute@né ortonormilni
bézi v L,(G).

Priklad 5.6. Ctenafi doporutujeme, aby aplikoval pro ptipad intervalu (-1,1)
pravé popsany ortonormalizani proces na bazi (5.37). Dostaneme v L,(—1, 1)
uplny ortonormélni systém mnoho&lenti

£ e n

li$icich se jen konstantami od Legendreovych polynomi.

d) Rozklad prostoru L,(G) na ortegondilni podprestory

JiZ v pozn. 4.3, str. 44, jsme se zminili o pojmu tzv. line4irniho podprostoru: Necht M
je linedl n&jakych prvkil z L,(G). Zavedme na tomto linedlu skalarni soucin a tim
i metriku prostoru LZ(G), ¢im? se linedl M stane metrickym prostorem. Tento
prostor budeme znalit symbolem M, ) nebo prosté symbolem M.

Definice 5.11. Je-li prostor M Uplny, nazyvime jej linedrnim podprosiorem
prostoru L,(G).

Priklad 5.7. UvaZujme v prostoru LZ(O, 1) mnoZinu M viech funkci konstantnich
v intervalu (0, 1). M je ziejme lineal, nebot linedrni kombinace konstantnich funkei
Jje opét konstantni funkce. Ozname stejnym symbolem M piisiuiny metricky prostor
s metrikou prostoru L,(0, 1). Tvrdime, %e M je tplny prostor: Podie definice mame
dokézat, Ze kaZdd cauchyovskd posloupnost ma v M limitu, j. ¥ existuje prvek,
lezici v M, ktery je v M limitou této posloupnosti. Necht

(5.47) o{x)=ky, ox)=ky..., s(X)=k,...,

kde kj, k;, ... jsou realné konstanty, je cauchyovskd posloupnost funkel v tomto
prostoru. Je

1 8
Q(L‘m’ Un) = \/J‘ (km - k’n)z dx = Ikrn il kn[ - QEl(kms kn) 3
0

takze (5.47) je cauchyovska posloupnost v prostoru M pravé tehdy, je-li {k,} cau-
chyovskd Cisclnd posloupnost v euklidovském prostoru E; [kde, jak znamo, je
vzdalenost gg (a, b) prvkit a, b déna &islem |a — b|]. Al podle Bolzanova - Cau-
chyova kritéria ma cauchyovska posloupnost {k,} v prostoru E, limitu; oznagme ji k.
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»

Odtud okamfZit& plyne, Ze posloupnost (5.47) ma v prostoru M za limitu funkci
v(x) = k, nebot

1
i e i /j (ki o i,
n— o H—* o0 \ 1] H = a0
Tedy kaZd4 cauchyovska posloupnost ma v prostoru M limitu. Prostor M je Gplny,
a je tedy linearnim podprostorem prostoru L,(0, 1).

Ptiklad 5.8. UvaZujme lincal L funkci spojitych v uzavieném intervalu {—1, 1.
Meltricky prostor, ktery vznikne, zavedeme-li v tomto linedlu metriku prostoru
L,(—1,1), oznaéme M, .., Prostor My, i, neni linearnim podprostorem
prostoru L,(—1, 1), nebot neni Gplny (viz pozn. 4.3, str. 44).

Pro informaci &tenafe uvedme jeSté nésledujici vétu, i kdyZ ji v dalSim textu
nebudeme potfebovat (oznaeni viz pied def. 5.11, str. 63):

Véta 5.10. Prostor My g, je linedrni podprostor prostoru L,(G) prdvé tehdy,
je-li lined! M uzaviend mnoZina v Ly(G).

Dikaz je pomérng snadny a pfenechivime jej &tenafi. Bude pro ného uZiteCnym
procvidenim zavedenych pojmi.

UvaZujme nyni v prostoru L,(G) ur€ity linedrni podprostor, ktery stru¢n& ozna-
&me N. Plati tato dilezitd véta:

Véta 5.11. Nech? u(x) je libovolnd funkce z prostoru L,(G). Pak u(x) lze, a to
Jjednoznaéné, rozloZit v soude!

(5.48) u(x) = o{x) + w(x),

kde ve N a funkce w(x) je ortogondlni ke kazdé funkci z N.
Funkce v(x) se nazjyvd ortogondini projekce funkce u(x) do podprostoru N.

Okolnost, Ze funkce w(x) je ortogonalni ke kaZdé funkcei z podprostoru N, zapisujeme
strugné symbolem w L N a fikdme, Ze funkce w(x) je ortogondlni k podprosteru N,

Dikaz vty 5.11 najde &enaf napi. v [26]. ZaleXi v tom, Ze funkei v(x) urdime
jako funkei, kterd realizuje minimum vzdéalenosti (u, z) funkce u(x) od viech funkei
z(x) podprostoru N. Pfitom se podstatné vyuZiva toho, Ze L,(G) i N jsou uplné
prostory.

Piiklad 5.9. UvaZujme v prostoru L,(0,1} linedrni podprostor M z pfikl. 5.7.
Jde tedy o podprostor viech funkei konstantnich v intervalu {0, 1. Rozlozme funkei

(5.49) u(x) =x?, xe(0, 1),

SRR S b
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v soudet (5.48). Funkce v(x) bude rovna zatim neznimé konstanté, ozname ji a.
Rozklad (5.48) bude tedy tvaru

x*=a+ (x* - a).

Konstantu a uréime z podminky, aby funkce w(x), v naem piipadé funkce w(x) =
= x* — g, byla v L,{0, 1) ortogonélni k podprostoru M, tj. ke kazdé funkei tvaru
z(x) = k, kde k je konstanta. Zapi¥eme-li podminku ortogonality, dostaneme

(2 W)= ] it = 8)d5 =10

4]
&ili
Ki—a)=0,
odkud v dasledku toho, ¥e konstanta k je libovolna, plyne a = 4. Tedy projekci
funkce (5.49) do podprostoru M je funkce o(x) = 1. Zaroveit je

-3 L M.

Lze ukazat, e mnozina K viech funkci, ortogonalnich k danému podprostoru N
[presngji: prostor K téchto funkef, s metrikou prostoru L,(G)], je op&t linedrni
podprostor v L,(G). Rikame, Ze prostor L,(G) je orfogondinim soudtem (ortogonal-
nich) podproestori N a K, a pideme

(5.50) L{G)=N@K.

Vyznam tohoto symbolu vysvétluje véta 5.11: KaZdou funkei u € L,(G) lze jedno-
zna&né zapsat jako soudet dvou funkei v(x) e N a w(x) e K (pfiCemZ v | K a w L N).
Podprostoru K fikime ortegondini doplnék podprcostoru N v prostoru L,(G).

Pideme
K = Lz(G) onN.

Poznamka 5.7. Ctenafe jist& napadne jednoduchd geometrickd interpretace vEty
5.11: Uvazujme tiirozmérny euklidovsky prostor E; a v ném rovinu o, prochazejici
poditkem soufadnic. Pak libovolny polohovy vektor r z tohoto prostoru fze jedno-
znaéné rozloZit v soudet dvou ortogonalnich vektor ry a r,, z nichZ prvni je orto-
gonalni projekci vekloru r do roviny o a druhy leZi v pfimce p, prochézejict pocatkem
soufadnic a kolmé k roving o. Podprostoru N, resp. K z véty 5.11 zdc ledy odpovida
mnoZina viech polohovych vektorii, IcZicich v roviné ¢, resp. v pfimece p.

¢) Nékteré vlastnosti skalirniho soucinu

V zavéru této kapitoly uvedeme jeté nikteré vlastnosti skalarniho soucinu, které
nam budou uZitedné v daliich kapitolach,
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Véta 5.12. Nechs posloupnost {u,(x)} konverguje v prostoru Ly(G) k funkci u(x),
posloupnost {v(x)} k funkci o(x). Pak posloupnost skaldrnich souéint (u,,v,)
konverguje k &islu (u, v).

Struénym zapisem:
(5.51) u, > u, 0,0 v LyG)=(u, v,) - (u, v).
Dikaz: Mame dokazat, Ze

lim (4, v,) = (4, ),
R oo
tj. Ze
lim [(u,, v,) — (4, v}] = 0,
&ili, co? je totéz, Ze
{(5.52) lim |(u,,v,) — (4, 0)] = 0.
n—+oo
Podle predpokladu je

U, > u, v,20 v L,(G)

Cili

(5.53) lim [u, — | =0, lim|p, —»| =0.
N+ n-em

Dale je

[(ums ) — (5 v)| = |[(u, — w0, —0) + (4,0, — ) + (0,1, — u)| =
= |(u, — u, v, — o) + |(, 0, — 0)| + [(v, 1w, — )] =

< fue =l o = o] + fuf [on = of + o] Ju. — u]

[podle Schwarzovy nerovnosti (3.14), str. 37], odkud v dasledku (5.53) okamZité
plyne (5.52).

Veta 5.12 ma n&kolik jednoduchych disledki:
Véta 5.13. (uZivime jen struéného zapisu).

(5.54)  Je-li u, > u v Ly(G) a ve Ly(G), pak (u, v) - (u, v).
Dikaz je snadny: V (5.51) stadi polofit v, = v pro kazdé n.

Véta 5.14.

{5.55) Je-li u, —» u v Ly(G), pak flu,| — [uf .
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zZ .,

Dikaz: V (5.51) staci poloZit v, = u, a v = u; odtud podle (5.51) plyne |
|?, coZ implikuje (5.55).

uﬂ

— fu

Véta 5.15. Necht' M je hustd mnoZina v Ly(G) (str. 46) a necht u(x) je ortogondlni
ke kazdé funkci z mnoZiny M. Pak u = 0 v L,(G).

Diuikaz: MnoZina M je podle pfedpokladu husta v L,(G). Speciélné lze tedy najit
postoupnost funkef u,(x) € M takovou, 7e

lim u,(x) = u(x) v L,(G).

Ale pro kaZdou funkei u,(x) plati podle pfedpokladu
(5.56) (w,uy=0.
Podle (5.54), kde pokladame v(x) = u(x), je

lim (u,, u) = (u,u) = 0

L kg =)

[pedle {5.56)], odkud plyne u = 0 v L,(G).

VEta 5.15 se ukaZe velmi uZiteénou v nasich dalSich Gvahach.

Kapitola 6
Hilbertiiv prostor

Piistoupime nyni k definici Hilbertova prostoru, jehoZ piikladem je, jak uvidime,
nam jiz dobfe znamy prostor L,(G) funkei integrovatelnych v oblasti G s druhou
mocninou § metrikou zavedenou v kap. 3. Uvedenim axiémil Hilbertova prostorn
a vySelfovanim jeho vlastnosti jsme mohli za&it jiZ diive, nezdvisle na tom, zda jsme
se pfedtim seznamili s prostorem LZ(G). Zvolili jsme v8ak jinou cestu, ktera je podle
naseho nazoru pro &tenate, ktery neni profesionalnim matematikem, mnohem pfi-
stupnéjii. Pojmy, které jsme zavedli v pfedchazejicich kapitolach, jsou totiz v pro-
storu L,(G) mnobem nazorn&jdi neZ v abstraktnim Hilbertov€ prostoru, a pfitom
jsme je zavedli zplisobem, kierého 1ze témef beze zmény pouZit i v obecng&jiim piipadé.
Tato kapitola pfinese tedy &tenafi zobecnéni dfive zavedenych pojmil i ziskanych
vysledki, bude viak pro ného zaroven i urfitym piehledem a zopakovanim pied-
chazejiciho textu.
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a) Unitdrni prostor. Hilbertiv prostor

Uvazujme mnoZinu M, jejiz prvky mohou mit velmi obecny charakter. MnoZinu M
mohou tvo¥it napf. funkce, dané na oblasti G, tak jak tomu bylo v pfedchazejicich
kapitolich. Mnozina M miiZe viak byt napt. mnoZinou vSech n-rozmérnych vektorii
nebo mnozinou &iselnych posloupnosti, posloupnosti funkei apod.

Definice 6.1. Rekneme, ¢ M je linedl nebo linedrni mnofina (podrobnéji linedrni
mnofina nad télesem redinjch Cisel), linedrni prostor, vektorovy prostor, také
linedrni soustava (linedrni systém), ma-li tyto vlastnosti:

1. Pro libovolné prvky u, v z M je definovan jejich soudet u + v a pro kazdy
prvek u € M a ka¥dé realné &islo a je definovin souéin au, pfiemZ u + v i au jsou
rovnéz prvky M.')

2. Pro takto zavedené operace s¢itini a ndsobeni realnym Eislem plati tyto axiémy
(obdobné zndmym pravidlim z vektorové algebry; odtud nazev vektorovy prostor):

Uutv=v+u, u+(v+z)=(u+0v)+z,
a{u + v) = au + av, (a + b)u = au + bu,
a(bu) = (ab)u, 1. u=u.

3. Existuje takovy prvek OeM, Ze u + O = u pro kazdé ue M. Prvek O
nazyvame nulovim prokem linedlu M.

4. Ke kaidému uwe M existuje ve M tlak, Ze u + v = O. Prvek v nazyvame
prokem opadnym k proku u.

7 uvedenych axiomd plyne fada disledkl a ,,pravidel, obdobnych znidmym
- pravidlim z algebry, o nichZ se zde nebudeme podrobng zmifiovat. Poznamenejme
napi., Ze prvky O a v z axidmi 3 a 4 jsou jednozna&n& urdeny, Ze plati 0. v = O
pro kaZdé u € M, atd.

Nulovy prvek linealn M budeme &asto znacit prost€ symbolem 0, pokud nebude
nebezpeti nedorozuméni (zdména s &islem nula). Podrobngji budeme psit u = 0
v M, ,

Klasickym piikladem linealu je mnoZina viech redlnych a-rozmérnych algebraic-
kych vektort u = {(u, ..., u,) s obvyklou definici soudtu dvou vektor®, v + v =
= (4, + vy, ..., 4, + v,) a nasobeni vektoru &islem, cu = {cuy, ..., cu,). Nulovym
prvkem tohoto lineélu je nulovy vektor o = (0, - .,0). Pravé viastnosti tohoto line4lu
byly uréitym vzorem pro obecnou definici linedlu.

1) Odtud oviem ckamiité plyne, Z¢ i libovolna linedrni kombinace
{6.1) iy + ..t gy,

prvkii uy, ..., 4, z M, kde a4, ..., a, jsou realnd isla, patfi do M.
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Dal§im jednoduchym piikladem lineilu je mnoZina L viech realnych funkei
spojitych v uzav¥ené oblasti G s obvyklou definici soudtu dvou funkei a nasobeni
funkce realnym Cislem. Zapis u = 0 v L zde znamena, ¢ u{x) = 0 v G. Pfiklad
mnoZiny funkci, kiera neni linedlem, byl uveden na str. 22, piikl. 2.2.

Pornamka 6.1. Vzhledem k téelu, ktery sledujeme, staci ndm vybudovat teorii
,realného* Hilbertova prostoru, proto v (6.1} (viz pozndmku pod arou na str. 68)

Wi

uvaZujeme konstanty a,, ..., a, redlné. O obecn&jiim pfipadé viz pozn. 6.11, str. 82.

Definice 6.2. Rikame, ¢ na lincdlu M je definovan skaldrni soudin, je-li kazdé
dvojici u, v prvkil z této mnoZiny pfifazeno realné &islo

(6.2) (u, v)

s témito vlastnostmi (i, v, u;, u, jsou libovolné prvky linedlu M, ay, a, jsou libovolnd
redlnd Cisla):

(6.3) (u, ) = (v, u),

(6.4) (ayu; + azuy, v) = a,(uy, v) + ay(u,, v),
(6.5) (n,uy= 0,
(6.6) (8,0 =0<>u=0v M.

Poznimka 6.2. Pro skalarni soudin (6.2) pouzivime zde stejného symbolu jako
pro skalarni soudin funkef v prostoru LZ(G). JiZ v zdvéru kap. 3 jsme uvedli, Ze tam,
kde by mohlo dojit k zAm&n& se skalarnim soudinem v jiném prostoru, budeme
skalarni soudin v prostoru L,(G) znadit symbolem (u, v}, (- Také pokud se¢ budeme
v dal§im textu setkavat se skalarnim souCinem v rOznych prostorcch, vyznadime
vidy ptislunym indexem, o ktery skalarni souém jde, pokud to oviem nebude
ze souvislosti zfgjmé. Tato poznimka se tyka i dale zavedenych pojmit normy
a vzdalenosti prvkil.

Klasickym pfikladem skalarnfho soulinu je skalarai soudin

(6.7) (w, v} = w0y + ... + up,

dvou realnych n-rozmérnjch algebraickych vektortt u = (uy, ..., ), v = (vy, ..., 1,),
definovany na linealu téchto vektord, uvaZovaném v predchézejicim textu (str. 68).
Padobné jako viastnosti tohoto linedlu byly uréitym vzorem pro obecnou defi-
nici linealu, byly vlastnosti soudinu (6.7) uréitym vzorem pro obecnou definici skalar-
niho soudinu. '

Uvedeme n&které dalii piiklady.
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Piiklad 6.1. UvaZujme linedl M, jehoZ prvky tvofi funkce integrovatelné s druhou
mocninou v oblasti G, pfiCemZ dvé funkee, rovné v G skoro viude, pokladime
za totoZné. Vztahem

(6.8) (u,v) = JGu(x) o(x) dx

je na tomto linealu definovan skalarni sougin, nebot, jak jsme ovéfili v kap. 3 (véta 3.1;
¢ast ditkazli byla podrobné provedena jiz v kap. 2), vztah (6.8) spliiuje viechny
piedepsané vlastnosti (6.3) aZ (6.6) skalarniho souginu.

Priklad 6.2. Nechf lineidl M je mnoZina viech vektorovych funkci tvaru
ulx) = uy(x) i + ux(x)J,

jejichZ soufadnice u,(x), u,(x) jsou funkce integrovatelné s druhou mocninou
v oblasti G. Je-li a libovolné redlné Cislo a jsou-li u(x) = u,(x) i + uy(x) j, v(x) =
= v;(x) i + v;(x)j libovolné prvky z M, definujeme

u(x) + v(x) = [u,(x) + 0,(x)]§ + [u(x) + 02(x)]i, au(x) = au(x)i + auy(x)j.

Ctenéf snadno ovéii, Ze jde o lineal. Nulovym prvkem tohoto linedlu je funkce u,
jejiZ ob& soufadnice jsou rovny nule v L,(G). Vztahem

(u,v) = (41, 01) + (w2, 13),

kde (w;, 1), k = 1,2, jsou skaldrni soudiny (6.8), je na linealu M definovan skaldrni
souin. Vlastnosti (6.3) a (6.4) jsou zfejmé. Déle

(o, 0} = (uy, 4,) + (45, u,),
odkud ihned plyne (u,u) = ¢ a (u,u) =0 pro u =0 v M. Dile (4, u,) = 0,
(2, uy) = 0. Z rovnosti
(“1, u,) -+ (ﬁz, uz) = 0
tedy plyne (uy,u;) =0 a (uy, u,) =0, odkud u; =0 a u, =0 v L,(G), takic
skutetné (v, ) = 0= u = 0 v M, &im¥ je dokdzina i druhi implikace v (6.6).

Zcela obdobné lze zavést skalarni soudin i1 na linedlu vektorovych funkei o vice
neZ dvou soufadnicich.

Pfiklad 6.3. UvaZujme mnoZinu funkei spojitych v uzaviené oblasti G, pro které
v G plati [u(x)| = 10. Na této mnoZiné nelze zavést skalirni soutin s vlastnostmi
(6.3) aZ (6.6), nebot uvaZovani mnoZina meni linedl. [Na kterém z axiémd (6.3)
aZ (6.6) skalarniho soudinu bychom ztroskotali?]
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Ptiklad 6.4. UvaZujme lineal M, jehoZ prvky jsou funkce spojité vietng prvni
derivace v uzavieném intervalu <0, 1), s obvyklou definici s&itani funkel a ndsobe-
ni funkce redlnym &islem a s nulovym prvkem u(x} = 0 v <0, 1>. Ukéazeme, Ze
vztahem

(69) (o 8 = I:u(x) o I :u’(x) e

je na tomto linedlu definovan skalarni souin. Viastnosti (6.3) a (6.4) pro vztah (6.9)
jsou ziejmé. Dale je

1 1
(6.10} (u,u) = '[ u’(x) dx + f u?(x) dx,

0 0

takze (u, u) = 0; je-li u(x) = 0 v intervalu <0, 1>, je (u, ) = 0; je-li (u,u) =0,
plyne z (6.10) u(x) = O v intervalu <0, 1>. Tedy vztah (6.9) spliiuje viechny vlastnosti
skalarniho soudinu.

Piiklad 6.5. UvaZujme stejny lineal M jako v predchéazejicim pfiklad®. Vztahem

{6.11) (u, v) = J:u'(x} v'(x) dx

neni na Jinedlu M dan skalarni soucin. Vicchny axiémy skalarniho soudinu jsou
splnény s vyjimkou posledniho: Podle (6.11) je

(e, ) = J:u’z(x) dx.

Je-li (u,u) = 0, plyne odtud w'(x) =0 v intervalu €0, 1), nikoli viak u(x) =0
v tomto intervalu. Nap¥. funkce u(x) = 3 v intervalu <0, 1> patfi do lineilu M,
spliiuje vztah (u, #) = 0 a neni nulovym prvkem tohoto linealu.

Pozndmka 6.3. ProtoZe vlastnosti (6.3) aZ (6.6) skalarniho soucinu (6.2) a vlast-
nosti (3.7 aZ (3.10) skalarniho soudinu (3.2), str. 37, jsou obdobné, jsou obdobné
i diisledky odvozené z téchto vlastnosti. Zejména plati pravidlo o ndsobeni,

(&11!1 + datla, dallq & a4u4) = a1a3(u1, “3) o o azag(uz, 33) +
+ aay(ts, 4} + 04002, ),

analogické pravidlu (3.21).

Definice 6.3. Necht na lincalu M je definovan skalarni souéin (6.2) s vlastnostmi
(6.3) aZ (6.6). Cislo

(6.12) lufl = V)
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nazyvame normou proku u tohoto linedlu a Cislo
(6.13) oft o) = e = o

nazyvame vzddlenosti proki u, v tohoto linedlu.

Ctenaf si jisté povsiml, ¥e v kap. 3 byly norma i vzdalenost v prostoru Ly(G)
zavedeny zcela analogickym zplsobem, a 1o na zikladé skalarniho souCinu (325
str. 34. ProtoZe viechny vlastnosti (3.11) 2% (3.20), odvozené v kap. 3{popf. jiZ v kap. 2)’
pro normu a vzdalenost v prostoru L,(G), byly odvozeny jen na zikladg vlastnosti
(3.7} a% (3.10) skalarniho souSinu, které jsou zcela analogickéyviastnostcm (6%)
a7 (6.6) skafarniho souginu (6.2), budou mit norma (6.12) i vzdélenost (6.13) opét
viastniosti zcela analogické vlastnostem (3.11} aZ (3.20). Shrneme je do této véty
(tendf, ktery si chee znovu p¥ipomenout my§lenky pfisluinych ditkazd z kap. 2 a 3,
muZe si snadno podle nich podrobn& dokazat jednotliva tvrzeni uvadéné vety):

Véta 6.1, Pro normu (6.12) a vzddlenost (6.13) plati (u, v, z jsou libovolné proky
linedlu M, a je libovolné redlné Cislo):

(6.14) ] 20,
(6.15) lu] =0wu=0 » M,
(6.16) faul = Jaf I

(617) 5.0 < 4] o]
(6:19) Ju+ o £ Jul + 1ol
(5:19) el = Dol = s = ol
{6.20}) o(z,0) 2 0,

(6.21) o(u,0) =0<=u=0v v M)
(22 ol ) = oo,

{6.23) o{u, z) < o(u, v) + o(v, 2) .

Definice 6.4, Linedl M s metrikou (6.13), kde norma je déna vztahem (6.12),
nazyvame unitdrnim prostorem (prostorem se skaldrnim soucinem, prostorem

s kvadratickou metrikou).

Tento prostor budeme v této kapitole znadit symbolem S,. V jednotlivych special-
nich ptipadech budeme oviem uZivat specidlni symboliky, jak jsme to uéinili napf.
u nam jiZ dobfe zndmého prostoru L,(G).

1y Tj. u je pulovy prvek lincdlu M,
Y Tju—ov=0v M.
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Metrika (6.13) prostoru S, je dina normou (6.12) na ziklad¥ skalérniho souinu
(6.2) s vlastnostmi (6.3) a% (6.6). Rikdme také, Je tato metrika je indukovdna
(generovdna) skaldrnim soucinem (6.2).

V kap. 4 jsme na zakladg metriky (3.4) s vlastnostmi (3.17) a¥ (3.20) zavedii
n&kolik dileZitjch pojmi [pojem konvergence v prostoru L,(G), hromadného bodu,
hustoty, viplnosti atd.] a odvodili jsme pro jejich vlastnosti nékolik zakladnich vét.
ProtoZe metrika (6.13) ma vlastnosti (6.20) aZ (6.23) zcela analogické vlastnostem
(3.17) a7 (3.20) metriky (3.4), lze pro prostor S, definovat zcela analogicky obdobné
pojmy a téméf doslova prenést dikazy pfisluinych v&t. Nebudeme zde proto re-
produkovat Gvahy, podrobné provedené v kap. 4, a jen v prehledu uvedeme odpovi-
dajici definice a véty. Jen tam, kde bude tfeba, upozornime &enafe na nkteré
odli§nosti a doplnime text potfebnymi poznamkami, popt. uvedeme n&které dalsi
vysledky. Ctena¥i doporugujeme, aby si objasnil zavedené pojmy a aplikoval p¥isluiné
véty na prostorech uvedenych v pHiklL. 6.1, 6.2 2 6.4,

Definice 6.5. Rikime, %¢ posloupnost prvkit u, e S, konverguje v S, k proku
ues,, jestlize
Lim o(u,, u) = 0.

n—*oo

Piseme

Imu, =u v S,
n—+on

a prvek u nazyvame limitou nebo limitnim prokem posloupnosti {u,)}.
Piiklad 6.6. V prostoru z piikl. 6.4 (0zna¢me tento prostor W) mame

(6.24) ewlw, v) = lu — o|f = (0 — v, u — )y =

= [u = o]i0 + |4 — ¥

iz(ﬂ,l) = Qiz({).i)(us v) + Qiz(ﬂ,l)(u” ).

Konvergence v tomto prostoru tedy znamen4, Ze posloupnost funkef u,(x) konverguje
v Ly(0, 1) k limitni funkei a zéroveii posloupnost derivaci uj(x) konverguje v L,(0, 1)
k derivaci této limitn{ funkce.

Pozndmka 6.4. Na ziklad® pojmu konvergence posloupnosti definujeme kon-
vergenci nekonedné fady: O fadé

o
2 U
k=1
fekneme, Ze jo konvergentni v prostoru S, a md soudet s € S,, jestlize posloupnost
{s.} jejich Sasteénych soudti,
n
5, =3 4,
k=1

konverguje v S, k prvkuse S,.
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Véta 6.2. Posloupnost {u,} miZe mit v S, nejopie jednu limitu.
Tedy tato posloupnost bud ma v S, limitu, a to jedinou, nebo nema v S, Zidnou

limitu.

Definice 6.6. Posloupnost prvki u, € S, se nazyva cauchyovskd (fundamentd!ni)

v prostoru S,, jestliZe plati
lim g(uy, u,) = 0,

m—+o>
R0

podrobng, lze-li ke kaZdému ¢ > 0 najit &islo ng tak, Ze je-li zirovefi m > no, 1 > fo,

plati "
ot 1) < €.

Véta 6.3, Kazdd posloupnost {u,}, kterd konverguje v S, k nékterému proku
uesS,, jev S, cauchyouvskd.

Ka?da cauchyovska posloupnost viak nemusi mit v prostoru S; limitu.

Definice 6.7, Prostor S, se mazyva uplny, jestlize kaZda posloupnost {u,},
cauchyovska v S,, konverguje v S, k nékterému prvku u € S,.

Piiklad 6.7. Prostor L,(G) z ptikl. 6.1 je Gipiny (viz v8tu 4.3, str. 43).

Piiklad 6.8. Také prostor z p¥ikl. 6.2, str. 70 [oznadme jej L,(G)], je tiplny. Pro kazdé
dva prvky u e L,(G), v € L,(G) pfedné plati
oot ¥) = Ju — vl = (v = v, 4 = V), =
= (”1 — by, U — vl)L;(GJ + (“z — by, Uy — vz)L;(u‘; =

= ”ul - "1"54(0) + n”z it ||i2(G) = Qi;(a)(uh L‘l) o Qizfc](uz, ”2) 5
takze pro postoupnost {"u} prvki z L,(G) mame
QEI(G)(NH - "u) i Qiz(G)(mul i "ul) + Qi;.l(a)(muz = "uz) 2

Odtud plyne, Ze posloupnost {"u} je v L,(G) cauchyovskd prév§ tehdy, jsou»l} po-
sloupnosti {"u;} i {"u,} cauchyovské v L,{G). Nechf tedy {"u} je Cal_lCh)’OVSkZl po-
sloupnost v L(G), takze {"u,} i {"u,} jsou cauchyovské poa;loupflostl v L,_(G) Ale
prostor Ly(G) je tplny, takZe posloupnost {"u,}, resp. {"u,} mé v L,(G) Jt?dl.nou
limitu, oznadme ji u,, resp. u,. Funkce u = u,i + u,j je zfejmeé v LZ(G) limitou
posloupnosti {"u} a patti do L,(G), takZc prostor L,(G) je tplny.

Priklad 6.9. Lzc ukézat, Zc prostor W z pfikl. 6.4 neni plny. [P.odl'c (6.%4) je
posloupnost {u,} v tomto prostoru cauchyovska pravé tehdy, jsou-li zdroveii po-
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sloupnosti {u,}, {u,} cauchyovské v L,(0, 1}; nyni sta&i uvaZovat takovou posloupnost
{u,} cauchyovskou v prostoru W, e napk. ptisluina posloupnost {u,}, cauchyovski
v L,(G), konverguje v L,(G) k funkei, kterd neni spojitd v intervalu <0, 1.]

Prostor S, ktery neni Uplny, lze ,ziplnit*, pfidame-li k n&mu nové prvky,
tzv. idedlni elementy (viz napt. [26]; viz téZ kap. 10). Lze ukézat, 7e napt. prostor W
z prikl. 6.4 bude uplny, pridime-li k nému urdité prvky z prostoru L,(0, 1), které
na tomto misté nebudeme bliZe specifikovat. [Jde o ty funkce z L,(0, 1), které maji
tzv. pryni zobecn&nou derivaci integrovatelnou s druhou moeninou (v Lebesgueové
smyslu) v intervalu (0, 1). Viz definici prostoru WY v kap. 29, str. 345.] V obecném
piipadé byva obtizné bliZe urdit povahu uvedenych idealnich elementii,

Definice 6.8. Bud & > 0. d-okolim (8-sférou) prvku u v prostoru S, rozumime
mnoZinu viech prvkil z.S,, pro n&Z plati

o(u, v) < d.

Definice 6.9. Nechf N je n&jakéd mnoZina prvkil z prostoru S,. Rikame, Ze prvek
u € S, Je v prostoru S, hromadnym bodem mnofiny N, jestliZe v kazdém libovolnd
malém é-okeli prvku u leZi nekoneén& mnoho prvki z mnoZiny N.

Hromadny bod mnoZiny N v prostoru S, miiZe, ale nemusi patit do munoZiny N.

Véta 6.4. Prvek ue S, je v prosioru S, hromadnym bodem mnoziny N prdvé
tehdy, existuje-li posloupnost proks u, € N, kterd konverguje v S, k proku u.

Definice 6.10. MnoZina N, kterd je sjednocenim prvkd mnoZiny N a viech jejich
hromadnych bodii v prostoru S, se nazyva uzdoér mnofiny N v prostoru S,. Je-li
N = N (tj. patfi-li ka?dy hromadny bod mnoZiny N do této mnoZiny), ¥ikame,
Ze mnoZina N je v prostoru S, uzavfend.

Definice 6.11. MnoZina N se nazyva hustd v prostoru S,, plati-li N = §,, 1j. je-li
kazdy prvek prostoru S, hromadnym bodem mnoZiny N v tomto prostoru,

Pomamka 6.5, Podle véty 6.4 jec mno¥ina N husta v prostoru S, pravé tehdy,
jestlize ke kazdému prvku u prostoru S, Ize najit posloupnost {«,} prvki z mnoZiny N,
kterd v S, konverguje k prvku u. Nebo také: MnoZina N je hustd v prostoru S,
Ize-li kazdy prvek ue S, s libovolnou presnosti aproximovat prvky mnoziny N;
podrobnéji, jestlize ke kaZdému u € S, a ¢ > 0 existuje prvek v e N tak, Ze ofu, v} < &

Definice 6.12. Existuje-li v S, nejvie spodetna mnoZina, husti v S,, nazyva
se prostor S, separabilni.
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Pozndmka 6.6. Pikladem separabilniho prostoru je prostor Ly(G) (viz vétu 4.7).
Na zakladé toho lze ukdzat (itenat to snadno provede sim), Ze i prostor L,(G)
z piikl. 6.2 je separabilni.

Definice 6.13, Je-li unitarni prostor S, Uplny, nazyvame jej Hilbertovpm prostorem.

V dal§im textu této knihy budeme pro Hilbertliv prostor pievaingé pouZivat
symbolu H, majiciho popf. riizné indexy, bude-li tfeba rozlisit dva nebo vice uvaZzo-
vanych Hilbertovych prostord.

Ctenéte upozoriiujeme na znadnou nejednotnost v definicich Hilbertova prostoru,
s kterou se setk v literatufe. Ne viude se Z4d4 tplnost Hilbertova prostoru. Nekde
se naproti tomu #adi nejen Gplnost, ale i scparabilnost, nekdy se vyslovuje i po-
yadavek, aby v prostoru H ke kaZdému pfirozenému n existovalo n linedrné nezivis-
Igch prvki. Pokud budeme v této knize miuvit o Hilbertové prostoru, budeme jim
vidy rozumét prostor podle def. 6.13, tedy Gplny unitarni prostor.

Piiklad 6.10, Prostory L,(G) a L,(G) z pfikl. 6.1 a 6.2 jsou Hilbertovy prostory.
Prostor L,(G) je tiplny podle véty 4.3, iplnost prostoru L,(G) jsme ukazali v piikl. 6.8.
Podle pozn. 6.6 jsou navic oba prostory separabilni.

Prostor Wz piikl. 6.4 neni Hilbertiy prostor, nebof neni tiplny (pfikl. 6.9).

Dalii tivahy budeme provadét ptevaind v Hilbertové prostoru, i kdyz v mncha
definicich i vétach bude ziejmé, 7e poFadavek tplnosti je zbytetny. (Na nékterych
zévaznijiich mistech vyznadime tuto okolnost pfimo tim, Ze pfisluSnou vétu formu-
lujeme pro prostor §;. Tim spic pak plati tato véta v Hilbertové prostoru.) Protoze
celd dal¥f tematika této kapitoly je jen analogil kap. 5 a také dikazy piislusnych
tvrzeni, které jsme podrobng provedli v kap. 5, jsou zcela analogické, budeme postu-
povat stejnou ptehlednon formou, jako jsme to udinili v prvoi &asti této kapitoly.

b) Linedrni zivislost a nezavislost v Hilbertové prostoru.
Ortogonsini systémy, Fourierovy fady

Definice 6.14. Rikame, 7e u € S, je v prostoru S, linedrni kombinaci prvkii vy, ..., v,
tohoto prostory, lze-li u vyjadiit v §, ve tvaru
(6.25) w=a,t, ¥+ ...+ av,
kde ay, ..., g, jsou vhodné redlné konstanty.
Definice 6.15. Rikame, 7e prvky uy, ... tt, z S, jsou v prostoru S, linedrné

zdvislé, je-li aspofi jeden z nich linearni kombinaci ostatnich, V opatném pfipadé
fikdme, 7e jsou v prostoru S, linedrné nezdvislé.
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Mluvime také o linedrné zdvislém, resp. linedrné nezdvislém sysiému proki
w, ..., 4, (v prostoru S,).

Véta 6.5, Proky u,€5,,...,u. €S8, jsou v prosioru S, linedrné zdvislé prdvé
tehdy, je-li jejich Gramiw determinant

-D(uls gy uk) == (uls ul): (uls “2}, ey (“11 uk)
(2 u), (n thg), - (0, 18)

(uks ﬂ])a (“k' uz), ceo (uk’ ”k)
roven nule.

Diasledek: Prvky u,, ..., ¥, prostoru S, jsou v tomto prostoru linedrn€ nezavislé
praveé tehdy, je-li D + 0.

Pozndmka 6.7, JesiliZe v prostoru S, existuje » linedrn& nezavislych prvki, ale
kazdych n + 1 prvkil z toholo prostoru je jiZ linearn€ zavislych, fikame, Ze proster S,
ma konednou dimenzi n. Piikladem takového prostoru je prostor n-rozmérnych
algebraickych vektort s obvyklymi operacemi souftu dvou vcktordt a nasobeni
vektort &islem a s obvyklou definici skalarniho soucinu (str. 69). Jestlize ke kazdému n
existuje v prostoru S, » hinearné nezavislych prvkd, fikame, Ze prostor S; mi ne-
konecnou dimenzi. Piikladem takového prostoru je prostor L,(G).

Definice 6.16. Prvky u, ¢ prostoru S, se nazyvaji ortogondinf v tomto prostoru,
je-li jejich skalarni soudin v tomto prostoru roven nule,

(6.26) ' (,0) = 0.
Pifeme
{6.27) ulv.

Definice 6.17. Rekneme, Ze prvek u € S, je normovany, jestlize

[u] = 1.
Definice 6.18. JestliZe pro kazdé dva navzijem riizné prvky systému

(6-28) Prs Pas e Py oony (PiESZs I = 132:‘-‘y
plati
(Q’i: (Pk) ={

- {tj. jestliZe prvky tohoto systému jsou navzijem ortogonalni), nazyva se systém (6.28)

ortogondlni v prostoru S,. Jsou-li mimo to jeho prvky v S; normované, nazyvd se
orionormaovany ncho erifonormdlni v S,.
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Priklady n&kterych ortogonalnich systémé v prostoru L,(G) jsme uvedli v kap. 5.
Rekneme, Ze systém prvki

wlsd"Z)---alr{’m'": !f}iESZ: i=1’2:~“:

je v prostoru S, linedrné nezdvisly, jestlize kaZdy systém, vytvofeny z konedného
podtu t&chto prvkil, je v S; linedrné nezévisly ve smyslu def. 6.15.

Vybereme-li z ortonormélniho systému (6.28) libovolnych j prvkid, budou tyto
prvky podle véty 6.5 v S, lincarné nczévislé, nebof z vlastnosti ortonorméalnosti
plyne, Ze jejich Gramiy determinant bude mit v hlavni diagonale samé jednicky
a viude jinde nuly, takZe bude roven jedné. Tedy kaZdy systém ortonormdini v S,
je v 8, linedrné nezdvisly.

Véta 6.6. Nechf{6.28) je ortonormdlni systém v Hilbertové prostoru H. Pak Fada

(6.29) kzl.akq]k 5

kde a, jsou redlné konstanty, je v prostoru H konvergentni prdvé tehdy, je-li kon-
vergentni rada

(6.30) Y a4
k=1
Ctenaf si jisté v¥iml, Ze v&tu 6.6 jsme formulovali pro Hilbertiv prostor, nikoli
pro prostor §,. Z ditkazu obdobné vEty 5.4, str. 53, je totiZ videt, Ze je tfeba poZadovat

uplnost p¥islusného prostoru, aby tvrzeni véty bylo spravné. (Kde jsme tuto dplnost
v ditkazu véty 5.4. potiebovali?)

Definice 6.19. Necht (6.28) je ortonormalni systérﬁ v S, a nechf ueS,. Cisla
(6.31) o = (w00, k=1,2...,
se nazyvaji Fourierovy koeficienty proku u vzhledem k systému (6.28). Rada
o
(6'32) kZfoktpk

se nazyva Fourierova fada |vzhledem k sysiému (6.28)], prislusnd proku u.
Fouricrova fada dava nejlepdi aproximaci prvku u v prostoru S, mezi vieni
fadami typu (6.29) v tomto smyslu:

Véta 6.7. Nechi'(6.28) je ortonormdlni systém v S, u libovolny proek prostoru S,.
Budi? n libovolné, ale pevné zvolené pfirozené ¢islo. Oznalme

n
Uy = Z o Py
k=1
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n-typ dstecny soudet Fourierovy Fady, pFislusné proku u,

n
Sn = Z ApPy
k=1

’

Cdstecny soucet Fady (6.29), kde a, jsou libovolnd redlnd &isla. Pak plati

Q(u’ un) é Q(ﬂ, 5y) 5

pFicemZ tato nerovnost je ostrd, jakmile je a, + a, aspor pro jeden z indexi k =
= )it

Vita 6.8. Rada ctwerci Fourierovich koeficienitt libovolného prvku ue S,
je konvergentni a plati Besselova nerovnost

(6:33) T o < [l
k=1

Véta 6.9. Nechi (6.28) je ortonormadlni systém v Hilbertové prostoru H a nechf u
je libovolny prvek tohoto presioru. Pak Fourierova Fada

(6.34) Y oy,
k=1

piislusndé proku u, je v prostoru H konvergentni. PFitom nutnd a postacujici pod-
minka k tomu, aby konvergovala pravé k proku u, je aby byla splnéna tzv. Parseva-
lova rovnost (také podminka sipInosti nebo podminka uzavienosti)

(6.33) kiaf = Ju[2.

Definice 6.20. Ortonormalni systém (6.28) se nazyva iplny v Hilbertové prostoru H,
jestliZe pro kazdé u € H pfisluina Fourierova fada konvergujec v H k tomuto prvku,
tj. je-li pro kazdé u € H spinéna rovnost (6.35).

Definice 6.21. Systém (6.28) se nazyvd uzavieny v prostoru H, jesilize jediny
prvek, ktery je ortogonalni ke viem prvkiim tohoto systému, je nulovy prvek tohoto
prostoru.

Viéta 6.10. Ortoriormdlnt systém (6.28) je v Hilbertové prostoru dplny prdvé tehdy,
Je-li v ném uzavfeny.

Neékteré piiklady tplnych ortonormalnich systémii v L,(G) byly uvedeny v pfed-
chazejici kapitole.
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Definice 6.22. Systém (posloupnost)

(6.36) Vas Yoo Y - V)

prvkii Hilbertova prostoru (nikoli nutn€ ortonormalni) se nazyvd uplny v tomto
prostoru, je-li mnoZina viech linedrnich kombinaci prvkit tohoto prostore hustd v H,
tj. Ize-li ke kazdému prvku u € H a ke kaZdému e > 0 najit pfirozené &islo n a Cisla
a™, ..., " tak, Ze plati

{6.37) ofu, Z a™p) <e.
k=1

Je-li mimo to systém {6,36) v H line4rn® nezavisly (str. 78), fekneme, e tvofi v pros-
toru H bdzi.

Baze v prostoru H je tedy nejvyie spofetny linedrng nezavisly Gplny systém v H.
Je-li pfitom tente systém ortonormalni, nazyva se ortonormdlni bdze v tomto
prostoru.

Poznimka 6.8. K def. 6.22 lze ptipojit poznidmky (tykajici se pojmu tzv. Schaude-
rovy bdze atd.) zcela obdobné pozn. 5.4 a 5.5, str. 60.

Pozndmka 6.9. Z poZadavku linearni nezavislosti baze (6.36) vyplyva, Ze vybere-

me-li z ni libovolny konetny podet prvkl, je Gramay determinant, pfisluiny t€mto
prvkam, rizny od nuly.

Piklady bazi, ortonormalnich i neortonormalnich, byly uvedeny v piedchizejici
kapitole [systémy (5.14), (5.32), (5.33), (5.37), (5.38)].

Neni-li systém (6.36) ortonormalni, lze jej ortonormalizovat procesem, ktery byl
ukdzan v pozn. 5.6, str. 61. Pfitom taktc vznikly ortonormdlni systém je v H tuplny
pravé tehdy, je-li v H tGipIny systém (6.36),

Lze ukézat, Ze plati (viz napf. [27])

Vita 6.11. V kasdém separabilnim Hilbertové prostoru existuje b(}zé.z)

Na zakladg tcho, co jsme prave fekli o moZnosti tuto bdzi ortonormalizovat, plati
dokonce:

storu, jeho? dimenze je & (srov. pozn. 6.7, str. 77), tvoii kaZdych & linedrn nezdvislych prvkad bazi.

2y Myglenka dikazu tohoto tvrzeni je velmi jednoducha: Je-li H separabilni, existuje v ném
necjvyie spofetnd mnofina, hustd v H. Tuto mnoZinu uspofddime v posloupnost a vylkrtame
v ni &lenv. které isou linedarni kombinaci pfedchdzeiicich &leni.
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Véta 6.12. V kazdém separabilnim Hilbertové prostoru existuje ortonormdini
bdze.")

Snadno se ukdZe (vyplyvA to téméf pfimo z definice hustoty), Ze najdeme-li
v prostoru S, (nejvyie spodetnon) bizi, je prostor S, separabilni.

¢) Ortogondlni podprostory. Nékteré vlastnosti skaldrnibo soutinu

Definice 6.23. UvaZujme linedl N n&kterych prvka Hilbertova prostoru I, Zavedeme-li
na tomto linedlu stejrou metriku jako v H, stane se N metrickym prostorem. Je-li N
uplny prostor, nazyvame jej (Iineérm’m) podprostorem prostoru H.

Analogii v8ty 5.10, str. 64, je tato véta:

Véta 6.13. Prostor N je linedrnim podprostorem prostoru I prdvé tehdy, je-li
mnofina N uzavFend v H.

Definice 6.24. Rikame, ¥e prvek u € H je ortogondini k podprostoru N Hilber-
tova prostoru H, a pifeme
ul N,

je-li ortogonélni ke viem prvkiim tohoto podprostoru.

Véta 6,14, Nechi N je linedrni podprostor Hilbertova prostoru H. Pak kaZdy
prvek u € H lze, a to jednoznadné, rozloiit v soucet

(6.38) u=v+w,

kde ve N a w L N.

Prvek v nazyvame orfogondglni prajekei prvku u do podprostoru N. Viz také
piikl. 3.9, str. 64.

Pozniamka 6.10. Lze ukédzat, ¢ mnoZina viech prvkil w € H, ortogonéinich
k linedrnimu podprostoru N Hilbertova prostoru, je opét linedrni podprostor.
Oznatme jej K. O podprostoru K Fikdme, ¥e je ortogondini k podprostoru N, a piSeme
K L N. Vysledek v&ty 6.14 pak struéné charakterizujeme zapisem

(6.39) H=N®K

a fikdme, ¥e dany Hilbertiv prostor je ortogendlnim soudtem podprostori N a K,

1y Plati dokonce, jak lze o¥ekavat, je¥t& vice (viz napf. [27], [28], [30]): Je-li M hustd mnoZina
v separabilnim Hilbertové prostoru f, lze bazi (resp. ortonormilni bdzi) v H zkonstruovat
z prvkd télo mnoZiny.
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Prostor K nazyvame ortogondinim dopliikem podprostoru N v prosteru H. Pifeme
(6.40) K=H&oN.

Je-li N = H (tento pfipad nenf v def. 6.23 vylouZen), pak K obsahuje jen jediny
prvek, a to nulovy prvek prostoru H.

Uvedeme jest€ analogic vét 5.12 aZ 5.14 z kap. 5. V jejich formulaci uZijeme
zkraceného zapisu u, — u, v, — v, resp. a4, — a, vyjadiujictho, Ze posloupnost {u,,}
konverguje v Hilbertové prostoru H k prvku u, posloupnost {¢,} k prvku v, resp.
giselnd posloupnost {a,} konverguje k (reilnému) &islu 4.

Véta 6.15, Je-li u, > u, v, > v, pak (u,, v,) — (4, v).

Zejména tedy, poloZime-li v této vété v, = v pro kaZdé n, resp. v, =y, a v = u,
dostaneme tyto disledky véty 6.15:

Véta 6.16. Je-li u, — u, pak (u,, v) - (u, v) pro kazdé ve H.

Véta 6.17. Je-li u, —» u, pak |u,|| — [ju]].

DitleZit4 je i analogie véty 5.15:

Veéta 6.18. Je-li u € H ortogondlni ke viem prokim mnoZiny N husté v Hilbertovd
prostoru H, pak u je nulovy proek prestoru H.

d) Komplexni Hilbertiiv prostor

Pozndmka 6.11. V této kapitole jsme uvedli teorii tzv. rediného Hilbertova prosioru.
V nékterych pfipadech je uZitetné uvaZovat Hilbertiiv prostor s ,.komplexnimi*
prvky, které tvoifi linedl M nad t8lesem komplexnich &isel, kde tedy v (6.1)
(viz pozn. pod ¢arou na str. 68) jsou ay, ..., a, ¢isla komplexni. Typickym pfikladem
takovych ,komplexnich®” prvki jsou komplexni funkce redlné promé&nné, tj. funkce
tvaru

(6.41) u(x) = uy(x) + iuy(x},

kde u,(x) a u,{x) jsou redlné funkce v nékteré oblasti G a i je imaginarni jednotka.

Zde vznikaji n&které obtiZe. Méame-li zkonstruovat metricky prostor, jehoZ
metrika je indukovina skalirnim soudinem [viz (6.12), (6.13)], je tieba, aby &islo
(u, 1) bylo neziporné. Proto je pfedné tfcba na linealu M definovat skalarni soucin
vhodnym zpisobem. Kdybychom napf. pro funkce (6.41) definovali skalirni
soudin stejné, jako jsme to ucinili diive, tj. pfedpisem

(u,v) = Lu(x) v(x) dx
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[kde v(x} = v,(x) + iv,(x)], nebylo by &islo
(v, u) = IGuz(x) dx

v obecném piipadé nezdporné (nebylo by v obecném piipad ani redlné). Definujeme-li
viak

(6.42) . (u,v) = j u(x) ox) dx

kde

o) = 0,(3) i 0:0)

Je funkce komplexn€ sdruZend k funke o(x), je u(x) u(x) = ui(x) + 13(x) a &islo

(0.4 = [ [469 + 39 0+
¢
je nezéporné. Ctenaf ihned namitne, %e pak nebude splnén axiém (6.3),

(u, v} = (v, u),

nebof podle (6.42) je

kde jako obvykle pruhem oznatujeme hodnoty komplexné sdruzené. Lze ukizat,
Ze viechny obtiZe s tim spojené, Ize jednoduchym zphisobem odstranit, Zidame-li,
aby skalarni soutin (u, v) na linedlu M [v obecném piipad¥ s komplexnimi koeficienty
v {6.1)] byl definovén jako &islo (v obecném p¥ipadé komplexni), spliujici poZadavky
{axiomy)

(6.43) (4, v) = (v, 4},

(6.44) (a.8, + azty, 0) = a,(y, v) + a4y, v),
(6.45) (w.u)= 0,
(6.46) (,4)=0su=0v M.

Prvni z téchto axidmi je tedy odliSny od axiémil redlného Hilbertova prostoru.
S tim souvisi i n&€které zmény v algebfe skalirniho soutinu, nebof z (6.43) a (6.44)
napf. plyne :

{6.47) {u, av) = (av, u) = alv, u) = a(v, u) = a(u, v).
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Vzorec pro skalarni nasobeni z pozn. 6.3 je pak tfeba nahradit vzorcem

(ayu, + azy, azus + aguy) = a,ds(uy, us) + a,ds(u,, us) +
+ a@,(uy, uy) + adg(u,, tiy) .

Definujeme-li normu a vzdalenost vztahy (6.12) a (6.13), zistanou vlastnosti normy
i vzdélenosti, vyjadiené vztahy (6.14) aZ (6.23), nezménény a také teorie unitarni-
ho prostoru a teorie Hilbertova prostoru, vybudovana na téchto vztazich a uvedena
v pfehledu v této kapitole, zstdvad nezménéna,

Pokud se v dalim textu této knihy setkime s komplexnim Hilbertovym prostorem,
upozornime &tenafe, bude-li tato okolnost vyZadovat na nékterych mistech uréité
opatrnosti.

Kapitola 7
Neékteré poznamky k predch:izejicim kapitolam
Normovany prostor, Banachiiv prostor

Hlavnim cilem pfedchézejicich kapitol bylo vybudovani teorie Hilbertova prostoru,
s kterym se budeme v riznych formach v dalim textu neustile setkavat. Proto
jsme vy3li z pojmu linearni mnoZiny (lineélu) a zavedli jsme na ni skalarni soudin,
normu a vzdalenost; fadu pojmit a vysledkdl, t¥kajicich se metrickych prostori,
jsme uvedli jen pro tento linedrni pfipad. V této kapitole chceme aspoii ve struénosti
obratit &tenafovu pozornost k otizkam, které pojmy (popf. vysledky) Ize, resp. nelze
roziifit na prostory, které nejsou linearni. Ctenat, ktery se chee pokud moZno nej-
rychleji scznamit s variaénimi metodami v dalSich kapitolach, miZe tuto kapitolu
zatim vynechat.

Pii definici skalarniho soudinu v pfedchazejici kapitole jsme upozornili na to,
Ze je podstatné, aby mnoZina, na niZ skalarni sou¢in zavadime, byla linealem, maji-li
byt splnény viechny uvedené axidmy skalarniho soulinu. Nebof pfimo v téchto
axiémech mluvime o soudtu prvkil mnoZiny M a o jejich nasobeni libovolnym
redlnym &istem (a tim také o libovolné linedrni kombinaci t¥chto prvkﬁ). Pokud jde
o definici metrického prostoru, neni nikterak tfeba, aby metrika v ném byla ,,indu-
kovana® skalarnim sou€inem, a jiz na str. 29 jsme vidéli, Ze k tomu, abychom mohli
zavést na ngkteré mnoZing M metriku, nepotfebujeme, aby mnoZina M byla linealem.
TotéZ se tykd mnoha daldich pojmii (konvergence v metrickém prostoru, Gplnosti,
hustoty, separabilnosti atd.).

Definice, které zde uvedeme pro tento obecng&jdi pfipad, jsou téméf doslova stejné,
jako byly nami uvedené definice pro pfipad linearnich prostord, a stacilo by odkazat
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Stenafe na tyto definice s tim, aby v nich provedl jen formalni zmény (napf. aby
v nékierych definicich kap. 6 nahradil prostor S, obecnym metrickym prostorein).
Pokladdame v¥ak za munohem ucelndjsi uvést zde tyto definice a piistuiné zakladni
vysledky v prebledu, a to pFimo ve znéni, na které se budeme pozdéji odvolavat,

Definice 7.1. MnoZinu M nazyvame metrickim prostorem, jestlize pro kaidou
dvojici w, v jejich prvkil je definovéna vzdélenost g(u, v), kterd spliiuje tyto tzv.
axiémy metriky (u, v, z jsou libovolné prvky mnoZiny M):

(7.1) o(u,v) 2 0,

(7:2) o, v) =0eu=vv M,
(7.3) olu, v) = olv, 1),
(74) e(u, z) = o(u, v) + ofv. 2) .

Definice 7.2. Rikame, Ze posloupnost prvki , metrického prostoru P konverguje
v tomto prostoru k proku u € P, jestlize

(7.5} lim g(u,, u) = 0.

Piseme

(7.6) limu,=uv P
n— o0

a prvek u nazyvame limitou ncbo limitnim prokem posloupnosti {u,} v prostoru P,

Véta 7.1. Posloupnost {u,} mife mit v metrickém prostoru P nejuyie jednu

limitu.

Definice 7.3. Posloupnost prvkil u, metrického prostoru P se nazyva cauchyovskd
(fundamentdini} v tomto prostoru, plati-li
lim o(u,, u,) = 0;

m—+ o
n—+ o0

podrobng: Ize-li ke kaidému £ > 0 najit &islo n, tak, Ze je-li zarovefi m > ny, n > n,,
plati
ot 4,) < 6.

Véta 7.2. Kasdd posloupnost {u,}, kterd konverguje v metrickém prostoru P
k nékterému prvku u € P, je v tomto prostoru cauchyovskd.

Jak jsme vidéli v pfedchazejicich kapitolach, ne kaZda cauchyovska posloupnost
je v obecném metrickém prostoru P konvergentni.
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Definice 7.4, Metricky prostor P se nazyvé uplny, jestlize kazd4 posloupnost {u,},
cauchyovskd v prostoru P, konverguje v tomto prostoru k nékterému prvku u e P.

Poznamka 7.1. K metrickému prostoru, kiery neni Uplny, Ize zkonstruovat upiny
prostor, tzv. gplny obal daného prostoru, ptidanim tzv. idedlnich elementi. Pro
specidlni pfipad viz poméng jednoduchou konstrukei v kap. 10.

Definice 7.5. Bud é > 0. -okolim (-sférou) prvku u v metrickém prostoru P
rozumime mnoZinu viech prvkd v € P, pro n&Z plati

{1.7) olu, v) < 5.

Definice 7.6. Nechf N je nékterd mnoZina prvkit metrického prostoru P. Rikame,
Ze prvek u € P je hromadnym bodem mnofiny N v tomto prostoru, jestlize v kaZdém
libovolné malém é&-okoli prvku u leZi nekoneéng mnoho prvkll z mnoZiny N.

Hromadny bod mnoZiny N v prostoru P miiZe, ale nemusi patfit do N,

Véta 7.3. Prvek u meirického prostoru P je hromadnym bodem mnofiny N
v tomto prostoru prdvé tehdy, existuje-li posloupnost prokit u, € N, u, # u, kterd kon-
verguje v P k proku u

- Definice 7.7. MnoZina N, kter je sjednocenim prvkii mnoZiny N a viech jejich
hromadnych bodil v prostoru P, se nazyva uzdvér mneZiny N v tomto prostoru.
Je-li N = N (tj. patfi-li kaZzdy hromadny bod mnoZiny N do této mnoiiny), fekne-
me, e mnoZina N je v prostoru P uzaviend.

Véta 7.4. Necht' P je tipln) metricky prostor. MnoZina N < P s metrikou prostoru
P je sama uplnym metrickym prostorem prdvé tehdy, je-li v prostoru P uzavfend.

Srov. 1aké vétu 6.13, str. 81.

Definice 7.8. MnoZina N sc¢ nazyva hustd v metrickém prostoru P, plati-li N = P,
1j. je-li kazdy prvek prostoru P hromadnym bodem mnoZiny N v tomto prostoru,

Poznamka 7.2. Z této definice a z definice hromadného bodu plyne: MnoZina N
je hustd v P pravé iehdy, lze-li kaZdy prvek u € P s libovolnou pFesnosti aproximovat
proky z mnoZiny N, tj. lze-li ke kaZdému proku ue P a ke kaZdému ¢ > O najit
proek ve N tak, Ze o{u, v) < &.

Z def. 7.8 a z v&ty 7.3 dile plyne:

Véta 7.5. MneZina N je hustd v metrickém prostoru P prdvé tehdy, jestlife
ke kaZzdému proku ue P existuje posloupnost {u,} proks mnoZiny N, kterd kon-
verguje v prostoru P k proku u.
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Definice 7.9. Metricky prostor P s¢ nazyva separabiini, existuje-li v ném nejvyse
spoéetn'&’) mno#ina N, husti v tomto prostoru.

V zdvéru iéto kapitoly uvedeme jesté tuto definici:

Definice 7,10. Necht M je lineal. Ptitadme ka¥dému prvku u € M realné &islo ||u|,
tzv. normu prvku u, majici tyto vlastnosti (tj. spliiujici nasledujici tzv. axidmy
normy):

(7.8) Ju] z 0,
(7.9) [u] =0eu=0vM?
(7.10) Jau| = la] [«] pro katdé a, %)

(7.11) [!u_+ of < [lu] + |u| pro kazdé dva prvky u, v z linedlu M.

Lineal M, na n¥m37 je definovina norma s vlastnostmi (7.8) aZ (7.11), nazveme
linedrnim normovanym prostorem.
PoloZime-li v tomto prostoru

(7.12) o, v) = fJu — o],

ovétime snadno (pro specialni pEipad jsme to uéinili jiz v kap. 2), Ze o{u, v) spliiuje
vechny axiémy metriky. Prostor M s metrikou (7.12) je tedy lincarni normovany
metricky prostor.

Definice 7.11. Linedrni normovany metricky prostor, uplny v metrice (7.12),
se nazyva Banachiiv prostor nebo prostor typu B.

Ptikladem Banachova prostoru je prostor L,{G), obecngji kaidy Hilbertdv
prostor s normou [ju] = \/(w, u).

Pozndmka 7.3. Ze (7.11) snadno plyne (viz diikaz vity 2.2, str. 25) nerovnost

(7.13) Hull = Dell = Jla = o] -

Dile si viimnéme, e v prostoru s metrikou (7.12) je konvergence posloupnosti {u,}
k prvku u, charakterizovana vztahem

(7.14) lim [Ju, — uof| =0,

1) Tedy spocetnd mnoZina nebo mnoZina obsahujicl jen konedny pofet prvkil.
2y Tj. u je nulovy prvek linedlu AL

3) Redlné, resp. komplexni podle toho, jde-li o redlny, resp. komplexnf normovany prostor,
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cauchyovské posloupnost {u,} je charakterizovina vatahem
(7.15) im [u, — ] =0.

n—+ag

Odtud ihned plyne:

Véta 7.6. Je-li v prostoru s metrikou (7.12)

(7.16) hm u, = ny,

pak

{(7.17) lim [Ju,]| = ||u| -
R+ oo

Diukaz: Podle (7‘13) méame

= lofll = fue = uol],

uﬂ

odkud podle (7.14) plyne

lim fu,| — us|| = 0,
h=a

coZ impliknje (7.17).

Véta 7.7. Je-li v prostoru s metrikou (7.12) posloupnost {u,} cauchyovskd,
pak posloupnost {|u,l} pFislusnch norem je konvergentni.

Diikaz: Podle Cauchyovy - Bolzanovy véty [srov. (4.12), str. 42] sta&i dokazat,

¥e &iselna posloupnost {[|lu,[} je cauchyovska. Aviak z nerovnosti
el = fraall] = Nt —
a ze (7.15) okamZit€ plyne
lim {u,[| — ]| =0,
m—aoo
h=+ao)

co% znamen4, Ze {[|u,|} je cauchyovska posloupnost.

ProtoZe, jak zndmo, kaZda &iselnd konvergentni posloupnost je omezend, dosta-
vime jako disledek vét 7.6 a 7.7 tuto vétu:

Véta 7.8, Je-li v prostoru s metrikou (7.12) posloupnost {u,} konvergentni nebo
aspori cauchyouvskd, pak je omezend. Podrobnéii: Existuje ¢islo K takové, Ze

(7.18) || = K pro vsechna n .
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Kapitola 8

Operaitory a funkcionaly,
zejména v Hilbertové prostoru

V daliim textu budou stfedem nafi pozornosti rovnice tvaru

(8.1) Au =1,

kde 4 je urdity operétor, v aplikacich nejéastéji diferencialni operdtor, f je dany
prvek (zpravidla funkce uvaZovana jako prvek nékterého Hilbertova prostoru, napf.
prostoru L,(G)) a u je hledané feSeni. Abychom bliZe objasnili vyznam rovnice (8.1),
uvedme jedneduchy pfiklad.

Piiklad 8.1. UvaZujme rovinnou oblast G s hranic{ I'."} Oznalme, jako dfive,
G = G 4 I pfislu§nou uzavienou oblast a fe§Sme na oblasti G Dirichletiiv problém
pro Poissonovu rovnici, '

Pu u
8.2 At=—F — = !
(8.2) e T f(x, y)

(A je Laplaceiy operator),

(8.3) u=0 na'l.

O funkei f(x, y) zatim pfedpekladejme, Ze je spojita v uzaviené oblasti G.

Najit tev. klasické feSeni problému (8.2), (8.3) znamena najit funkci u(x, y),
ktera je spojiti v uzaviené oblasti G, spliiuje v {oteviené) oblasti G rovnici (8.2) a je
rovna nule na hranici I'. Vzhledem k tomu, Ze funkce f(x, y) je podle predpokladu
spojita v G, je pfirozené®) hledat FeSeni problému (8.2), (8.3) mezi funkcemi, které
patfi do CP(G) (tj. jsou spojité v G i s parcidlnimi derivacemi do druhého Fadu
vletnd, viz str. 15) a na I' jsou rovny nule. MnoZina téchto funkel tvofi (pii obvyklé
definici soudtu dvou funkci a nasobeni funkce konstantou) linedl — oznalme jej
M, —, nebot jsou-li u,, u, dvé& libovolné funkce z M, a ay, a, libovolna (redlna}
tisla, je funkee aju; + a,u, rovngZz z C?(G) a spliiuje podminku u =0 na I,
patfi tedy také do M,. Danou uiohu pak formulujeme takio: Mame najit takovou
funkei u z linedla M, kterd spliiuje rovnici

1) Podle toho, co jsme fekli v kap. 2, rozumime v této knize oblasti omezenou oblast s hra-
nici, popsanou v kap. 2 a piesné charakterizovanou v kap. 28 (oblast s tzv. lipschitzovskou hra-
nici}. e

2 } O t&chto otdzkach budeme podrobné miuvit v daldich kapitolich.
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Nebo jesté strutngji: Mame feit rovnict
(8.4) Au=f

na linedlu M,. V souvislosti s tim mluvime o linedlu M, jako o oboru, na n€mZ
operator A uvaZujeme, struéng jako o defini¢nim oboru daného operatoru. Na prvky
tohoto oberu pak aplikujeme operaci

2 2
Au = % + E{ 5
ox?  oy?
kterd kazdé funkci u € M, piifazuje funkei
(8.5) v = Au,

spojitou v G. MnoZina viech [unkci v, kterou dostaneme podle (8.5) pro viechny
funkce 1 € M, tvofi zfejm& opét linedl, oznaéme jej N. Lincal N nazveme oborem
hodnot daného operdtoru.

Poznamka 8.1. Je-li definiéni obor danéhe diferencialniho operatoru jiZ speci-
fikovan, sta& dany problém s okrajovymi podminkami zapsat jedinou rovnici

Au = f,

v na¥em prikladé rovnici {8.4). Tento zapis zahrnuje i okrajové podminky, které
jsou pravé zachyceny vhodnou volbou definiéniho oboru daného operatoru. V naSem
ptikladg, kdy Zlo o fefeni rovnice (8.2) s okrajovou podminkou (8.3), jsme za definitni
obor operatoru A zvolili lineal M,. Funkce z tohoto linedlu jsou rovny nule na hra-
nici T, a tedy jiZ spliiuji okrajovou podminku (8.3).

Po tomto struéném tvodu piikrodime k obecné definici operatoru.

a) Operitory v Hilbertové prostoru

Definice 8.1. Necht jsou diny dv& mnoZiny M, a M,. Rikime, 7c na mnoZin& M,
je definovan operdtor A, zobrazujici mnofinu M do mnofiny M,, je-li dan pfed-
pis, podle kterého je kaZdému prvku u e M; jednozna&né pfifazen urlity prvek
ve M,. Piseme

(8.6) v = Au.')
Mno#ing M, fikdme definicni obor operdtoru A. MnoZinu N viech v e M,, kterou

"dostaneme podle (8.6) pro viechna u € M, nazyvame oborem hodnot operdtoru A.
Oznadujeme ji R,.

1y V prdvé definovaném smyslu se ¢asto mluvi také o zobrazeni mnoiiny My do mnoiiny M,.

E 5 YOUR U . 14 P SRy, PSP P R ]
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Definice 8.2. Je-li R, = M,, fikAme, Ze operdtor A zobrazuje mnoZinu M, na
mnoZinu M,.

Zobrazeni mnoZiny M, na mnoZinu M, (kdy tedy je R, = M ,) je zfejmé specidlnim
ptipadem zobrazeni mnoZiny M, do mnoZiny M, (kdy zadime, jen aby byloR, = M 2)-

Definici 8.2 je zfejm& mozZno vyslovit v této ckvivalentni formé:

Definice 8.3. Rekneme, Zc operdtor A zobrazuje mnoZinu M na mnoZinu M,
jestliZe ji zobrazuje do mnoZiny M, a jestliZe ke kaZdému prvku ve M, existuje
aspoii jeden prvek u € M, takovy, 7e Au = v.

Protoze jednim z hlavnich kolt této knihy je scznamit &tendfe s pouZitim variad-
nich metod k Fefeni diferencialnich rovmic s okrajovymi pedminkami, budou
sttedem na$i pozornosti diferencialni operatory. Klasickym pfikladem operatoru,
ktery neni diferencidlni, je Stvercova matice A n-tého stupné, ktera podle pfedpisu

v = Au
piifazuje kazdému vektoru
Uy
u=|:
uﬂ

z tého linedlu. [Pfitom Au je obvykly soudin matic, viz napf. [35], str. 76, uvaZu-
jeme-li vektor u jako matici typu (n, 1).]

Je-li matice A regularni, je vztahem v = Au danoc zobrazeni linedlu V na lineal V.
Ke ka7dé regularni matici A existuje toti# inverzni matice A™* {viz napf. vétu 6
v [35], str. 77), takZe ke kaZdému v € ¥ existuje ue V (je u = A™'v) tak, Ze Au = v.

Priklad 8.2. Definitnim oborem operatoru A z pkikl. 8.1 je lineal M, funkci,
patiicich do C'®X(G) a rovnych nule na I'. Operéator A zobrazuje linedl M, do linedlu
M, funkci spojitych v G, nebot je-li u € M, je

v=Au = — + —
ox? oyt

funkce spojitd v G. Na tomto misté ncdovedeme rozhodnout, jde-li zZaroveii o zobra-
zeni na lineal M,. nebof zatim nevime, zda ke kaZdé spojité funkci v € M, lze najit
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funkci # e M, takovou, 7e¢ Au = v. [Ctenaf si snadno rozmysli, Ze tato otizka
je ekvivalentni otézce, méa-li DirichletGv problém (8.2), (8.3) feSeni u € M, pro kaZdou
spojitou pravou stranu fe M,.]

Definice 8.4. O dvou operitorech 4, B fekneme, Ze jsou si rovny, piseme 4 = B,
je-1i jejich definiénim oborem taZ mnoZina M a je-li zaroveii Au = Bu pro kazdé
ue M) .

K télo definici poznamenejme toto: Za definiéni obor Laplaceova operdtoru
z prikl. 8.1 jsme zvolili lineal M, funkci patficich do C*(G) a rovnych nule na hra-
nici I'. Takovy definiéni obor bylo vhodné zvolit k uéelu, ktery jsme sledovali, .
X hledéni fedeni uva¥ovaného Dirichletova problému (8.2), (8.3). Pokud jde o samotny
operdtor, ma smysl definovat jej i na jingch mnoZinach. Zvolme napf. za jeho definiéni
obor lineal N, funkei, které patti rovnéz do CV(G), které v8ak nemusi nutné spliiovat
podminku 1 = 0 na I'. Zfejm& kaZdd funkce u € M, patfi také do N,, aviak kazda
funkce u € N, nemusi patfit do M, nebof nemusi byt rovna nule na I’ (napt. nenulova
funkce konstantni v G). Linedl N, je tedy 3irSi neZ linedl M, tj. M, < N, a pfilom
M, #+ N,.Oznalme A operator A s defini¢nim oborem M;, B operator A s definiénim
oborem N,. Podle def. 84 je A # B, nebot uvedené definicni obory jsou riizné.
Pozdsji, aZ se budeme zabyvat pojmy symetric, pozitivnosti atd., uvidime, Ze uvedené
operitory A, B maji skuteCng podstatné razné vlastnosti.

Poznamenali jsme jiZ, 7e pro pravé uvazovany pfipad defini¢nich oborl M,,
resp. N,, operdlorli A, resp. B, plati M, = N,, pfiemi tato inkluze je ostra, ij.
M, + N,. Zaroveii pro kaZdé u e M, je

Au = Bu (=Au).

V takovém piipadé fckneme, ¢ operator B jo rozsifenim operdtoru A. Uvedeme
definici pro obecny piipad. V této definici pouZijeme oznaleni D,, resp. Dy pro
definiéni obor operatoru A, resp. B, které je v literatufe obvyklé a kterého budeme
bd7né pouiivat v dalSim textu.

Definice 8.5. M&jme operitory A, resp. B s definiénimi obory D, resp. Dg.
Je-li Dy = Dy (D4 % Dj) a plati-li ziroved

Au = Bu prokazdé ueD,,

fckneme, Ze operator B je rozsifenim operdloru A.
V souvislosti s touto problematikou poznamenejme na tomto misté jest€ toto:

Podle def. 8.1 je operator dan jednak svym definiénim oborem, kiery jsnie v citovane
definici ozna&ili M,, jednak operaci v = Au, kterou je dano zobrazeni mnoZziny M,

1y Rovnosti Au = Bu rozumime oviem rovnost prvkl Aua Buv mnoZiné M,, do niZ operd-
tory A, B zobrazoji mnozinu M. Je-li napf. M, = L,(G), mohou se funkce A« a Bu 1i8it v G na
mnoZiné miry nula,
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do mnoZiny M,. Je-li z textu jasné, o jaky definiéni obor operétoru A4 jde, vyjadiujeme
se &asto strutngji, i kdyZ nepfesn&. Napf. mluvime o operdtoru A, misto abychom
mluvili o operatoru 4, jehoZz definiénim oborem je uvaZovani mnoZina funkci a ktery
je dan na této mnoZing piedpisem v = Au..Tohoto struénc¢ho zpiisobu vyjadfovani
budeme Zasto poufivat, pokud ovem bude z piedchizejiciho textu jasné, jaky
defini&ni obor mame na mysli, aby nemohlo dojit k nedorozuméni.

V def. 8.4 jsme definovali rovnost dvou operatord, a to zpisobem velmi podobnym
tomu, jak se zavadi rovnost dvou funkei v klasické analjze. Obdobné zavadime
i soutet dvou operdtord. Urditou modifikaci potfebuje definice soucinu:

Definice 8.6. Scucet A + B a souéin AB operitorh 4, B s definiénimi obory D,
resp. Dy, je definovan vztahy

(8.7) (4 + Bu = Au + Bu,
(8.8) (AB)u = A(Bu).
Ptitom operitor A + B je definovan na priiniku obord D, a Dy, operator AB

na mnoZing D, téch prvki u € Dy, pro které je Bue Dy,

Poadavky kladené na definiéni obory operatorli A + Ba AB jsou zcela pfirozené:
V ptipadé operatoru A + B je defininim oborem priinik definicnich obortlt Dy a Dy
obou operatorti, tedy mnoZina prvku patficich jak do D, tak do Dy, nebof potic-
bujeme, aby mély smysl obé operace Au a Bu na pravé strang rovnosti(8.7). V piipadé
soutinu AB je defininim oborem D ,; mnoZina t¥ch u € Dy, pro které Bu leZi v defi-
nignim oboru D, operatoru A, nebot podle predpisu (8.8) je tfeba na prvek Bu
aplikovat pravé operator A.

Pozndmka 8.2. V obecném pfipadé je BA + AB, jak vyplyva jiZ z tohe, co bylo
feteno o definiénim oboru soudinu dvou operatoril. Ale ani kdyZ je Dpy = Dy,
nemusi platit B4 = AB, jak je vidét z tohoto piikladu:

Nech( V je lineal viech dvojrozmérnych vektort (srov. str. 68) a nechf

A=/1, 1\, B 1,1
2, —1 —1, 1
jsou matice zobrazujici V do V. Ztejm& je Dy = V, Dg = Vataké Dyg =V, Dga = V.
Ptitom (srov. napf. [35], str. 76)
0, 23,
3, 1

AB = 1, 1Y\. |
G I N

BA=/ 1, 0./ 1, 1\=(3 0\,
-1 1 7 1, —

S
It
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takZe AB =+ BA. (Napf. pro vektor

()
O]
0 C)

Operitory A4, B, pro které plati B4 = AB, se nazyvaji komutativni.

je

Definice 8.7. Operdtor A se nazyva prosty na svém defini€nim obora D, jestliZe
pro kaZdé dva prvky u;, + u, z D, je

(8.9) Auy #* Au, .

Srov. oviem poznamku pod &arou na str. 92,

Pozndmka 8.3. UvaZujme operator 4, zobrazujici mnoZinu M, na mnoZinu M i
a pfitom prosty na mnoZiné M,. Z definice zobrazeni mnoZiny M, na mnoZinu M,
(viz def. 8.3) plyne, Ze kazdému prvku v € M, odpovida aspoti jeden prvek we M,
takovy, Ze Au = v. Z pfedpokladu, Ze operator 4 je na mnoZiné M, prosty, plyne,
Ze kazdému v € M, odpovida dokonce pravé jeden prvek we M, takovy, e Au = v.
Nebof kdyby mu odpovidaly dva rizné prvky‘) iy, Uy, platilo by

v = Au; = Au,

ve sporu s pfedpokladem (8.9). Tato vlastnost prostého zobrazeni na mnoZinu vede
k této duleZité definici:

Definice 8.8. Necht operator 4 zobrazuje mnoZinu M, na mnoZinu M, a nechf
je prosty. Operator B, ktery ptifazuje kaZdému prvku v € M, prave ten prvek u € M,
pro ktery plati v = Au, se nazyva operdtor inverznf k operdtoru A. Oznateni 471,

Z definice zfejmé€ plyne, Ze pro viechna u € M, a pro viechna v e M, plati
(8.10) A 'Au =u, A4 'v=1r.
Priklad 8.3. Uvaiujme operator 4 z piikl. 8.1, 1. operator A s definiénim oborem

M, jehoZ prvky tvofi funkce z C®)(G) rovné nule na I'. Jako v citovaném p¥ikladd
oznafme obor hodnot operatoru A symbolem N. Piimo z definice oboru hodnot

1y Nebo vice takovych prvki.
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operitoru A plyne, e operator A zobrazuje linedl M, na linedl N. Tvrdime, Ze toto
zobrazeni je prosté. Tato okolnost vyplyva z véty o jednoznagnosti feSeni Dirichletova
problému (8.2), (8.3) {viz [35], str. 733).") Kdyby totiZ k nékterému v € N existovaly
dva rtizné prvky uy, u, z M, tak, Ze by platilo Ay, = v, Au, = v, m&l by Dirichletiv
problém

(8.11) Au=v, u=0nal

dv& rtzna fefeni u,, u, z M,, ve sporu s citovanou vétou. UvaZovany opcrator
je tedy prosty. Podle pozn. 8.3 odpovida tedy kazdému ve N pravé jedno u € M,
tak, ¥e Au = p. Existuje tedy inverzni operator 4~', pfifazujici kaZdému ve N
prislugné feSeni u Dirichletova problému (8.11). Jak jsme se jiz zminili v pfikl. 8.2,
neméme na tomto misté moZnost rozhodnout, patfi-li do N v¥echny funkee, spojité
v uzaviené oblasti G, tj. ma-li Dirichletiiv problém (8.11) FeSeni u € M pro kaZdou
pravou stranu v, spojitou v G.

Definice 8.9, Operator A se nazyva linedrni, je-li jeho defini®nim oborem D,

lineal a plati-li pro libovolné prvky u,, ..., %, 2 D4 a pro libovolna (realna) Cisla
Bygniidy
(8.12) Alau, + ... + au,) = a,Auy + ... + a,du,.

Definici 8.9 Ize vyslovit v této z¥ejmé ekvivalentni formé:

Definice 8.10. Operator 4 se nazyva linedrni, je-li jeho definiénim oborem D,
lineal a plati-li '

(8.13) 1. A(au) = adu pro ka¥dé u € D, a pro kazdé (realné) &islo a,
(8.14) 2. A(u, + uy) = Auy + Au, pro viechnau, € Dy, u, €Dy

Nebof ziejmé z (8.12) plynou (8.13) a (8.14) jako specidlni pfipady. Naopak,
plati-li (8.13) a (8.14), je pro kazdé u, € Dy, u, € D, a pro libovolna redlna &isla
ay, 4z

Alauy + asus) = Ala,u,) + Alaru;) = a,4u, + aAu,,

odkud ihned (diikaz napt. indukei) plyne (8.12).

Ptikladem lineArniho operitoru je operator 4, dany na lincalu CWq, b) (viz
str. 15) predpisem
Au = % :
dx |

1y Pozd&ji (viz vEtu 9.1, str. 120) dokd¥eme jednoznatnost fefeni jinym zpisobem, neopiraji-
cim se o v&ty klasické teorie parcidlnich difersncidlnich rovnic.
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nebof pfedngé mnoZina C“(a, b) je zfejme linedl, a za drubé ze zndmych pravidel
o derivovani plyne

A(au)=fl—(-a—u—)= ad—u= a Au,
dx dx
Aoty o d{uy + u,) o duy £ %: Auy + Au, .

dx dx dx '

Linearni operatory maji, jak uvidime, velmi dalezZity vyznam v aplikacich.

Poznamka 8.4. Na zaklad¥ vlastnost (8.13), (8.14) linedrniho operatoru A lze |

snadno ukézat, Ze obor R, jeho hodnot je opét linedl. Mimoto je zfejmé [stadi
v(8.13) pst a = 0], Ze nulovému prvku linealu D, odpovida nulovy prvek linedlu R,
tj. e A0 = 0 v R,,. Bxistuje-li dale k linedrnimu operatoru A inverzni operator A™!
{definovany na linedlu R,), pak A7' je v R, také linedrni operitor. Nech( totiZ
a je libovolné reilné &islo a_necht v, v, jsou libovolné prvky z R,. Mame ukazat,
Ye plati A '(av,) = aA " vy, A7 (v, + v;) = A7 v, + A7 v,. Jak plyne z definice
inverzniho operatoru, je

A, =u;, A7, = u,,
kde u,, u, jsou prvky z DA’ jednozna¢n® urfené danymi prvky vy, v, € R, takové, Ze
Auy = v, Au;, =v;.
Ale A je linearni operétor, takZe
Alau,) = aduy = avy, A(u, + ;) = Au; + Au, = v, + v, .
Odtud a z (8.10) plyne
A~ av) = A7 A(au,) = auy = ad oy, Ao, +0,) = A7 A, +up) =
=u +uy=dA v + Ay,
&m? je linedrnost operatoru A~ na linealu R, dokdzina. ;

Z linearnosti operatoru A~ 'mimo jiné plyne: Existuje-li k linearnimu operatoru
inverzni operator 47!, pak nulovému prvku linedlu R, odpovidd nulovy prvek
lincale D, tj. plati A710 =0 v D .

Casto je uZitetna tato vita:
Véta 8.1, Nechi operdtor A je linedrni v linedlu D, a necht R, je obor jeho

hodnot. Pak k operdtoru A existuje inverzni operdtor A~ pravé tehdy, jestlife
plati !

(8.15) Au=0 v Ry=u=07v D,.
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Diikaz: 1. Necht k operatoru A existuje inverzni operator A7, jehoZ definiénim
oborem je tedy lineal R ,. Necht u je n&jaky prvek linedlu Dy, pro ktery plati

(8.16) Au =0 Ry.

Z (8.16) plyne A~ 'Au = A7'0 = 0 v D, (srov. pfedchazejici poznamku), odkud
podle (8.10) jeu = O v D,.

2. Necht naopak plati {8.15). Mame dokézat, Ze k operatoru A existuje v R,
inverzni operator A~1. K tomu telu sta&i dokézat, Ze zobrazeni linealu D na lineal
R, je prosté, tj. Ze plati

u, + u, = Au; * Au, .

Kdyby viak prou, & u, bylo Au, = Au,, bylo by, jak plynezlincarnosti operaforu 4
Alu, —u) =0 a ug —u, +0,

co je ve sporu s (8.15). Tim je vé&ta 8.1 dokdzana.

Tedy poZadavek, aby zobrazeni linedlu D4 na linedl R4 bylo prosté, coZ je posta-
Zujici podminka k existenci inverzniho operétoru, stati v piipadé linedrniho operatoru
wnahradit“ pozadavkem (8.15). Tato skutefnost fasto znacne ziednoduiuje nékteré
uvahy.

V dalgim textu se budeme zabyvat predevsim linedrnimi operatory, zejména
v Hilbertové prostoru. S t8mito operatory se fotiz v nasi knize nejéastéji setkame.
Uka¥me viak aspofi jeden pfiklad operatoru, dileZitého zejména v problematice
numerickych metod, ktery v obecném pfipadé neni linearni:

Necht P je metricky prostor s metrikou g. Operitor 4, zobrazujici prvky tohoto
prostora opét do prostoru P (tj. zobrazujici mnoZinu prvki prostoru P do téze
mnoZiny) se nazyva kontraktivni (komrahujinf) v tomto prostoru, existuje-li takove
tislo &, 0 < o < 1, %e pro kazdou dvojici prvki x, y € P plati

o{Ax, Ay) £ «olx, y).

Kontraktivni operator tedy ,,zkracuje vzdalenost®, odtud jeho jméno: Vzdilenost
obrazfi Ax, Ay je menéi, a to dokonce nejvySe «-krat vetsi, neZ vzdélenost vzorl x, y.

‘Pro kontraktivni operatory plati nésledujici véta, kterou uvedeme bez dikazu,
nebof ji v nadi knize nikde nepouZijeme. Diikaz najde Etenaf napf. v [26], str. 47.

Vita 8.2, (Banachova véta o pevném bodé, véta o kontraktivnim zobrazent.)
Nechf A je kontraktivni operdtor v tiplném metrickém prostoru P. Pak rovnice

x = Ax
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md v prostoru P prdvé jedno fefeni, tj. existuje prdvé jeden proek u € P, pro ktery
plati u = Au. Tento prvek je moZno ziskat jako limitu posloupnosti proki x,€ P,

u =limx,,

kde

x,,+1=A.x,,, n=1,2,...,

pFidem¥ proek x, € P lze zvolit libovolné.

Za piedpokladu, Ze operdtor A je v P kontraktivui, plyne tedy z véty 8.2 pfedng
existence a jednozna&nost feSeni rovnice x = Ax. Véia 8.2 viak dava zaroveil navod,
jak ziskat feSeni této rovnice iteranim postupem, tj. jako limitu ,,postupnych
aproximaci* x,. To je dileZité v numerickych metodach v nejrozmanitéjich matema-
tickych disciplinach. Jednu z nejjednoduisich aplikaci ma Banachova v&ta v linedrni
algebie, pti Tedeni soustav linedrnich roynic tvaru

x=Bx+4+C
s ,,malou® matici B. Pak je totiZ operator A, dany vztahem
Ax =Bx + C,

koniraktivni na mnoZiné uvaZovanych n-rozmé&rnych vektori, na niZ je zavedena
nékterym z b&Znych zpusobii metrika (pro kontraktivnost operatoru A staci, spliiaje-li
piisluina norma matice B vztah |B]| < 1) a je moZno pouZit zmin&né itera¥ni metody,
které je v tomto pfipad& zndma jako Ritzova (prosta) iterace. Viz napt. [35], str. 947.
Viz také pfiklad aplikace véty 8.2 k feSeni nelinedrnich integralnich rovnic v [35],
str. 830, 831. Viz také [9].

V dalgich kapitolach se budeme setkavat nejéastéji s operitory v nékterém Hilber-
tové prostoru H. Pitjde o operatory 4, B, ..., jejichZ definiénimi obory budou n&které
podmnoZiny prostoru H (ve specidlnim piipad® cely prostor H) a které zobrazuji
tyto podmnoZiny do téhoZ Hilbertova prostoru. Defini¢ni obory t&chto operitort
budeme znatit, jak jsme se jiz zminili, symboly D,, Dy, ..., obory hodnot téchto
operatorlt symboly R4, Rg, .... ProtoZe jde o zobrazeni mnoZin D,, Dy, ... do
prostoru H, le?i mnoZiny R, Ry, ... v H. Poznamenejme pfitom, Ze mnohé z definic
i vét, které v této kapitole vyslovime pro tento specialni pfipad, 1ze pfenést na pfipady
obecn&jsi, nap¥. na piipad, kdy uvaZovany operitor zobrazuie urlity metricky
{pop¥. normovany) prostor do jiného metrick¢ho (resp. normovaného) prostoru, apod.

V daldim textu této kapitoly piijde tedy o uréity pevng dany Hilbertiiv prostor H
a o vydetfovani opertorti 4, B, ... s definiCnimi obory D, Dy, ..., leZicimi v H,
a s obory hodnot R, Rg, ..., leZicimi v témZ prostoru H. Stru¢né budeme mluvit
o operdtorech v Hilbertové prostoru.
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Pfipometime, Ze norma v Hilbertové prostoru H je déna vztahem
lul = i )

o(w. v) = |l — o] .

a metrika vztahem

Zavedenim metriky je, jak vime, dana i konvergence v tomto prostoru a symbol

limu,=u v H
n—+ o

znamena totéZ jako
lim g(u,, u) = 0,

n=+a
tj. totéZ jako
' lim ||u,, — u|| =0.
R+ o
Rovnici
u=0v H

zapisujeme, Ze u je nulovym prvkem prostoru H.

Definice 8.11. Operator I sc nazyva jednotkovy operdtor, piifazuje-li kaZzdému
prvku u € D; opét tentyZ prvek u. Operator O nazveme nulovym operdiorem, pii-
fazuje-li kazdému u € D, nulovy prvek prostoru H.

Jednotkovy operitor je tedy charakterizovan vztahem

Iu = u proviechna ueD,
nulovy operitor vztahem

Ou=0v H proviechna ueD,.

Definice 8.12. Operator A se¢ nazyva spojity v bodé uy € D, jestliZe pro kaZdou
posloupnost prvkid u, € D4, pro kterou je

mu, =uy v H,

plati
lim Au, = Aug v H

H* o
{tj. lim “Au,, - A“o” = 0). Je-li operator 4 spojity v kaZdém bodé svéhe defini€niho
oboru D,, fekneme, Ze je spojity v D .
Trivialnim p¥ikladem spojitého operitoru je jednotkovy operdtor v H (vizdef. 8.11),
nebot v tomto pfipadg ze vztahu

limu, =ug v H

n—+on
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plyne
limlu, =limu, = u, = Iu, v H.

L Al R oo

Jednoduché kritérium pro spojitost lingArnich operator uvedeme ve vEt€ 8.3.

Definice 8.13. Operitor A se nazyvi omezeny (ohranideny) ve svém definiénim
oboru D, lze-li najit takové &islo K = 0, Ze pro viechna « € D, plati

(8.17) | Au < Kllw] -

Nejmen?sil) z &isel K, pro néZ je splnén vztah {8.17), nazyvame normou operdtoru A.
QOznadceni ||A||

Z¥ejmé plati
[Aul| < |4] |#]| prokaidé ueD,.

Priklad 8.4, Necht K(s, x) je {realn4) funkce integrovatelni s druhou mocninou
ve &tverci @ (0 € x £ 1, 0 £ 5 £ 1). Oznalme

1 p1
I JKZ(s,x)dsdx =C* (C>0).
oJdo

Uvazujme v Hilbertov& prostoru Ly(0, 1) operdtor A, dany pfedpisem

1
(8.18) oG J Rl ATl

4]
7 teorie Lebesgueova integralu je zandmo, %e za uinénych predpokiadd [K € L,(0Q),
u € L;(0, 1)] je pfedn& funkce K(s, x) pro skoro vechna s€<0, 1) integrovatelna
s druhou mocninou jako funkee promgnné x | takZe integral (8.18) existuje v intervalu

{0, 13 pro proménnou s skoro viude] a za druhé, Ze o(s) € L,(0, 1). Dale pro kazdé s,
pro které je K(s, x) € L,(0, 1), plati podle Schwarzovy nerovnosti (str. 38)

= ( I 'K (s, %) u(x) dx)z < J:Kl(s, e .fu=(x) i

o 0

J:vz(s) ds < '[: (J‘:Kl(s, x) dx 'J}z(x) dx) s

- r j Ko 5) dedls .ruZ(x) dx

0,J0 0

Qdtud plyne

1y Lze dok4zat, Ze toto ngjmensi &slo skutedné existuje.
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&ili

Io)Z.0.00 = C?lullZaco,n) 5
f.

[ Au]|rac0.00 = Cll#] Laco.1s -

Operétor (8.18) je tedy v Hilbertové prostoru L,(0, 1) omezeny. ProtoZe v (8.17)
miZeme za konstantu K vzit &islo C, plyne pro normu |4 | operatoru 4 odhad

4] < c.

Priklad 8.5. Uvafujme v Hilbertové prostoru L,(0, 1) lineal D, = C"X0, 1}
(str. 15) a definujme na tomto linedlu operétor 4 vztahem
d
Ay =8,
dx
Tento operator neni na linedlu D, omezeny. Abychom toto tvrzeni dok4zali, stadi
dokazat, 7e neexistuje konstanta K takova, Ze plati

(8.19) | 4% 10,1y < K[ zs0,1) Pro viechna wue D,.

Predpokladejme naopak, 7e takovd konstanta K existuje a dojdeme ke sporu.
UvaZuyme funkci

(8.20) {x) = sin nux (n pfirozené) .

Z¥ejmé je ve D,. Dale je
Av = nmcos nnx .

Podle definice normy je dale

! 1
I!UHLI(O 1n= \/J. sin® nnx dx = \/_ ,
j : :
1
[4v] 20,1, = \/J‘ nin? cos? nex dx = nn J% !
1]

Zvolime-li tedy funkci (8.20) takovou, e nt > K, dostaneme spor s pfedpokladem,
Ze (8.19) plati pro kazdou funkci z lingdlu D,.

Neomezenost je nejen vlastnosti operitoru A z pravé uvedeného piikladu, ale
je typickou vlastnosti diferencidlnich operatorii. Tato skuteSnost zpisobuje, jak
znémo, v teorii diferencialnich rovnic (obydejnych, zejména viak parcidlnich) s okra-
jovymi podminkami podstatné obtiZe. Jak tyto obtiZe pfekonat, pozname v daliich
kapitolach. '

Je-li opertor A linedrni, je mezi spojitosti a ohranifenosti operatoru jednoduchy
vztah:
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Viéta 8.3. Nechf A je linedrni operdtor v Hilbertové prosioru H, zobmzujisf.

linedl D, = H do H. Je-li operdtor A omezeny v D4, pak je v D 4 i spojity.

Dukaz: DokdZeme, Ze A je spojity v libovolném bodé u, svého defini€nibo
oboru D, &im# bude dikaz proveden. Podle def. 8.12 mame dokazat, 7e pro libo-
volnou posloupnost prvki u, € D, konvergujici v H k prvku u, € D, je

lim Au, = Aug,

&ili, coZ je totéz, Ze je

(8.21) lim | Au, — Aug]| = 0.

n—+o

Ale operator A je podle pfedpokladu linedrni, takZe
(8.22) Au, — Aug = A(u, — ug) ,
a je dale omezeny, tedy {viz str. 100)

(8.23) | A, — uo)] < J4] - [ — wo]

]

kde | 4[] je norma uvaZovaného operatoru (viz def. 8.13). ProtoZe posloupnost {u,}
konverguje podle pfedpokladu k prvku u,, tj. plati
lim [ju, — #o| =0,
plyne z (8.23)
lim | A(u, — uo)] =0,

Hron

odkud podle (8.22)
lim [|Au, — Auo| = tim [|A(u, — %) =0,

coZ jsme méli dokdzat.

Plati i nasledujici v&ta, obracend k v&& 8.3; tuto vétu uvedeme bez dukazu,
nebot ji nebudeme v daliim textu potfebovat:

Linedrni operdtor A, zobrazujici svitj definicni obor Dy = H do H a spojity
v Dy, je v D, omezeny. '

b) Symetrické, pozitivni a pozitivng definitni operdtory. Véty o hustoté

V dalg{m textu budou mit dileZity vyznam symetrické, pozitivai a pozitivng definitni
operatory. NezZ sc sezndmime s t¥mito pojmy, uvedeme nékteré véty, které budeme
jednak p¥imo potfebovat, jednak ndm budou uZitetné v dalSich kapitolach. Pujde
0 tzv. véty o hustotd (véty 8.5 a 8.6) a o Greenovu vétu pro funkce vice proménnych.
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Piipomeiime (viz str. 15), Ze symbolem C*XG) oznaZujeme lineal viech (realnych)
funkci, spojitych vSetnd derivaci viech ¥adii v G. Symbolem C§{®XG) [v literatute
se &asto pouZiva i oznadeni 2(G)] budeme znagit lineal téch funkci 2 C““(G), které
jsou rovny nule v uréitém okoli hranice oblasti G [tato okoli mohou byt pro riizné
funkce z C§™X(G) rtiznd]. Funkce z linedlu C§™(G) jsou v literatu¥e zndmy pod
nézvem funkce s kompaktnim nosicem v G. P¥itom nosidem funkce ¢(x) v oblasti G,
oznaleni supp ¢'), rozumime uzavér (v prostoru Ey) mnoZiny t&h bodd x € G,
pro n&% je ¢(x) # 0. Tedy ¢ € C5”)G) znameni, Ze ¢ € CNG) a

supp @ < G.

ProtoZe supp ¢ je podle definice uzaviend mnoZina a leZi podle pfedpokladu v ote-
viené oblasti G, ma od hranice I’ této oblasti kladnou vzdalenost. Tuto okolnost
jsme charakterizovali struéné tim, Ze jsme fekli, Ze funkce ¢(x) je v urditém okoli
hranice rovna nule.

ulx)

3 -2 4 o iz 3 x
QObr. 6.

Pro N =1 je pfikladem funkce s kompakinim nosiem v intervalu (—3, 3)
funkce dana v tomto intervalu pfedpisem

= e V4= pro xe(-2,2),
0 vngintervalu (—2,2),

a zndzorn¥na graficky na obr. 6. Tato funkce ma piednd v intervalu (—2, 2) ziejmé
spojité derivace viech ¥add. [To plati oviem i v intervalech (2, 3) a (=3, —2), kde
je identicky rovna nule.] Mimo to lze pfimym vypoStem bez obtiZi ov&fit, Ze limity
zprava v bodé x = —2, resp. zleva v bod& x = 2, funkee #(x) i vSech jejich derivaci
jsou rovny nule (coZ oviem plati i pro limity zleva v bodé x = —2 a zprava v bod¥
x = 2). Funkce u(x) ma tedy skutein& v intervalu (—3, 3) derivace viech Fadi.
Mimoto je ziejmé supp u = {—2, 2), takie supp u = (-3, 3). Funkce u(x) je tedy
skutetné funkce s kompaktnim nosi¢em v intervalu (-3, 3).

Viimnéme si nyni pfipadu N = 1 podrobnéj.

UvaZujme nejprve funkci (g, x, t) definovanou pfedpisem

g2 - (x— 132
e~ Lite? = (x=1)1]

¥(o, x, t) = {0

pro |x—t|<g,
pro |x—t 2o,

1y Z angl. support.



104 L. AILRERTUV PROSTOR

kde g je pevné dané kladné &islo. Podobn? jako v piipadé priv€ uvaZované funkce
u(x) se ukaze, Ze pro kazdé pevné x € (— o0, +oo} mé funkee yfe, x, 7) (jako funkce
proménné ¢) v intervalu (—co, +co) derivace viech Fada, pficem? je (o, x, H+0
jen v intervalu (x — g, x + o). (TotéZ oviem plati pro funkei ¥ jako funkei pro-
ménné x p¥i kaZzdém pevném 1.)

Oznaéme (stile p¥i pevném x)
T tper—e-0n gy [ et gy —
e di=1] e dz = klo) .

-

(8.24) J' )i~ J
e o
(PoufZili jsme substituce t — x = z.) Z vysledku je zfejmé, Ze dany integral nezdvisi
na x. Funkce
Yle x, 1)
h(e)

oo, x, 1) =

pro kterou na zakladg (8.24) zfejmé plati

(8.25) J+m¢(g, %, )t =1,

-

se nazyva regularizujici jddro. Divod pro tento nazev vyplyne z nasledujiciho textu:

UvaZujme libovolnou funkei u € Ly(a, b). ProdluZme tuto funkei nulou na cely
interval { —co, +0) [takZe v intervalech (— o0, a), (b, + o0} bude u(x) = 0] a uva-
Zujme integral

ule, x) = J“j u(t) ofo, x, 1) dt,

kde g je dané kladné &islo.

Z definice funkee #(f) a z vlastnosti funkee ¢(g, x, ¢) je pfedné ziejmé, Ze funkce
u{e, x) bude identicky rovna nule pro vSechna x, leZici vnd intervalu {a — g, b + @).
Protoze dale funkce ¢{g, x, 1) je velmi hladka, lze ofckavat, Ze i funkce #(e, x) bude
velmi hladkd. Vzhledem k (8.25) Ize dale olekévat, Ze kdyZ Cislo g > O bude velmi
malé, bude se funkee u(p, x) v intervalu <a, b ,,;médlo* liSit od funkce u(x). Tyto
obekivané vlastnosti funkce u(o, x) precizuje tato véta (viz [42], str. 219 a 222):

Vita 8.4. Funkce p{g, x) md v intervalu (—oo, + o0} derivace viech Fddii, pficemz
vné intervalu (¢ — o, b + 0) je ule, x) = 0.') Mimota plati

(8.26) ilﬂr.l(lj ,u(g x)=u(x) v Lya,b}.

1y TakZe (o, x) je funkce s kempaktnim nosifem napi. v intervalu (@ — 2¢, & + 2o).
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Doki¥eme nyni nasledujici v&tu ,,0 hustot&”, které v daldim textu mnohokrat
pouZijeme. Nejprve viak uvedme jedno zndmé tvrzeni o funkcich z L,(a, b), viz
napt. [32]:

Necht u € Ly(a, b). Pak ke kaZdému n > O lze najit takové 5 > 0, Ze plaii

(8.27) ruz(x) dx < n,

jakmile interval {c, d) leZi v intervalu {a, b} a jakmile je

]d—c|§6.

Viéta 8.5. Linedl C5™(a, b) je husty v Ly(a, b).

Diikaz: Méme dokdzat, ¥e ka¥dou funkci w € Ly(a, b) lze v prostoru Ly(a, b)
s libovolnou presnosti aproximovat funkcemi z linealu C§™(a, b). Piesngji, Ze
ke kaZdé funkci u € L,{a, b) a ke kaZdému ¢ > 0 existuje funkce v e Cf,“’)(a, b) tak,
Ze plati
[# = ooy < &

Necht tedy funkce u € L;(a, b) a &islo ¢ > 0 jsou dény. Oznaéme
52
n= g :
K tomuto # Ize podle (8.27) najit takové 6 > 0 [6 < (b — a)/2], Ze plati

+& b EZ

(8-28) r #¥(x) dx + .[ wix)de < 2n=—.
& b—-3 4

Nechf z(x) je funkce definované v intervalu (a, b) pfedpisem

os) = u(x) pro xeda+4,b—3d),
0 pro xela,a+38)axe(b—34,b>.

[ Tedy funkee splyvajici s funkei u(x) v intervalu (a, b), s vyjimkou é-okoli bodu a, b,
kde je identicky rovna nule.] Ziejm? je z € L,(a, b) a

4G3) = 2o = j:[um — ()] dx = j" ) j "<t

b—4

podle (8.28), tak¥e

[(x) = 2(x) | Laery < Z g



106 I. HILBERTOV PROSTOR

Zvolme g > 0 a sestrojme k funkei z{x) funkci v(g, x),

(g, x} = '{ (1) oo, x, t) dt,
podobné jako jsme na str. 104 sestrojili funkei (g, x) k funkei u(x). Tato funkce mé,
_ podobné jako citované funkee p(g, x) z véty 8.4, pro viechna x e (— o0, +o0) derivace
viech Fadi. ProtoZe funkee z{x) je identicky rovna nule v intervalech (g, a + ).
(b — 3, b, pak mimoto pro kazdé g < & bude funkee v(g, x) funkce s kompaktnim
nosidem v intervalu (a, b) (obr. 7).

zix)

i
¢ 1

o, x{,"

i = b;& b-S+0 b x
a a+d—¢ avd i

|
5 2
JELEVERERANY &)

Obr, 7.
Podle (8.26) Ize k &islu &f2 najit takové go > 0, Ze pro kazdé Kladné ¢ < g plati

£

ﬂ V(Q’ x) i z(x)”r,z(a,b) < 5

Bude-li zaroveti gy < 4, bude, jak jsme se pravé zminili, funkce
{8.29) e, x), e<eo,

funkce s kompaktnim nosiem v intervalu (a, b'), tj. bude

(8,3(}) vig, x)e C(Om)(a, b) .

Zaraveii viak bude platit

(=) — vles Yatas = lulx) = 2(3)|roiem +

+ ”Z(X) = \'(Q, x)“i'_z[a,f,; < % + ;- = g.

Za hledanou funkci v € C{™(a, b) stali tedy zvolit funkci (8.29).
Tim je diikaz véty 8.5 proveden.

Obdobnym postupem lze dokdzat analegickou vé&tu pro funkee vice proménnych:

Vita 8.6. Necht G je oblast s lipschitzovskou kranici. Pak linedl C§™(G) vech
funkef s kompaktnim nosicem v G je husty v Ly(G).

ORI e

3
i
!
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Poznimka 8.5. Z véty 8.5 napf. plyne, Ze linedl N viech funkci u(x), které jsou
v intervalu {a, b) spojité vietné derivaci prvniho a druhého Fadu a spliinji podminky
u(a) = 0, u(b) = 0, je husty v L,(a, b), nebotf linedl N zfejmé& obsahuje viechny
funkce z linedlu C§*(a, b). Lze-li tedy kaZdou funkci f & L,(a, b) aproximovat s libo-
volnou pfesnosti [v metrice prostoru L,(a, b})] funkcemi z linedlu C{"Ya, b), Ize
je tim spife aproximovat s libovolnou pfesnosti funkcemi z linedlu N [kterych je
L, vice* ne# funkei z linedlu Cf,w](a, B)].

TotéZ oviem platii pro lineal P t&ch funkei, které majf vlastnosti funkei z linedlu N
a spliwgji obecn&f podminky

cyufa) + c;u{a) =0, e;u'(h) +cqu(t) =0,

kde aspori jedno &islo v kazdé z dvojic (cy, <), (ca, €4) je riizné od nuly [tedy napf.
podminky
w'(a) — 2u(a) =0, wu{b)=0].

Také tento linedl obsahuje viechny funkce z linealu C5*(a, b), nebot kaZda z funkci
u € C{*Xa, b) ma v intervalu {a, b) spojité derivace dokonce viech Fadi a je v okoli
boddl a, b identicky rovna nule, takZe plati

w(a)=0, ula)=0, w{b)=0, u(b)=0.

Obdobné dhsledky plynou 1 z véty 8.6. Napf. linedl @ viech funkci, které jsou
spojité v G s parcidlnimi derivacemi do druhého fidu vdetng a spliiuji na hranici I’
podminku

w=10,

je husty v L,(G). TotéZ plati pro linedl R funkef obdobnych vlastnosti v G, spliiujicich
na I' podminku

g

e + ecu =0,

dv
kde v je vnéj$i normala hranice I'; ¢ je bud konstanta, kterd miuiZe byt popt. rovna
nule, nebo funkce dana na hranici I', nebof linedly Q a R obsahuji linedl C5*(G),
jehoZ prvky u(x) zfejme spliiuji dané podminky.

Pozndmka 8.6. Na uvaZované funkce je moZno klast i jiné poZadavky. Napf. lineal
funkef u(x) s kompaktnim nosidem v intervalu (a, b) a pfitom takovych, Zc plati

b
J‘ u(x)dx = 0,
a

Je husty v prostoru Ly(a, b) [s metrikou prostoru L,(a, b)] téch funkef f € Ly(a, b),

které vyhovuji podmince

j:f(x) dx = 0.
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de uZiteénd jeSté tato vEta, znamé z klasické analyzy (Greenova
e

Rrojnale tvaly b partes pro funkee vice promunych):

véta nebo véta o integrovdni per

* G ie oblast 8 lipschitzovskou hranici, necht funkce f(x) =
‘Eém i N;echt ((;)J ! og ¥ xy) Jsou spojité vletné parcidlnich derivact

= f(xy1, ..o X4} @ g(x) = glx1 7 e e

affax;,l Bg[ﬁx?(i je nékieré z gsel 1, ... N} v G =G+ I Pak pla

dg
(831) I figdxzj.rfgv(dS—J‘Gfajdx,

G ox;

i i
kde v, je i-td souFadnice jed"a;kouéha vektoru vnéi¥i normdly.’)
. ; . ¢ definici sjrmetrick)?Ch- pozitivnich a pozitivnd definitnich operitor
vedeme nyni defini

a ukeme typické pfiklady téchto oper |
41 husty v H.?) Operator A linedrni v Dy se na-
xazdou dvojici prvkh 4, vz D, plati

Atord.

Definice 8.14. Necht Dy jf line:
zyva symetricky v D, jestliZe pro

(Au’ g) = (ﬂ, Aﬂ) .
lineal funkci u(x) spojitjch vEetng derivaci prvniho

e P D e o
e B O foném intervalu Ca, b) a spliujicich podminky

(8.32)

u(a)=0, u(b) = 0.

- tendo linedl husty v HilbertovE prostoru Ly(a, b) [vnémz
yztahem

(8.33)

Podle véty 8.5 a pozn. 8.5 :
skaldrni soudin je dan, jak vime

(w.0) = Eu(xj o) dx].

. 2 tahem
Na Linealu D, definujme oper itor A V2

Aw = —u
(8.34)
5 metricky-
Tvrdime, Ze o ritor A jo v Da Y i
vrdime, Ze ope o zfcjma. Dile podle def. 8.14 méme dokézat, Ze pro

Linearnost operatoru 4 }

lati
Xazdou dvojici funkef u(x): o(x)z Da P

(8:39) (A1) = (i 40) -

s ; ti G je lipschitzovskd, pak e vektor vndj§i normély
') Lze ukézat, %2 kdyZ ‘;:“.“'fg; 3?;:511 v (Ja.ali)’ existuje. Viz kap. 28.

existuje na I skoro viude a m

2y Peot tinime tento predpoklad yysvitne v ditkazu véty 9.2 na str, 123.
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Ale je

: 5 5 b
(8.36) {A4u,v) = — Ju”v dx = —[uv]} + J. W dx = -l‘ u'v' dx ,

a a a8
nebof

[u'o]t = w'(B) o(b) — w'(a) o(a) = 0

podle podminek (8.33). Opétnym poufitim téchto podminek dostaneme

(8.37) £u’v’ S il = j}w g = J' "W(=o") dx = (u, 40).

Z {8.36) a (8.37) plyne (8.35), coZ jsme m&li dokazat.

PFiklad 8.7. UvaZujme v Hilberlové prostoru Lo(a, b) lineal Dy funkei spojitich
v&etné derivaci prvniho a druhého ¥adu v uzavieném intervalu (a, b), které viak
nejsou vizany podminkami (8.33). Protode linel D, z pHikL 8.6 je husty v Ls(a, b),
je v Ly{a, b) tim spi¥e husty lineal Dy. Na Dy, definujme operétor B pedpisem

(8.38) Bu= —u",

shodnym s predpisem (8.34) pro opertor 4. Operator B neni v Dy symetricky.
K tomu té&lu stadi ukazat, e aspoi pro jednu dvojici funkei #(x), v(x) z Dy neni
splnéna rovnost

(839) . {(Bu, v) = (4, Bv) .

UvaZujme funkee

(8.40) ux) =x—a, ofx)=(x—a){x—b),

které zigjme patfi do Dy, Je

(B ey run; dx =0, (u Bv) = —J";z(; ahdies wlfe ol w0,

Pro funkce (8.40) neni tedy spln&na rovnost (8.39), takZe operitor B neni v Dy sy-
metricky.

Z prikl. 8.6 a 8.7 je dobfe vidét, Ze dva operitory, jejichZ definini pfedpis je stejny
[v naSich ptikladech ¥lo o pfedpisy (8.34) a (8.38)}, mohou mit riizné vlastnosti,
jsou-ti jejich definiZni obory rizné.

Ptiklad 8.8. UvaZujme v Hilbertové prostoru L,(G) lineal D, funkci, patficich
do C*XG), tedy spojitych s parcialnimi derivacemi do drukého Fadu vietnd v uzaviené
oblasti @ = G + I" (s lipschitzovskou hranici), a spliivjicich okrajovou podminku

(8.41) #=0narl.
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Podle vty 8.6 a pozn. 8.5 je linel D, husty v L,(G). Definujme na P, operdtor A
pfedpisem

(8.42) Au = —Au,

kde A je Laplaceiiv operétor. (Prot zde volime znaménko minus, vysvitne v piikl,
8.10.) DokéZeme, Zc operator 4 je v D, symetricky.

Linedrnost operitors A je zfejmi. Vezméme déle libovolné funkee u(x), u{x)
zD, Je

2 2
(8.43) (A::,::):—j Au.udx=mj(i-§+...+a—j)udx.
G & \ X1 dxy
PoloZime-li v (8.31) f = dufdx; a g = v, dostaneme
¥4
(8.44) - a—jvdx-:— a—uvv,-dS+ -@—-ﬁ?«dx.
G 3xl' r ax: G axi ax,-
Sedteme-li rovnosti (8.44), psané postupn& pro i = 1 a¥ i = N, a uvaZime-li, Ze

ou du  Ou
. v

kde du{dv je derivace funkce u(x) podle vn&jii normaly, dostaneme

2 2
(8-45) (Au, v} = —f (a—u+...+%)vdx=
6

axf XN
N N
= — a—uvdS+2 a—uﬂdxtz ?‘u—ﬂdx,
rov i=1 J g 0x; 6x; i=1 | g Ox; Ox;
nebof v e D, a tedy v = O na I. Zcela obdobné bude
N

(8.46) (u, Av) = —J- Av.udx =Y -ﬂa_—udx.

e i=1 g 9x; 0x,

Porovnénim rovnosti (8.45) a (8.46) dostancme Zadany vztah
{Au, v) = (4, Av) pro viechna ue D, veD,,

¢imZ je nade tvrzeni dokazéno.

Podobn? jako v piikl. 8.7 bychom zjistili, Ze operitor B, definovany piedpisem
{8.42) na linealu Dy funkei majicich vlastnosti obdobné vlastnostem funkci z linelu
D, které viak nejsou vaziny podminkou (8.41), neni symetricky.
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Definice 8.15. Opcrator A s¢ nazyva pozitivni ve svém definiénim oboru D,
je-Hi symetricky') a plati-li pro viechna u € D,

(8.47) (Au,u) 2 0,
pfifemz
(8.48) (Au’u):{]#l_l:UVDA.

Jestlize mimoto existuje konstanta C > 0 takovd, ¢ pro viechna u € D4 je dokonce
(8.49) (Au, u) 2 C?uf”,

nazyva se operator A pozitivné definitai v D .

Z def. 8.15 vyplyva, e kazdy pozitivné definitni operétor je pozitivni v D
Opaéné tvrzeni neplati.

Z nasledujicich ptikladii bude ziejmé, Fe ovéfeni podminky (8.48) je podstatnym
krokem k tomu, abychom ukézali, Ze operitor 4 je v D, pozitivni. ,,Obricena*

vlastnost,
u=0v D, = (Adu,u) =0,

je oviem zfejmaA.

Piiklad 8.9, Operator A z ptikl. 8.6, str. 108, je pozitivni: V p¥ikl. 8.6jsme dokdzali,
Ze je symetricky. Déle z rovnosti (8.36), tj. Z rovnosti

- b
(8.50) (4u,v) = J.u'u' dx proviechna ueD,veD,,

nejprve plyne

: b
(3.51) (Auw, ») = j w?idx =0 prokaidé ueD,,

nebof w?(x) = 0v {a, b). Zbjva dokazat (8.48), tj. sprivnost implikace
(3.52) (A, u) = 0 = u(x) =0v {a,b>.

Nechf tedy (4w, u) = 0, tj. podle (8.51) necht

b
(8.53) J widx=0.

1} Lze ukézat {viz [30]), ¥c v ptipadé komplexn(ho Hilbertova prostoru vyplyvéd symetriénost ope-
rétoru 4 ptime z po¥adavku (8.47). U realného Hilbertova prostoru je tfeba poZadavek symetricnosti
zvlasté vyslovit. R
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Funkce u'(x) je podle pfedpokladu spojitd v {(a, b), nebof s € D ; z (8.53) tedy plyne
w(x) =0, ij. u(x) = konst v {a, b>.

Protoe u € D, je u(a) = u(b) = 0, a tedy

u(x) =0 v {a, b,
cof jsme méli dokézat.

Dokazeme, ¥e operitor A je v D, dokonce pozitivaé definitni. Mime tedy do-
Kkézat, Ye existuje konstanta C > O tak, Ze pro kaZdé u e D, plati

(859 (Au, 1) 2 Cal?,

tj. podle (8.51), Ze plati

'ru’z(x) dx = C? J' e,

Protofe ue D, je u(a) = 0, a tedy
)= J w()dt, xedaby.

Podle Schwarzovy nerovnosti (6.17) (viz také str. 38) je

W(x) = G ju’(t) dt)z < f L .jju’z(r) drefiri) J :w(:) i

Proto¥e x — @ = 0 a w'?(f) = 0 v <a, b}, je tim spie

{3
W) S (=) J (i) dt,
a tedy také

(8.55) j.:uz(x) A J.:u’z(t)dr. E(x ol 'ru'z(f] G, B

L 2

Plejdeme-li v uritém integrélu §2 u'*(f) dt k b¥nému oznaleni x pro integralni
promnnon, mifeme (8.55) zapsat ve tvaru

@"2_“)2 Jiu*z(x) dx = j:u’(x) dx,

tj. vzhledem k (8.51) ve tvaru
(Au, u) = C*Jul?
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coZ jsme méli dokdzat.

Ptiklad 8.10. UkaZeme, %c operator 4 z ptikl. 8.8 je v D, pozitivni. V citovaném
piiklad® jsme ukézali, ¥e je v D symetricky. Stad{ tedy ukazat, Zc pro ka¥déue D,
plati (8.47), (8.48), tj. Z¢ pro kazdé w e D, je

(8.56) (—Au,u) 2 0
(8.57) (mAu, 1) =0 = ux)=0v G.

Z (8.45) viak plyne pro kaZdé ue D,
N du 2
(8.58) (Au, u) = (—Au,u) = Y — ) dx=0,
i=1 ) g \Ox;
nebot (8u/dx;)? = 0 v G pro kazdé i = 1, ..., N. Tim je splnéni nerovnosti (8.56)
pro kazdé u e D, ovifeno, Zbyva dokézat spravnost implikace
(8.59) (—Au,u) =0 = u(x)=0v G.

Aviak ze vztahu (—Au, 1) = 0, tj. ze vztahu

N 2
£+
=1 J ¢ \0x;
plyne

(8.60) B il =05 G,

nebot u € D, a tedy derivace dufdx,, ..., dufdxy jsou spojité v G. Z (8.60) plyne
u{x) = konst v G
a z podminky (8.41), 4j. z podminky

u=0narl
pak vyplyva
ux)=0v G,
co? jsme méli dokdzat.

Operator 4 z piikl. 8.8 je tedy v Dy pozitivni. Podobng jake v pfedchézejicim
ptikladé lze ukézat, ¥e je v D, dokonce pozitivng definitni. Dikaz zde nebudeme



114 1. HILBERTOV PROSTOR

provadit, nebof tento vysledek vyplyne jako specidlai pfipad Gvah, kter¢ provedeme
pozdg&ji (str. 271).

<) Fukciondly. Rieszova véta

V této kapitole, vEnované operatoriim, jsme zavedli fadu pojmu. Nejprve (viz def. 8.1
aZ 8.10) jsme zavedli operitor jako zobrazeni mnoZiny M, do mnoZiny M, (jako
specidlni ptipad jsme uvedli zobrazeni mnoZiny M, na mno#inu M,), zavedli jsme
rovnost, soudet a soutin dvou operatord (pfitom jsme se zminili o tom, co rozumime
roziifenim daného operdtoru), definovali jsme prosty operdtor, operator inverzni
k danému operitorn a linedrni operator. V druhé ¢asti této kapitoly jsme se vénovali
ponékud specidlnéjiimu ptipadu operatori, a to operatorim v Hilbertové prostoru.
Definovali jsme jednotkovy a nulovy operator, spojity operdtor a omezeny operator,
plidem? jsme se zminili o jednoduchém vztahu mezi témito dvéma pojmy. Nakonec
jsme se soustfedili na operdtory symetrické, pozitivni a pozitivné definitni, které
maji v problémech parciélnich diferenciainich rovnic zvlasté dileZity vyznam.

V zavéra této kapitoly se zminime o specidlnim ptipadé operatori, o tzv. funkeio-

nalech.

Definice 8.16. Operitor F, ktery zobrazuje svij defini¢ni obor Dy do mnoZiny
realnych, resp.- komplexnich &isel, nazyva se funkciondl (rediny, resp. komplexm‘).

Funkciondl F ptifazuje tedy ka¥dému prvku u € D urtité Sislo Fu [Zasto se pise
té% F(u)], realné nebo komplexni.

V daléim textu, pokud nebude vyslovng uveden opak, se budeme zabyvat redlnymi
funkcionily.

Proto?e funkcional je specialnim pfipadem operitoru, zistavaji pro ného téméet
beze zmény pojmy a vysledky, uvedené v pfedchazejicim textu, pokud oviem nebyly
vysloveny pro jiné piipady (napf. pro pfipady opertorl, zobrazujicich nikteré
mmoZiny z Hilbertova prostoru do tého¥ Hilbertova prostoru). Zejména tedy ziistiva
nezménéna def. 8.9:

Defimice 8.17. Reilny funkcional F se pazyvd linedrnf, je-li jeho definiénim
oborem Dj lineal a jestliZe pro ka?da realnd ¢isla a,, ..., @, a pro kazdé prvky
Uy, ..., U, Z lincdlu Dy plati

(8.61) Flayu, + ... + amay) = a,Fuy + ... + a,Fu,.

Také definice spojitosti a omezenosti funkcionalu jsou zcela obdobné def. 8.12
a 8.13. Uvedeme je pro piipad, e defini¥ni obor Dy danébo funkcionélu leZi v né-
kterém Hilbertov& prostorn H. UvaZme, Ze Fu, tesp. Fu, jsou redlni fisla, a 7e tedy
symbol
lim Fu, = Fu

o
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znamend konvergenci posloupnosti reslnych &isel Fu, k &islu Fu. Normou ||Au||
z def. 8.13 je zde absolutni hodnota IFui tisla Fu. -

Definice 8.18. Funkciona‘d F se nazyvi spojity v bodé u, € Dy, jestliZe pro kaic_lqy
posloupnost prvki ¢, z Dy, pro kterou je

(8.62) limu, =uy v H, 8
n— oo

plati

(8.63) lim Fu, = Fu, . 52

"=t an

Je-li funkcional F spoiity v ka¥dém bodé u, € D, fekneme, Ze je spojity v Dp.

Definice 8,19, Funkciondl F se nazyva omezeny (ohramé’eny) v Dy, emstuje 11
takové &islo K, ¥¢ pro viechny prvky u € Dy plati

(864 [Fu] < Ku] 5
Nejmensi z &sel K, pro n&% je splnna podminka (8.64), se nazfvé norma
Junkciondlu F. Oznadeni | F|.

Piiklad 8.11. Nechf v je urtity pevay prvek (redlného) Hilbertova prostoru H.
Pak vztahem

(8.65) Fu = (u,v) proviechna ueH

je dan v H linedrni omezeny funkcional a jeho norma je rovna normé Pl"’k'-l t’,
Nejprve je zfejmé, e F je funkcional, nebof pro kaZdé ue H je (u, v) uréité (rceilué)
Sislo. Dale H je podle definice Hilbertova prostoru lincal; ov&feni podminky (8. 61)
je snadné, nebof z viastnosti skaldeniho soudinu plyne ol

(8.66) Flayuy + ... + ) = (@ytty + ... + Gty 8) = a3 {11, 0) + ... + a8, 0) =

= a,Fu, + ... + a,Fu,.
Tedy funkcionél (8.65) je linedrni. Ze zndmé nerovnosti pro skalérnf souin

I 9)] = Jall - el

plyne, %e je omezeny, ptiGem? za &slo K v nerovnosti (8.64) je moZno vzit &islo I[v"
Snadno se viak ukaZe, Ze |v] je nejmensi z isel X, spliujicich podminku (8.64):

Pro prvek # = v totiZ je
Fo=(0,9) = [o] - |

takZe &islo K = [[v] v (8.64) nelze zmensit. Tedy norma funkcionélu (8.65) je rovna
gslu o]

e
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Specidlnim ptipadem funkcionélu (8.65) pro H = L,(0, 1) a o{x) = 1 v intervalu
€0, 1) je funkcionil G, dany pfedpisem

(8.67) Gu = Jqu(x) dx .

[}

Funkciondl G je podle pikl. 8.11 line4rni omezeny funkcional s normou |G| = 1.

Z ptikl. 8.11 je jasné, Ze pti pevn® zvoleném v € H definuje skaldrni souin (u,v)
linerni omezeny funkcional s normou [[F|| = [lo|. Plati viak i tato velmi dileZita
viéta: '

Véta 8.8. (Rieszova). Ka¥dy linedrni omezeny funkciondl F v Hilbertové prostoru
H lze vyjddFit ve tvaru

(8.68) Fu =(u, 1),

kde v je uréité proek prostoru H, funkciondlem F jednoznacné urceny. Pfitom
plati ”v“ = “F“

Poznamenejme, #¢ existence prvku v e H takového, Ze pro viechna » € H plati
(8.68), je podle véty 8.8 zarulena, Zc viak v obecném pfipad® neni snadné, jeli
funkcionil F dan, tento prvek skutelné najit.

Myslenka ditkazu vty 8.8 je nésledujici: Je-li Fu = 0 pro kazdé u e H, stadi
poloZit o = 0. Nechf tedy Fu neni nulovy funkciondl. Oznadme L linedl, s metrikou
prostoru H, téch prvki z e H, pro které plati Fz = 0. ProtoZe funkcionl F je
omezeny, snadno se dokéze, #¢ L je podprostor prostoru H. Oznadme K jeko orto-
gondlni doplnk v H, tak#e H = L @ K. ProtoZe dile F neni nulovy funkciondl,
existuje takové x e K, %e Fx = o # 0. Pro prvek y = xfa pak platiye K a Fy = L.
Necht u je libovolny prvek z H. Oznalme Fu = f. Snadno se ukaZe, e

u=(u—py)+py, kde u—pyeL, ByeK.
Odtud pak jednoduchym vypodtem plyne, nebof u — By L y,

(w.3) = ((u = By) + By, ) = Byl* = pI* . Fu,
takZe

Ve votE 8.8 stati tedy poloZit » = yf||y]*

Je-li o jiny prvek, takovy, %e pro ka¥dé u € H plati Fu = (u, v'), pak (ode&tenim)
(u,v' — v) =0, z &ho¥, poloZime-i u =o' — v, plync v' =v, odkud vypljva
jednoznadnest prvku v uvedené vlastnosti.
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Dile |Fu| = (v, «)] < |v] . [ju], takze |F| = {o|. Aviak nemiZe byt IF] < (el
nebof Fo = (v, 8) = |jv||?, takZe skutedn |[F| = |o].

Podobné jako na str. 102 Jze ukazat:
Véta 8.9, Liredrnf funkciondg! je v Dy spojity pravé tehdy, je-li omezeny.

Pozndmks 8.7. V nasledujici kapitole se setkime s funkciondlem F, danym
predpisem
Fu = (Au, u) ~ 2(f,u),

kde A je pozitivni operator v lincalu D, hustém v Hilbertové prostoru H, fe H.
ProtoZe (vzhledem k linedrnosti operatoru A4) plati

(A(au), au) = a*(Au, u)

pro kazdé rediné a, mluvime o &lenu (A4u, #) jako o kvadratickém &lenu funkcionalu F
a funkcionl F semotny nazjvime kvadratickym funkciondlem.

Pojmy zavedené v této kapitole, jako¥ i ziskané vysledky nim nyni dovoli ptejit
k formulaci zékladnich v&, umoZiiujicich ptimo pouZiti varianich metod k feSeni
operatorovich rovnic tvaru Aw = f, zejména k Ye¥eni jejich speciélniho ptipadu,
diferencialnich rovnic s okrajovymi podminkami.
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Kapitola 9
Véta o minimun kvadratického funkciondlu a jeji disledky

Ji# v fivodu predchizejici kapitoly jsme uvedli, Ze v této knize budou stfedem nasi
pozornosti rovnice tvaru

(©.0 duw =1,

kde 4 je urtity operator (v aplikacich nejéast&ji diferencidlni operator), f je dand
prav strana rovnice (9.1) (zpravidla prvek urgitého Hilbertova prostoru) a u je
hledané teSeni. Jak dospivAme X rovnicim tvaru (9.1), jsme ukézali na pfikladg
Dirichletova problému pro Poissonovu rovnici, ti. problému

©2) —Au=f(x) ") v G,
(9.3) i =0 5 T,

kde I je hranice oblasti G. P¥itom jsme operitor — A uvaZovali na linedlu M, funkei
patficich do C*¥)(G) a spliiujicich na I podminku {9.3). Ukazali jsme (srov. vétu 8.6,
resp. pozn. 8.5 a ptikl. 8.8 a 8.10), Ze linedl M, je husty v Hilbertové prostoru Ly(G)
a fe operitor —A je na tomto linedlu symetricky a pozitivni. Rekdi jsme, Ze pozdéji
ukiZeme, Ze je dokonce pozitivng definitni.

S obdobnym pripadem se setkime v daliim textu velmi Zasto: Je dan uréity
Hilbertitv prostor H [nemusi to byt vZdy prostor L,(G), jak tomu bylo v uvaZovaném
pfikladg; pii fefeni nEkterych problémi je vyhodné uvaZovat prostory obecnéjii
nebo prostory jiného charakteru]. V tomto prostoru je dan urtity linedl D, husty
v H a na ném pozitivni (popt. pozitivné definitni) operdtor 4, zobrazujici lineal D 4

1y Misto operatoru A, uva¥ovaného v citovaném piikladg, uvafujere zde operdtor — A, ktery
mé pied operdtorem A tu pfednost, v daldim textu podstatnou, Ze je na linedlu M, ‘pozitivaf.
Jinak je oviem jedno, pffeme-li Poissonovu rovnici ve tvaru Au = g(x, ¥) nebo ve tvaru —Au=
= f{x, ¥} s fix, ¥y} = —glx, »).
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do prostoru H. Dale je dan uréity prvek fe H. Hledame takovy prvek ue D,
ktery spliiuje rovnici

(9.4) Au=fv H.

Zépisem (9.4) rozumime, Ze rovnice Au = f je spln¥na v uvaZovaném Hilbertové
prostoru H, tj. ¢ Au — f je nulovym prvkem prostorn H. Je-li napf. H = L,(G),
znamend zapis (9.4), Ze rovnice Au = f je v oblasti G splnéna skoro viude, tj. popf.
s vyjimkou bodil tvoficich mnoZinu nulové miry.

UkéZcme, Ze je-li operdtor A pogitivai v D4, miZe mit rovnice (9.4) v H nejvyie
jedno Feteni u € D,. NeZ pikrodime k dikazu, zopakujeme nékteré pojmy, zavedené
v pfedchazejici kapitole,

Necht D, je lineal husty v Hilbertov& prostoru H, QOperator 4, zobrazujici lineal D 4
do prostoru H, se nazyva symetricky v D, je-li v D, linearni a plati-li

{9.5) (Au, v) = (u, Av) pro ka?dé dva prvky ue Dy, ve Dy.

Nazyva se pozitivni v D, je-li v D, symetricky a plati-li

{9.6) {Au,u) 2 0 proka7dé ueD,,
plitem?
{9.7) (Au,u) =0 =u=0v D,.

Véta 9.1, Je-li A pozitivni operdtor v D, pak rovnice (9.4), kde fe H, md v H
nejupse jedno Feleni ue D . :

Diikaz: Nechf existuji dvé takova fefeni u, € D, u, € D,. To znamend, Zev H
jsou splnény rovnice

(9.8) Auy =1,
(9.9) Au, = 1.

Odeéteme-1i rovnici (9.8) od rovnice (9.9) a uvaZime-li, Ze A je pozitivai, a tedy
predeviim linearni operdtor, take Au, — Au;, = A(u, — u,), dostaneme

A(u2 —u)=0v H.
Nisobime-li tuto rovnici skalirn& prvkem u, — u, € D, zprava, dostaneme

(A, —u),u; —u,) =0,
odkud podle (9.7) plyne

u, —uy; =0v D,

gili 4, = u, v D, coZ jsme m&li dok4zat.
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Zakladni vyznam bude mit pro nis tato véta:
Viéta 9.2 (o minimu kvadratického funkciondlu). Nechi A je pozitivni operdtor
v Dy, fe H. Necht rovnice (9.4) md Felenf uy € Dy, tj. necht plati
(9.10) Aug = fvH, u,eD,.
Pak kvadraticky') funkeiond!
(9.11) Fu = (Au, u) — 2{f, u)

nabyvd v D, prdvé pro prvek u, minimdlni hodnoty, 1j. pro viechna u € Dy plati
Fu = Fug, pFicemZ Fu = Fuy jen pro u = u,.

Naopak, necht funkciondl (9.11) nabyvd pro pruek ug minimdlni hodnoty mezi
vsemi proky ue D 4. Pak uy je v H Fesenim rovnice (9.4), #j. plati (9.10).

Dikaz: Nejprve je ziejmé, Z¢ pro viechna u € D, je funkcionil Fu definovan.

1. Nechf pro u, je v H spln&na rovnice (9.10), takZe f = Au,. Dosadime-li
za f do (9.11), dostaneme pro u € D

Fu = (Au, u) — 2(Aug, u) .
Snadno viak zjistime, Ze je
Fu = (Au, u) — AAuq, u) =
= (Au, u) — (Aug, u) — (u, Aug) =
= (Au, u) — (Aug, u) — (Au, ug) =
— (Au, u) — (Auo, u) — (Au, un) + (Auo, u{,) — (Auo, uo) =
= (A(u — uo), u — up) — (Aug, o) .

[Pouzili jsme jednak symetrie skalarniho souSinu, z niZ plyne {Aug, u) = (u, Auy),
jednak symetrie operatoru A, podle uiZ je (1, Aug) = (Au, up). ]|

Plati-li tedy Au, = f, pak
(9.12) Fu = (A{u — ug), u — uo) — (Au,, o) .

Clen (Auy, uo) v (9.12) nezavisi na 1 a z0stavd tedy s ménicim se u konstantni;
dale operator 4 je podle piedpokladu pozitivni, takZe pro prvni {len na pravé strané
(9.12) plati

(A{u — wo), ¥ —1,) =2 0 prokaidé ueD,,

1y viz pozn. 8.7, str. 117.
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plitems
(A(w — up), u — ug) = O pravé tehdy, je-li u —up = 0v D,.

Z (9.12) tedy plyne, Ze
Fu > Fu, prokaZzdé ueD,,

piitemZ
Fu = Fu,

pravé tehdy, je-li u = ug v D, Jestlize je tedy splnéna rovnice Au, = f, nabyva
funkcional Fu nejmensi hodnoty v D, pravé pro prvek u = uo. Tim je prvai tvrzeni
véty 9.2 dokazino.

2. Nechf funkcional Fu nabyva v D, nejmen3i hodnoty pro prvek ug. To tedy
znamend, ¥e zvolime-li libovolny prvek v & D4 a libovolné reélné gislo ¢ (takZe zfejme
bude také u, + tve D), bude

(9.13) F(ug + tv) 2 Fuo
¢ili
(9.14) Flug + tv) — Fup 2 0.

Uzijeme-li opét symetrie operitoru 4 a symetric skalarniho soudinu, dostancme

Flitg + 1) = (A(ug + ), ug + ) — 2{f, uy + 1) =
= (Aug + Ao, ug + to) — 2(f, uo) — 2((f, 8) =
= (Aug, ug) + t{Av, ug) + t{Aug, v} + t(Av, v) — 24f,v) — 2Af, uo) =
= (Aug, o) + 2t{Aug, v) + (Av, v} — 2(({, v) — 2(f, uo) -

Tedy _

(9.15) Flua + 16) = (A, o) + 21{duo, 2) + £(Av,8) — 247, 0) = Af, o).

ProtoZe u, € D, a f € H jsou pevné prvky, je z (9.1 5) zfejmé, Ze pro pevnt zvolené
ve Dy je Fup + tv) kvadratickou funkef promenné ¢. Z (9.14) plyne, Ze tato funkce
mé mit pro ¢ = O lokalni minimum, coZ znamend, Ze jeji prvni derivace pro £ = 0
je nutng rovna nule, :

(9.16) % Flus + m)| =0,

t=0

&ili podle {9.15),

(9.17) 2(Aug, v) — Af,v)=0.
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Podminku (9.17) snadno upravime na tvar
{9.18) (Aug — f,0) = 0.1)

Prvek v e D, byl zvolen pevng, ale libovoln¥, takZe k rovoosti (9.18) dospéjeme
z podminky (9.14) pti kaZdé volb& prvku ve D,. Linedl D, je podle pfredpokladu
husty v H. Z (9.18) tedy plyne, e prvek Au, — f je v prostoru H ortogondlni ke viem
prvkim » z linealu D, hustého v H, a podle véty 6.18, str. 82, je tedy

Aug - f=0v H,

tj. uy je v H felenim rovnice Au, = f, coZ jsme méli dokazat.

Piiklad 9.1. UvaZnjme diferencialni rovnici
(9.19) (El") = g,
s okrajovymi podminkami
(9.20) u(0) = u(l) =0, «(0)=u'({l)=0.

Predpokladejme pfitom, Ze funkce E(x), I(x) a jejich derivace do druhého Fadu
v&etng, jakof i funkce g(x) jsou spojité v intervalu <0, I3 a Ze plati

(9.21) E(x)>0, I{x)>0v <0, 0.

Rovnici (9.19) mifeme interpretovat jako diferencidlni rovnici pro prithyb
ohybové osy prutu délky I, s modulem pruinosti E(x), momentem setrvacnosti
priifezu vzhledem k ohybové ose I(x) a s pki¢nym zatiZenim g(x). Podminky (9.20)
pak znamenaji, e prut je na obou koncich vetknuty.

Tsouli E a I v intervalu <0, I konstantni, miifeme oviem roviici (9.19) zapsat
ve tvaru

EIu'®) = g.

Zvolme H = L,(0,1) a v n¥m lineal D, funkef u(x), ktesé jsou s derivacemi
do &tvrtého Fadu véetn® spojité v intervalu <0, I a spliiuji podminky (9.20). Podle
vty 8.5, resp. pozn. 8.5 je tento linedl husty v L,{0, 1). Definujme na linedlu D,
operitor A pfedpisem

(9.22) Au = (EIWY .

y
1y Funkciondl d—Hn + t0)],~o S Ve variatnim poltu nazyvd proml variace funkciondlu F.
!

Prvek ug, pro ktery je prvni variace rovna nule, se &asto nazyvéd staciondrni bod funkciondln F.
¥ pafem piipad® m4 prvni variace funkciondlu F tvar (Au — f, ¥} a ve stacionérnim bodé€ wu,
dosahuje funkcionil F minimdlni hodnoty.
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Problém (9.19), (9.20) pak miZeme zapsat jedinou rovnici
(9.23) Au=4q.

Snadno doka¥eme, e operdtor A je na linedlu D, pozitivni. Nejprve dokaZeme,
Ze je v D, symetricky: Pro kaZdé u € Dy, v € D totiZ plati

1
(9.24) (Au,v) :J. (EI"Y v dx = [(EIu") v]s — r(EIu")' v dx =
o - o
! i 1
=~ J‘ (EIw'Y v'dx = —[EIu"v']; +j Elu"v" dx =J. Elu"y" dx .
0 o °
{Vyraz [(Elu"Y v}, resp. [EIu"v']} je roven nule, nebof v diisledku (9.20) je 4(0) =
= 0(l) = 0, resp. v'(0) = ¢'(1) = 0.} Obdobnym zpiisobem dojdeme k vysledku, e

1 ‘
(5.25) (u, Av) = '[ u(EIv")" dx =J. EIu"y™dx .
a

[}
Z (9.24) a (9.25) plyne symetritnost operitoru A na linedlu D,.
Z (9.24) dostavame dale pro kaZdé u e D,

(9.26) (i, ) = r Elw dx.

Q

¥ disledku (9.21) plyne z {9.26)
(du,u) 2 0 prokaidé ueD,.
Pfitom je-li (Au, u) = 0, plyne z (9.26) az (9.21)

u'(x)=0v 0,1,
odkud
. u(xy=ax + b v 0,
a v disledku (9.20)
u(x) =0 v {0, Iy.

Tim je pozitivnost operitoru A na linedlu D, dokizina.
Funkciondl Fu = (Au, u) ~ 2(g, u) m4& v nafem p¥ipad® tvar

y ‘
(5:27) Fu ='{ Elu"* dx — 2-[ qu dx
a (1]

a — fyzikalné fefeno — vyjadfuje pfi daném prihybu u € D, dvojnisobnou celkovon
potencialni energii Lu uvaZovaného prutu,

i ! H
(9.28) Fu=2Lu=2 (%J. EIu"* dx —J‘ qu dx) .

q o
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{Jak znamo, integraly

)] !
(9.29) l'[ Elu"* dx, resp. m.[ qu dx
2Jo o
je dana elasticka potenciilni cnergie prutu, resp. potencidlni energie vodjiich sil,
tj. daného zatiZeni g.]

Nechf uq(x) je teSenim rovnice (9.23), tj. nechf uy € D a
(9.30) (Elup) = q.

Dosadime-li za g z (9.30) do (9.27), dostaneme

1 :
Fu = J Efu" dx — ZJ‘ (Efug) udx.
o o

Integrovanim per partes, obdobnym integrovini v (9.24), dostaneme (pro dané
g€ D, a pro kazdé ue D)

! 1
J‘ (ETug)y udx = J Eluzu” dx
o o
takZe

T

(9.31) Fu= J Efu"? dx — ZJ.

[H] a

] i ]
Elugu” dx = J'Ef(u” — ug) dx — J Eh?dx . -
L1} 0

Protoie (u" - us)z = 0a zaroveit plati (9.21), jez (9‘31) ihned vidé&, Ze funkcional
Fu bude v D, minimélni pravé tehdy, bude-li u = u, v D,. MiZeme tedy v naicm
piikladé vyslovit prvni tvrzeni, které je v souhlasu s prvnim tvrzenim véty 9.2:
Je-li uy e D, Fefenim rovnice (9.23), pak funkciondl Fu nabjvd v D, pro toto u,
minimdlni hodnoty. ’

Naopak, nechf #, € D, je prvek, minimalizujici v D, funkcional (9.27). Necht
ve D, je libovolny prvek z Dy a 1 libovolné redlné &islo. Podminka minima,

d
— Flug +tv =
Aol )Lo .

[srov. (9.16)], m4 v nafem pFipadé tvar
d

1] !
T [J El{ug + w")* dx — 2.[ g(uo + ) dx]
t

(1] 4]

zo,

t=0

¢ili

; _
(9-32) 2 J Elufy” dx — quv dx=0.
0 0
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Délenim této rovnosti &islem 2 a integrovanim prvniho &lenu per partes [srov. (9.24)]
uvedeme uvaZovanou podminku na tvar

-r [(Elug)” — g] odx = 0.

Tato rovnost ma platit pro kazdé ve D,. Lineal D, je viak husty v L,(0, !) odkud
plyne, podebng jako v (9.18),

(9.33) (Eluf}" —q =10

v L,(0, D). Funkce vystupujici v (9.33), i jejich derivace jsou viak podle pfedpokiadu
spojité v <0, Iy, tak¥e rovnost (9.33} je splngna dokonce v oby&ejném smyslu. Tak
dospivame k druhému tvizeni, op&t ve shod s piistuinym tvrzenim véty 9.2: Jestlife
Junkce uy{x), patfici do D4 [a vyhovujici tedy podminkam (9.20)] minimalizujev D,
Sunkeiondl (9.27),%) pak spliuje podminku (9.33), tj. je Fesenim diferencidlni rovnice
(9.19) pro prithyb ohybové osy wvaZovanéhe prutu.

Obé tvrzeni, kterd jsme pravé vyslovili, nejsou niéim jinym neZ principem minima
potencidlni energie, znimym 2 teorie pruZnosti a aplikovanym na uvaZovany prut,
a ukazuji 8snou souvislost vEty 9.2 s variaénimi principy mechaniky. Véta 9.2 nvaZuje
oviem rovnici Au = f bez ohledu na jeji fyzikalni interpretaci, resp. na interpretaci
ptisluiného funketonilu Fu.

Poznamka 9.1. K objasnéni souvislosii véty 9.2 s mechanickymi principy jsme
uvedli piiklad neobyéejné jednoduchy. CtenaF miZe v tomto pfipad® namitnout,
Fe rovnici (9.19) stall postupné integrovat a neni tfeba zabyvat se jeji souvislosti
s ,.funkciondlem cnergie* (9,2?), resp. (9.28). V dal$im textu budeme oviem vétu 9.2
aplikovat na FeSeni problémi obecngjsich.

Vyznam vty 9.2 zile# v tom, e Glohu TeSil rovnici Ay = f pievadi na dlohu
najit prvek u, € D,, ktery minimalizje v linealu D, funkcional (9.11). V dalsich
kapitelach ukdZeme G&inné metody, jak najit prvek u; (resp. aspoil jeho dostatetnd
blizkon aproximaci) minimalizujici funkcional (9.11).

Uvedme viak jeSté jednu poznimku zdsadniho vyznamu. Véta 9.2 ma podmi-
nény charakter: Yyjadiuje ckvivalenci dlohy felit na linedlu D4 rovnici Au = f
a Glohy najit v D, minimum kvadratického funkciondlu (9.11) za toho piedpokladu,
#e je znmo, Ze budto existuje TeSeni rovnice Au = f (podrobnéji, Ze existuje up e D,
tak, Ze plati Aw, = f v H), nebo ¥e funkcional (9.11} nabyva na lineilu D, svého
minima. Aviak splnéni ani jednoho z téchto pfedpokladt neni a prioti zfejmé
dokonce ani ve velmi jednoduchych piipadech. Hledame-li napt. fedeni rovnice (9.2)
mezi funkcemi lineila M,, zminéného na zaCatku této kapitoly, a je-li funkce f

11

na pravé strang této rovnice . dostaten&* nespojita (napf. je-li na nékteré podoblasti

1y nebo funkciondl Lw, nebof je ziejmé, Fe funkciondl Ly nabyvi v D ¢ Minima pravé teh-
dy, nabyvi-li na tomto line4lu minima funkciondl Fu.
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oblasti G rovna nule a na zbyvajici ¢asti této oblasti je rovna jodné), takZe ji nelze
vhodnou zménou funkénich hodnot na mnoZing miry nula wéinit spojitou, neméi
ziejmé rovnice (9.2) na linedlu M, #4dné feleni, nebof pro kaZdé u e M, je Au funkce
spojitd v G. Ve shodg s vétou 9.2 nemiZe ani funkcional (9.11) v takovém pfipadd
nabyvat na linedlu M, svébo minima. [Jinak by totiz podle véty 9.2 existovalo feSeni
uo € M, rovnice (9.2).]') Abychom pfekonali tuto obtiZ, zda se velmi pfirozené
vhodng roziitit {ncbo ptimo vhodn¥ specifikovat) definidni obor operdtoru — Au.
S podoboymi problémy tykajicimi se rozdifeni plivodniho definitnihe cboru uvaZo-
vaného operatoru se setkivame i v obecn&jiich pfipadech. Otizka, jak vhodné rozsifit
zakladni linedl D, neni jednoduchd. Je tfeba, aby toto rozdifeni bylo aspoii takové,
aby funkciondl (9.11) nabyval v n&akém smyslu na tomto roz¥ifeném oboru svého
minima: prvek realiznjici toto minimom pak problisime za ,,zobecendné™ Fedeni
rovnice Au = f. Zaroved je tfeba dbat, aby tento roziifeny obor byl jeité natolik
1uzky, aby byla zarudena jednoznaténost tohoto zobecnéného feSeni; dale, existuje-li
wklasické™ Feeni uo rovnice (9.10) ve smyslu véty 9.2, je tfeba, aby zobecn&né tefeni
bylo privé timto , kiasickym* fedenim. Urgity, do jisté miry jednotny postup ukdZeme
v kap. 34. Na tomto misté uvedeme konstrukei tzv. prostoru H ,, pro nase nejblizsi
cile dostatedné obecného, v némZ, jak uvidime, bude moZno snadno dokéizat existenci
a jednoznaénost minima vhodng& roziifeného funkciondlu {9.11) a tim i existenci
a jednoznadnost zobecn&ného fefeni nai dloby. Tuto konstrukei provedeme za pfed-
pokladu, Ze uvaZovany operdtor 4 je v D, pozitivng definitni.

Kapitola 10
Prostor H,

Necht v Hilbertové prostoru I je dan Hineal D, husty v H a na ném operdfor A,
zobrazujici lineal D, do prostoru H a pozitivng definitni na tomto lincilu, tedy
symetricky a takovy, Ze existuje konstanta C > 0 tak, Ze plati

(10.1) (du, u) 2 C*|u|* prokaidé ueD,.
Na linealu D, definujme novy skalarni sougin (u, v) , takto:
(10.2) (u,v), = {Au,v) pro viechna uweD, ,veD,.
Snadno ovéfime, ¥e (u, ), je skutetnd skalarni soutin, tj. Ze spiinje viechny axidmy
1y Podobng, je-li zatiZeni ¢(x) prutu, uvaZovaného v pikl 9.1, nespojité (a to je v_aplik.acich
velmi Casty piipad), nemfize mit rovnice (9.23) felenl w, € D4 (nebof levd strana této rovnice

by pak byla spojitou funkci v intervalu {0,7), a tedy ani funkcional (9.27) nemize nabyvat
na linedlu D, minima,
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(6.3) az (6.6), uvedené pro skaldrnf soucin na str. 69: Proto¥e operator A je podle
predpokladu pozitivng definitni, plyne jiZ 2 jeho definice, ¥e je symetricky (a tedy také
linedrni). Pfedn& tedy pro libovolné prvky u, o, uy, u; Z P, 2 pro libovolnd realnd
&isla a,, a, plati

(4, v) = (Au, v) = (u, Av) = (4, u) = (v, 4)4,
(3141 + agity, v)4 = (A{agus + agu,), v) = (a14u; + aAus, v) =
= a,(Au,, v) + ax{Au,, v) = a;(t, v)a + ay{uz, v)4s

&im¥ je splu¥ni prvnich dvou axidmi (6.3) a (6.4) skalamibo soutinu ovéfeno. Ale
také zbyvajici axiémy (6.5) a (6.6) jsou ziejmé spinény, nebot z (10.1) plyne

(1, w)q = (Au,u) = 0, piitem? (u,u), =0, jenjeli u=0v Dy

Tedy vztahem (10.2) je na linealu D, skuteénd din skaldrni soudin.

Piiklad 10.1. V prostoru Ly(a, b) s¢ skalfrnim soudinem
b

(i) = .[ W) o) dx
uvazujme lineal D, funkei u(x) spojitych vEetn derivaci u'(x) a u(x) v uzavieném
intervalu {a, b> a splityjicich podminky
(10.3) w(a) =0, u(b)=0.
Na tomto linealu definujme operitor A vztahem
(10.4) A = —u”.

Jak jsme ukézali v pFikl. 8.9, ste. 111, je operator (10.4) na linealu D, pozitivné definitni,
pfidemz, jak jsme snadaym vypoltem zjistili, plati

(10.5) (u,v)q = (v, ).

V tomto piipad® je tedy novy skalarni soutin (w, v), funkei u(x), o(x) z D, dén
pivodnim skaldrnim soutinem [tj. skalirnim soudinem v prostoru L,{a, b)] jejich
derivaci w'(x), v'(x). :

ProtoZe (u,v), mi viechny vlastnosti skalirniho soudinu, vyplyvd odtud, jak
jsme ukazali v podstaté jiZ v druhé kapitole, Ze velifiny

(106) lulla = V. #)a>
resp.

(10.7) aA,9) = Ju = ofa

10. PROSTOR H 4 129

spliiuji viechny axiémy normy, tesp. vzddlenosti, a Ze tedy vztahy (10.6), (10.7)
je tia linedlu D, definovana nové norma, resp. metrika. Linedl Dy s metrikou (10.7)
tvoii tedy linedrni metricky prostor, a to unitdrni prostor (str. 72) se skalarnim
sowtinem (10.2). Tento prostor nazveme prostorem S,. Viimnéme si, Ze z (10.6),
(10.2) a (10.1) plyne, e pro kaidy prvek u € D, plati

(103) [off 2 clul,
1j. _
(109) lul ¢ lol

s touZ konstantou € > 0 jako v (10.1).
Napf. pro operator (10.4) z pfikl. 10.1 plati pro kaZdé we D,

(1010 ol = e 2 ol
tj.

i
(to11) f4] = & el

kde (viz prikl. 8.9, str. 111) miZeme polozit C = \/(2)/(b — a).
Z (10.9) zejména plyne: Plati-li pro posloupnost {u,} prvki z D4

(10.12) lim [lu, — uolls = 0,
resp.
{10.13) lim l[u,,, -t =0,

pak také plati

(10.14) lim [|u, — uo =0,
resp.
(10.15) lim ||, — u,| =0,

1j. konverguje-li posloupnost {#,} k prvku u, v S, pak konverguje k tomuto prvku
i v H; je-li cauchyovskd v § 4, je cauchyovskd i v H. Obracené tvrzeni oviem neplati.

Prostor S, nemusi byt v obecném piipadd Uplny [rozumi se dplny v metrice
(10.7)]. Je-li tipIny, pak je Hilbertovym prostorem (def. 6.13, str. 76) a pro nade Gely
neni tfeba dale jej rozSifovat. Nechf tedy S, nenf Uplny prostor. Jak jsme pozna-
menali v kap. 7, lze v takovém piipad® sestrojit ,,pfidanim* tzv. idedlnich elementd
k prvktim prostoru S, Gplny prostor, tzv. dplnj obal prostoru S,. Oznatme jei H,.
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V této kapitole uk4d¥eme konstrukci tohoto prostoru a zarovei ukiZeme, e za pied-
" pokladu uvedeného pa za¥itku této kapitoly, tj. za pfedpokladu, Ze operdtor A

je v D, pozitivag definitni, Ize viechny tyto idedlni elementy vybrat z prvki plivodniho

prostoru H.!)

K tomu ufelu uvafunjme mnoZinu M viech posloupnosti, které jsou cauchyovské

v prostoru S ,. ProtoZe prostor S, neni podle pfedpokladu tipIny, konverguji nEkteré

z nich k prvkiim leZicim v §, (oznaéme mnoinu t&chto posloupnosti M 1) a n&které

z nich limitu v S, nemaji (mnoinu téchto posloupnosti czname M,). Tvrdime

piedng, %e vybereme-li z mnoZiny M jakékoli dvé posloupnosti {u,} € M, {n,} € M,

bez zietele na to, jde-li o posloupnosti z mnoZiny M, nebo z mnoZiny M,, pak Ze vidy

existuje vlastni Hmita

(10.16) lim [, — v.]4-

Podle Bolzanovy - Cauchyovy podminky (str. 42) stadi dokdzat, Ze pfislufnad po-

sloupnost {|u, — v, 4} je cauchyovska, tj. Ze

(10.7) i (1 — tle = s = 52 = 0.

n—+co

Ale podle (6.19) a (6.18), str. 72, je
(10.18)  [Jum = vl = Ju — o] = [t = v} = (15, = 02)
= “(um — #y) — [on— ”n)uA < fluw — uafla + "”n = ”n”A d

Posloupnosti {u,} a {1} jsou podle pfedpokladu v prostoru S, cauchyovské, takie
pro né plati

A=

(10‘19) lim "u,,, - u,,“d =0,
(10.20) lim ||v, — v,],=0.

odkad podle (10.18) plyne (10.17), coZ jsme méli dokfzat.
Protoze &sla. |u, — v,[|, jsou neziporna, nemiize byt z4porna ani jejich limita.
Tedy pro ka¥dé dvi posloupnosti {u,} € M, {p,} € M plati bud

(10.21) lim fu, — v,]. =0,
L i g o}
nebo
(10.22) lim v, — v,}0 = a > 0.

3y Cten4f, ktery chee postupovat rychleji, nemusi na tomto mistd podrobn& sledovat celou
konstrukei prostoru H, a mit¥e se zatim spokojit jen uvedenym tvrzenim, Viz také strudny pfe-
hled na str. 187 a 188,
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(kde ovSem gislo 4 je pro rizné dvojice uvaZovanjch posloupnosti v obecném piipads
rizné).

UvaZnjme nyni posloupnosti z mnoZiny M, tj. cauchyovské posloupnosti, které
maji v §, limitu. Ozname M, mnoZinu viech posloupnosti z M, které konverguji
v § 4 k prvku u,. Tvrdime, Ze v¥echny tyto posloupnosti spliuji vztah (10.21). Naopak,
Jje-li {u,} jedna z téchto posloupnesti, pak kaZdd jind posloupnost {v,}, splfiujict
(10.21), patfi také do M, (tj. konverguje v 5, k témuZ prvku 1, jako posloupnost

{wa})-

Prvni C4st tohoto tvrzeni plyne z nerovnosti

{10.23)

L U;.HA i ”(”n - uU) - (”x - “O)HA = i[“u - “OHA +

By 7 ﬂoilA o

Patii-li totiZ ob& posloupnosti {u,} i {v,} do M,,, plati

(10.24) lim lu, — up] =0,
R+

(10.25) lim v, — o4 =0,
A=+

odkud podle (10.23) vyplyva (10.21).
Druhd ¢ast tvrzeni, tj. platnost vztahu

(10.26) lim |ju, — uoll4 =0
Ao
za pfedpokladu, Ze plati (10.24) a (10.21), plyne okamZit& z nerovnosti

(1027) oo — uofla = J(on — ) + (s ~ uo)|u = Jon — s + 1, — w04

Odtud oviem vyplyva tento diisledek: Je-li {u,} € M, a plati-li pro posloupnost
{v.} (10.22), pak nemiZe byt {v,} € M, ; nebot podle toho, co jsme privE dokazali,
by musel byt v takovém pfipadé spin¥n vztah (10.21), coZ vede ke sporu s (10.22).

Z praveé odvozenych vysledkil plyne, Ze rozdélime-li posloupnosti z mnoZiny M,
na tfidy tak, %e dv& posloupnosti {u,} a {n,} z M, patii do téZe tFidy pravé tehdy,
spliinji-li (10.21), pak Ze tyto tFidy jsou vzdjemné jednoznaénd pFifazeny prokim
prostoru S, KaZdému prvku u, € S, je pfifazena tfida M, téch posloupnosti 7 M,
které konverguji v 8, k tomuto prvku, a kaZdé z uvaZovanych tfid plislug pravé
jeden prvek u, prostoru §,, a to ten, k nému¥ v S, konvergnje niktera (libovoln{t)
postoupnost {u,} z této tfidy (nebof jak jsme ukdzali, konvergujl k tomuto prvku
i viechny ostatni posloupnosti z této tFidy).

UvaZujme nyni posloupnosti z mnoZiny M,, ¢j. posloupnosti cauchyovské v S,
které nemaji v S, limitu. Rozd¥lme tyto posloupnosti, podobni jako v pfedchizejicim
ptipadg, na t¥idy tak, Ze dv& posloupnosti {u,} € M,, {v,} € M, pati do téfe tfidy
pravé tehdy, plati-h

{10.28) lim Hu,, = v"ﬂA =0.
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Témto t¥dam nebudou tentokrat odpovidat prvky u, z prostoru §, v dfive popsaném
smyslu, nebof posloupnosti z mnoZiny M, nemaji v prostoru 8, limitu. Uvidime
viak, e bude mozZno piifadit jim vzajemné jednoznalné urcité prvky z prostoru H
{nepatiici do §,). MnoZinu téchto prvki oznadime D;. Na tyto prvky pak pfirozenym
zphisobem roziifime skalarni soudin (u, v),, definovany zatim jen pro prvky z prostoru
54, a vytvotime tak, jak uvidime, pravé hledany tplny prostor H,. Prvky mnoZiny
D, pak budou ,,ideilnimi elementy* prostorn H 4 (prote jsme pro mnoZinu t&chto
prvki volili oznageni D s indexem [), o nichZ byla zminka v pfedchazejicim textu
[srov. text ndsledujici za (10.15)].

Prvky z mnoZiny D; dostaneme takto: Vezm&me urditou posloupnost {u,} z mno-
3iny M,. Tato posloupnost je podle pfedpokladu cauchyovska v S, takZe je také
cauchyovsk4 v H [srov. (10.15}]. ProtoZe H je Gplny prostor, konverguje posloupnost
{u,} v H k urtitému (touto posloupnosti jednoznaéng urdenému) prvku, ktery
oznatime u,. Tedy
{10.29) limu, =ug v H.

UvaZujme nyni posloupnost {,} € M, z té%e tfidy, do které patfi posloupnost {1},
takJe plati (10.28). DokaZeme, Ze fato posloupnost ma v prostoru H tuléZ limitu uo
jako posloupnost {u,}, tj. ¢ plati

{10.30) - limo, =uy, v H.

B

Mime tedy dokazat, 7e z (10.29) a (10.28) plyne

(10.31) lim |5, — o = 0.
7 (10.9) véak vyplyva
1
Uy — Uy = E Hun - !}"H_‘,
odkud podle (10.28) je
(10.32) lim Hu,, — v,,” =0.
Podobnt jako v (10.27) méme
low — ol = [(on — ) + (ta = wo)|| < [lou = w2l + [l — o],

odkud, protoZe plati (10.32) a (10.29), piyne (10.31), coZ jsme meli dokéazat.

Ka#dé t¥id& posloupnosti z mnoZiny M, piislu$i tedy ve smyslu konstrukce
{10.29) urtity prvek z prostoru H (nepattici do S,), touto tfidou posloupnosti jedno-
znatné wideny. Mno¥inu viech téchto prvki (odpovidajicich uvaZovanym t¥idam}
oznadime, jak jsme ji¥ p¥edeslali, symbolem D). UkéZeme, Ze také naopak kaZdému
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uy € D; odpovidi pravi jedna tfida posloupnosti z M,. K tomuto ucelu stali do-

kazat, Ze kazdym dv&ma navzdjem riznym tfidim posloupnosti z M, odpovidaji

[ve smyslu konstrukee (10.29)] riizné prvky z Dp.") ' '
Dv& posloupnosti {1}, {v,} z M, patfi, resp. ncpat¥i do téZe tiidy, spliiuji-li

(10.21), resp. (10.22). UvaZujme tedy dvé posloupnosti {u,}, {1} z riznych t¥d,

tak¥e jo

(10.33) lim

b iads]

U, — s =a>0.

Necht ptitom maji tyto posloupnosti v prostoru H tutéZ limitu, tj. necht plati

(10.34) limu, =u,, liny,=u, v H.

n—+om H=* o0
UkaZeme, Ze tento predpoklad vede ke sporu, €imZ bude dokdzéno, Ze dvéma na-
vzijem riznym tFidim posloupnosti z mnoZiny M, nemohou odpovidat [ve smyslu
konstrukce {10.29)] dva stejné prvky z H.

Oznalme z, = u, — 1, ProtoZe posloupnosti {1} i {v,} jsou cauchyovské v S,
je i posloupnost {z,} cauchyovskd v 5, a podle {10.33) plati
(10.35) lim |z,[ly = a > 0,

n—+ oo

takZe také

(10.36) lim(z,, z,)4 = a*> >0,

n—ten

nebof (z,, 2,4 = ||z} Podle (10.34) jc zdroves
(10.37) limz,=0v H,
a tedy podie véty 6.17, sir. 82,

(10.38) lim |z, =0.

ProtoZe {z,} je posloupnost cauchyovskd v S, existuje podle véty 7.8, str. 88, takova
konstanta K > 0, Ze pro viechna n plati

(10.39) lals < K.

1y Toto neni tak zcela samozfejmé, jak se snad Ctendfi zda. Z (10.9) totiZ plyne, Ze jsou-li
posloupnosti {x,} a {v,} ,.blizké" v metrice prostoru S 4, pak Ze jsou také ,blizké" v metrice
prostoru K. Neplyne odtud oviem, Ze¢ posloupnosti ,,blizké™ v prostoru /i jsou také , blizké™
v prostoru §,. Mohlo by se tedy stat, Z¢ dv& posloupnosti z riznych t£id v metrice prostoru 54
by mohly mit v B tutéZ limitu, '
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Oznadme
a2

(10.40) = Z(K—-Q--I"j '

kde a je konstanta z (10.35). ProtoZe £ > 0 a posloupnost {z,} je v S, cauchyovska,
Ize k tomuto & najit &islo n; takové, Ze plati
(10.41) |z, — z,fl4 < & pro kaidou dvojici pfirozenych &isel m > ny, n > ng.

Zvolme pevnd m > ng. Zicimé je

(10.42) (z,,, z,,)A = (z,, — Zoy Zoda + (zm, z,,)A s
Dile
(10.43) (2 22)a| = [(AZw z0)] = [ Aza] - [|2¢] -

Protoze m je pevné, a tedy Az, je pevny prvek z prostoru H, plyne z (10.43) a z (10.38),
#e k Gslu &, danému vztahem (10.40), kze najit &islo nj tak, Ze pro viechna n > ng je

{10.44) [(Zms 2] <€+
Ziroveli pro viechna n > ng plati podle (10.39) a (10.41)

(10.45) (20 — Zao Z)al £ |2 — Zala - lzafla < Ke.

Oznatme N = max (rg, #y). Pro viechna n > N plati tedy zirovefi (10.44) i (10.45),
a tedy podie (10.42) i '

a:!

(10.46) (Zpzga )< Ke+e=(K + )e= 5

podle (10.40). NemiZe tedy byt

lim (z,', z,,)A =a?,
Ao .
co¥ je spor s (10.36).

O tfiddch posloupnosti z mooZiny M, miZeme tedy vyslovit obdobné tvrzeni,
které jsme vyslovili o vzijemné jednoznadném piitazeni tfid posloupnosti z mnoZiny
M, a prvki z lineilu D ,: :

Kazdému proku ug € Dy odpovidd prdvé jedna titda posloupnosti z mnoZing M,
a to tFida vSech téch posloupnosti z mnoZiny M,, které konverguji v prostoru H
k proku u,. Navpak, kaZdé z téchto t¥id odpovidd v Dy prdvé jeden proek uo, a to ten,
ktery je v prostoru H limitou nékteré (libovolné) posloupnosti z této tidy.

Oznalme D sjednoceni mnoZin D, a Dy,

(10.47) D=D,uD.

1y Zde nemusime psét absolutni hodnotu, nebof (z,, 7,04 = 0.
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Podle pravé vyslovenych tvrzeni existuje tedy vzijemné jednoznaéné pfifazeni mezi
prvky mnoZiny D a jednotlivymi tfidami viech posloupnosti, cauchyovskych v pro-
storu S,. Piitom tyto tfidy json, jak vime, charakterizov&ny tim, Z¢ dv€ posloupnosti
{1,}. {v.}, cauchyovské v S,, patii do téZe t¥idy pravé tehdy, plati-li (10.21). UvaZo-
vané piitazeni je zfejmé linedrni (odpovidd-li posloupnosti {u,} prvek u,, odpovidd
poslonpnosti {au,} prvek au, atd.), odknd snadnou tvahou plyne, e mnoZina D
je lineal. To umoZfiuje definovat na D skaldrni soufin. Tento soufin oznafime
stejnym symbolem (u, v}, jako skalarni soucin, definovany vztabem (10.2) na linealu
D 4. (Z nasledujicich fadkd vyplyne, # jsme k tomu skutetné opravnéni.) Definujeme

{10.48) (o, vo)4 = lim (u,, v,)4 pro kazdou dvojici prvkit wpe D, v D,

pfitemi {u,}, resp. {n.} (4, € D4, v, € D,) je nEktera posloupnost z tfidy, kterd podle
predchazejiciho textu odpovida prvku uy,, resp. v,.

Abychom ukézali oprivnénost definice (10.48) (i zvoleného oznaleni), je ticba
ukazat, Ze
1. limita (10.48) vidy existuje a je konetna;

2. limita (10.48) nezévisi na vybéru posloupnosti {u,}, resp. {o,} z tfidy, kterd
odpovida prvku uy, resp. vg;

3. (10.48) ma vSechny vlastnosti skalérnfho souginu;

4. pro u,€ Dy, vye D, je soutin (10.48) roven soudinu (10.2) [takic skaldrni
soutin (10.48) je roziifenim skaldrniho soutinu (10.2) z lineslu D, na lincal D].

K jednotlivim bodiim:

1. Sta¥ ukézat, Z¢ posloupnost (x,, v,)4 je cauchyovskd, tj. Ze plati

(10.49) 1im [ty Deda — (thes 22)a| = 0.

L b 3
Aoy

Ale posloupnosti {1}, {v.} jsou v S, cauchyovské, takZe plati

(10.50) lim [Jup — u,] =0,
(10.51) lim [, — v,[].=0;
B—+m

mimoto podle v&ty 7.8, str. 88, existuje konstanta K tak, Ze pro viechna n je

(10.52 sk, Psk.




136 II. vARIASNI METODY

Dale plati, nebof prvky posloupnosti {u,}, {#,} patfi do S,,

(10.53) (2 04 — (Wt Va)a] = (e — 00 V) + (s 0 — )| =
= (ot — s )] + [t o — )] < [t = afla - Jomla +
- Jetala - fom — vala < K(lltm = wa]a + [lom = 2]
odkud, protoZe plati {10.50) a (10.51), plyne (10.49).

2. Necht {ii,}, resp. {#,} je jind cauchyovskd posloupnost z t¥idy, kterd podle
predchazejiciho textu odpovidd prvku ug, resp. vo, uvaZovanému v (10.48). To tedy
znamend, Zc je

(10.54) lim Ju, — di,]l4 =0,
(10.55) lim |0, — %,J4 = O.

Necht dale konstanta K v (10.52) je jiZ tak velkd, 7e mimo (10.52) plati i

{10.56) la s K.
Méime
(1057) |(I{,,, Un)A. - (ﬁm ﬁn)jl = I(un - t-jm v-‘t).rl + (ﬁﬂ’ v, — ﬁﬂ)Al £

_—‘i- I(un i ﬁ‘m un)zll + |(ﬁm v, - ﬁﬂ)){l g "un N ﬁ?l”.r‘. # anL‘( +

i on = s = K{Jste — @0+ o = 8]0,
odkud v désledku (10.54) a {10.55) plyne

Hm (g, 2)s — (e sl = 0

dili

lim (u,, v,)4 = lim (i,, 5,). ,

R0 n—+m
coZ potvrzuje nezavislost limity (10.48) na volbE posloupnosti z tfidy, kterd odpovida
prvku ug, Iesp. vg.

3. Viastnosti (6.3) aZ (6.6), str. 69, soucinu (10.48) nebudeme podrobn& dokazovat,

nebof plynou pfimo limitnim pfechodem (10.48) z vlastnosti skalarniho soudinu
(10.2). Napf.

(405 Vo) = lim (1, ©,)4 = 1im (0, )4 = (Po, %0)a
n—+on

atd. )

4, Je-li ug € D, vy € D, stadi za posloupnosti {u,}, {v,} v (10.48) vzit stacionarni
posloupnosti {u}, {vo}, nebot, jak jsme dokézali v bod€ 2, nezdvisi hodnota soudinu
(10.48) na volb¥ posloupnosti z pfislu¥nych tfid.
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Vztahem (10.48) je tedy na linealu D skute¢ng definovdn skalarni sougin, pfitemZ
tento skalarni sou€in je roziifenim skaldrnfho souéinu (10.2), definovaného pro prvky
linedlu D, na cely lineal D. ProtoZe tedy (10.48) je skalarni sougin, je vztahem

(10.58) lufs = (e, w)y, ueD,
resp.
(10.59) ' ou,v)=Ju—v|,, ueb,veD,

definovdna na lineflu D norma, resp. metrika, pfitemZ je opdt snadné ukdzat,
%e (10.58), resp. (10.59) je rozsifenim normy (10.6), resp. metriky (10.7) na cely
line4l D, Mimoto z (10.48) plynou snadno ,,obvykla pravidla®, napt.

(10.60) lula = lim Ju ]

je-li u € D a je-li {u,} néktera z jemu odpovidajici tiidy cauchyovskych posloupnosti
v S, apod.

Definice 10.1. Unitarni prostor, vytvofeny prvky linedlu D, se skaldrnim soudinem
{10.48) a metrikou (10.59) nazveme prostorem H .

Véta 10.1. Prostor H, je v metrice (10.59} uplny, je tedy Hilbertovym prostorem.
Linedl D, je v H , husty.

Dikaz:

a) Hustoia. Necht u je libovolny prvek z H,. Mame dokazat, Ze ke kaZdému
¢ > 0 lze najit takovy prvek v e D, e plati -

(10.61) odmv)=u—ovl se.

Podle piedpokladu je u e D. Prvku u je tedy jednoznang piifazena urlita tiida
posloupnosti cauchyovskych v S, (a tedy také v H ;). Vyberme jednu z nich a ozna¢me
ji {u,}. Nechf £ > 0 je dano. ProtoZe {u,} je cauchyovské posloupnost v H ,, existuje
takové ng, Ze pro kaZdou dvoijici €isel m, n, pro kterou plati m > ng, » > #g, je

(10.62) [t — |4 < &

Nechf u, je pevné zvoleny prvek uvaZované pesloupnosti takovy, Ze n > n,. Protoie
{u,} je jedna z posloupnosti prvkd z prostoru §,, odpovidajicich prvku u, je
{4,, — u,} (pti pevném u,) jedna z posloupnosti prvkil z prostoru S, odpovidajicich
prvku u — u,. Podle (10.60) mdme

e — walls = lim fur, — w4
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Ale n > n,, takie pro kaidé m > n, plati (10.62). UvaZovana limita tedy nemiiZe
byt vE&3i nez ¢, tj.

(10.63) Ju—wla=e.

Za hledany prvek v v (10.63) stadf tedy vzit zvoleny prvek u,.

Tim je dikaz hustoty linedlu D, v prostoru H , proveden.

Viimnéme si jeStd této okolnosti: Cislo ¢ > 0 bylo zvoleno libovelng, takze
z (10.63) plyne, Ze posloupnost {u,} konverguje v prostoru H k prvku u. Je-li tedy u
libovolny prvek z H, a je-h {u,} n&kterd z jemu odpovidajici tfidy cauchyovskych
posloupnosti v S, pak : )
(10.64) limu, = u v Hy.

A=* 0

b) Uplnost. Necht {s,} je libovoind posloupnost cauchyovskd v Hy Mime
dokéazat, 7e tato posloupnost ma v H, limitu.

Proto¥e lineal D je husty v H ,, lze kaZdy prvek posloupnosti {v,} aproximovat
v tomto prostoru s libovolnou pfesnosti n&kterym prvkem z, z D 4. Specialné je tedy
mo#no najit takovou posloupnost {z,} prvkii z D, 7¢ pro kazdé n = 1,2, ... plati

1
{10.65) lza — valla < -

Tyrdime, Ze nejen posloupnost {s,}, ale i posloupnost {z,} je cauchyovska v H .
Z trojuhelnikové nerovnosti totiZ plyne

(10.66) (2 = Zalla = [(Zm = 0 + (@0 — 2) + (O —wu =
< 7 = talla + 20 — tada + [tm = Oala-

Z {10.66), (10.65) a z okolnosti, Ze {5} je cauchyovské posloupnost, plyne ihned
uvedené tvrzeni.

Protoze tedy posloupnost {z,} je cauchyovskd v H,, a tedy i v S, nebot prvky z,
patfi do D,, odpovida ji v D uréity (touto posloupnosti jednoznacng stanoveny)
prvek z. Podle (10.64) je

limz,=zv H,,

.

(10.67) lim |z — z,].=0.
Snadno ukiZeme, Ze plati 1

(10.68) limo, =2z v Hy,.

A= ag
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Je totiz
[z = ofs = [z — zds + [z, — 0|4

Odtud a z (10.67) a (10.65) plyne ihned
lim "z - un”‘{ =0,
. (10.68).

Tim je dikaz Gplnosti prostorn H ; proveden.

Poznimka 10.1. Z (10.48) plyne snadno limitnim pfechodem, Ze vztahy (10.8),
resp. (10.9), tj. vztahy

(10.69) lal = a2, €0,
Tesp. .
(10.70) [l < 2 Juler © >0,

platné v prostoru S, zistavaji v platnosti i v prostoru H .

Poznimka 10.2. Na zaatku této kapitoly jsme nevyloudili pfipad, Ze S, je uplny
prostor. V takovém pfipad& neni tfeba provadét jeho roz8ifeniaje D = D,a H, =
= S,. Tento ptipad nap¥. nastane, je-li D, = H a je-li A identicky operator (def. 8.11,
str. 99), 4. je-li 4 = I. Tento operator je zfejmé v H pozitivng definitni, nebof je
linedrni a symetricky a pro kaZdé ue H je (Iu, u) = (u, u), takZe v (10.1} stadi
poloZit C = 1. Tento pfipad je oviem malo zajimavy, nebot rovnice Au = f sc zde
redukuje na rovnici ¥ = f a jejim fefenim je zfejmé prvek f. DileZité jsou pravé
pfipady, kdy prostor S, neni Gplny, a kdy tedy je H; ¥+ S,. Tento pfipad je napt.
typicky pro diferenciélni operatory, s kteryimi se setkdvame v inZenyrskych a pfirodo-
védnych problémech.

Pozndmka 10,3. V pfisti kapitole ukaZeme, Ze prostor H  je jiZ dostateéné Siroky,
aby bylo moZno dokdzat v ném existenci minima funkcionalu F z kap. 9 (vhodn)'lm
zplsobem modiﬁkovaného), a tim i existenci ,,zobecnéného fefeni* daného problému
Au = f. Prostor H, jsme zkonstruovali, nebyl-li prostor S, aplny, tak, Ze jsme
k prvkim linedlu D, ,,pridali uréité prvky prostoru H (nmoiinu té&chto prvki
jsme ozna&ili D;); tim jsme vytvofili linedl D a na tento lineal jsme roz3ifili skaldrni
soudin a metriku prostoru S,. Ctenaf si jist& poloZi otazku, jaka je struktura mnoZiny
D;,1j. jak ,,nazorn&* charakierizovat ty prvky prostoru H, které pat¥i do D,. Na tomto
misté nemame zatim moZnost dit na tuto otazku néjakou obecnéjsi odpovéd. Pokud
jde o specidlni pripady, dava uréitou predstave pfikl. 10.1, str. 128: V tomto piipadé
je H = L(a, b) a lineal D, je vytvofen funkcemi u(x), spojitymi véetné derivaci
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prvniho a druhého Fadu v uzavieném intervalu <a, b} a splfiujicimi okrajové pod-
minky

(10.71) u(a) = u(b) = 0.

Z (10.5) plyne, Ze skalirni soudin (u, v}, je v prostoru S, dan vztahem

b

(10.72) (u,0)4 = j’u’v' dx.

Zhruba Yefeno lze tedy odekavat, ¥e¢ mnoZina D, bude tvofena takovymi funkcemi
z prostoru H = L,(a, b), které nepatfi do D, a pro které bude mit integrél (10.72)
jest& smysl. [K tomu napt. stadi, aby prvni derivace téchto funki byly integrovatelné
s druhou mocninou v intervalu (a, b).] Mimoto je ticba, aby tyto funkce splitovaly,
alespoii v n&jakém ,,rozumném® smyslu okrajové podminky {10.?]).

V ptipadé diferencidlnich operatori: (obyejnych nebo parcidlnich) druhého fadu,
co¥ je v aplikacich velmi &asty ptipad, volime za prostor H zpravidla prostor L;(a. b)
[resp. L,(G)] 2 za linedl D, pak volime zpravidla lineal funkef spojitych véetn® obycej-
nych, resp. parcidlnich derivaci prvniho a druhého fadu v uzavieném intervalu {a, b>,
resp. v uzaviené oblasti G a vyhovujicich uréitym podminkém v bodech a, b, resp.
na hranici I oblasti G. Funkce z mnoZiny D, pak maji (aspoﬁ v pfipadech, s kierym:
se v této knize setkdme) tzv. zobecnéné derivace (obySejné, resp. parcidlni) prvniho
t4du, integrovatelné s druhou mocninou v uvaZovaném oboru (intervalu, resp. ob-
lasti), v obecném piipadg viak jiZ nemaji derivace druhého fidu. Podrobngji o tom viz
v kap. 32. ProtoZe, jak uvidime, bude d¥ive zmingny funkcional F nabyvat na linealu D
svého minima, takZe ,,zobecnéné fcfeni® problému Au = f bude prvkem tohoto
linealu, vzniké otazka, v jakém smysiu bude toto zobecnéné fefeni skuteCn& feSenim
uva¥ovaného problému, nebude-li funkcional F nabyvat tohoto minima prave
na linealu D . Uréitou, v jistém smyslu uspokojivou odpovéd na tuto otizku bude
moZno dit jiZ v zivéru nasledujici kapitoly.
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Kapitola 11

Existence minima funkciondla F v prostoru I7,.
Zobecnéni FeSeni

UvaZujme funkcional
(11.1) Fu = (Au, 1) — 2(f. u), ueDy,

zkap.9 (str. 121). Za predpokladu, Ze operator A je na linealu D 4 pozitivni, vime podle
vity 9.2, Je kdyZ rovnice Au = f mé YeSeni') 4, € D, pak Ze funkcional F nabyva
pro tento prvek #, minimélni hodnoty mezi viemi prvky u € D, a naopak, nabyva-li
funkcional F pa linealu D, minimalnf hodnoty pro urdity prvek u, € D 4, pak 7e tento
prvek je fefenim rovnice Au = f. V zévéru kap. 9 jsme upozornili na to, Ze véta 9.2
ma podmin&ny charakter, nebot pfedpoklidd bud existenci fefeni uy € Dy dané
rovnice, nebo existenci prvku ug € D, minimalizujiciho funkciondl F na linedlu D ,.
Pritom existence takového prvku u, neni ani v prvaim, ani v drahém ptipadé pfedem
zarucena,

Je-li operétor A navic pozitivng definitni, lz¢ zkonstruovat, jak jsme vidéli v pfed-
chazejici kapitole, Hilbertiiv prostor H 4 se skalirnim souinem (u, v)y, ktery je roz-
%ifenim skalarniho souéinu, daného na plvodnim linedlu D, vztahem

(11.2) (u,v)s = (Au,v), ueD,,veD,.
Pfedng tedy Ize funkcional (11.1) zapsat ve tvara
(1.3) Fu = (u,u) — 2(f,u), uecDy.

Skalarni soudin (, u), méa viak smysl pro viechny prvky prostoru H, (nejen pro
prvky linedlu D). TotéZ plati {pfi pevném f e H} pro skalarni soufin (f, u), nebot
je-li w € H ,, je také u € H. Tedy funkcional F lzc roziifit predpisem (11.3) na cely
prostor H

(11.4) Fu=(uw'u), —2(f,u), ueH,.

UkA¥eme, Fe takto roziifeny funkcional nabyva v prostoru H, svého minima a Ze
prvek ug, pro ktery je tohoto minima v H, dosaZeno, je jednoznatné uréen danym
prvkem fe H.

Funkcionl (f, 4} je lincani?) a ptitom (pro pevné f e H) omezeny (def. 8.19,
str. 115) funkcional v H, nebot podle Schwarzovy nerovnosti (6.17) je

(11.3) (50l = 174 - L]

1y Rozumi se fcseni v uvaZovaném Hilbertové prostoru H se skaldrnim soudinem (x, v}.

2y Linedrnost funkciondlu (f, u) je zfejmé, nebof (f, a,u; + a,u;) = a;(f, )+ ay(f, ug).
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takZe za konstantu K v def. 8.19 lze vzit &islo | f|, tj. normu funkce f v prostoru H.
Funkcional (f, ) je viak (pii pevném f € H) linearni omezeny funkcionél i v prostoru
H 4. Podle (10.70) je totiZ pro kaZdé u e H,,

el

(11.6) l«] =

odkud pedle (11.5) plyne

1

c
<V},

60l = 11

pro kaidé fe Haue H,.

V tomto piipad® je tedy mo¥no volit za konstantu X v def. 8.19 &islo [ f]|/C.
ProtoZe dile H, je Hilberillv prostor, existuje podle Ricszovy véty (v&ta 8.8, str. 116)
prvek uy € H,, prvkem f € H jednoznaln® urleny, tak, Ze plati

(11.7) (ug, u)g = (f, #) proviecchna wueH,.

Pieme-li nyni podle (11.7) v (11.4) (u,, u}, misto (f, u), dostaneme

(11.8) Fu = (u, u)y — 2uo, )4 = (4, )y — 2ug, u)4 + (o, to)s — (%o, Uo)s =
= (u = g, u — uo)y — (uostio)a = [u = wolZ — [fuo]l5 -

Ale |lu] 4 je norma v prostoru H ,, takic

(11.9) e — uola=0, jeli w—uo=0v Hy, t.jeli u=upv Hy,
a
(11.10) [t = tto]| s >0 pro u=u, v Hy.

Z (11.8), (11.9) a (11.10} je ziejmé, Ze funkeiondl F nabyva v H , minima, pravé je-li
u = up v H ,, tj. pravé pro prvek u, urdeny (jednoznatng) vztahem (11.7). Dokézali
jsme ledy tuto vEtu:

Véta 11.1. Nech! operdtor A je pozitivné definitni na linedlu D, hustém v Hil-
bertové prosioru H. Necht H 4 je Hilbertiv prostor, zkonstruovany v kap. 10. Pak
funkciondl F, dany v H, pFedpisem (11.4), nabjvd v H, své minimdlni hodnoty.
Prvek ug, realizujici v H, toto minimum, je jednoznacné ddn vzighem (11.7).

Jak jsme piedeslali jiZ v kapitole 9, definujeme:

Definice 11.1. Prvek u,, minimalizujici v prostoru H, funkcional (11.4) a urdeny
jednoznaéné vztahem (11.7), nazyvime zobecnénym Fefenim rovnice Au = f.

Specialni piipad zobecnéného fefeni je ten, kdy prvek ug, realizajici v H , minimum
funkcionalu F, je prvkem linedlu D,. Tento pfipad odpovidd, zejména jde-li o di-
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ferencidlni operatory, v jistém smyslu pfedstavé klasického Fefeni daného problému.
Viz o tom podrobnéji v pozn. 11.4.

Véta 11.1 i definice 11.1 si zaslouZi n&kolika poznimek:

Poznimka 11.1. Jak vyplyvd z pfedchézejiciho textu, je zobecnéné feSeni u,
rovhice Au = f jednoznaéné ureno vztahem (11.7). Po praktické strince viak sém
vztah (11.7) nedava navod, jak toto feSenf efektivn® zkonstruovat. Cestou k tomu
zstava minimalizovani (v prostoru H ) funkcionlu F. Cilem nésledujicich kapitol
bude tedy seznamit se s U&innymi metodami, jak najit prvek, kiery realizuje toto
minimum, resp. aspof jeho dostateng blizkou aproximaci.

Poznimka 11.2, Z (11.7) déle podle (11.6) plyne
(1t11) o)l = [0 = Wl ol = 2 - pro masae wer,.
Specialng pro # = u, dostividme odtud
ol = uor b = 120 ],

odkud plync') diileZita nerovnost

(11.12) ol < 1.

c

Tato nerovnost vyjadfuje spofitou zdvislost zobecnéného Fefent u, na pravé strané f
dané rovnice Au = f. To pfedné znamend, Ze je-li f ,,malé” v normé& prostoru H,
pak Ye zobecnéné fedeni je ,,malé“ v normé prostoru H, [a tim podle (11.6) také
,,malé” v normé prostora H]. Je-li dale u,, resp. v, Zobecnéné fefeni rovnice

(11.13) Au=1f,

resp.

(11.14) Av=g,

ti. plati-li

(11.15) (g, )4 = (f, 4} proviechna ueH,,
Tesp.

(11.16) (g, u), = (g, u) pro viechna weH,,

1y Pro uy + 0; pro uy = 0 plati oviem perovnost (11.12) také.
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pak zy = 9, — tig je zobecnénym Tefenim rovnice

(11.17) Az =g — 1.9

nebot z (11.15} a {11.16) plyne

(11.18) (zos w)a = (g — f,u) proviechna weHy.

Z (11.18) pak dostavame stejnym zpiisobem, jakym jsme z (11.7) dospéli k ne-
rovnosti (11.12},

11.19 . co—s1
{11.19) lzofl. < z

Lisi-li se tedy pravé strany rovnic {11.13}, (11.14) ,,méalo* v normg& prostoru H,
1i§i se pfisluind zobecndnd fefeni ,,mdlo* v normé prostoru H, [a tim také podle
(11.6) v norm& prostoru H]. Toho je moZno vyuZit k odhadu chyby, hledime-li
zobecnéné FeSeni (presngji: jeho aproximaci) nékterou z metod, popsanych v nésle-
dujicich kapitolach. Je-li totiZ n-ta aproximace u, € D, zobecnéného feseni u, takova,
Ze prvek

(11.20) fy = Au,

se li%i ,,méalo* od prvku f v normg prostoru H, pak u,, se lifi od u, ,,mélo* v prostoru
H ; pFesngji, podle (11.19), je

[ =7l _ A = 1]

11.21 o= <
(1129 Ju = sl 5 L -

Zname-li tedy konstantu C (viz o tom podrobng v dalgi &asti této knihy, zejména
v kap. 18, 19 a 22; srov. také piikl. 8.9, str. 111), dovedeme podle (11.21} odhadnout
v prostoru H, [a tim také podle (11.6) v prostoru H] chybu, které se dopustime,
nahradime-li zobecndné Yefeni w, jeho aproximaci u, Pfitom prava strana dané
rovnice ma v aplikacich zpravidla jednoduchy fyzikalni v¥znam; napf. v pfipadé
rovnice desky (viz kap. 23) je prava strana této rovnice dana funkei f e Ly(G), kterd
charakterizuje zatiZeni uvaZované desky. UvaZime-li (11.20}, vidime, Ze v tomto
piipadé je aproximace u, ,,pfesnym*® feienim téhoZ problému, aviak sjinym zatiZenim,
danym funkei £, misto funkci f. ,,Blizkost* funkei f, a f v normé prostoru L,(G)
umoZiiuje pfedné usuzovat podle (11.21) na ,,blizkost* feeni u, a jeho aproximace u,
{v normé& prostoru I ,). Technikovi viak Casto stali dokonce jen zb&Zné porovnini
funkci £, a f k tomu, aby rozhodl, zda aproximace u, je k ucelu, ktery sleduje, jiz

1y Formalné plyne oviem tento vysledek odedtenim rovnice Aw, = f od rovnice Avy = g;
formélné proto, ze pokud uy a vy nepatfi do P, nemusi mit symboly Aw,, Avg viibec smysl.
Proto bylo tfeba ukdzat, Ze z, spliuje vztah (11.18), nebof timto vztahem je definovano, ve
smyslu (11.7), zobecngné Fedeni rovnice (11.17).
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dostate&nym pFiblizenim feSeni jeho problému; funkce f totiZ byvé dina jako vysledek
méteni, které samo obsahuje v sobd urditou chybu, jeZ dokonce miZe zplsebit
v&E chybu v Ye¥eni uvaZovaného problému, neZ je chyba vznikld nahrazenim
fefeni #, jeho aproximaci u,.

Pii této piileZitosti je 1feba upozornit Ctendfe na to, Ze ne u kazdé z metod,
s nimi¥ se sezndmime v nasledujicich kapitolach, je vidy zarudeno, Ze s rostoucim n
konverguje f, — Au, k funkci f v prostoru H. O tom se na pfisluinfch mistech
u jednotlivich metod zminime. Tato otazka souvisi tésn€ s vhodnou volbou baze,
jejimiZ prvky (ptesngji: linedrnimi kombinacemi t¥chto prykii) fefeni aproximujeme;
viz o tom zejména v kap. 20. Viz také kap. 44, kde je uvedena metoda odhadu chyby,
zaloZend na zcela jiné mySlence.

Pozndmka 11.3. Jak jsme jiZ dfive naznaéili, bude v&tSina metod, které ukdZeme
v dal&im textu, zaleZet v tom, ¥e sestrojime jistou posloupnost prvkii u, € H 4 (zpravidla
pijde o prvky z linedlu D,), o niZ dokaZeme, Ze konverguje v prostoru H, k hleda-
nému zobecnénému Fefen{ ug, tj. pro niz bude platit
(11.22) lim [lu, — upf, = 0.
n—+on
V souvislosti s tim si nejprve viimnEme této skutednosti: Jak vime, funkcional F
nabyva v prostoru H, minimilni hodnoty pro prvek ug, definovany rovnici (1 1.7)
na str. 142, Z {11.8) pak plyne, ¢ tato miniméilni hodnota je rovna islu — o) %
1. 7e
min Fu = —|Ju|5 -
wel 4

Definice 11.2. O posloupnosti {u,} prvkd z H, fekneme, Ze je minimalizujici
pro funkcional (11.4) [a tedy také pro funkciondl (11.8)] nebo Ze {u,} je u-posloupnost,
plati-li -

(11.23) lim Fu, = —|ug|5 -

n—+o

Tedy p-posloupnost je takova posloupnost {u,} prvkii z H ,, Ze limita pfislusnjch
hodnot Fu, funkcionalu F je rovna minimu tohoto funkcionalu v prostorn H,.
Z (11.22), (11.23) a ze vztahu (11.8), tj. 7e vztahu

(11.24) Fu = [u — ugli — Jluofd»

pfimo plyne:

Véta 11.2. Je-li {u,} p-posteupnost, pak plati (11.22). Naopak, plati-li (11.22),
pak {u,} je p-posloupnost, ‘
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Diukaz: 1. Je-li {u,} p-posloupnost, plati (11.23) a z (11.24) plyne

tim [lu, — w3 = lim (Fu, + Juo}%) =
o A0

= lim Fu, + uo|g = —Juoli + [uo]i = 0,
1.
lim Hun — uOHA =0,
cof je vztah (11.22). i

2. Plati-li (11.22), plyne z (11.24)

tim Fu, = lim [, — g3 = a3 = —Juo].
n—+ o

H-+ o0

coZ je vztah (11.23).

DokéZeme-li tedy o n&které posloupnosti {u,}, Ze je p-posloupnost, plyne z toho
podie uvedené véty, e {u,} konverguje v prostoru H, k zobecnénému feseni oy
rovnice Au = f. Tato skutetnost nam bude uZiteZnd pfi zkouméni konvergence
nékterych metod, uvedenych v daliich kapitolach.

Poznamka 11.4. V této kapitole jsme zavedli pojem zobecnéného Fefeni rovnice
Au = f. Jake o jeho specidlnim pfipad¥ jsme se v textu za def. 11.1 zminili o fefeni
z linedlu D, které je zejmépa v piipadé diferencidlnich operdtort jistou obdobou
pojmu klasického feSeni dané rovnice, znamého &tenafi napf. z klasické teorie parcial-
nich diferencidlnich rovnic. Pat¥i-li prvek u, € H, do D, nebo nikoli, zivisi zejména
na tom, jaky je operdtor A a jaky je prvek f na pravé strané rovmice Au = f; po-
drobné&ji o tom viz v kap. 46.

Viimnéme si bliZe zminénych pojmG feSeni, zejména v souvislosti s p¥ipadem,
ktery je pro nds nejzajimav&jii, tj, v souvislosti s diferencialnimi operitory.

Poznamenejme nejprve, Ze i kdyZ pojmy , klasické FeSeni* a ,,feSeni z lincalu D *
jsou v téchto pfipadech velmi p¥ibuzné, nemusi vZdy znagit totéz, UvaZujme ndm jiZ
dobfe zndmy Dirichletiv problém pro Poissonovu rovnici v rovinné oblasti G
s hranici I,

(11.25) —Au=fvG,
(11.26) u=0mnarl.

Klasickym feSenim tohote problému rozumime funkei u, spojitou v G =G + I,
rovnou nule na I' a majici v G derivace ¢*ufox?, 8*ufdy?, které v G spliiuji rovnici
(11.25). Za linedl D, = D_, jsme v3ak zvolili lineal funkci, spojitych vietnd parcial-
nich derivaci prvniho a druhého fadu v & = G + I a splitujicich podminku (11.26).
Mai-li funkce # byt feSenim nascho problému a m4-li pattit do D, pak ma mit pfedng
viechny priv€ uvedené vlastnosti funkei z D,. Na hladkost funkei z linedlu D,
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(a tim také na hladkost uvazovaného fedeni z D ) klademe zde tedy vy38i poZadavky
ne? na bladkost klasického fefeni. Divod (nepfili§ podstatny; jde spiSe o urdité
zjednodu¥eni tvah, napt. o snadné ov&feni toho, Ze jsou splnény piedpoklady
Greenovy vity 8.7 apod.) je ten, Ze na takto definovaném linedlu se velmi snadno
dokaZi charakteristické vlastnosti daného aperatory, jako je symetrie, pozitivnost atd.
Nikierak nevadi, poZadujeme-li od funkci z linealu D, hladkost jeSte vEi3i; Ize napf.
ukézat, ¥e konstrukci uvedenou v kap. 10 dosp&jeme k témuZ prostoru H 4, zvolime-li
pro na$ problém (11.25), (11.26) misto linealu funkei s pravé uvedenymi vlastnostmi
lineal funkei spojitych véetnd parcilnich derivaci sdech fidli v G = G + I' a spliiu-
jicich podminku (11.26).

Na problému {11.25), (11.26) je nizorn® vidét, Ze pojem klasick¢ho FeSeni dané
tilohy je v obecném ptipadé odlidny od pojmu fefieni z linedlu D,. Piesto jsou tyto
dva pojmy piibuzné a Stenaf si pod pojmem ,,FeSeni z D miie predstavit jakousi
modifikovancu formu klasického Fedeni. Zobeeniné FeSeni, pokud nelezi v D,
m4 v obecném piipadé vlastnosti podstatné rozdilné od feieni klasického, Jak jsme
se zminili v zdvéru predchizejici kapitoly, maji v piipadé diferencidlnich rovnic
druhého tadu s okrajovymi podminkami funkce z mnoZiny D; v obceném piipadé
v uvaované oblasti jen derivace prvntho fadu, a to je§td tzv. zobecnéng. Zobecnéné
feseni nemusi tedy mit v obecném piipadd (neZdadame-li dostatenou hladkost
koeficientii dané rovnice apod.) ani derivace toho fidu, jakého je dana diferencidlni
rovnice, Ctenaf zde mfZe namitnout, Ze pak jde bud o ,nerozumné problémy*,
nebo o §patné koncipovanou definici feSeni. Neni tomu tak. Diferencidlni rovnice,
které popisuji urfité fyzikalni jevy, jsou Easto odvozeny z rlznych fyzikdlnich prin-
ciplt (princip minima potencialni energie apod., srov. str. 126) pouZitim variagniho
podtu. Matematicky fefeno, jde tedy o minimalizovani uréitych funkcional. PouZitim
Eulerovych rovnic, znimych z variaéniho poltu, které vyjadfuji nutné podminky
pro extrém téchto funkcionald, dospivame k diferencidlnim rovnicim, které obsahuji,
abychom! tak Fekli ,,zbyteSn&“, vyssi derivace, neZ jsou ty, které obsahuje dany
funkcional. (Viz typicky pfipad rovnice pro prilhyb membrany v [34], str. 15)
Protofe nam dob¥e zndmy funkcional F odpovida v téchto piipadech pravé uvedenym
funkcionalim [elastické energii, potencidlni energii,') aped.], je hledéni zobecnéného
YeSeni daného problému z fyzikilniho hiediska ptirozen&jsi ceston®) neZ hledéni
feSeni klasického. V piipads diferencidlnich rovnic (zhruba Fedeno) s dostateind
hladkymi koeficienty a dostatednd hladkou pravou stranou f je zobecnZné feZeni
dostatetn& hladké. [Napf. zobecnéné feseni problému (11.25), (11.26) ma v (otev¥en)
oblasti G spojité parcidlni derivace viech fadd, mé-li v G spojité parcialni derivace

1y Proto se funkciondlu Ffik4 Zasto i v matematické literatu¥e funkciond! energie a variaZnim
metoddm, zalofenym na jeho minimalizovéni, erergetické metody. Ve spojitosti s tim nazyvame
Zasto skaldrni soudin (x, v) . energetickym soudinem, normu [\u|| 4 energetickou normou a prostor
H , energetickym prostoren. '

2) Zndm4 je Hilbertova teze, %e ,,fyzikdlnl zdkony by mély byt formulovdny nikoli pomoci
diferencidlnich, nybri pomoci integrialnich vztahd*,
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viech ¥adt funkce f.] Na tomto misté nemAme moZnost precizovat vyznam slova
,,dostatedné* a vratime se k této problematice v kap. 46,

Poznimka 11.5. Je-li u, € D, a jestliZe pfitom u,; minimalizuje v H, funkcional
(11.4), pak tim spile minimalizuje v D, funkciondl (11.3) a podle véty 9.2 je v H
fedenim rovnice Au = f. Nepatii-li viak prvek uy, minimalizujici v H, funkcional
(11.4), do D,, pak nembiZe rovnice Au = f mit fefeni z D,. Dikaz tohoto tvrzeni
provedeme sporem. Necht u, ¢ D, minimalizuje v H , funkcional (11.4), tj. funkcional
(11.8), tak¥e plati

(11.27) Fuo = min (fu — uolld — uol) = ~luoli

a nechf u, € D, je v H fefenim rovnice Au = f. Podle v8ty 9.2 minimalizuje prvek u;
na linealu D, funkcional (Au, ) — 2(f, u), ktery je pro u € D, totoZny s funkcio-
nalem F. Tedy

(1128)  Fuy = min([u — wo|§ — fuo]D) = fur — uollX — [woll%-

wellq
ProtoZe u; =+ u, (nebof u; € Dy a ug ¢ D) je Juy, — uol|z > 0, a tedy podle (11.27)
a (11.28) je

(11.29) Fu, > Fu, .
Oznatme
(11.30) Fuy — Fug = |luy — wplj = a> 0.

Aviak D, je hustd mnoZina v H ,, takZe existuje posloupnost {u,} prvka z D,,
konvergujici v H k prvku ug, tj.

lim [Ju, — uell4 =0.
H=*a

Existuje tady prvek u, € D s dostate¥né velkym indexem n tak, Ze

i, ol e J;i

(1130 Py = s = ok = Juolls < ~Juolz + < ~Juoli + a =

Pak oviem je

= Fug + a = Fu,

podle (11.30). Tedy funkciondl F nabyva pro prvek u, € D, men3i hodnoty neZ pro
prvek u,, coZ je spor s piedpokladem, Ze prvek u;, minimalizuje funkcional F na li-
neaiu D,.

Jestlize tedy prvek uy, minimalizujici v H, funkciondl F, neleZi v D,, nemda
rovnice Au = f feSeni z D,. Zobecnéné feleni u, pak pokliddme za feSeni daného
problému ve smyslu diskutovaném v pozn, 11.4.
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Poznimka 11.6. (Nehomogenni okrajové podminky.) Teorie, kterou jsme vy-
budovali v kap. 9 aZ 11, pfedpoklada, Ze definiénim oborem operitoru A je lineil.
Také piiblizné metody, s kterymi se setkdme v nisledujicich kapitolach, budou
pfedpoklidat aproximaci Te¥eni daného problému, tj. aproximaci zobecnéného
feleni u,, ve tvaru linedrni kombinace prvkil z tohoto linedlu, nebo alespoii prvkd
z prostoru H ,, tedy op&t prvki z urcitého linedlu.

V pfipadé nim jiZ dobfe znamého Dirichletova problému pro Poissonovu rovnici,
tj. problému
(11.32) —Au=fv G,

(11.33) u=0mnal,

jsme mohli za vychozi lincal D, zvolit, a také jsme zvolili, lineal funkei spojitych
vEetng parcidluich derivaci prvnihe a druhého ¥adu v G = G + I' a splilujicich
podminku (11.33). Naproti tomu mnoZina M, jejiz prvky tvoif funkce, kicré spliuiji
sice stejné podminky hladkosti jako funkce z linedln D, ale pro které plati

(11.34) u=2mnarl,

jiZ neni linealem. Nebof jsou-li # a v dvé funkce z mnoZiny M, pakna I'platiu + v =
= 4, takZe funkce u + v nespliinje podminku u + v = 2 na I', a nepatfi tedy do
mnoZiny M.

Podobné mnoZina viech funkci, spliujicich stejné podminky hladkosti jako
funkce z linealu D, a vyhovujicich podmince
ou
dv
(au]@v je derivace funkce u podie vn¥jsi normz’ily), 1vofi linedl, zatimco mnoZina
funkci, které spliiuji tytéZ podminky hladkosti, ale vyhovuji podmince
du '
av

(11.35) = —umnal

(11.36) =—(u—3)marl,

netvoli linezl. .

Je tedy otdzka, jak do na3i teorie zahrnout fedeni diferencidlnich rovnic s ne-
homogennimi okrajovymi podminkami, jak vibec formulovat tento problém v po-
dobném tvaru, jako jsme to uéinili v této kapitole pro pfipad, Ze defininim oborem
daného operatoru je lineal, a co rozumét fefenim, resp. zobecnénym fefenim daného
problému.

Jedno z moinych fefeni této otazky je zcela elementdrni: Pfevést problém s ne-
homogennimi okrajovymi podminkami na problém s homogennimi okrajovymi
podminkami. UvaZujme jako pfiklad Dirichlettiv problém pro Poissonovu rovnici,
s pfedepsanou spojitoun funkci g na hranici I,

(11.37) ~Au=fvG,
{11.38) u=gnafl.
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Predpokladejme, Ze se ndm podafi najit funkci w, spojitou v G = G + I, splitujici
podminku (11.38) a ptitom takovou, Ze

(11.39) —Aw e Ly(G) .
Hledame-li fe¥eni problému (11.37), (11.38) ve tvaru
(11.40} u=w-+z,
dostaneme pro [unkci z podminky

{(11.41) —Az=f4+ Aw v G,
(11.42) z=0mnal.

V (11.37) piedpoklidéme f e L,(G), podle (11.39) jc Aw € L,(G), takZe pro zndmou
funkci k = f + Aw plati také k € L,(G). Problém

{11.43) —Az=hv G,
_(11‘44) z=0mnal

je jiz \iloha tvaru (11.32), (11.33}, tedy tvaru, o kterém jsme podrobng mluvili v pfed-
chazejicim textu.
V obecné&jiim piipadé jde tedy o tento problém: Je dina linedrni diferencidlni

rovnice
{11.45) Au = f

s lincArnimi, aviak nchomogennimi okrajovymi podminkami. Tyto podminky
mohou byt rézného tvaru, napf. tvaru (11.38), (11.36) apod.; v obecném pfipadg
je predepsano téchto podminek na hranici I n&kolik, podle fadu dané diferencialni
ravnice. UvaZujme pro jednoduchost ptipad, e za zakladni Hilbertiiv prostor
zvolime prostor L,(G), tak¥e pfedpokladime fe L,(G). Pfedpokladejme dale,
¥e se nam podafi najit funkei w, kterd spliiuje piedepsané okrajové podminky a je
ptitom dostate¥né hladka, takZe na ni mieme aplikovat operator 4 a pfitom jesté
je Aw e Ly(G). Pak tedy pro funkci h = f — Aw plati h € Ly(G). Pfedpokladame-li
Ye¥eni daného problému ve tvaru ¥ = w + z, dostaneme rovnici

Az =k

s homogennimi okrajovymi podminkami. Je-li dale operator A pozitiva€ definitni
na linedlu D, dostatedné hladkych funkei, splilujicich dané homogenni okrajové
podminky, pak podle pfedchézejiciho textu ma tento problém zobecnéné fefeni zg;
zobecndnym fefenim plivodniho problému s nechomogennimi okrajovymi podmin-
kami pak budeme rozumét funkei uy = w + zo-
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K témto tvaham je tfeba poznamenat, e v obecném pfipade neni snadné najit
funkci w s dfive uvedenymi vlastnostmi, kterd umoZiiuje pfevést problém s ne-
homogennimi okrajovymi podminkami na problém s okrajovymi podminkami
homogennimi. Neni snadné dokézat ani jeji existenci, a to ani v pfipade, kdy jde
o jisté zobecnéni poZadavkl kladenych na tuto funkei, o kierém se zminime v nasle-
dujicim textu. K témto otdzkam se podrobné vratime v kap. 32 a 46.

V ulohich praktického rdzu, vznikajicich z technickych mebo ptfirodovédnych
problémil, byva viak Fefeni uvaZované otdzky zpravidla snadné a Casto lze tvar
hledané funkce w piimo napsat. UkéZeme jednoduchy piiklad: Re¥me Dirichletiv
problém pro Laplaceovu rovnici na obdélniku G (0 < x < 4, 0 < y < b) a nechf
okrajové podminka g na hranici I' je dina pfedpisem

(11.46) g=sinE pro O<x<a, y=0,
a
g = 0 na zbyvajici ¢asti hranice I .

Za funkci w zde z¥ejmé stadi zvolit funkei

= (12 sinE,
b a

ktera splifuje podminky (11.46) a pfevadi dany problém na problém

74
(11.47) TTYRG. i
a* b a
11.48 z=0mnar,
(

nam jiz dob¥e znadmy. Je-li z4 jeho {(zobecn&né) fedeni, pak ¥eleni plivodniho problému
je g = W + zg.

Pozonamka 11.7. (Nekomogennf okrajové podminky, druhd formu!ace.) Uvedeme
jeite druhou formulaci problému s nehomogennimi okrajovymi podminkami,
kterd je svou koncepci bliZ¥ koncepci zobeenéného feSeni pro piipad okrajovych
podminck homogennich. Spokojime se jen jednoduchym pfikladem, nebot na tomto
misté neméme moZnost precizovat, jaké vlastnosti ma mit funkce w(x), o niZ byla
zminka v pfedchazejici poznamee, a v jakém smyslu méa spliiovat dané nehomogenni
okrajové podminky. Otazky spojené s touto problematikou budeme, a to znacng
obecngji, fedit ve &tvrté ¥Asti nasl knihy (viz zejména kap. 34 a 35), aZ budeme mit
k dispozici pojem prostoru W5%(G) a pojem stop. V textu této poznamky se tedy
budeme na nfkterych mistech vyjadiovat pondkud nepfesng.

UvaZujme opét Dirichletiv problém pro Poissonovu rovnici,
{11.49) —Au=fv G,
(11.50) u=gmnal),
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a nechf w(x) je dostate&n& hladka funkce, sphiiujici v G podminku Aw € L,(G)ana I’
podminku w = g. PoloZime-li, jako v pfedchdzejici poznamee,

(11.51) u=w+z,
dostaneme pro funkci z podminky

(11.52) —Az=f+Aw v G,
(11.53) z=0mna/rl.

Zdc tedy jiZ jde o homogenni ckrajovou podminku. Ozna¢me, jako obvykle, D, lineal
funkei z(x) spojitych s parcidlnimi derivacemi do druhého fadu veetné v G a rovnych
nule na I' a A = —A operitor uvaZovany na tomto linedlu. Jak jsme ukéazali jiz
v ptikl. 8.8 a 8.10, je operator A na lincalu D, pozitivni, pfiCemi

(11.54) (e j i ou ﬂ i,

e i=1 0x; dx;
takZe
N o 2
(11.55) (Au, u) =J S (ﬁ) dx
G i=1 \0x;

V kap. 22 ukdZeme, Ze tento operator je na D, dokonce pozitivné definitni. PTisludny
prostor H, z kap. 10 tvoti, zhruba Yeleno (jak jsme fekli, precizovni nékterych
pojmi a vysledklt budeme moci provést aZ ve tvrié Casti nasi knihy), funkce rovné
nule na I a majici v G parcidlni derivace prvniho fadu, integrovatelné v G s druhou
mocninou. Funkcional

(11.56) Gz =(z.2z)4 — 2(f + Aw, 2),

tj. funkcionat

(11.57) Gz = J.G i (;—3)2 dx — QL(f + Aw) z dx,

=1 ;

nabyva v prostoru H, minima, a prvek z, € H ,, realiznjici toto minimum, je zobec-
nénym fefenim problému (11.52), (11.53). Funkce #, = w + z, je pak zobecnénym
feSenim problému (11.49), (11.50).

ProtoZe pro z € H  je z = O na I', dostaneme formdlnim pouZitim Greenovy véty,
podobné jako v citovaném pfikl. 8.8,

N
Aw.zdx = — Z-a-}iﬁdx,
G g i=1 0x; dx;

takze funkcional (11.57) miiZeme napsat ve tvaru

(11.58) Gz=J' i(az)zdx—2,-|.fzdx+2j §oom 2

i=1 \dx; i=1 Ox; dx;

dx
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Tento zApis dovoluje pfedné zobecnit poZadavky kladené dosud na funkci w(x).
Z (11.58) je vid&t, Ze stadi volit funkei w(x) tak, aby spliiovala podminku w = gna I’
a aby méla parcidlni derivace prvniho ¥adu integrovatelné v G s druhou mocninou’).
Za druhé je ziejmé toto: Skalarni sougin

N na_ =a
(11.59) (0, 2)4 :J 5 o Ly
g i=1 0x; dx;

byl definovan pro funkee v, z z prostoru H 4, tedy pro funkee, které splituji podminku
v = 0az = 0na I Integral v (11.59) mi viak smysl pro mnohem 3ir5i t¥idu funkei,
které nikterak nemusi spliiovat uvedenou podminku na hranici. Ozname na okamzik

(11.60) (0, 2)) =J O g

G =1 3x,- ax,-
PouZitim této symboliky je pak moeZno funkciondl Gz zapsat ve tvaru
(11.61) Gz =((z,2)) — 2(f, 2) + 2((w, 2)), zeH,,

ktery jiz mnohem lépe odpovida nasi koncepci neZ tvar (11.57) [srov. také funkcional
(34.58), str. 434; funkcional (11.61) je jeho speciilnim p¥ipadem].

Postup uvedeny na tomto jednoduchém piiklad€ 1ze snadno roziifit na ptipady
obecnéjEi. Jednak je viak tfeba urcité opatrnosti pfi formulaci tzv. nestabilnich
okrajovych podminek (Neumannovy okrajové podminky apod.), jednak je tfeba
zavést uréité pojmy, abychom se vyhnuli ponékud nepiesnému vyjadfovéni, kterého
jsme pouzili v této poznamce. Proto ponechame TeSeni téchto otdzck do Ctvrté &isti
knihy; v této Casti a v tfeti Sasti knihy uvedeme jen nékteré vysledky, a to s odvolinim
na pozd&si teorii.

Poznamka 11.8. Dosadime-li z (]1.51} do (11.6]], dostaneme funkcional

(1162) Glu —w)=HW) =((u—w,u—w)) —2(f,u — w) + 2((w, 4 — w)) =
= ((u, w)) = 2(w, )} + ((w, w)) — 20, &) + AL, W) +
+ 2w, ) — 2((w, w)) = ((w, ) — 20/ ) — ((w. w)) + 2(f ).
Misto abychom hledali zobecnéné Feleni problému (11.49), (11.50) ve tvaru u, =
= w + z, a funkei z, nagli jako prvek, minimalizujici funkcional (11.61) v prostoru

H ,, miZeme tedy postupovat tak, Ze u, hledame jako prvek minimalizujici funkcional
(11.62), resp., coZ je totéz, funkcional

(11.63) Fu = ((u, 1)) — 2(/, u)

1y Presngji ve smyslu kap. 30 stadl, aby bylo we W(zl)(G), w = g na I" ve smyslu stop.
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[nebot &leny ((w, w)) a (f, w) zhstavaji pii ménicim se u konstantni]; tento funkcional
mé tedy stejny tvar jako funkciondl (11.4), uvaZovany pro pfipad homogennich
okrajovych podminek. Podstatny rozdil zde je v tom, Ze funkcional (11.63) ne-
minimalizujeme v prostoru H ,, ale [jak vyplyva z (11.51)] v prostoru (dostateng
hladkych) funkei, splilujicich podminku ¥ = g na I

Poznamenejme pii této piileZitosti (zminili jsme se o tom jiZ ¥ predmluve) Ze
po historické strince byla vlastn$ tato iiloha zkoumina jako prvni — a to pro
Laplaceovu rovnici, tedy pro piipad f = 0: Releni Dirichletova problému pro
Laplaceovn rovnici,

~Au=0v G,

u=gmnal,

hledat jake prvek minimalizujici DirichletGv integral

(11.64) ((u, w)) _J' 1(2—3 dx

na mno#iné dostatetné hladkych funkci, spliujicich podminku u = g na I'. Zde také
nastaly prvni obtiZe v tom, jak precizovat t¥idu ,.dostatetng hladkych funkci, spliiu-
jicich podminku u = ¢ na I'* a jak vhodn® rozgifit funkcional (11.64), aby skutetné
nabyval na této t¥dE minima. Tento problémi vyvolal nejprve intenzivni studium
problémil nchomogennich diferencidlnich rovnic s homogennimi okrajovymi pod-
minkami, které vedlo ke konstrukci prostoru H, a k pojmu zobecnéného FeSeni
a pozdéji k vybudovani obeengjii teorie, s kterou se setkame ve étvrté ¢asti této knihy.

Po podrobné diskusi vénované pojmu zobecnEného Fefeni se myni obritime
k metodim, které umoZiiuji najit toto zobecngné Fefeni nebo aspoit jeho dostatedné
blizkou aproximaci.
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Kapitola 12

Metoda ortonormalnich Fad.
Priklad

UvaZujme, jako obvykle, Hilbertdv prostor H a operitor A, pozitivng definitni
na linedle D4, hustém v H. Necht H, je prostor, zkonstruovany v kap. 10, se skalar-
nim soudinem {u, v)4, ktery je, jak vime, rozsifenim skalarniho soudinu (u, 0)4, defi-
novaného pro prvky z ptivodniho linedlu D, vztahem

{12.1) (u, U}A=(Au,u), ueb,, veD,,
na cely tento prostor I ,. V piedchdzejici kapitole jsme ukazali, 7e funkcionat
(12.2) Fu=(u,u),—2(/,u), uecH,,

nabyvd v prostoru H, minima pro jisty prvek #,, prvkem f jednoznang uréeny
z podminky

(12.3) (ug.u)y = (f,u) proka¥dé ueH,.

Prvek u,, minimalizujici v H, funkciondl (12.2), jsme nazvali zobecnénym feSenim
rovnice Au = f. Radu vlastnosti tohoto fe¥eni jsme ukézali v predchazejici kapitole.
V této kapitole, jakoZ i v nésledujicich kapitolich ukdZeme n&které metody, jak toto
zobecnéné Feleni dané rovnice efektivng najit, resp. vhodné aproximovat.

K tomu Welu budeme piedpokladat, Ze prostor H, je separabilni. X tomu
je postadujici, jak je moZno odekavat a jak je podrobné dokézino napt, v [30],
Jje-li separabilni prosior H. Zvolime-li specialng za prostor H prostor L,(G), coz
bude éasty pfipad, bude tim zarudena i separabilnost prostoru H,, nebof prostor
L,(G) je (viz vétu 4.7, str. 47) separabilni.

Pfipomefime, Ze o metrickém prostorn P Fikdme, Ze je separabilni, lze-li najit
nejvyse spodetnou mnoZinu jeho prvkd, hustou v tomto prostoru. Podle véty 6.11,
str. 80, existuje v kaZdém separabilnim Hilbertovd prostoru tzv. béze, tj. nejvvie
spocetny lincdrné nezdvisly systém

(124) @l: !;Dl)---; q’n!"-s

uplny v tomto prostoru [tedy takovy, Ze ke kaidému ue H a ke kazdému & > 0
lze najit &isla a¥” tak, Ze plati

(125) ol Y al00) <],

Je-li mimoto M nékterd mnoZina prvk( hustd v tomto prostorn, lze v ném vytvo-
fit bazi pravé z prvkd této mnoZiny (viz str. 81). Podle vEty 6.12 lze navic dosihnout
toho, aby baze (12.4) byla v uvaZovaném prostoru ortonormalni.
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Nechf tedy (12A4) je ortonormalni baze v H ,, vytvofena, cheeme-li, z prvki linedlu
D ,. Pro prvky této baze tedy plati

0 pro k*i,
1 pro k=1i.

Vyjadfeme v H , hledané zobecnéné fedeni vy nafeho problému piislu§nou Fouriero-
vou fadou (def. 6.19, str. 78),

(12.7) 4o = 3. ai9c> )
kde
(12.8) = (o, o)a» k=12 ...,

co? lze, nebof systém (12.4) je podle pfedpokladu v H 4 tplny.

Pro ka¥dé u € H,, a tedy také pro kazdé ¢, (k = 1, 2, ...) viak plati (12.3), takZe
(]2.9) i, = (“0, (Pk).-( = (ﬂ ‘Pk) 4
Koeficienty Fourierovy fady (12.7) jsou tedy velmi jednoduchym zplsobem dany
jako skalarni soudiny (v prostoru H) pravé strany f dané rovnice a bazovych lunkel @,

Tim je problém feSen.

Poznamenejme, 7e z konvergence fady (12.7) v prostoru H , plyne jeji konvergence
i v prostoru H. JestliZe totiZ s, je n-ty ¢asteény soudet fady (12.7), plyne z (10.70),
str. 139,

(12.10) “s,‘ — uu”

i

% 84 “0||_A ;

protoZe {¢,} je v H, béze, plati

lims, =uy, v Hy,
K=

odkud podle (12.10)

(12‘11) lims, = ug v H.
A

[Srov. také text za rovnici (10.15), str. 129.]
Ziskany vysledek shrneme do této vEty:

Vita 12.1. Nech! A je pozitioné definiini operdtor na linedlu D ,, hustém v separa-
bilnim Hilbertové prostoru H, a nechf’ f € H. Necht ddle @y, ¢, ... je ortonormdlni
bdze v prostoru H,, zkonsiruovaném v kap. 10. Pak zobecnéné Feleni uy rovnice

Au = [ je ddno Fadou

(12.12) i =kZlak¢k,

1) Ma-li systém (12.4) jen koneiny podet prvki, je oviem v sumaci (12.7) a dile jen koneény
podet &lents

= T

12, METODA ORTONORMALNICH RaD 157

kde
(12.13) a, = (f, o)

[(f, @} je skaldrni soucin v prostoru H]. Tato Fada konverguje k zobecnénému
FeSeni uy v prostoru H, i v prostoru H.

Podle (12.12} je tedy feeni nascho problému velmi jednoduché: Stadi vypoCitat
koeficienty
ag = (f’ (xok)

Fourierovy fady (12.12). Zejména je-li H = Ly(G), redukuje se dana tiloha na vypodet
integrall tvaru

(12.14) Lf(x) %) dx.

Ctenaf k tomu asi poznamend, Ze tim jsme hotovi s Glohou najit efektivné zo-
becnéné feieni uvaZované rovnice Au = f a Ze je zbytetné rozvijet o tom né&jakon
dalii teorii. Problém je v tom, 7e v obecném pfipad® neni nikterak snadné zkon-
struovat v H, ortonormélni bazi. Tate tloha neni snadnd ani tehdy, ustoupime-li
od poZadavku ortonormalnosti. (ObiiZné je zejména splnit poZadavek lplnosti,
ktery je v definici bize obsaZen; tdmto otdzkdm jsou vénovany zejména kap. 20 a 25.)
Avsak i1 kdy¥ je bdze nalezena, byva v obecném p¥ipad# proces jeji ortogonalizace,
resp. ortonormalizace (srov. str. 61 a 80) velmi pracny a z hlediska numerického
vypottu zpravidla netinosny. Proto byly vypracovany dalsi metody, které nevyZaduji
ortonormélnost baze, a o nichZ pojedname v daliich kapitolich.

Piesto u nékterych jednoduchych operitori (napf. v ptipadg velmi jednoduchych
obyéejnych diferencidlnich rovnic, resp. parcidlnich diferencidlnich rovnic na jedno-
duchych oblastech) je nalezeni ortonormilni baze pomérné jednoduché.

Ukéieme piiklad.

Priklad 12.1. Reime Dirichletfiv problém pro Poissonova rovnici na obdélniku G
0<x<a 0<y<h),

(12.15) A=V G,
(12.16) u=0mnatm.

Zvolme H = LI(G) a dale zvolme, jako obvykle, za lineal D, = D_, mnoZinu
funkei, které jsou spojité vietn& parcialnich derivaci prvniho a druhého fadu v G =
= G + I'aspliinji podminku (12.16). Jak vime, je tento linel husty v L,(G)(v&ta 8.6,
str. 106). Jak dale uvidime (kap. 22, str. 271), je operdtor 4, dany na tomto lincilu
predpisem 4 = — A, na tomto linealu pozitivng definitni, takZe lze obvyklym zpo-
sobem {viz kap. 10) zkonstruovat Hilbertly prostor H, = H_,. V tomto pfipad®



158 1. VARIACNE METODY

Ize [viz kap. 20, text za rovnicf (20.20), str. 238], zvolit za bézi v tomto prostoru
systém funkci

(12.17) sin X sin ™Y om=1,2,..,0=12...
a b
Oznafme tyto funkce takto:
(12.18) iy = sin B sin™ 5
a b
2mx 2
y&z:snn-—qmﬂ ¥y —sm—smﬂ
a b a
3nx 2 2 ; .3
w4—51ni5mﬂy, u’;s—-smﬁﬁ ny’ qb6=sm£fsm-ﬂ,
a b a b a

Postup pfi o&islovani funkei systému (12.18) je zfejmy: Z funkei (12.17) vytvakime
skupiny, pro néZ je m + n = i, kde i nabyva postupng hodnot 2, 3, ..., a v kazdé
skupiné sefazujeme tyto funkce podle sestupnych hodnot preniho indexu m, ktery
tedy v kaZdé skuping nabyva postupné hodnot i — 1, i — 2, ..., 1. Tim dostavime
systém funkei ¥(x, ), s=1,2,....

Jak vime, je

. . 0, jelli m=£1},
(12.19) jsmﬁnmﬁzum :

0 a a 57 jelli m=7j,
a obdobng

b kmy . nmy Uis JECIL i
(12.20) J sin —=sin —dy = ¢ p

o b b 5» Jeli m=tk.
Proto je také
(12.21) sin 2™ sin krey , sin e

; a b a b

ra k mnx . nw
I sin jnx sin 2 gin ™% gin —-—i;y dxdy =

JoJo a b a

na b
X . mmx . kmy |

= | sin i sin —— dx sin — sin — dy =

Ja a a b

ab . , . .
?, je-li m=j aziaroveih n=k,

0 v ostatnich pfipadech .
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Funkce , zfejmé patfi do linedlu D, takZe je

2 2
o ) = (A ¥ = (— ] w.).

ax* 3yt
Protoie
z 22 ¥
= L (sin T sin KV T g JUX g RO
ox a b a* a
al A 2.2
— — slnjmfsx -k—nl = k' stB sinm,
y? a B? a
Jje
. jrx |k . .
(12.22) sin 12 gin 2 , sin a0 =
a b a b J_a

e b ‘ZTEZ kz 2 Ly : ;
= .[ (J- - a0 ) sin o sin —= k?ty sin M sin ? dxdy =

Jo a b a

kz 2 B .
—(-~--+ bn)’ je-li m =j aziroveh n=xk,

0 v ostatnich p¥ipadech .

Funkee (12.18) jsou tedy v prostoru H_, ortogonilni, nebot pro dvé navzajem riizné
funkee tohoto systému je pfinejmensim bud j £ m, nebo k + #. Podle (12.22) budou
tedy funkce

1 . Ty
12.23 — sin — sin ——
( ) [Fab (n* w3\ a b
j‘;*ﬁ
1 . Wy
sin sin —,
Fab f4n?  n?Y] a b
PRV
1 . mx . 2my
- — sin — sin — ,
ab (n*  4n a b
j‘;*?g
1 3rx . my
e — sin — sin ~~,
ab /on* n* a b
j“?*?_
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. 2nx . 2ny
Ps = sin = sin 7=,

e

v prostoru H _ , ortonormalni. Systém {12.23) tvoti tedy v prostoru H_, ortonomdilni

bazi. Podle (12.12) a (12.13) je feSeni problému (12.15), (12.16) dano fadou

(12.29) u=3 a0,

"
I
-

kde [viz (12.23)] je

(1225) a; = (f, {Pl) = ;7[71 (TC ):lj J.f(X, y) Q[n ydx dy,
1 @ b % 2_7'[5 siuﬂ s

\/[_a_b- 4_11-2 5 TE_Z) jo Iof(x’ _V) S1IL = = d dy
4 (al b? }

atd., takze vzhledem k tvaru funkei (12.18) a (12.23) Ize psat

2= (f ) =

(12.26) u =7 by,
s=1
kde
(12.27) by = ——}—ﬁ-'[ J.f(x, )sm — sm?ydx dy,

@ TE_Z_E_“_Z 0
4 \a*> B®
( )j. -[fx,y)sm—xsm dx dy

atd. Tento vysledek lze také vzhledem k tvaru funkci (12.17) zapsat ve tvaru

Il

fes)
{(12.28) U= Y Cpsin 2 sin ﬂby,
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kde

az bz

a -3
O S— j f T et JE
ab (ﬁ + M) oJo a b
4

nTy

e J’J.f(x y)sm—sm—dxd
m b
abn® (a2 +b2)

Podle véty 12.1 konverguje fada (12.28) pro fe L,(G) v prostoru H_, i v pro-

storu Ly(G). Tim je problém (12.15), (12.16) feden.

Je-li specialng f(x, y) = k = konst, je

= - j j k %m 9111 ;_ry dxdy =

}
abn?® _z )
4 kab mrx J° nmy P
— | — | |es—| =
abmz(i+n—)mnn a |, b |
at b

4 4kab 16a*b*k
4 222 22
" abnz(—+b)m’m Trmn(bm + a*n?)

[0 v ostatnich pfipadech .

le’

,  jedi m i n liché,

Reseni mé tedy v tomto pfipadé tvar

164257k .
(12.29) g S Tk o1 W PR
i =13, ma(b*m? + a*n?) a

K teseni problému (12.15), (12.16) vede ¥ada Gloh, napt. nékteré Glohy o potencidly,

tiloha o staciondrnim rozloZent teploty v nekonetném kvadru s nulovou predepsanou
teplotou na hranici a s intenzitou vnitfnich zdrojét tepla, charakterizovanou funkci
f(x, ), tloha o krouceni prutu obdélnikového pritfezu aped.



162 11 vartalni METODY

Kapitola 13
Ritzova metoda

BudiZ stejnZ jako dfive A pozitivné definitni operator na linealu D, hustém v se-
parabilnim Hilbertové prostoru H a f € H. Nech( H, je Hilbertaiv prostor z kap. 10
(tedy také separabilni, nebof H je separabilni, viz str. 155)‘ UvaZuime v prostoru H
bazi (tedy nejvyie spocetny lincdrné nezavisly tplny systém)

(13.1) Bz Pyyasin

Na rozdil od piedchazejici kapitoly viak ncbudeme pfedpoklidat, Ze tato béze
je v H 4 ortogonalni (a. tedy tim ménég, Zec je ortonormz'lln{).

V predchazejici kapitole jsme poznamenali, Ze proces ortogonalizace béze (13.1)
a s nim spojené normovani vzniklé ortogonilni baze, abychom ziskali bézi orio-
normalni, je v obecném pfipad? velmi pracny, tak?e metody ortonormalnich fad,
uvedené v kap. 12, Ize k hled4dni, resp. aproximovani zobecnéného felen{ naScho
problému efektivné pouZit jen ve velmi specialnich pfipadech, i kdyZ my§lenkova
jednoduchost této metody je jist€ jeji velkou pfednosti. V této kapitole uvedeme
proto dalii metodu, tzv. Rilzovu, kterd je zejména v technickych aplikacich jednou
z nejastéji pouZivanych metod. Ritzova metoda je zaloZena na této mySlence:

Zobecnénym feSenim uvaZované rovnice Au = f je podle definice ten prvek
uy € H,, ktery v H, minimalizuje funkcional

(13.2) Fu = (u, u), — 2(f, u),
tj. pro ktery plati

(13.3) Fuy = min Fu .

el 4

Zvolme ptirozené ¢islo # a hledejme aproximaci u, prvku u, ve tvaru
n
(13.4) y = Y e
k=1

kde gy jsou prvky baze (13.1) a a, jsou zatim neznamé realné konstanty, kieré uréime
z podminky '

(13.5) Fu_ = min,

podrobnéji, aby mezi viemi aproximacemi tvaru

(13-6) b, = }: bkqok ]
k=1
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kde b, jsou libovolné realné konstanty (tedy na n-dimenziondlnim podprostoru,
vytvofeném prvky @y, ..., @,} nabyval funkcional F nejmengi hodnoty pravé pro
aproximaci (13.4). Podle predpokladu je (13.1) béze v I, takZe zobecngné fedeni u,
fze s libovolnou pfesnosti aproximovat vhodnymi linedrnimi kombinacemi jejich
prvki. Mimoto podminka (13.5) je analogickd podmince (13.3). Lze tedy intuitivog
ofekévat (a ve vété 13.1 to potvrdime), ¥¢ pro dostaleéné velké n se bude (13.4)
s konstantami, urenymi podle (13.5), dostatedné malo I3it v H, od hledaného
felend uy.

UrZeni konstant a, v (13.4) je pomérné snadné (to je také podstatnou ptednosti
Ritzovy metody), viz soustavu (13.11). Dosadime-li totiz (13.6) za u do (13.2),
dostaneme nejprve

(13.7) Fo, =(bio; + ... + B, b0y + o + bp ) — AL by + - + Bo,) =
= ((91a @1),1 bf + (991, (92),4 bib, + ... + ((,01: ﬁﬂn)a bb, +
+ (@2, 0 )a baby + (92, 02)4 D3 + .. + (02, 0u)u B2by +

+ (‘Pm ‘Pl)A b.by + (‘Pm (P?.)A by + ... + (Gom (Pn),l bff =
- 2(f: @1) by — Z(f, @z]bz e 2{f, an) b,,

nebo, uvazZime-li, Ze vzhledem k symetrii skaldrniho soudinu je
{ﬁoh 991),{ byb, = (¢4, 492)4 byby atd.,

(138) Fo, = ((Ph Q’l)A bi I 2(@)1: (PZ)A byby + ... + 2((:91, @)a bib, +
1 (Q’z, @2).4_ b§ + ...+ 2(@72, @4 B2, +
+ (@ Pa)a br —

TR z(fs (pl) bl e z(fs ﬁﬂz) bZ TR z(fa @n) bn -

ProtoZe skalarni soudiny {¢,, @), jsou pevni &isla, urdena .prvky dané baze, je
funkcional F po dosazeni (13.6) za u do (13.2) kvadratickou funkei proménnych
by, ..., b,. Aby tato funkce nabyvala v bodé (al, ..., 4,) Minima, je nutné, aby byly
splnény rovnice

(13.9) ary, 0. P -0,

ab] by=dy,... b= au abn bi=ay,....w=a,

tj. rovnice

(13.10) 2((‘9]_9 q’])A ay + 2((")!& (92),4 a; + ...+ 2(@1! (PH)A Ay — z(fs "';ﬂ,l) = 0:
2(‘}01: (PZ)A a, + 2(4’7; (%)A a; + --‘_Jr 2(@2; ‘f’n)A Ay — Z(f: ‘Pz) =0,

2(@1: gan)A a, + 2(‘;'721 QD,,)A az + 0+ 2{(1'%’ q"n).rl a, — 2(Jrs (0") =10 ¥
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a po upravé
(13'] ]-) ((Pln 991)4 a; + (q’l, @z)A a; + ...+ ((91, q’n)A a, = (fs (Pl) y
(‘Pl» (92)4 a; + ({02, @2)4 a; + ... + (’st ‘ﬂn)A ay = (f, Qz) .

(@1, (Pn)rl a; I (Q’Z’ (Pu))l dy + .t (({)", (pn)A a, = (fs Q’n) »

Soustava (13.11} je soustavou m rovnic pro n hledanych konstant a, ..., a,.
ProtoZe prvky ¢4, ..., ¢, jsou podle prfedpokladu linearné nezavislé, je determinant
soustavy (13.11), ktery je jejich Gramovym determinantem (véta 6.5, str. 77), razny
od nuly. Soustava (13.11) je tedy jednozna¢ng fedilelnd. Neni 187ké ukdzat (forma

Z I(Q’is @j).i bibj

0=
je totiZ za uvaZovanych pfedpokladii pozitivné definitni), #e takto [tj. na zakladé
rovnic (13.9)] ziskany extrém je ostrym minimem. [Intuitivng je tente zavér geo-
metricky nazorny, nebot (13.8) lze interpretovat jako rovnici parabeloidu v (n + 1)-
rozmérném prostoru, pfiemZ je (¢, p;). > 0, atd.]

Pozndmka 13.1. Je-li specidln® baze (13.1) ortonormélni v H, — jejl prvky pro
tento pfipad oznaCme

(13.12) I S
pak je
o 0 pro i+k,
(Gﬂi, ('P;c),i = { P "
I pro i=k
a soustava (]3.11) ma tvar
(13.13) ay ={f, ¢,
iy = (f (;’52) s
a, = (f, @)

V tomto pripad€ déva tedy Ritzova metoda aproximaci u, ve tvaru souctu
(13.14) u, = 3, (f, @) Gx
k=1

prvnich » &lend Fady (12.12) [s koeficienty (12.13)], s kterou jsme se seznamili pfi
pouZiti metody ortonormélnich fad v piedchdzejici kapitole. Této skuteénosti lze
jednoduchym zpiisobem vyuZit k dikazu toho, Ze tzv. Ritzova posloupnost, tj. po-
sloupnost aproximaci u,, danych vztahem (13.4), s konstantami a;, uréenymi sou-
stavou (13.11), konverguje v prostoru-H, (a tim také v prostoru H) k zobecn¥nému
fefeni u, rovnice Au = f:
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Pfedpoklddejme, ¥e na bézi (13.1) aplikujeme v prostoru H , proces ortonormalizace,
popsany v kap. 5, str. 61, takZe dostaneme ortonormalni bazi, kterou podobné jako
dfive oznadime

(13.15) @1, By oo

Z procesu ortonormalizace, popsaného v citované kapitole, plyne, Ze prvky bize
(13.15) jsou {jednozna&n& uréenymi) lincirnimi kombinacerni prvki baze (13.1),
a naopak, podrobnéji, Ze plati

(13-15) By =4dypy,
Py = dyy 9y + dyy0;,

(13‘]7) Py = dil(;al s
(= do$y + di33, ,

@y = dpy @y + @Gy + ... + don,

pli¢emZ dy i dy, (k = 1, ..., n) jsou &sla rlzna od nuly. Dosadime-li do (13.2) za
lineirnf kombinaci (13.6) a polofime podminku (13.5), dostaneme aproximaci u,,
danou vyrazem (]3‘4), s konstantami, které jsou ureny soustavou (13.11), Podobng,
dosadime-li do (13.2) za # linedrni kombinaci

(13.18) Wo = 2, B

Tt

prvki ortonermalni baze (13.15) a poloZime podminku, aby bylo
(13.19) Fw, = min

na mnoZiné viech linedrnich kombinaci typu (13.18) (s reAlnymi koeficienty Br).
dostanenie aproximaci

(13.20) z, = 3 0B

s konstantami [viz (13.13}] -

(13'21) oy = (f; @1),
oy = (f» ‘452) ,
0 =(1,4).
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Snadno viak ukaZeme, Ze je
"
(13.22) t, =% @ =Y 4f = z,.

Viechny lineérni kombinace prvkd @y, ..., @, ti. vicchny prvky tvaru {13.6), kde b,
jsou libovolné realné konstanty, tvofi uréity linedl — oznadme jej M. ProtoZe prvky
1. ..., B, Jsou vzdjemnd jednoznalnd piifazeny prvkim ¢y, ..., @, podle (13.16),
resp. (13.17), tvofi viak tentyZ line4l viechny linearni kombinace prvkfl &, ..., @,,
tj. viechny prvky tvaru (13.18), kde f, jsou libovolné redlné konstanty. Podminkou
(13.5) je déna Gloha najit ten prvek u, z linedlu M, pro ktery funkciondl F nabyva
na tomto linedlu svého minima. Tato tloha ma, jak jsme vidéli, jediné fefeni —
konstanty a, z {13.4) jsou soustavou (13.11) jednoznang urleny. Také podminkou
(]3,]9] je dana uloha najit prvek z,, minimalizujici funkcional F na linedlu M.
ProtoZe i tato tiloha ma jediné feleni, nemiZe byt z, + u,. Tedy plati (13.22).
Posloupnost {13.20) je viak posloupnosti &astenych soudth fady

{13.23) Uy = Zlakqﬁk,

kterd je ndm zniama (s pondkud jinym oznadenim) z piedchéazejici kapitoly a kiera
mav H, soudet u,, takie také posloupnost {13.4) s konstantami, které jsou uréeny
soustavou {(13.11), konverguje v prostoru I, k prvku u,, Plati tedy:

Yeéta 13.1. Nechi A je pozitivné definitni operdtor na linedlu D, husiém v separa-
bilnim Hilbertové prostoru H a necht f € H. Nech? ddle ¢,, @2, ... je bdze (nikoli
nutné ortogendlni) v H,. Pak Ritzova posloupnost {u,} s konstantami a,, ..., a,,
danymi pro kaZdé pevné n jednoznacné soustavou (13.11)'), konverguje v H,
(a tedy také v H) k zobecnénému FeSeni ug rovnice Au = f.

Pozndmka 13.2. Z poznimky 13.1 vyplyvd, Z¢ Ritzova metoda vede k témuZ
vysledku jako metoda ortenormiinich fad; vyhybd se pracnému procesu orto-
normovani dané baze, vyzaduje viak sestaveni a4 feSeni uréité soustavy n linedrnich
rovnic pro » neznamych konstant a,, ..., a,. K fefeni této soustavy je moino pouZit
bé&Znych numerickych metod, vyuZit pfitom napf. symetric matice soustavy apod.
Viz také numerické piiklady v kap. 21 a 26,

Pomémka 13.3, Lze ukézat, e i kdyZ pro Ritzovu posloupnost {u,} plati u, — u,
v H ,, nemusi v obecném piipad& platit Au, —» f v H. V obecném pfipadé tedy nelze
k odhadu chyby pouZit postupu uvedenéhoe v pozn. 11.2, str. 144, V kap. 20 a 25
ukédZeme, jak ditle?itd je u Ritzovy metody vhodna volba baze, a mezi jinym také,

1y Konstanty v (13.4) zdviscjf v obeeném piipadé na s, méli hychom je tedy znadit a(f”, ity a,('"). )

Pokud nemiize dojit k omylu, pifeme a,, ..., a,, abychom nckomplikovali znadeni.
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jak jeji vhodnou volbou dosdhnout toho, % plati nejen u, — u, v H , ale také Au, - f
v H, coi umoiiiuje pravé zmingny odhad chyby. O odhadu chyby u Ritzovy metody,
zaloZeném ma jiné myslence, neZ kterd byla uvedena v pozn. 11.2, viz v kap. 44,
str, 561.

Poznimka 13.4. Z pozn. 13.1 plyne i tento disledek: S rostoucim # jsou Ritzovy
aproximace u, stale lepSim pfiblizenim (v prostoru H,) zobecnéného Feleni u,.
Podrobnéji: Je-li n > m, pak

(13.24) s — uol4

Jak jsme totiz v pozn. 13.1 ukdzali, je u, = z, [viz (13.22)]. Ale podle kap. 12 je
(s oznadenim pouzitym v pozn. 13.1)

IIA

lim = stoll-

(13‘25) “D‘:kzlkaqak

a podle (13.22) je

(13‘26) un R T }: ak(lak L]
=1

kde w, = (f, &,). Z (13.25) a (13.26) plyne

o

(]3'2?) Uy — u, = 2 o0y Py -

k=n+1
ProtoZe &, @,, ... je ortonormalni systém v H,, tak¥e plati

PR 0 pro i+k,
(ﬁ"x»@'-'k)4=<{ P .
1 pro i=k,

plyne z (13.27)

n

(13.28) o=

@
i= ) .
=ntl
S rostoucim n tedy norma fuy — u,| 4 klesa nebo aspoii neroste, odkud ihned plyne
(13.24) pIo i > m.

ZvéSime-li tedy v Ritzové metodé n, zlepSime (nebo alespoii nezhor§ime) tim
v metrice prostoru H 4 pfibliZeni zobecniéného Fedeni u, uvaZované rovnice aproximaci
(13.4). Viimnéme si, Ze pfi volbé vyssiho n se pivodné vytvofena soustava (13.11)
jen rozdifi, dfive vypocitané skalarni soudiny na levych i pravych stranich uvaZo-
vanych rovnic ziistanou pouZitelné i n roziifené soustavy, k jejiZ matici tedy jen
pfidame dalsi fadky a sloupce, a na pravé strans vypoéteme dalii skalarni soudiny.
Stejné€ tak, spokojime-li se z n&akého divodu nizii aproximaci, neZ kterou jsme
plivodng zamy3leli, stadi v soustavé (13.11) jen vyskrtat ptisluiné neznamé a piisluiné
rovnice. To je dal8i vlastnost Ritzovy metody, vyznamnd po numerické strince.
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Poznamka 13.5. Jak jsme se zminili jiZ v pfedchéazejici kapitole, je bazi v prostoru
H, moZno volit z prvki linealu D, nebot tento linedl je v H, husty. an.k ovfem
(91 ¢:)a = (A, @4) pro viechna i, k =1,...,n a soustavu (13.11) je moZno,
cheeme-li, psat ve tvaru

(1329) (e, ) a + (Ao, 02) ar + ... + (Ao @) a, = (, ©1),
(A(Pn q}2) day + (A(P.?.s (pl) dp Fgu T (At.pzy (pr:} dy = (f’ 402) ’

(A';alv q)n) ay + (A‘st ‘Pn) s + ...+ (Afpm Pp) Ay = (fs (Pn) ™

Pomamka 13.6. (Nehomogenni okrajové podminky.) PouZiti Ritzovy mvct(’de
pro dostateén® obecny piipad nchomogennich okrajovych podminek vysvelllirle
podrobn v kap. 34. Na tomto mist s¢ omezime jen na jednoduchy problém uvazo-
vany v pozn, 11.7, str. 151. Hleddme-li zobecnéné feseni 1, tohoto problému ve tvaru

{13.30) Uy = W + Zy ,

kde w(x) je funkee spliiujici danou nehomogenni okrajovou podminku na hranici,
pak, pouZijeme-li symboliky zavedené v citované pozn. 11.7, minimalizuje funkee z,
v prostorn H , funkcional

(13.31) Gz = ((z, z)) — 2(f, z) + 2({w, z)} =
= (2 2)a = 2f 2) + A{w: 2)) =

3 z\? N dw @z
= ¥ _‘3.-“.-) dx ~-2ffzdx+2j T R
g i=1 \OX; G i=1 Ox%; Ox;

Minimalizujeme-li tento funkcional Ritzovou metodou, takZe predpoklidime opét
aproximaci z,(x) funkce zg(x) ve tvaru

zn = E\, ak(}o& 1
k=1
kde @,, @3, ... je bize v prostoru f ,, dostaneme pro neznamé konstanty a, snadnym
vypodtem soustavu

(13-32) (05, @1)4 a, + (‘91’ (Pz)A a, +... + (‘Ph %)A a, = (f: 401) o= ((Wa 991)) ’
(01, @2)a a1 + (02, 92la a2 + - + (2, @) @ = (£, 02) — (W 02))

(€1 a1 + (02, @)tz + .. + (00 @) @w = ([, 0) — (W, @),

lisici se od soustavy (13.11) jen Eleny ({w, ¢;)) na pravych stranach rovnic.
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K téZe soustavé dosp&eme, minimalizujeme-li funkcional (11.63) na mnoZind
funkei tvaru

n
Uy =W+ ) Q.
k=1

Poznimka 13.7. Uplnost posloupnosti (13.1) v prostoru H, neni u uvafované
metody vidy nevyhnutelnym poZadavkem. UvaZujme pro ilustraci problém

{13.33) —u" +u = f(x),
(13.34) u(-1) =0, «(1)=0,
feLy-1,1} Pfislulﬁn)? operdtor 4, dany pfedpisem Au = —u” + 4 na linealu D,

[zfejmé hustém v L,(—1, 1)] funkei spojitych véetng derivaci prvniho a druhého
fadu v uzavieném intervalu (—1, 1) a splitjicich podminky (13.34), je na tomto
iinedlu pozitivng definitni. Podle kap. 20, str. 239 a 237, je mo¥no za prvky béze
zvolit funkce

(1335) @i =1-x% @, =x(1 — %), @3 = %L = x*), ..., 0, = T - 2,

Je-li f(x) sudé funkce v proménné x, je problém symetricky podle podatku soufadnic
a jeho (zobecngnym) FeSenim wuy(x) bude sudd') funkee. [Jinak by toti# funkce
1(x) = ug{—x) byla riizna od funkce ug{x) a pfitom by byla, jak lze snadno ovEfit,
také feSenim problému (13.33), (13.34), &imZ bychom byli ve sporu s vétou o jedno-
znafnosti fefeni] V tomto ptipad¥ stadi ponechat v (13.35) Jjen sudé funkee, tj.
funkce

{13.36) Lo 25 %l 8 o —al)iuss
KaZdou linearni kembinaci

(13.37) u(x) =§:I b, ¢.(x)

funkei (13.35) Ize totiz napsat ve tvaru

(13.38) u(x) = v(x) + z{x),

kde v(x), resp. z(x) obsahuje jen liché, resp. sudé funkee z (13.35). V daném piipadé
Jezbytedné uvaiovat v Ritzové posloupnosti {,(x)} Eleny s nenulovou lichou &sti v,(x),
nebot o limité posloupnosti {v,(x)} v prostoru H [iv prostoru Ly(—1, 1)] vime
pfedem, e bude nulova, protoZe fefeni je suda funkce. V tomto ptipadé tedy po-
tfebujeme jen ,,bazi vzhledem k sudym funkeim®.

) Rozumime tim sud4 v intervalu {—1, 1, popt. a¥ na mnofinu bodd miry nula.
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Obdobnou tivahu lze provést i v piipadé problémi z parcilnich diferencidlnich
rovnic. Jde-li napf. o rovinny problém a je-li zfejmé, Ze feSeni bude funkce suda
v proménné x a lichd v proménné y, stad{ bazi vytvofit jen z funkei tychZ vlastnosti.

Numerické piiklady na pouZiti Ritzovy metody uvedeme zejména v kap. 21 a 26.
Pokud jde o pouZiti Ritzovy metody pfi feSeni problému vlastnich Cisel, viz Zejména

kap. 40, 41.
O metodé konednych prvkil, kterd tzce souvisi s Ritzovou metodou, viz v kap. 42.

Kapitola 14
Galerkinova metoda

UvaZujme separabilni Hilbertiiv prostor H a mnoZinu M jeho prvki, hustou v H.
Podle vty 6.18, str. 82, vime, Ze plati-li pro néktery prvek u

(14.1) (4, ) =0 prokaidé veM,
pak %e odtud plyne # = 0 v H. BudiZ nyni
(14.2) LG PR

nékterd baze v H. Tvrdime, Ze plati-li (4, @) = 0 pro viechna k = 1,2, ..., pak
7e opét odtud plyne u = 0 v H. Stru€nym zapisem

(14.3) (,9)=0 pro k=1,2,... > u=0v H.

Podle predpokladu je totiz (14.2) baze v H, takZe mnoZina N viech prvkit tvaru

gL

4 P 5
(14.4) L £Px

kde n je libovolné pfirozené &islo a g, jsou libovolna realna Cisla, je hustd v H.
Protoe plati (u, ¢,) = 0 pro kaZdé k, plati také pro kaZdy prvek (14.4) mnoZiny N

(u, Y, apy) = 0,
P

odkud plyne (14.3).
Nechft je v H ddna rovnice

(14.5) Au = f.
Najdeme-li takové u, € D, Ze plaii

(14.6) (Aug — f, ) =0 prokaidé k=172 ..,
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pak podle {14.3) je
(14.7) Aug—f=0v H,

takZe uy € D je Yedenim rovnice (14.5) v H.

Tato jednoducha Wivaha, podle niZ z (14.6) plyne (14.7), tvofi zdkladni myslenku
Galerkinovy metody:

Piedpokladejme jeit, Ze baze (14.2) a defini¢ni obor D, operitoru A4 jsou takové,
Ze kaZda linedrni kombinace {14.4) prvki této béze patfi do D, a hledejme p¥ibliZné
feleni u, rovnice (14.5) ve tvaru '

[\./]:

(14.8) o=

k

Py »
1

kde n je libovolné, ale pevné zvolené pfirozené Cislo a a, jsou zatim neznamé kon-
stanty, které uréime z podminky

(14.9) (Av, — fi9) =0, k=1,..,n,
analogick¢ pedmince (14.6). Podminka (14.9) pfedstavuje r rovnic pro n nezndmych

konstant a,, ..., 4,.")

V pfipadg, Ze operitor 4 je linearni, nabude podminka (14.9) tvaru
(14.10) (a1dey + ... + a0, — o) =0, k=1,...,n,

podrobnéji

(14.11)  (don @) a, + (dos @1) as + .. + (40, 01) @, = (£, 0)
(Apy, @) a; + (Aﬁﬂz, ;) a; + ...+ (Ao, 0;) a, = ([, @),

(Ao @a) ay + (Aps, @) @z + ... + (Ao, @) a, = (f, @) -

Je-li navic operdtor A pozitivni [ a tedy také symetricky, takie (A, ¢;) = (Ao, p}]
a pouZijeme-li dfive zavedeného skalarniho soucinu (w, v), = (4w, v), miZeme
soustavu (14.11) zapsal ve tvaru

(I‘“E) (Gon "Pr),;al + ('Pnﬁ”z)A a; + niy F (9”1: ‘Pn),q ay = (f’ (PI)3
((Pll (PZ)A a; + (ﬁf’z, ';02)..4 ag + ..+ ((pza QD,.)A a, = (f: ';02) E]

((Pll q")u);{ gy + (‘PZ) (Pn)A 143] Fams o (‘Pm qon))i g = (fa (Pn) 3

shodném s tvarem soustavy (13.11), str. 164, k nému? jsme dospéli Ritzovou metodou.
Jsou-li tedy splnény pfedpokiady pro konvergenci Ritzovy posloupnosti, uvedené
ve v&t& 13.1, str. 166, jsou splnény i pfedpoklady pro konvergenci Galerkinovy po-
sloupnosti {14.8). MtZeme tedy vyslovit vétu:

1y Srov. pozn. 1 pod Earou na str. 166; také zde bychom méli psdt a(l"}, i af,").
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Vita 14.1. Nechf A je pozitivné definitni operdtor na linedlu D, hustém
o separabilnim Hilbertové prostoru I, a necht f € H. Necht proky ¢, € Dy, 3 €
€ Dy, ... tvofi bdzi v H, Pak Galerkinova posloupnost (14.8) s konstantami
a,, ..., 4y, jednoznacné urdenymi podminkou (14.9), konverguje v H, (a tedy také
v H) k zobecnénému FeSeni ug rovnice Au = f.

Numerické pifklady viz v kap. 21 a 26.

Pozamka 14.1. V pripadd pozitivng definitnich operatord nepfinasi Galerkinova
metoda v porovnani s Ritzovou metodou ni¢c nového; obé metody vedou k feSeni
tych# soustav linedrnich rovnic a tym? posloupnostem pfibliznych FeSeni. MoZnost
pouziti Galerkinovy metody je viak mnohem %irgf ne? metody Ritzovy. Galerkinova
metoda, charakterizovani podminkou {14.9), neklade pfedem Zadné podstatng
omezujici podminky na operator 4; neni nikterak tfeba, aby operator 4 byl po-
zitivn® definitnf, nemus{ byt ani symetricky, dokonce nemusi byt ani linedrni.
Formélnd mifeme tedy Galerkinovy metody pouZit i v pfipadé velmi obecnych
operatorfi. Jak oviem lze ofckévat, jsou pfislusné tvahy tykajici se Tefitelnosti
soustavy (14.9) (kterd popf. neni ani line4rni) a konvergence Galerkinovy posloup-
nosti (v nékterém vhodném prostoru) v obecném pfipadé obtizné. (Viz také Michli-
novu knihu [28].)

Poznimka 14.2. 1 kdy? Ritzova a Galerkinova metoda vedou pro piipad linedrnich
pozitivné definitnich operdtori k tymz vysledkiun, jsou prece jen zakladni myslenky
t&chio metod zeela riizné a formélng jsou rizné i soustavy rovnic (13.11) 2 (14.11),
k nimi tyto metody vedou. Zietelné je rozdil v celé koncepci vidét napf. na b&Zném
inZenyrském piistupu k feleni klasickych problémil pruZnosti. Uvedme jednoduchy
piiklad: '

Retme tlohu o prihybu u(x) nehomogenniho prutu proménného  pritfezu,
délky I, na obou koncich vetknutého a naméahaného pFitnym zatiZenim g(x) (viz piikl.
9.1, str. 123). K feSeni této lohy pfistupuji inZenyfi zpravidla dvojim zplsobem.
Budto vyjdou z piisluné diferencialni rovnice

(14.13) [E(x) I(x) u"]” = g¢{x)
s okrajovymi podminkami
(14.14) w(0) = w(©0) =0, ul)=u{)=0,
nebo na tFide dostate&ng hladkych funkci, splinjicich podminky (14,14), minimalizujf
,.funkcional energie*
] ]

(14.15) lj EIu"* dx —j qu dx ,

2Jo 0

vyjadtujici celkovou potencialni energii deformace naméhaného prutu (srov. citovany
piikl. 9.1).
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Hledame-li pfiblizné Feleni daného problému ve tvaru

(14.16) t, =3 apr»

k=1

kde funkee ¢,(x) splituji podminky (14.14), a pouZzijeme-li k feSeni problému (14.13),
(14.14) Galerkinovy metody, dostaneme soustavu rovnic (14.11),

(].4‘]_7)
] 4 3 1

a, O(Ehp’{)” @, dx + az’[ (EI@y)" @, dx + ... + a, | (Elgy) @, dx = | g¢,dx,
J 0 0 Jo
Kl i 1 a3

a O(Elqa’j)” @, dx + azj. (EIpy) @, dx + ... + a, | (Eig}) @, dx = | go,dx,
o o 40 JO

('

t
a, | (Efe}) o, dx + azj (EIgh)" @, dx + ... + a, | (Elgy)" ¢, dx = | qg, dx.
[}]

]

1
JO 0

Minimalizujeme-li Ritzovou metodou funkciondl (14.15), do néhoZ za ¥ dosadime
vyraz (14.16), dostaneme soustavu

]

] Pt ot !
(14.18) a, | EIg"* dx + a, | Elpiesdx + ... + a, | EIpjo, dx =J’ g, dx,
o 0 o ¢

r rL re ]
@y OEl(p'l'qa; dx + a, OEqugz dx + ... + a, | ElpSe; dx :J‘ gy, dx,
9

ol "t o1 i
a, | EI¢"¢" dx + a, | Eloje, dx + ... + a, | Elp]® dx :I aq, dx .
0 0

o al )

Prvni rozdil mezi Galerkinovou a Ritzovou metodou je zde patrny — soustavy
(14.17) a (14.18) jsou formdln& rizné. (Ve skute€nosti jsou totoZné, viz zavér této
poznamky.) Zakladni rozdil viak je ve zcela rozdilném pojeti feSeni t¢hoZ problému.
Pouliva-li inZenyr Ritzovy metody, vychazi zpravidla piime z funkciondlu energie,
ani? pfedem zkouma odpovidajici diferencidlni rovnici a vlastnosti p¥isluiného
diferencialniho operdtoru. Zde je tedy tfeba urdité opatrnosti, Zpravidla v8ak jsou
othzky s tim spojené velmi jednoduché. Zejména v pravé uvedeném piiklad€ se
2 jednoduchych pfedpokladt o funkcich E(x), ¥(x) snadno ukaZe (viz kap. 19,
str. 230), e p¥isluiny operéator 4 je na odpovidajicim linedlu pozitivné definitni, takze
Jsme opravnéni hledat ptiblizng zobecnéné FeSeni problému (14.13), (14.14) jak
Ritzovou, tak Galerkinovou metodou. Ulcha najit toto zobecnéné feleni je ekvi-
valenini iloze minimalizovat funkcional

1 ]
(14.19) Fu = j Elu"* dx — 2I qu dx

o 0



174 II. varRIa¢NE MeETOD Y

v phisluiném prostoru’ H ,. Pfitom je tento funkcional zfejm& roven, aZ na faktor 4,
funkcionalu energie (14.15). Oba uvedené postupy feseni daného protlému jsou tedy
v pofadku, pokud oviem baze, kterou zvolime, spliiuje pfedpoklady, uvedené v této,
resp. v predchazejici kapitole. {O vhodné volb¥ baze viz v kap. 20, str. 234.)

ProtoZc funkce ¢, spliuji podle pfedpokladu podminky {14.14), vede integrovani
per partes

3 [
j(mqo:f)” oedx = [(EIgM) il ~ J (EIQYY opdx = — [Elglol]h +
o 0

15 13
+ j Elpip, dx = J‘ Elgip dx

0 o

k snadnému zavEru, Ze koeficienty soustav (14.17) a (14.18) jsou totoZné,

Cely ptiklad je oviem ilustrativni, nebof tlohu (14.13), {(14.14) zde snadno vy-
feiime postupnym integrovanim rovnice (14.13).

Poznimka 14.3. O modifikaci Galerkinovy metody pro pfipad, Ze nékteré prvky
béze nepatfi do D 4 (pfipad, 7e nerespektujeme ndkterou okrajovou podminku apod.),
viz zejména v pozn. 19.5, str. 225, v pfikl. 21.2, str. 255, a v pozn. 34.3, str. 429,

Pozoimka 14.4. Pii formulaci Galerkinovy metody jsme jak ke konstrukci
pFiblizného Fedeni (14.8), tak k formulaci podminky (14.9) pouZili téZc baze (14.2).
V modifikované Galerkinovg metodé, tzv. Galerkinové - Peirovové metodé, se po-
u¥va dvou bazi, v obecném piipadé riznych. Ke konstrukei pfiblizného feeni(14.8)
pouzijeme baze (14.2) a k formulaci podminky (14.9) jiné baze

Wiillagais
Podminky {14.9) maji pak tvar
{Au, — fig,) =0, k=1,..,n.
Podrobné o této modifikaci Galerkinovy metody a o nékteryeh jejich pfednostech
viz napf. v [10].

Poznamenejme jeité, e zatimco rovaice (13.11) Ritzovy metody vyjadfuji pod-
minku staciondrni hodnoty funkciondlu na podprostoru, vytvefeném prvky ¢4, ..., @,
mohou byt rovnice, k nimZ vede Galerkinova metoda, zcela formélni, bez tohoto

variaéniho vyznamu. Tam, kde jim lze pfisoudit fyzikalni vyznam, ztotoZiiuji se

s rovnicemi Ritzovy metody pro jisty funkcional — potencial cnergie apod. Srov.
také str. 147.
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Kapitola 15

Metoda nejmensich &tvercit
Courantova metoda

Stejn¥ jako v predchizejici kapitolich uvaZujme operator A, pozitivn€ definitni
na linedlu D, hustém v separabilnim Hilbertov& prostoru H, a rovnici

(15.1) Au=f
s fe H. Necht
(15.2) @ispsas peDys s K2, wy

je tzv, A-bdze v prostoru f, 1j. takova posloupnost {popf. konegn4, jde-li o prosior
konedné dimenze), Ze

(15.3) Aey, Ap,, - ..

tvoii bazi v H. Zejména tedy k danému f € H a ke kazdému » > 0 Ize najit pfirozené
&slo m a konstanty c,, ..., ¢, tak, Ze plati

(15.4) |3 cdon— 1l <1,
k=1
¢ili, protoZe operitor A4 je linearni, .
(15.5) |3 Alepd =1 <u.?)
k=1

Metoda nejmensich &tvercii zdle#i v tom, Ze uvaZujeme piibliZné fefeni u,
(tj. aproximaci zobecnéného Yeleni) rovnice Au = f ve tvaru

(15.6) U, :kzlak(pk .

piitem? konstanty a,”) urtime z podminky
(15.7) |Au, — fJ* = min,

podrobnéji, aby na n-dimenzionalnim podprostoru, vytvofeném prvky tvaru

(15.8) v, = ) by,
k=1

l) Srov. pozn. 1 pod tarou na str. 166, Také zde bychom méli konstanty ¢, oznadit c{l"') r cf,',").

2y $rov. piedchézejici pozndmku pod arou.
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kde b, jsou libovolné kenstanty, byl vyraz ||AU,, - f [;2 minimalni pravé pro prvek
(15.6).

Dosadime-li de vyrazu ||Av,| - sz za v, podle (15.8), stane sc tento vyraz kvadra-
tickon funkci prom&nnych b,. Nutni podminka k tomu, aby byla splnéna podminka
(15.7), je, aby v bodé (ay, ..., a,) platilo

Av, - f|* _ Doz o 4z, ~ f]* _ 0.
3b, ab,

il

Podobnym zplsobem, jakym jsme v piipadé Ritzovy metody dospéli z podminek
(13.9), str. 163, k soustavé (13.11), dospéjeme v nadem piipadé k soustavé (podrobny
vypodet zde jiz nebudeme provadit)

(15‘9) (Apy, Ap,) a; + (Adg;, Ags) ay + ... + (Aey, A%) ay = (/, Aﬁ”i) ,
(Apy, A@y) ay + (A@s. A@y) ay + ... + (A, Ag,) a, = (£, A@,),

(/10?11 A(Pn) ay =17 (A(ﬁgls A{p") 43 e (AQDM A(pn) a, = (fa Aqon] i

Soustava (15.9) je jednoznaéné Felitelna, nebof jeji determinant je Gramilv deter-
minant vytvofeny z prvnich » prvki posloupnosti (15.3) a tyte prvky tvofi podle
pfedpokladu v prostoru H bézi, takie jsou v H linedrn& nezavislé.

Dokézeme, Z¢ posloupnost pEibliznych fedeni (15.6) s konstantami, kieré jsou
uréeny podminkou (15.7), konverguje v prostoru H,') (a tedy také v prostoru H)
k zobecnénému fedeni w, rovnice 4u = f. Mame tedy dokizat, Ze ke kaidému
g > 0 lze najit piirozené &islo m takové, Ze pro viechna n > m plati

|

Zvolme tedy ¢ > 0.Operitor A4 je podle pfedpokladu na linedlu D, pozitivné definitni,
existuje tedy konstanta C > 0 tak, Ze je

H,. — u{)“,{ < &.

(15.10) [u]|« 2 Clu| prokaidé uweH,.

Ptitom pro kaZdou aproximaci u,e D, zobecn&ného ¥eleni u, rovnice Au = f
plati podle (11.21), str. 144,

(15.11) it — 1o]l4 < M :

Stadi tedy dokazat, Ze vyraz ||Au,, —F |] Ize udinit libovolné maly, je-li » dostate€n&
velké.

Oznaéme

{15.12) n=Csg.

H H 4 je prostor zkonsiruovany v kap. 10.
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K tomuto 5 lze najit &slo m a konstanty e, ..., ¢, tak, Ze plati (15.5}. V linearni
kombinaci

(15.13) Uy = 3. by
k=1
urfeme konstanty b, tak, aby bylo

||Au,,, —f”z = min,

éili, coZ je totéZ, aby bylo
(15.14) | 3 A(byp) — f| = min.
k=1

Proto¥e pro uvafované m existuji konstanty c,, ..., ¢, tak, e plati (15.5}, bude pro
konstanty b, urfené podminkou (15.14) tim spide platit

m

(15.15) | ¥ Albpd — fl <.

Je-li vsak n > m a urGime-li konstanty g, v (15.6) tak, aby bylo splnéno (15.7),
bude téz

(15.16) [LRZIA(ak(p,(} —fl<n.

Nebotf pro a, = by, ..., t,, = b, @ dpsy = ... = a, =0 jo vyraz na levé strand
nerovnosti (15.16) stejny jako vyraz na levé strané nerovnosti (15.15); budou-li viak
konstanty a, (k = 1, ..., n) navic urfeny tak, aby byla splnéna podminka {15.7),
miize se norma v (15.16} jeding zmen3it. Tedy k zvolenému & > 0 existuje m tak,
Ze pro kazdé n > m platl pro (15.6) s konstantami, které jsou urleny podminkou
(15.7),

(15.17) |Au, — || < n = Cs,

a tedy podle (15.11)

¥, — i"OHA. <&,
coZ jsme méli dokazat. Mimolo z (15._1 7) plyne

limdu, = fv H.

n-+a

Tim jsme dokazali tuto véta:

Véta 15.1. Necht 4 je pozitivné definitni operdtor na linedlu D,, hustém v sepa-
bilnim Hilbertové prostoru H, f € H. Necht posioupnost (15.3) tvoFi bdzi v H. Pak
posloupnost proki u,, danych predpisem (15.6), s konstantami a,, jednoznaéné
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uréenymi podminkou (15.7) [viz soustavu (15.9)], konverguje v H ,, a tedy také v H,
k zobecnénému Fefeni u, rovnice Au = f. Mimoto plati

limAu, = fv H.

= o

Pozndmka 15.1 Zmifime se struén& o nékterych piednostech a nevyhodéch
metody ncjmenSich étverct, zejména v porovnani s Ritzovou metodou.

Protofe posloupnost {u.}, ziskand metedou nejmensich &tverch, konverguje
v H, k zobecnénému Feeni ug rovnice Au = f, je podle véty 11.2, str. 145, p-posloup-
nosti pro funkciondl

(15.18) Fu = (u,u), — 2f, u),

tj. plati
lim Fu, = min Fu = —||u0[|i.
R—at weH 4

Oznacme {v,} Ritzovu posloupnost (kap. 13}, sestrojenou pfi stejné volb& baze (15.2},
pfi které byla sestrojena posloupnost {u,}. [Podle vity 20.1 je (15.2) baze i v H,.]
Jak vime, Ritzova posloupnost {1} je také posloupnost prvkil tvaru {15.6), aviak
na rozdil od posloupnosti {u,}, ziskané metodou nejmengich &tverct, jsou pfisluiné
koeficienty urfeny podminkou

~Fp, = min
(stov. kap. 13). Odtud piimo vyplyva, ¥e pro kadé n je
Fv, £ Fu,,
&ili, pieme-li funkcional (15,18) ve tvaru
Fu = [lu = uo|Z = [luo?,
viz (11.8), str. 142, ze
(15.19) lon = wolla = |, — wofja-

Z (15.19) plyne, Ze pi téZe volb¥ baze konverguje Ritzova posloupnost v prostoru H ,
rychleji (nebo piinejmeniim stejnd rychle) k zobecn#nému fefeni u, rovnice du — f
ne posloupnost {u,}, sestrojens metodou nejmengich &vercii. Mimoto nemusi byt
v ptipad€ Ritzovy metody prvky bize voleny z D ,.

Na druhé stran€ pfednosti metody nejmensich &tverci je, Ze pro ni plati jak

u, =+ uy v H,,
tak

(15.20) Au, —f v H,

#
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co¥ umo#iiuje provést [zname-li konstantu C z (15.10)] pom&rn& snadny odhad
chyby podle (15.11). Je-li H = L,(G), Ize mimoto v nékterych jednoduchych pfi-
padech dokézat na zakladg (15.20) stejnomérnou konvergenci na G posloupnosti {u,}
k hledanému feSeni. Viz napt. [30], str. 47, kde je uZitim Greenovy funkce dokdzéna
na G stejnomérné konvergence posloupnosti {u,} pro piipad Dirichletova problému
s nulovymi okrajovymi podminkami pro Poissonovu rovnici —Au = fs fe L,(G).

Poznamka 15.2. Urditou kombinaci Ritzovy metody a metody nejmensich Ctvercit
je Courantova metoda. Nechf je piedem znfmo, Ze zobecnéné feSeni uy rovnice
Au = [ patfi do D,. Sestrojme funkcion4l

(15.21) Fu=Fu+ ||du - f|*, uweDy,

kde F je funkcional (15.18). Funkcional F nabyvi na D, minima pravé prou = u,
nebof pro # = u, je Fu na D, minimalni podle véty 8.2, str. 121, a takeé |Au — f”2
je pro u = u, minimalni, nebot ||du, — f|| = 0. Uloha najit ¥eSeni u, rovnice
Au = f je tedy ekvivalentn{ tloze najit v D, prvek u, minimalizajici funkcional
(15.21). Z tvaru funkcionalu F je vidét, Ze jeho minimalizovani v D4 (nap¥. Ritzovou
metodou) bude pracn&j$i neZ minimalizovéni samotného funkcionalu F, resp.
|Aw — f|*. Zarovei viak Courantova metoda spojuje v sob& vyhody Ritzovy metody
a metody nejmengich &tverch, co? ma, jak Ize ukazat, pfiznivy vliv na rychlost
konvergence, popt. jeji typ. Specialng, sestrojime-li pro funkcional F minimalizujici
posloupnost, napf. Ritzovou metodou, bude zfejmé opét

(15.22) Au, > fv H pro n— o,

co¥ umozhuje v nékterych jednoduchych piipadech provést obdobné tvahy o stejno-
mérné konvergenci, o nichz jsme se zminili dfive.

Jedli H = L,(G) a je-li znamo, Ze u, a také f jsou v & dostateZn& hladké funkce,
je misto funkcionélu (15.21) moZno uvaZovat funkciondl

m KA A2
(15.23) Fu+Y Glde =)
k=0 ir+.o+in=k |OxY) ... OxF

V tomto ptipad® bude numericky vypodet, vedouci k aproximaci u, (napf. Ritzovou
metodou), zfejm¥ znadné pracny, zato konvergence posloupnosti {u,} bude velmi
rychla. Zejména ze vztahi

ﬂ‘f‘.ﬂdl

e atn—»OvH pro n— o,
xl‘... XN

(15.24)

analogickych vztahu (15.22), Ize pak &init odpovidajici zivéry pro stejnomérnou
konvergenci derivaci hledaného feSeni v uvaiovaném oboru. Podrobné o tom viz
napf. v [28], str. 101,
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Pozndmka 15.3. Abychom mohli formélng pouZit metody nejmensich &tvercd,
neni zfejmé nutné, aby operator A byl na D, pozitivné definitni. § podobnou po-
zndmkou jsme se setkali jiZ u Galerkinovy metody. Je-li operdtor A obecngjs,
je oviem problematika, ktera se tyka otazek jednoznaného urfeni konstant a,
v (15.6) podminkou (15.7) a konvergence piisluiné posloupnosti {u,} (ve vhodném
prostoru), znaén& obtizn&jsi. Lze ukazat, viz napf. [28], str. 455, Ze ob& otizky
ize zodpovedet kladné, pfifemZ konvergenci posloupnosti {u,} rozumime konvergenci ‘
v prostoru H, jsou-li spInény tyto piedpoklady:

1. Operator A je linearni a D, je linedl husty v H.

2. Posloupnost (15.3) tvoii bazi v H.

3. Rovnice Au = f, fe H, ma v H feSenl ug € D ,.

4. Existuje kladnd konstanta K takova, Ze pro ka¥dé ue D, je

(15.25) | 4u] 2 K]uf .

Poznimka 15.4. Z (15.25) plyne oviem ziroved jednoznaénost feieni. Rovnice
Au =0

ma totiz v disledku (15.25) jediné feSeni u = 0 v H, [Kdyby bylo Au =0 pro
v + 0v H, bylo by “Au” =0a JJu| + 0, co? je spor s (15.25).]

Kapitola 16

Metoda nejvétsiho spadu.
Piiklad

UkéZeme je8t€ jednu metodu piiblizného fefeni rovnice Au = f, vhodnou v pfipadg,
Zc A je pozitivn€ definitni operator, tzv. metodu nejvéisiho spddu. Tato metoda je
vhednd pro omezené operdtory (def. 8.13, str. 100), tedy nikoli pro diferencialni
aperatory. Typickym pfikladem rovnic, k jejichZ fe¥eni je vyhodné aplikovat tuto
metodu, json integrilni rovnice.

Necht 4 je pozitiva€ definitni operdtor v Hilbertové prostoru H.') Necht fe H
a nechf ug je v H FeSenim rovnice

(16.1) Au = f.

1y Je-li operdtor 4 omezeny a pozitivnd definiini jen na linedlu D 4> hustém v H, Ize jej snadno
rozsifit (viz napf. [26]) na cely prostor H se zachovanimn normy i pozitival definilnosti.
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Jak vime z véty 9.2, str. 121, minimalizuje prvek u, v H funkcional
(16.2) Fu = (Au, u) — 2(f, u) .

Tato skuteCnost umoZituje nasledujici geometrickou piedstavu, na niZ je zaloZena
metoda popsand v této kapitole:

Funkciondl F nabyvd pro kaidé ue H uréité hodnoty. Geometricky si tedy
milZeme tento funkcional predstavit jako uritou ,,plochu’ nad prostorem H, ktera
nabyva ,.nejmensi soufadnice®™ pravé pro u = u,. Po télo plose se budeme chtit
od vychoziho bedu pokud meZno nejrychleji, a to ve ,,sméru jejiho nejvétiiho spadu,
pfibliZit bodu, ktery ma tuto soufadnici ,,nejmensi™,

Zvolme urcity prvek u, € H. Je-li Au, = f, je dany problém fefen. V opaéném
piipadé je Au, — f # 0 v H a prvek 1, budeme poklidat za prvni aproximaci
hledaného fefeni. Najdéme v H takovy prvek v,, pro ktery plati

(163) Jouk = J4u, — 1]
a
d 1
(16.4) — Flu; + )] = max.")
dt =0
Aviak je

(16.6)  Fluy + to,) = (Auy + tv)),uy + to)) — 2(f, v, + tv,) =
= (Auy, uy) + 26(Auy, v)) + 2(Avg, 0,) — 2Af, u,) —
= ZI(f, "'1) = Fu, + 21(Au; — f, v;) + {4v,, v,)

a
(16.7) 3 Flu, + to)) = 2(Au, — f, v,) + 24(4vy, v,) .
t
Prot =0je
d
(16.8) d—F(u, + 1v,) = 2(du; — f,v,).
t

=0
Z pozadavki (16.3) a (16.4) pak zfejme plyne
(16.9) e s

1y Geometrick4 interpretace: Prvky tvaru
(16.5) u=u + 1,

kde ¢ probihi viechna redind &isla, tvoli v H ,,pfimku spojujici body #; a u; |- »;*. Vrdtime-li
s k predstavé funkcionidlu F jake plochy nad prostorem H, pak nad pfimkou (16.5) mdZeme
funkciondl Finterpretovat jako , kiivku** na této plofe. Hledame takovy prvek vy € H, a tim tedy
takovy ,,smér*, aby v bodé v = u; méla tefna této kiivky nejvétdi spad. To je geomeirick4 inter-
pretace podminky (16.4). K uréeni prvku v, je jeité tfeba zndt jeho normu. Aby vysledek byl co
nejjednodussi, pfedepieme ji podminkou (16.3).
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[nebot pfi ptedepsané normé (16.3) prvku v, bude skaldrni soutin na pravé stran®
(16.8) nejvitsi pravé pro v, = Auy — f]- Zaroveni z (16.6) a (16.7) je vidét, Ze pfi
této volb& prvku v; bude funkciondl F nabyvat na ,,pfimece™ u = u, + 0, minimélni
hodnoty pro

Za druhou aproximaci feeni vezméme prvek
(16.11) u, = u, + Hv, .

Je-li Au, + f, pokraujeme stejnym zpusobem dale, tj. sestrojime podobng jako
v (16.9) a (16.11) prvky

{16.12) vy = At — f
a
(16.13) Uy =1uy + Ly,
kde '
Vs, U2)
16.14 t, = — @._
( ) : (AUZJ UZ)

atd. Tim dostaneme posloupnost prvkid uy, vy, 45, ... .

Nechf m a M jsou takové kladné konstanty, Ze
{16.15) ml|u?| < (4u,u) < M[u|* prokaidé ueH.

Pak lzc ukézat (viz napf. [28]), Ze posloupnost {u,} konverguje k feSeni u, dané
rovnice v prostoru H i v prostoru H, sc skalarnim soucinem (u, v), = (Au, v)
a ¥e platl odhad

(616 s ol 5 T - ol ()

M+ m

Piiklad 16.1. V prostoru H = L,(0, n) uvaZujme integralni rovnici

(16.17) a3y — 0 j "sin (x + 5)u(s) ds = h(x),

0

kde k€ L,(0, ). Operétor

(16.18) Au = u(x) — 0,1 j.xsin (x + sju(s)ds
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je predng ziejm& v L,(0, ©) symetricky, nebot plati

183

(1619) (dw,0) = [ l:u(x) _ ot f s ajuls) ds} ey

VO a

JO 0

Dile je podle (16.19)

- :u(x) u(;) Hogsec J' O J:sin (x + s) u(s) o{x) ds dlx

- :u(x) o) im0 J' D J':sm (e + 8} ols) ulx) ds dx

= [[o6a 01 [sinte + 960 ds e e = (0.

(1620)  (Au,u) = J: 2e) s — 0,1J: J‘}m (x + sy u(s) u(x) ds dx.

Ale podle Schwarzovy nerovnosti (viz str. 38) plati pro kaZdé dvé {unkce

JeLy(0, n), g €L,(0, )

(16:21) U:f(x) i dx]z < J:fz(x) i .rgZ(x) a5,

Odtud dostavame, poloZime-li

1]

fx) = Jmsin (x + s)uls)ds, g(x) = u(x),

Q

(16.22) ( J. 0 'I;[:sin(x + S} ds] u() dx)z <
< J‘ 0 U:gin (x + 5) u(s) ds]Z dx .J:uz(x) dx.

PouZijeme-li znovu Schwarzovy nerovnosti, dostaneme

(16.23) U"sin (o= Gl ds:r < J' s (x .9} ds.jxuz(s) Hom

LH] . 1]

0

_ J‘Z [lomscog e @] dss J' () dx = J' :uz(x) dx.

0
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Dosadime-li do (16.22), bude
[J: J:sin (x + 5} uls) u{x)ds dx] = % [j:uz(x) dx]

.[o I:Si“ (x + s) ufs) u(x) ds dx

&ili

(16.24)

1A
o ;‘
o 3
&
=
ba
—
=
et
[
e

Z (16.24) a z (16.20} plyne

(16.25) (1 ¥ ”j;) Jul? = (Au, ) = (1 + ‘%“) a2,

Z 0,1 Sy
odkud ptedné vyplyvi, nebof zigjmé je 1 — :/Eﬂ > 0, pozitivai definitnost operdtoru

(16.18) na prostoru L,{0, m). Dale, ner-«nosti (16.25) json nerovnosti typu (16.15).
Jestlize tedy k ¥eSeni rovnice (16.17) pouZijeme metody nejvE3iho spadu, dostaneme
konvergentni proces.

Jako piiklad pro numericky vypotet zvolme #(x) = 1 v intervalu <0, n). Regime
tedy rovnici

(16.26) u(x) — 0,1 J'“sin (x + s)u(s)ds = 1.

Q

Vzhledem k ,,malosti koeficientu 0,1 u druhéhe €lenu dané rovnice bude ziejmé
vhodné zvolit za prvni aproximaci feleni pravou stranu dané rovnice, tj. funkci

1 v <0, .

(16.2?') ul(x)

Podle (16.9) uréime nejprve

(16.28) v, = Au, — f =

il

1 — 0,1J sin(x +s}.1.ds — 1= 0,1[cos (x + 5] = —0,2cos x.
Q
Dale podle {16.10) je
(U], Ui]
16.29 N+ .
(1o2%) ' (Aoy, 9,)
Aviak

(16.30} (v, 25) = 0,04J. cos® x dx = 0,04 ;—E = 0,02r,
0

e e R st

16, MeToDA NETVETEfHO sPADU 185

(16.31) (dvy, 2)) =.[ l:—0,2 cos x + 0,02J sin (x + s)coss ds] :
o

0

A(=02)cos xdx =

o

s J.,t (J‘K%[Sin x + sin (x + 2s)] ds) cos x dx =
o \Jo

0,04. % — 0,004. % | sin x cos x dx = 0,02,
2 21,

= 0,04-‘. cos? x dx — 0,004,

nebot

J‘sin(x—f—Zs)d.s:O.

4]

Dosazenim (16.30) a (16.31) do (16.29) dostaneme .
- - 0,02 n

;= —

0021

Podle (].6.11) je tedy druha aproximace fefcni
(16.32) Uy =ty + 40, =1+ 02cos x.

Tato aproximace je podle (16.16) v prostoru H , ncjméng [(M + m){(M — m})]'-krét,
tj. nejméné étyi‘ikrét‘) lepsi neZ aproximace u ;.

Cely priklad je oviem jen ilustrativni a zvolili jsme jej proto, abychom mohli
posoudit efektivnost metody. ProtoZe plati sin (x + s) = sin x cos 5 + cosxsin s,
je ziejm& jadro rovnice (16.17) degenerované, takie jeji feSeni je moZno hledat
ve tvaru

ufx) = h(x) + ¢, sinx + ¢yco8x.

Hledame-li Yeieni rovnice (16.26) ve tvaru
(16.33) u(x) =1+ ¢;sinx + ¢y cosx,

dostaneme dosazenim do (16.26) podminku

T
cpsinx + ¢, co8x — 0,1.[' (sinxcoss + cosxsins) (1 + c;sins + cycoss)ds = 0.
0

1y Je totiz
M+ m 2___\/2\1,4134
M—m o,ir 0lIx 032
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Provedeme-li integrovani a porovname-li koeficienty u linedrn nezavislych funkci
sin x a cos x, dostaneme

¢y — 0,1 .g.cz el

czv—-O,l(Z—i-g.cl):O,

odkud pro neznamé koeficienty ¢, a ¢, plynou hodnoty

_ 00In " 0,2
1-00025%%" °  1— 0,002 50>

€1

Podle (16.33) je tedy feSeni rovnice (16.26)

16.34 (x)=1+ Blx sin x + 0.2
% x = _— e —
( ) ¥ 1 — 0,002 512 1 — 0,002 5g*
Proto¥e &isla 0,002 Sn?, resp. 0,01 jsou mala ve srovndni s é&isly I, resp. 0,2,
je shoda aproximace (16.32) s feSenim (16.34) zfejmé& velmi dobra.

Kapitola 17
Shrnuti kapitol 9 aZ 16

Obsah druhé &asti této knihy, tj. kap. 9 aZ 16, je pomérné bohaty. Pokladame proto
za Gtelné shrnout v této kapitole hlavni vysledky druhé &isti a umoZnit tim Ctenafi
rychlejdi orientaci v této problematice.

V inZenyrskych problémech a v problémech matematické fyziky se velmi &asto
setkAvame s rovnicemi typu

(17.1) Au = f,

kde f je prvek nékterého Hilbertova prostoru H a A je urdity operdtor, nejéastéji
pozitivni, resp. pozitivng definitni na nékterém linealu D, hustém v H. V pfipadg
problém z diferencialnich rovnic s okrajovymi podminkami (na fefeni t&chto pro-
blémil je piedeviim, i kdyZ ne vylutng, zaméfena tato kniha), volime nejCastéji H =
= Ly(G); D, je pak lineal n&kterych dostatetn& hladkych funkci (na n&z lze tedy
aplikovat operace derivovani, dané uvaZovanym diferencidlnim opcrétorcm),
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vyhovujicich danym okrajovym podminkédm (popf. jinym poZadavkiim). Resenim
rovnice Au = f v prostorn H pak rozumime takovy prvek u,e D4, pro ktery plati

(17.2) Aug=fv H.
Je-li nap¥. H=L,(G), znameni
Aaa =f ' Lz(G) s

7e tato rovnost je splnéna skoro viude v G.

Je-li A pozitivni operator na linedlu D, pak rovnice Au = f mé v H nejvyse jedno
fe¥eni, tj. ncmohou existovat dva rtzné prvky u,, w, z D, tak, aby byly spln&ny
rovnice

Avy =fvH a Auy,=fv H.

To je obsahem tvrzeni véty 9.1. Hlavnim obsahem kap. 9 je véta o minimu kvadra-
tického funkcionalu (v&ta 9.2); podle ni je pro pozitivni operator 4 Gloha najit fe$eni
ug € Dy rovnice Au = f ekvivalentni Gloze najit v D, prvek u,, minimalizujici
v D, funkcional

(17.3) Fu = (Au, u) — Z(f, u) ;

Véta 9.2 je zasadniho vyznamu, nebof dlohu fe¥it danou rovnici pfevadi na ulohu
najit prvek o, minimalizujici v D, funkeional (17.3), pro jejiz feSeni (resp. pfibliZné
fe¥eni) jsou vypracovany pomérné jednoduché numerické metody. VEta 9.2 viak
netvrdi nic o existenci feSeni 1, dané rovnice, resp. o existenci prvku u,, minimalizu-
jictho v D, funkeional (17.3). Lze také skute&nd uvést fadu dokonce jednoduchych .
piikladi, kdy rovnice Au = f nema Feleni ug e D,, a kdy tedy ani problém najit
v D, prvek uy, minimalizujici funkciondl (17.3), neméa feSeni. Pak oviem uloha
aproximovat napf. Ritzovou metodou toto neexistujici feleni, ztraci smysl. Jedno-
duchou myslenkou, jak tuto obtiZ pfekonat, je uvaZovat funkcionil F na 3itsim
oboru, neZ je linedl D 4. Proto jsme za pfedpokladu, Ze operator 4 je na linedlu D,
pozitivné definitni, roz3itili v kap. 10 obor tohoto funkcionélu na tzv. prostor H .
Takto rozifeny funkcional skuteén¥ dosahuje na tomto prostoru pro urdity prvek u,
svého minima. Prvek u, € H ,, jednoznalné urleny pravou stranou rovaice Au =. f,
isme nazvali zobecn&nym felenim této rovnice. Ve specidlnich ptipadech se oviem
miiZe stat, Ze je u, € Dy, tak¥e pak dostdvime feleni rovnice Au = f v obvyklém,
dfive uvedeném smyslu.

Prostor H ; jsme zkonstruovali takto: Na lineélu D, jsme definovali novy skalarni
soudin
(17.4) (u, v}, = (du,v), u,veD,,

a na zdkladé€ tohoto skalirniho souéinu jsme dbvyklym zplscbem definovali normu
|4]la 2 vzdilenost g,{u, v}. Tim jsme dostali metricky, a to unitirni prostor, ktery
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jsme nazvali S,. V ptipadg, Ze S, je fiplny prostor v metrice g, poloZili jsme H = S,.

V opaéném pfipadé jsme uvaZovali mnoZinu M viech posloupnosti cauchyovskych.

v 54. Tyto posloupnosti (tedy prvky mnoZiny M) jsme rozdglili na t¥idy, & to tak,
e dv& posloupnosti {u,}, {v,} z M patfi do téZe tfidy pravé tehdy, plati-li

(17.5) lim |u, — v,]4a = 0.

n—ta

Kazdé z téchto t¥id jsme piitadili (a to vzdjemné jednoznaéng) uréity prvek pro-
storu f1.') MnoZinu t&hto prvka jsme oznadili D. Lineal D je sjednocenim prvki
pavodniho linedlu D, a mnoZiny D, ,,novych* prvki. Tyto nové prvky odpovidaji
tfidam 1&ch posloupnosti, cauchyovskych v prostoru Sy, které nemaji v S, limitu,

Na lincalu D jsme zavedli skalarni soudin (i, v), prvkd ug, vo € D vztahem
(17.6) (0, 80) 4 = lim (u,, 0.} 4
kde {u,}, resp. {s,} je n&kierd posloupnost prvkis z D, a to z tfidy, kterd odpovida
podle popsaného piifazeni prvku ug, resp. vo. Limita (17.6) vidy cxistuje a je ne-
z4visld na vybéru posloupnosti {u,}, resp. {v,} z t¥idy, kterd odpovida prvku u,,
resp. vy, Soudin {17.6) ma viechny viastnosti skalarniho souginu a je rozsifenim
skalarniho souéinu (17.4}, definovaného pro prvky linealu D,, na cely lineal D.

Na zakladé skalarniho soudinu (17.6) jsme na linedlu D definovali obvyklym
zplisobem normu a vzddlenost, které jsou opét roz§ifenim normy [u[ 4 a vzdélenosti
04(u, v), definovanjch na linealu D, pomoci skalarniho soudinu (17.4), na cely
fineal D. Lineal D s metrikou ¢, jsme nazvali prostorem H ,. Tento proster je v me-
trice g, uplny, je tedy Hilbertovym prostorem. Jeho prvky tvofi, jak jsme Fekli,
jednak prvky linedlu D, (tento lincal je v prostoru H 4 husty), jednak prvky mnoZiny
D;, které je podle diive uvedené konstrukce moZno charakterizovat tak, Ze kaZdy
prvek u € Dy je takovy prvek prostoru H, ktery nepatfido D a pfitom je v H limitou
nékteré posloupnosti {u,}, cauchyovské v prostoru S,. Charakter prvki z D, milZze
byt rozmanity. Napf. v pfipadé b&Znych diferenciélnich operatora druhého fédu,
kdy za Hilbertiiv prostor H volime zpravidla prostor L,{G)’} a za lincal D linedl
funkci spojitych véetné parcidlnich derivaci prvniho a druh¢ho tadu v uzaviené
oblasti G a splitujicich uvaZované okrajové podminky, miZeme v obecném piipadé
o prvcich linedlu Dy ¥ici jen to, Z¢ maji tzv. zobecn€né parcidlni derivace pryniho
fadu, integrovatelné s druhou mocninou v oblasti G. Pozd&ji, aZ budeme mit k dis-
pozici pojem prostoru WiY(G), bude moZno prvky prostoru H, vhodngji charak-
terizovat.

1y vzajemné jednoznadné piifazeni urcitych prvka tfiddm cauchyovskych posloupnosti je za-
kladni my#lenkou ,,ziplnéni* i v pfipadé obecného metrického prostoru, viz napf. [26]. V abec-
ném piipadé viak meni snadné blize urdit charakter ,idedlnich* prvki, tj. téch prvkl, které
,.piidavame* k prvkam pavodniho prostoru.

2y ¥ piipadé obyleinych diferencidlnich operitort je oviem G = (a, &) a misto o parcidlnich
derivacich mluvime o oby&ejnych derivacich.
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Vztah
lu]c 2 Cla]

charakterizujici pozitivni definitnost operatoru A na linedlu D, ziistiva v platnosti
i v prostoru H .
Funkcionil F, definovany na linedlu D, pfedpisem

Fu = (Au, u) — 2(f, )
¢ili piedpisem

(17.7) Fu=(u,u), — 2(f,u),

lze po pravé popsaném roziifeni skalarniho soudiou {, u), na cely prostor H,
roziifit pfedpisem (17.7) rovnéz na cely prostor H,. Na tomlo prostoru nabyva
funkcional (17.7) minima, a to pro prvek u,, dany podminkou, aby pro viechna
u ¢ H, byla spIngna rovnost

(1?.8) (uo, u)A = (f, u) .

Podle Rieszovy véty je prvek u, touto podminkou (tj. pravou stranou rovnice Au = f)
jednoznatng urlen. Prvek u, nazyvime zobecnénym TeSenim dané rovnice. Tim
je tedy v ptipadg, Ze 4 je na linedlu D, pozitivng definitni operdfor, dokdzdna exis-
tence minima funkciondlu F v prostoru H, a tim také (podle definice) existence
fe¥eni rovnice Au = f, v obecném ptipad® zobecnéného (nebot prvek u, neni v obec-
ném pripadé prvkem linedlu D,; vime jen, Ze je ug e H, a Ze u, lze s libovolnon
piesnosti aproximovat v metrice prostoru H, prvky z linealu D).
Po dosazeni za {f, «) ze (17.8) do (17.7) mitZeme funkciondl F zapsat ve tvaru

(17.9) Fu = (u — ug, u — o)y — (uo, uohs = |u — )% — fuof®,
z néhoi je vidét, Ze
(17.10) min Fu = —"uoﬂz .
uveH 4
V souvislosti se {17.10) jsme pro funkciondl F zavedli pojem minimalizujici posloup-
nosti (u-posloupnosti) jako takové posloupnosti prvkd u, z H ,, pro kterou je

(17.13) lim Fu, = min Fu = — [uo]? .
g+ vely
Ze (17.9) plyne, Ze posloupnost {u,} je u-posloupnost pravé tehdy, konverguje-li v H,
k prvku u, (tj. k zobecngnému Feleni rovnice Au = f).
Zobecn&né fefeni u, rovnice Au = f zavisi spojité¢ na pravé strané€ fe H této
rovnice. Podrobné&ji, plati

wlo < 11
(17.12) Juofle < 1.
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Jsou-li ug, resp. v, zobecnénd Fefeni rovnic Au = f, resp. Au = g, pak ze (17.12)
plyne

(17.13) (50 st M

Je-li u, € D, aproximace prvku u, v prostoru H,, ziskand napf. nékiercu z metod
kap. 12 aZ 15, pak

v 1]

(17.14) ﬂnﬂ — ”OHA =

1A

coZ umoZiluje jednoduchy odhad chyby, tj. odhad rozdifu aproximace u, a zobecné-
ného Feleni uy v prostoru H .

V¥ kap. 11 jsme uvedli je3t¢ nékteré poznamky tykajici se specialné fefeni diferen-
cidlnich rovnic — oby&ejnych nebo parcialnich — s okrajovymi podminkami:

Patfi-li zobecn&né feleni u, rovnice Au = f, tj. prvek minimalizujici v H , funkcio-
nal (17.7), do D, {to je zhruba FeCeno, ptipad, kdy koeficienty diferencidlniho opera-
toru i prava strana dané rovnice jsou dostateénd hladké funkce), pak toto feSeni
odpovida (i kdyZ v poné¢kud modifikovaném smyslu, viz pozn. 11.4, str. 146) pojmu
klasického Fedeni, znamého z klasické teorie obyéejnych, resp. parcidlnich diferen-
cialnich rovnic. Nepatfi-li 4, do D,, patfi do Dy, a je tedy zobecnénym Fefenim
daného problému, které v obecném pfipadé nemid v uvaZovaném oboru ani tolik
derivaci, kolik vyZaduje dana diferencialni rovnice, Pfesto viak zpravidia velmi dobie
vystihuje po fyzikalni strince fefeni daného problému, nebot minimalizuje funkcional,
z néhoZ byva dana diferencidlni rovnice odvozena metodami variaéniho poétu,
¢imZ se v této rovnici objevi vy3§i podet derivaci, neZ vyZaduje dana tloha, Viz také
kap. 46, tykajici se otazek hladkosti zobeenéného Fefeni rovnice Au = f.

Okoinost, Ze vychozim defini¢nim oborem operatoru A je linedl (a takeé to, e p¥i-
blizné fefeni problému napi. Ritzovou metodou hledime mezi prvky uréitého
lineﬁlu), vyzaduje. uvaZovat problémy s homogennimi okrajovymi podminkami.
V pozn. 11.6 aZ 11.8 jsme ukéizali, jak dany problém s nehomogennimi okrajovymi
podminkami pfevést na problém s podminkami homogennimi, podafi-li se najit
vhednou funkei w, spliujici dané okrajové podminky. Uvedli jsme pfiklad ukazujici,
jak tuto funkci v nékterych jednoduchych pfipadech najit, ale upozornili jsme na to,
Ze z teoretického hlediska neni v obecném pfipadg jednoduché dokizat dokonce
jen existenci takové funkce. Podrobngji se budeme touto problematikou zabyvat
v kap. 32, 34 a 46.

Ukolem kap. 9 az 11 bylo jednak ukazat, jak tlohu YeSit rovnici Au = flze v pii-
padg pozitivniho operdtoru pievést na dlohu najit v D, prvek, minimalizujici v D,
funkciondl F, jednak dekazat pro pfipad pozitivng definitivniho operatoru existenci
(a jednoznaZnost) prvku ug € H,, minimalizujictho v H, funkciondl F, roziifeny
na cely tento prostor, a tim pro tento pfipad dokizat existenci (a jednoznaénoét)
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zobecngného fefeni rovnice Au = f. Ukolem kap. 12 aZ 16 bylo ukazat d&inné
metody, jak toto zobecn®né fefeni najit, resp. dostatelné pfesné aproximovat.
Zakladni pfedpoklad v kap. 12 aZ 16 tedy byl, Ze operitor 4 je na D, pozitivng
definjtivni. V kap. 12 aZ 15 jsme dale ptedpoklidali, #e prostor H, je separabilni
(k tomu stagi, je-li prostor H separabilni), takZe v n&m existuje (nejvyie spoletna)
baze

(17.15) @iy Py eens

[V pfipad€ metody nejmensich &tverch j.sme pfedpokladali, Ze (17.15) je tzv. A-baze
v H, viz (17.25); pak (17.15) tvofi bézi i v H ,.] Je-li baze (17.15) ortonormalni v H,,
pak (viz kap. 12) je zobecnéné feSeni #, ddno fadou

(17-16) Ug = Z apy, kde a, = (f, ‘Pk) s
k=1

konvergentni v prostoru H, i v prostoru H. Jako jednoduchy ptiklad na pouZiti
této metody (tzv metody ortonormélnich fad) jsme uvedli feSeni Dirichletova
problému pro Poissonovu rovnici na obdélniku, K feSeni této Ulohy vede fada inZe-
nyrskych i pfirodovédnych problému.

Neni-li baze (17.15) ortonormélni v H , lze ji znimym postupem (str. 61) orto-
normalizovat. Tento proces je viak v obecném pfipad® velmi pracny. Proto jsme
uvedli dald metody. Zvolime-li ur&ité n, tvofi mnoZina viech linearnich kombinaci
tvaru

(17.17) . kzlb,‘qok .

kde o, jsou prvky baze (17.15), v prostoru H, n;rozmémy podprostor, ktery ozna-
¢ime M. PiibliZné Ye¥eni u, nafeho problému hledime ve tvaru
(17.18) u, =Iila,(gak :
kde konstanty @, urcime
a) v ptipadé Ritzovy metody z podminky
(17.19) Fu, = min na M,

b) v ptipadé Galerkinovy metody z podminky, aby Au, — f bylo v H ortogonélni
k prvkim @y, ..., @, tj. 2 podminek

(17.20) (Au, - fi0) =0,..., (Au, - f, 0} =0,
¢) v ptipadé metody nejmensich &tvercd z podminky

(17.21) | 4u, — £]* = min na M.
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Urgeni koeficientt a, v (17.18) vede u Ritzovy metody k Fefeni soustavy

(17-22) (‘Pn (pl)A.al + (‘Pls (PZ)A a; + ... + ((Pla (Pn),l a, = (f, @1) >
((DIJ mZ)A a + (@29 @Z)A a + ...+ ((929 wn)A a, = (fl ¢2) »

(q)ls QJN)A a; + (§029 (pn)/l 4 + .00 F (!P", (pn)d a, = (fa con) >
resp. jsou-li prvky ¢, voleny z D, k feSeni soustavy

(17.23) (Ao, @) a; + (e, @) as + ... + (Apy, 0 a, = (f, 0.},
(Apy, 92) @ + (A, @2) @z + ... + (Ao, 0.) a, = (£, 0,),

(A(Pl! ¢n) 4y + (AQ)Zs q’n) LF + ..+ {A(pm Pn) Ay = {f& QJ,‘) H

u Galerkinovy metody k fefeni soustavy (17.23) a u metedy nejmeniich &tverct
k fefeni soustavy

(17'24) (Aﬁala A(Pl) a; + (A‘Pla A‘Pz) a; + ... + ('4@11 A‘Pn) iy = (f, A-(Pl) s
(Ags. Apy) ay + (Agz, Apy) ay + ... + (A@2, A9,) a, = (f, 49,),

(A(pl‘: Aq)n) al & (AQDZ, A(Pn) ﬂz st (AQDH, A(pn ﬂ'” = (fr Aqﬂn) 3

Za dfive uvedeného piedpokladu (pozitivni definitnost operitoru A, separabilnost
prostoru H ) jsou uvedené soustavy jednoznalng felitelné a ptisluiné posloupnosti
{u,} konverguji v H, (a tedy také v H) k zobecn&nému feSeni u, rovnice Au = f,
jestlize

a) v piipadé Ritzovy metody je(17.15) baze v H ,, v pfipad& pousiti soustavy (17.23)
vytvofend mimoto z prvki lineélu D ;

b) v piipad& Galerkinovy metody je (17.15) baze v H,, vytvofend z prvka li-
nedlu D;

¢) v pfipadé mectody nejmengich Stverci je
{17.25) Ay, A, ...

baze v H.
V zdvéru kap. 13 jsme se strudné zminili o tvaru Ritzovy soustavy v pfipadg
nehomogennich okrajovych podminek.

Pokud jde o formélni stranku, tedy nikoli o otazky Fesitelnosti p¥isludnych soustav
a konvergenci piisluinych posloupnosti {u,}, je u Ritzovy metody pfedpoklad o po-
zitivni definitnosti operatoru A celkem pfirozeny, nebof, jak je vidét ze (17.19),
je Ritzova metoda v podstaté zaloZena na vété o minimu kvadratického funkcionélu,
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formulované pro pozitivni operator. U Galerkinovy metody a metody nejmenSich
&verch je po formalni strance pfedpoklad pozitivni definitnosti operatoru A zcela
zbytetny. K tomu, abychom od podminek (17.20), resp. (17.21) dospéli k soustavam
(17.23), resp. (17.24), stadi, je-li operator A jen linedrni. Samotné podminky (17.20)
a (17.21) maji smysl i tenkrét, je-li operitor A nelinedrni. (Pfitom lze poznamenat,
#e v nelinedrnich Ulohach se pouZiva i Ritzovy metody.) Otazky fefitelnosti uva-
fovanych soustav i konvergence pfisluinjych posloupnosti jsou v téchto pfipadech
ovicm znaéng sloZitéj§i nez v uvedeném piipadg. Viz také zavér kap, 13, tykajici se
nékterych pfedpokladll, které zaruduji konvergenci metody nejmenSich {tverch pro
piipad line&rnich operatoril.

U metody nejmensich ¢tvercl jsme déle upozornili na to, Ze zirovef s u, — g
v H plati i

(17.26) Au,—f v H.

(Napt. u Ritzovy metody je tento zavEr sprivny jen pii specidlni volbé baze, viz ze-
jména kap. 20 a 25} Ze (17.26) pedné plyne, Ze k odhadu chyby je moino pouZit
(17.14). Déle lze v nékterjch jednoduchych piipadech, kdy je H = L,{G), u&init
na zakladé (17.26) nékteré zavéry, tykajici se stejnomé&rné konvergence posloupnosti
{u,,} na G. O takové zlepieni konvergence jde 1 u tzv. Courantovy metody, kterd
zAlezi v minimalizovani funkciondlu tvaru

(17.27) Fu, + |Au, - f]?,

resp. v obecn&jdim pfipadé tvaru

2

i - 1Y
axyt ... Oxy

(17.28) Fu, + %

k=0 i1+ tin=k

na vhodném linealu M. Podminka minimalizovani funkcionlu (17.27) na M je tedy
,kombinaci* podminek (17.19) a (17.21).

V kap. 16 jsme uvedli je§t¢ metodu, kterd je vhodnd pro piipad pozitivng de-
finitnich omezenych operatori (tedy nikoli pro piipad diferencialnich operatord),
definovanych na celém prostoru H, resp. roziifenych na cely tento prostor. Tato
metoda je zalo¥ena na my3lence ,,bliZit se ve sméru nejvétiiho spadu po plofe, klera
je reprezentovana funkciondlem F nad prostorem H, k jejimu minimu®. Upustime-H
od geometrické interpretace, konstruujeme posloupnost plibliznych feSeni uy, u,, ...,
kde u, je zvolend prvni aproximace a

Upyg = Uy + L0,
kde
(v )

U":Ah'nuf, Inz
(Av,, v,)



194 - II. vARIACNI METODY

pron=1,2,....Jeli 0 < m £ M a plati-li pro kaZdé ue H
mllu|* < (du, u) < M{u|*,

pak pro rychlost konvergence dostaneme odhad

: M — W
””n“ == “0”4 = ”“1 = ”0"4( m) .

M4 m

Jako typicky (i kdyZ jen ilustrativni) pnklad na pouZiti této metody jsme ukazali
Fefen! integralni rovnice (16.17).

A O A

Cast III. APLIKACE VARIACNICH METOD
K RESENI OBYCEIJNYCH
A PARCIALNICH DIFERENCIALNICH ROVNIC
S OKRAJOVYMI PODMINKAMI

V predchéazejicich kapitolich jsme se seznamili s nejb&Zn&jimi variadnimi meto-
dami, vhodnymi k Yefeni linearnich opertorovych rovaic typu Au = f s pozitivné
definitnimi operitory. I kdyZ jsme vysledky formulovali pro obecny ptipad pozitivné
definitnich operdtoril, jsou z hlediska aplikaci varialnich metod v inZenyrskych
a piirodovédnych problémech nejdileZitdjsl rovnice, které obsahuji diferenciflni
operatory. Témto operdtordm vénujeme proto v této knize Zvlaitni pozornost;
ukaFeme v ni, Fe diferencidlni operatory, s kterymi se nejtasi€ji setkvdme v problé-
mech oby&ejnych a parcialnich diferencialnich rovnic s okrajovymi podminkami,
jsou na vhodné zvolenych definiénich oborech pozitivng definitni, a Ze je tedy mozno
k fefeni tichto problémi pouZit pravé uvedenych varialnich metod. UkaZeme, jak
diileZitd je vhodna volba baze pro stabilitu numerickéhe procesu i pro ziskdni
nékterych uZiteénych vlastnosti hledané posloupnosti pfibliznych fedeni u,. Zaroveii
pa piikladech diileZitych pro aplikace ukéeme numerické zpracovani uvaZovanych
problémi (zpravidla i s numerickym odhadem chyby). Dané problémy budeme FeSit
riiznymi metodami, abychom mohli porovnat pracnost a G€innost jednotlivych metod.

Nezbytnym prostfedkem k tomu, abychom pro vySetfované diferencidlni opera-
tory ovefili vychozi krok této teoric, 1j. dokézali nerovnost (Au, 1) 2 C?[lu|” a tim
i pozitivni definitnost t&chto operatort, bude tzv. Friedrichsova, resp. Peincaréova
nerovnost; jim je proto vénovina prvni kapitola této €asti knihy.‘) Vénovali jsme
znaénou pozornost i numerickému aspektu t&chto nerovnosti, nebof, jak jsme se JiZ
zminili na nékolika mistech v predchazejicim textu, davé jejich pouZiti jednu z moZ-
nosti numerického odhadu chyby pti pouZiti pravé uvedenych varialnich metod.
Proto jsme se snaZili odvodit n&které jemn&jii nerovnosti, neZ s jakymi se setkavame
v literatufe. Ctenaf, ktery chce postupovat rychleji, nemusi podrobng sledovat
viechna uvedeni odvozeni a milze si vybrat jen ty vysledky, které bude piimo potie-
bovat. Tato poznamka se tyka v podstaté viech kapitol téta Casti knihy.

Podobné jako v predchazejicich kapitolach budeme i v dal§im textu rozumét
Hilbertovym prostorem realny Hilberthv prostor. Zejména viechny funkce a kon-
stanty, s kterymi se v této &asti knihy setkame, budou redlné.

1y O nékterych zobecngnich t&échto nerovnosti viz ¥ kap. 30, str. 358 a 359.
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Kapitola 18

Friedrichsova nerovnost
Poincaréova nerovnost

Jako obvykie ozna¥me G omezenou oblast v N-rozmérném euklidovském prostoru,
s lipschitzovskou hranici I (viz kap. 2, resp. 28). [Pro N = 1 jde o interval (a, b).]
Uvahy této kapitoly budeme provadet v realném Hilbertové prostoru L,{G), v ném3,
jak vime, jsou skaldrni soudin, resp. norma, resp. metrika diny vetahy

i v)=Lu(x)u(x)ax. resp. [u] = \/'Luz(x)dx, e 65—
- \/ Tuta) = o) .

Oznalme M strugné linedl funkei u(x), spojitych vEetn¥ parcialnich derivaci
prvniho ¥adu v G [tedy mnozinu CYX(G), viz str. 15].

Vita 18.1. (Friedrichsova nerovnost.) Necht G je oblast s fipsehitzovskow hranict I
Pak existuji nezdporné konstanty c,, ¢,, zdvislé na uvafované oblasti, ale nezdvislé
na funkcich z linedlu M tak, Ze plat

(18.1) Llﬁ(x) dx < clél L(a"—;) d .+ o Lul(s) as

pro kaZdou funkei ue M.

Zejména pro N = 2 dostavime pii obvyklém oznadeni proménnych

(18.2) H A e & c,ﬂ [( ) (ay)z]dxdy ; CZL s

Pro pfipad N = 1, kdy M je lineil funkci spojitych vetnd prvnich derivaci
v uzavieném intervalu {a, 6>, Ize Friedrichsovu nerovnost zapsat v n&kterém z t¥chto
tvartl:

(18.3) j e J':ufz(x) T

a

A

(18.4) Euz(x) s J.bu’z(x) i BecsnllB,

fi

(18.5) f e J' W) &+ ealu¥a) + wHH].
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Konstanty v uvedenych nerovnostech znadime stejnymi symboly ¢, a ¢, [na rozdil
od oznadeni ¢; a ¢4, kterého budeme pouZivat pro konstanty v Poincaréové neroy-
nosti (18.50)], v ka#dé z uvedenych p&ii nerovnosti mohou oviem byt hodnoty
konstant ¢;, ¢, jiné [viz specialng (18.17), (18.19), (18.21), (18.28), (18.37), (18.39),
(18.46) a (18.48))].

Dikaz provedeme ngjprve podrobng pro merovnost (18.4), a to tak, aby z ného
bylo patrno, jak lze postupovat v ostatnich pfipadech.

Oznaéme
n{x — a)
= COs - 2
(18.6) g(x) b= a)
a
(18.7) v=" &l u=go.
g
Ziejmé plati
(188) urz = {gu)rz fang gzufz K zuu!gg + v2gr2 =g r2 + (Uzgy:)r . vzggn ,
takze
(1 8.9) [vlgg;)f _ Ulggn é urZ y

Integrujeme-li {18.9) v mezich od a do b, dostaneme

b b
(18.10) [v?q9 s - J. vigg” dx < J. whdx.
Ale podle (18.6) je
2
QR v
(18.11) g" = 166 — o g
takZe
n? n? .2
12 B e B B B oo B
(80 e ol ap
a dale
i |13 e 1]
g 28 i 2
18.13 viag]t [uzgt} - [ ,u] = W(5),
(18.13) [+*49°] . g Ml
nebof
g T ﬂ(x - a)
14 g - _ _pi* = a)
(1514] g (b—-a} 4(b—a)
a
g'(a) g’(b) P T i
18.15 o R I B Y -
( ) g(a) g(b) . 4(b —a) 4 4b — a)
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7 (18.10), (18.12) a (18.13) plyne

2

b b
i J- uldx =2 ju'z Jiana = iE(D)

16(b — a)’ ab — a)
il
¢ 2 b o
(18.16) j utdx £ E(b_z_ﬂ J- widx + i(!i—i] uz(b) %
¥ T ” T
V (18.4) stai tedy poloZit
A Mb —
(12.17) L Uil SR 4b - a)
n o

Zcela analogicky se provede dikaz nerovnosti {18.3). Misto funkee (18.6) sta&i
uvaZovat funkei
—b
g(x) = cos n{x — ) :
4(b — a)
pro konstanty ¢4, 2 lze tak ziskat stejny odhad (18.17) jako ¥ piedchazcjicim piipadE.
Nerovnost (18.5) je dsledkem neroynosti (18.4), resp. (18.3), za hodnoty konstant

¢y, €5 lze tedy op€t zvolit vyrazy (18.17). Ziskané odhady je viak v tomto pfipade

mo¥no jednoduchym zpiisobem zlcpéill), provedeme-li pravé popsany dikaz s funkei

=23

g{x) = cos 0 ——a)— .

Snadno pak vypoiieme, fe v (18.5) je mozno volit

&b — a)? e
(18.19) PR (o ISP 2b —a)
n T

Pornémka 18.1, Jedi b —a snatné velké proti jednidce, . jedi b—a» 1,
je v (18.19) ¢; » ¢z Naopak, jedi b —a € 1, ) ¢; < 2 Tato okolnost miuZe byt

1y Zlepdit v tomto smyslu: - Pozitivné definitn operator je charakterizovan nerovnostl
(Au, 1) = c? Huﬂz. Z riznych divodd je vhodné, aby konstanta C' v této nerovposti byla co
moZnd nejvEtd, Napf. pii odhadu chyby v (11.21), str. 144, se tato konsianta yyskytuje ve jme-
novaleli. V pfipadech, s kterymi se setkime v dalkim textu, dostaneme pro 2 odhady tvaru

(18.18) ct=2, ¢ =min (l’-, i)
Cy €y Cz2

apod. [srov. napf. (19.77), str. 221, (19.43), str. 217], kde p a ¢ jsou kladné kenstanty, dané vy-
iettovancu diferencidlni rovnici a okrajovymi podminkami. Aby bylo moZno uvaZovat C co
mo¥nd nejvEtdi, potfebujeme ziskat pro ¢y & €z odhady co moind nejmendi.
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v odhadech typu (18.18) (viz pozn. 1 pod Zarou) nepfijemna, zejména v druhém z nich.
Je proto vhodné mit urditou mo¥nost ,,regulace” pomé&ru &isel ¢, a ¢35, abychom napk.
mohli dosahnout toho, Ze &ista pfe; a afea v {18.18) budou (aspoil pFibliznd) stejné
velka. Toho lze dosahnout takto:

. mlx—a’l
gl glxtmsin S
s a [N
o 0 n x
Obr. 8.

Zvolme 4 > 0, oznaéme o' = a — 7, b' = b + 7 (obr. 8), tak¥e interval (a, b)
,vlozime* do intervalu {a', by, a v uvedeném dikazu poloime

(18.20) g(x) = sin B9

by —a
{viz graf I.;ét'o funkce na obr. 8). V tomto pfipadé dostaneme proc, ac; Z nerovnosti
(18.5) stejnym postupem jako d¥ive (podrobny vipocet si &enat snadno provede sam)
odhady

£ N2 — 2
(1821) ¢ = =) o2y
e 22
- cos n_ga = a)
i PR b —
€y = ——— a' =—u‘iz'-ﬁ!cntg—-mI S
T Sinn(a—a) m b—a+2q
b —a
Takto ziskme nerovnost platnou pro kaidé ue M,
b o 2 b
(18.22) j wi(x)dx £ @_1%24}_ j u'?(x) dx +
a n [

b—-a+ pis ]
+ cot 2 2
” gb_a+2q[u(a)+u(b]].

Vhodnou volbou &isel a', b, tj. &isla n, 1ze pak dosihnout vhodného poméru
Zisel ¢, a ¢z

Piiklad 18.1. Nechf je ddno b —a =3, p = i, ¢ = 8. Mame urdit > 0 tak,
aby &isla
B A%
€4 ' C2
byla pfiblizng stejné velka.

—,———EEEEEEEN
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Podle (18.21) mame tedy zvolit # > 0 tak, aby se pfibliiné sobé rovnala &isla
(jeb’—a’=b—a+2q=5+2r;)
n? 8 b

18.23 a L
( ) 5+ 2n)7 542 5421

Protoze n2(5 + 24)* je znainé mensi neZ 8x/(5 + 24), zvolime 5 malé; pak miiZzeme
poloZit
T e T

1 == .
% 5.4 0n

Uvedend podminka mé pak tvar

n? . 8 m
(5+20)° S+21 5+ 29

(18.24)
Ziejmi stadi zvolit # = 1f8,

Poznamka 18.2. Spliuji-li funkce z linedlu M dalii podminky, napf. podminky
u(a) = 0 nebo u(b) = 0 nebo u(a) = 01 u(h) = 0, dostaneme pro tyto specidlni pfi-
pady odpovidajici specialni pfipady pravé ziskanjch odhadd. Specialng, jestliZe ozna-
gime M, lineal 1&h funkci z M, pro které plati

(18.25) wla) =0, u(b)=0,

dostaneme podle (18.5) odhad

B b ’
(18.26) J‘ w(x)dx £ ¢, J. wix)dx, weM,,

a a

kde za ¢, miFeme zvolit néktery z odhadii (18.19) nebo (18.21}. Zvelime-li odhad
(18.21), dostancme tedy

(18.27) J.buz(x] iy w A ek ra'l(x) g sl = & ) ru'l(x) i,

2
a n a T a

ProtoZe viak nerovnost (18.27) plati pro kazdé kiadné 4, dostavime odtud snadnou
tuvahou nerovnost

(18.28) .f :HZ(x) s “’%fﬁuﬂ(x) di,

platnou pro kazdé u € M, tj. pro kaZdé u € M, splitujici podminky (18.25).
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Poznimka 18.3. Nerovnost typu (18.26) Ize odvodit pro funkce z linedlu M,
i timto jednoduchym zphsobem (srov. str. 112): Protoze plati prvni z podminek
(18.25), dostaneme

iy Ew(;) ar,

e [J:u’(r) dtT ‘

UZijeme-li na pravou stranu 1éto rovnice Schwarzovy nerovnosti (str. 38) dosla-

takZe je

ncme

W) < J' 12 dx .J'xu'z(:) dar.

a [

Protoze u'%(¢) je v intervalu (a, b) neziporns, je tim spie

W(x) < J' :12 s .jju’z(f) TR, .[ju’z(r) dr.

Intcgrujeme-li tuto nerovnost v mezich od a do b a piejdeme-Ii opét k oznafeni x
misto t pro integraéni proménnou, dostaneme

Z

a a

5 N2 b
(18.29) Juz(x) dx = (_b____ﬂ .[ u(x) dx,
tedy nerovnost (18.26) s

Y
(18.30) 5o O=af
2
¢oZ je odhad b&Zn€ uvadény v literatufe.
Porovname-li tento vysledek s nerovnosti (18.28), vidime, Zc odhad (18.28)
Je plibliZné pétkrat lepsi neZ odhad (18.30).
Myslenky dikazu nerovnosti (18.3) az (18.5) lze pouZit i pro vicerozmérny ptipad.
Je-li mapf. N = 2 a je-li interval {a, b, resp. {c, d> primétem uzaviené oblasti G
do osy x, resp. y, takie G leZi v obdélniku O = (a, b> x {c, d) (obr. 9), lze napf.

poloZit
( a + b) ( ¢+ d)
Tl X - - Ty —
2 2
— % cos =

2Ab—a)  2d—c)

(18.31) g(x, y) = COs

2 provést téméf doslovnou analogii ditkazu nerovnosti (18.4). Pritom misto identity
(18.8) pouzijeme identity (je opdt u = gv; misto &%g/dx? + 8%g[ay® piicme
struéné Ag)
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2 2 2 2
(18.32) a—“) % (@ =g (@ (N & Ly '3_9) %
ax ay ox dy ax ox
3 (5

Obr. 9.

Vynechame-li na pravé strang této identity prvni ¢len, kiery je zfejmé nezdporny,
dostaneme nerovnost obdobnou nerovnosti (18.9) a jejim integrovanim pfes oblast G
dospgjeme k nerovnosti

3 3
{18.33) - vig Agdxdy < ----u + g dxdy — | v’g %8 a ;
¢ cl\dx dy r v

v poslednim &lenu je v vn&jsi normala k hranici I'; pouZili jsme (8.31), str. 108, kde
jsme psali

G d
vy o , resp. v'g o
ix dy

za falzag auvdiili, Ze

Ale podle (18.31) je

n? n?
Ag = — £ g,
(4(!} —aY  4d - c)z)
takie

(18.34) -—'”‘legAgdxdymﬂf[b_ja) (d_c)z]ﬂ v2gtdxdy =
e el

[X]
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Dale ' .
: .
1% l(——cosot-‘r-?rg:c::os ) gl?—q +16_g =
govie |g oy g x| |gdy
( a+ b) ( ¢+ d)
m|x — T =
. 2 : 2
max |sin ———= max |sin ———~
< " ¢a,b) 2b — 1{)__'_ 4 e 2d — ¢) _
_(b—a) ( a+b) Z(dﬁc) ( c+d)
T x— nly—
: 2 ; 2
min |[cos —— = min |cos ——
¢a,b) 2(b — a) (o) 2(d — ¢)
P . T
sin — sin —
T 4 n 4 T T
S —a = o4 “b-a) 2d-9°
(b-—a)_x 2d-c_x 2Ab-a) 2d-0
4
a tedy
o9
(18.35) ‘—.[vga—ds ZJ'uzgzﬂds gjuz 149 ds =
r & r g r o |gov

A

S
Z (18.33), (18.34) a (18.35) pak plyne
ﬂf[(h - PN = cr] ” WS ﬂ[@_) * C—;) ]d” %
b4 1 1
+§(b o + T C)Luzds

i 1 1 i

e, TR +
(!‘.»—.a)2 ( c)z b—a d—¢

(18.36) J‘Guz(x,y)dxdy< H [(‘7“) (a“)]d x dy +—I u3(s) ds .

V (18.2) tedy sta&i poloZit

¢ili, oznadime-li

13

18.37 ; oy Emele o BB
(18.37) = =



204 II1. APLIKACE NA DIFERENCIALNI ROVNICE

Potfebujeme-li ziskat uritou moZnost, jak ménit pom&r odhadtii ¢, a ¢;, miiZeme
postupovat podobné jako v pozn. 18.1: Zvolime opét # > 0, oznafime

@ =a-n, V=b+n, ¢=c—1n, d =d+4q
a misto funkee (18.31) poufijeme funkce

r(x — a’) din aly — ¢) .

b - a i

(18.38) g{x, y) = sin

Pro ¢, a ¢, tak zeela analogickym postupem dostaneme odhady

1 B
18.39 = , G =—,
(is39) ST oAt 7 na
kde
;.4 i 1 PR
B —ay (@d-c)y (b-a+ mP (d—c+ 29 ’
B = . s B Al =
n(a —a ) O (o
b - d' = ¢} sin —=-—>=
(b’ — a')sin o ( } i
1 1
= i *
. 7] 0
b —a + 2p)sn d— ¢+ 2n)sin —————
( ) b —a+ 2y ( ) d—c+ 2y

takZe je

o [[ e e 3 @ e o

Vhodnou volbou &isla n je moZno nskat 7adouci odhady pro &isla ¢; a ¢;, po-
dobn& jako v piikl. 18.1.

Ye-li oblast G specidlniho tvaru, lze ukézanym postupem uvedené odhady dile
zlepdit. Analogicky postupujeme v ptipadé N > 2.

Poznimka 18.4. Spliiuji-li funkce z linedlu M navic podminku

(18.41) u=0narl,

plynou z (18.1), resp. (18.2) nerovnosti

(18.42) j %ﬂdx<clEJ‘Gn)dx,
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resp.

oo [z [ (o

Zejména pouZijeme-li odhadu (18.39), plyne z (18.40)

aalllG) + )]

1 1 1 1
+ = + :
(0 —aY @-¢fY (F-a+2)? (d—-c+ )’

(18.44) ﬂ (x, y)dxdy <

kde

(18.45) A’ =

ProtoZe nerovnost (18.44) je spravné pro kazdé n > 0, dojdeme podobné jako v pozn.
18.2 k zavéru, Ze plati

o [[ s 6 ()

kde
i

o A
—aF ([d-cof

Je-1i specialné G Civerec s délkou strany I, takze

(18.47)

2

A==,
I:’.

plyne z (18‘46) odhad

(18.48) J‘J. u3(x, y) dx dy < —H [(8“) (i—i)l] dx dy,

ktery je tedy asi dvacetkrat lepsi neZ odhad

(18.49) H Guz(x, y)dxdy < P HG [(ZDZ + (Z—;)z] dxdy,

b¥#n& uvadény v literatute (viz napf. [28], str. 129).

Dalsi ditleZity typ nerovnosti uvadi tato véta:

Viéta 18.2. (Poincaréova nerovnost.} Necht G je oblast s lipschitzovskou hranici,
M lined! funkei spojitych véetné parcidlnich derivaci proniho Fadu v G (uvafujemne-li
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N = 1, jde o interval {a, b> a v abydejné derivace). Pak existufi konstanty ¢, a ¢4,
zdvislé na dané oblasti, ale nezdvislé na funkcich u(x) z linedlu M, rak, Ze plati

¥ 1L\ 2 2 .
{18.50) j u¥(x)dx < ¢3 Y .[ (Ju) dx + ¢4 I;[ u(x) dx:l pro kaidé ue M.
G E=1 ) g\ 8%, G

Jako specialni pfipady této nerovnosti dostivame pro N = 2 nerovnost

o [z {3 - (3o

2
+ ¢4 U.J. u{x, y)dx dy:l ;
G
pro N = 1 nerovnost

(18.52) j e g, J Vi e [ j W dx]l.

o a a

Hodnoty konstant c; a ¢, mohou oviem byt v kaZdé z nerovnosti (18.50) az (18.52)
riizné, i kdy¥ pro né pouZivime stejného oznadeni [viz obdobnou pozndmku k ne-
rovnostem (18.1) aZ (18.5)].

Diakaz provedeme podrobng pro pfipad N = 1, tj. pro nerovnost (_I8.52).
Myslenka dikazu je obdobnd i pro N > 1.

Budiz tedy u(x) libovolnd funkce definovani v intervalu {a, b) a pattici do M
[takZe u{x) a u'(x} jsou spojité funkee v {a, b>]. Pro kazdé dva body x,, x, z intervalu
{a, b plati

X2

sl =)= j Wi,

X1

a tedy
{18.53) ul(x;) + wP(x,} — 2u(x,) u(x,) = ['rlu’(x) dx:r .

Podle Schwarzovy nerovnosti (str. 38) je

(18.54) [ 'f :u'(x) de < Jl’ e

{pfitemz znacky absolutni hodnoty jsou zbytetng, je-li x, > x,). Z (18.53) a (18.54)
plyne

(18.55) S ut(x,) + wt(x,) — 2u(x,) u(x,) < (b — a)Jbu'z(x) dx .

szu’z(x) a

=1
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Integrujeme-li tuto nerovnost v intervalu {a, &) nejprve podle x; pfi konstantnim x,
a pak podle x,, dostaneme

(b — a) J:uz(xl) d#, 05—} .[:uz(xz) iy =0 Ku(x,)dxl ..ru(xz) éxz <

. a

b

<@ a)3.|‘ W2(x) dx

a

<ili .
b _ Az oAb b 2
(18.56) ul{x}dx £ (b a)_ u?(x) dx + — L u{x)dx ) ,
i 7 i b—al\l,
coi je nerovnost (18.52) s
: b —a) 1
57 ekl R S
(18.57) e e

Dikaz nerovnosti (18.50), resp. (18.51} mfZe byt proveden obdobnym postupem.
Je-li specialng dani oblast obdélnik s délkami stran I, a 15, je moZno témé&f doslovnou
analogii pravé provedenych ivah dospét k nerovnosti (18.51) s

(18.58) LR e T L%

iz

Také v pripadé Poincaréovy nerovnosti je mo¥no specidlnimi obraty dosplt
k lep&im odhadim ne? k 1&€m, kieré jsme uvedli, podobné jako v piipadé Friedrich-
sovy nerovnosti. Zde viak nejsou tyto jemnéj$i odhady zdaleka tak cenné pro nu-
merické vypoéty jako v pfedchazejicim ptipadg,

O urditych zobecnénich nerovnosti, uvedenych v téio kapitole, viz v kap. 30,
str. 358 a 359,
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Kapitola 19
Obycejné diferencialni rovnice
s okrajovymi podminkami
a) Rovnice druhého Fidu

UvaZujme nejprve oby&ejnou diferencidlni rovnici druhého fadu

{19.1) —(pw)y +ru=71,
kde
feL(a,b),
p(x), p'(x) a r(x) jsou funkee spojité") v <a, b},
(19.2) p(x) 2 po >0, r(x)20 v <ab);

Po je konstanta.
Okrajové podminky pro rovnici (19.1) uvaZujme ve tvaru
{19‘3) au’(a) — ,Su(a) =0, yu’(b) + 5u(b) =10,
kde o, B, y, 8 jsou nezdpornd &isla takova, Ze v 7adné z dvojic «, §; y, & nejsou obé

gisla zérovedi rovna nule, tedy takovd, Ze je

{19.4) e+ pf>0, y+5>0.

Piikladem okrajovych podminek (19.3) jsou podminky tvaru

(19.5) ula) =0, u(b) =0,
(19.6) u'(a) =0, Wi{b) =10,
(19.7) u'(a) — pu(a) =0, w(b) + ou(b)=0, p>06>0,
(19.8) u(@) =0, w(b)=0"

apod.

Poznamka 19.1. Okrajové podminky (19.3) pfedpokladame tedy homogenni.
Nejsou-li dané okrajové podminky homogenni, pfevedeme dany problém snadno
I) O zobecnéni podminek kladenych na koeficienty rovnice {19.1), popf. rovnic vy§iich rada,
viz v kap. 31, str, 372,

O pfipadech, kdy funkce p(x) miZe byt v nékterych badech intervalu {a, b> rovna nule,
kap. 47, str, 581, Piikladem takové rovnice je rovnice —(xu’)" + u =/ v intervalu{ 0,1} apod.
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na problém s homogennimi ckrajovymi podminkami (srov. pozn. 11.6, str. 149).
Stadi najit dostateéné hladkou funkci w(x), splitujici dané nehomogenni okrajové
podminky, a hledat feSeni ve tvaru

(19.9) u(x) = w(x) + z(x).
Funkce z(x) pak bude spliiovat rovnici (19.1) s pravou stranou
g=1f+ (pw')' — W

(misto s p@vodni pravou stranou f) a s pfisluSnymi homogennimi okrajovymi
podminkami.

Piiklad 19.1. UvaZzujme rovnici
—[(1 + x*)u']" + u = sin nx

s okrajovymi podminkami
(19.10) u0) =1, «(I)=3.

Substituci (19.9), kde sta&i zvolit w(x) = 1 + 3x [tato funkecc zfejm& vyhovuje
podminkam (19.10)], dostaneme pro funkei z(x) rovnici

—[(1 +x*)z] + z=sinnx 4+ 3x — 1
s homogennimi okrajovymi podminkami

2(0)=0, zZ(1)=0.

Poznimka 19.2. V dalsim textu ukdZeme, 7e diferencidlni operdtor dany rovnici
(19.1) a uvaZovany na vhodng zvoleném lincélu (resp. vhodn& zvolenych linealech)
funkei, které spliiuji podminky (19.3), je pozitivné definitni. Nejprve viak vySetfime
specialni pfipady okrajovych podminek (19.3), a to p¥ipady (19.5) aZ (19.8). Jednim
2 hlavnich diivodd je ten, 7e kaZd4 z okrajovych podminek (19.5) aZ (19.8) ma svij
specificky charakter, ktery, jak uvidime, m4 svou velmi blizkou analogii i v piipade
parcidlnich diferencidlnich rovnic. [Podminky (19.5) aZ (19.8) odpovidaji po fadé
Dirichletovym, Neumannovym, Newtonovym a smiSenym okrajovym podminkam
pro parcialni rovnice druhého Fadu.] Pfitom zde; tj. v pfipad€ obyCejnych diferen-
cialnich rovnic, je cela problematika zna¢né priizralnéjsi.

Prislu$né tvahy provedeme v realném Hilbertové prostoru Ly(a, b) funkei integro-
vatelnych s druhou mocninou v intervalu {a, b}, tedy v prostoru se skalarnim
soufinem, resp. normou

@ﬁ:ﬂ@mmnmmnﬂ=ﬂ?mu.
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Jen v pkipad& okrajovych podminek u'(a) = 0, u'(b) = O budeme pracovat s pro-
storem L,(a, b), coZ je podprostor prostoru L,(a, b) téch funkei u € Ly(a, b), které
spliiuji podminku [2u(x)dx = 0. Z véty 8.5, str. 105, a z pozn. 8.5 a 8.6, str. 107,
plyne, Ze viechny linedly, na nichZ budeme v této kapitole vySetfovat uvaZovany
operator, jsou husté v Ly(a, b), resp. v L,(a, b). Tuto okolnost nebudeme stdle
v dalsim textu zdirazriovat. Budeme-li proto dokazovat napf. symetri¢nost opera-
toru A, na linealu M,, dokdZeme jen platnost vztahu (Au, v) = (4,v, u) pro u,
v e M,, ani¥ se zvIa§t& zminime o hustot® linedlu M, v L,(a, b), vyplyvajici z citované
véty 8.5.
Obrafme se tedy k vySetfovani uvaZovanych problému.

1. Okrajové podminky u(a) = 0, u(b) = 0.
Ozna&me M linedl viech funkci spojitych véetné derivaci prvniho a druhého ¥adu
v uzavieném intervalu {a, b> a spliiujicich okrajové podminky

(19.11) u(@) =0, ub)=0

a A, ozna¢me (linearni) operétor, ktery je definovén na tomto linedlu a pfifazuje kaZdé
funkci u € M, funkci

(19.12) A= —(pw'y + ru,

kde p(x) a r(x) jsou funkce z rovnice (19.1), a tedy funkce majici vlastnosti uvedené
v textu za touto rovnici.

DokaZeme, Ze operator A, je na linedlu M, pozitivné definitni. K tomu ugelu
stadi dokazat, Ze 4, je na M, symetricky a Ze existuje konstanta C > 0 takova,
Ze plati

(Ayu, u) = C*|u|* pro kazdé ue M, .

Ziejm& v8ak pro kazdé ue M, ve M, je

(19.13) (A,u, v)

I

b b b
J[—(pu’)’ +ru]vdx = — j (puY vdx + J. rup dx =

a

b b b b
—[pu'v]® + ‘[pu’u' dx J. ruvdx = J pu'v’ dx + J. ruv dx ,

a a a a

nebof v e M, a tedy
(19.14) [puv]t =0

v disledku (19.11). Tim je symetrinost operatoru A, na linedlu M, dokazéna, nebof
prava strana rovnosti (19.13) je symetricka v u a v. Z (19.13) dale plyne

b b
(A4, u) = j puw'?dx + Jruz dx,
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odkud vzhledem k pfedpokladiim (19.2) dostavame

b

(Aqu, u) = po-l‘ u'?dx .

Protoze u € M;, plati u(a) =0, u(b) = 0. MiiZeme tedy pouZit napf. nerovnosti
(18.28), str. 200,

* b n* 'y n* 2
Iu dx;mju dx=m]|u|l f UEMI,

takze
19.15 A, u) z C?llul*, ueM
1
5
(19.16) c="P0
b—a

&m? je pozitivni definitnost operdtoru 4, na lineilu M, dokazana.

2. Okrajové podminky u'(a) = 0, u'(b) = 0.
linedl viech funkci spojitych v&etnd derivaci prvniho a druhého Fadu v uzavieném
intervalu {a, b> a spliiujicich okrajové podminky

(19.17) w'(a) =0, w(b)=0

a A, operator, ktery je definovan na tomto lineélu a pfifazuje kaZzdé funkci ue M,
funkcei i

(19.18) Au = —(pu') + ru,

kde p(x) a r(x) jsou dive uvaZzované funkce na levé strang rovnice (19.1).

Zcela stejnym zpiisobem jako v (19.13) dokéZeme, Ze operator 4, je na linedlu M,
symetricky, nebof z (19.17) plyne pro u € M,, v € M, opét (19.14). Jak v¥ak vyplyne
z nésledujiciho textu, neni operator A, za uvedenych predpokladi o funkcich p(x)
a r{x) v obecném pfipadg na linedlu M, pozitivn€ definitni. [V&imn&me si, Ze funkce
z linelu M, splituji podminku (19.17), a Ze tedy nelze pouZit odhadu (18.28), jak
jsme to udinili v pfedchazejicim p¥ipadg, nebo nékterého z odhadd (18.3)az(18.5),
nebof tyto odhady obsahuji hodnoty u(a), u(b) funkce u(x) v krajnich bodech inter-
valu ¢a, b} a pro tyto hodnoty neposkytuji podminky (19.17) Zidné informace. ]

Utitime nejprve dodateény pfedpoklad, Ze existuje kladné &islo ro takové, Ze
v intervalu <{a, b je

(19.19) x)2r>0.
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Pak z rovnosti
h b
(dau, w) = J' pu'tdx + j ru® dx

[plynouci z (19.13) pro u = v] vyplyva [nebot p(x) = 0]

b

{Aqu, u) = rDJ‘ uldx,

a

cof znamena, ¥e za predpokladu (19.19) je operdtor A, na linedlu M, pozitivnd
definitni, pfitem# je moZno polofit C = \/r,.

Pozanamka 19.3. Pozitivii definitnost operatoru A, na linedlu M, lze dokézat
za slabiho pfedpokladu o koeficientu r{x), ncZ jo piedpoklad (19.19). Sta&i pied-
pokladat, Ze funkce r(x) je spojit4 a nezaporné v {a, &> a Ze r(x) > 0 aspofi v jednam
bodé x; € {a, b}. Je-li totiz {ec, d) libovolny, ale pevay interval kladné délky, leZici
v (a, b, lze ukdzat (Lcnlo vysledek je specidlnim pripadem obecngjsi nerovnosti,
uvedené v [33], str. 22), Ze existuje takové &islo »x > 0, nezdvislé na funkcich z linealu
M,, Ze pro kaidé u e M, plati

(19.20) JuJf < x( j Z 4 J}z dx) :

Necht tedy r(x;) > 0. ProtoZe funkce r(x) je podle pfedpokladu v {a, > spojita,
je v nékierém intervalu {c, d), leZicim v {a, b} a obsahujicim bod x,, vEtS{ neZ
néktera kladna konstanta m,

r(x) 2m>0v {c,d>.
Z (19.20) a z rovnosti

B b
(Azu, u) = I pu'? dx + J‘ruz dx

a a

pak plyne [nebof je p(x) 2 po > 0 v <a, b)]

b
(Azu, u) = ;3'0'[*:("2 dx + Jnruz dx = C2||u||1,

a

C? = min BQ,_.”I ’
A 4

1 v tomto piipadé je tedy operator 4, na linealu M, pozitivng definitni.

kde z¥ejmé stadi poloZit

V dal¥im textu uvkéZeme, Zc je-li r{x) = 0, neni operitor A, na linedlu M, ani
pozitivni {a tim mén& pozitivn& definitni).
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Budii tedy r{x) = 0, takZe uvaZujeme rovnici

(1921). -—(pu’)" :f(x)

s okrajovymi podminkami

(19.22) wW(a)=0, w(b)=0.

V nafem pfipadé tedy je
b

(19.23) (Asu, u) = ‘I. pu?dx prokaZdé ueM,.
a

Podle definice je symetricky operator A, na M, pozitivai, jestlife jsou splngny
podminky

(19.29) : (A, u) =2 0 prokaidé ueM,,
(19.25) (A, ) =0 = u=0v M,, tj. u(x)=0v {ab).

Vzhledem k pfedpokladam o funkei p(x) plyne z (19.23) nerovnost (19.24). Podminka
{19.25) v¥ak neni splngna: Jak je vid&t z (19.23), miiZe byt (Azu, u} rovno nule i pro
funkeiu + 0 v M,, napf. pro funkeci u(x) = 7v<a, b, ktera anuluje viraz (d,u, u) =
= [? pu'? dx a pfitom zfejm? patii do M,, nebof spliiuje podminky (19.22). Operator
Az neni tedy v pfipadé 7(x) = 0 na linealu M, pozitivni (a tim méng pozitivng de-
ﬁnitni). :

Viimn&me si je§té dalii zajimavé okolnosti: Pfedpoklidejme, Ze problém (19.21},
(19.22) ma teleni u € M,. Integrovinim rovnice (19.21) v mezich od a do b dostaneme

s f(pufy dx = j:f(x) dx .

Podle (19.22) viak je

2 r(PU')' dx = —[puls =0,

takZz ma-li dany problém feSeni, je nutng

(19.26) be(x) ax =0.

V najem ptipadé je tedy (19.26) nutnou podminkou k existenci fefeni.

1y Rovnici (15.21} je oviem moZno integroval pfimo a dospdt tak k uvedenym zdvérim mno-
hem jednodulim zpisobem. My zde vak chceme ziskat ur&ity uceleny pohled na celou prob-
lematiku, dokonale analogickou, jak uvidime, problematice eliptickych parcidinich diferencigl-
nich rovnic druhého fadu.
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Je-li tedy r(x) = 0 v {a, b), neni operator A na linedlu M, pozitivné definitni,
a nelze tedy tvrdil, e rovnice A,u = f je Yeitelna (ve smyslu kap. 11) pro kazdou
pravou stranu f € L,(a, b). To je také velmi dobfe vid¥t z prav€ ziskaného vysledku.
Podminka (19.26) viak poskytuje jistou pfedstavu, jak postupovat, abychom dospéli
k uréitému kladnému zivéru:

Ozna¥me L,(a, b) prostor viech funkei u(x) z L,{(a, b), vyhovujicich podmince

{19.27) ' 'ru(x) dx =0,

a

se skalarnim soufinem prostoru L,(a, &), tj.
b
(1928)  ( O)psiemy = .[ u(x)o{x)dx, wely(a,b), velyfab).

Neni t&zké dokazat, Ze L,(a, b) je linedrni podprostor v L,(a, b),") takZe je sam
Hilbertovym prostorem. BudiZ dale M, lineal t&ch funkei u(x) z M,, které spliiuji
podminku (19.27). Tento lineal je podle pozn. 8.6, str. 107, husty v L,(a, b). Oznatme
A, operitor s definitnim oborem A ,, dany pfedpisem

(19.29) Aju = —(pu'y, ueM,.

UkéaZeme, ¥e operator A, je na linedlu Xf, pozitivng definitni:

Piedné stejnym postupem jako v (19.13) dosp&jeme k zavéru, 7e operator A,
je na linedlu #, symetricky. (19.13) totiZ plati, jak jsme ukazali jiz v pfipad€ operdtoru
(19.18), pro kazdou dvojici funkef u, v z M, plati tedy tim spide pro kazdou dvojici
funkei u, v z M,. Dale z(19.13) plyne

5
(Ao, @), = (Au, u) = ‘[ putdx prokafdé ueM,,

a tedy, protoZe plati (19.2),
b
(19.30) (Ayu, u) = pDJ‘u’Z(x) dx, ue i,.
Av3ak pro funkce u(x) z linealu M,, které tedy spliiuji podminku (19.27), plati podie
Poincaréovy nerovnosti (18.52}, str. 2006,

b b
J.uzdx = c3ju'2dx
a &

1) I.z(a, &) je totiZ ortogonilnim doplikem v prostoru L,(a, &} k podprostoru, jeho¥
prvky tvaif vechny funkce konstantni v {a, &) (nebo funkee jim ekvivalentni), takZe je (srov.
str. 81} uplnym prostorem.

19. oBYCEINE DIFERENCIALNT ROVNICE 215

&ili
(19.31) ]2y = €5 j bu” dx,
kde pedle (18.57) ize poloZit

(19.32) €3 = @ )

Z (19.30) a (19.31) plyne

(19.33) (At W)ty Z Clu]Eamy s

&im¥ je pozitivni definitnost operatoru A, na linedlu K7, dokézana. Pfitom z (19.32)
plyne, Ze lze zvolit

(19.34) c= {@ _

Je dobfe znovu upozornit étenafe, Ze v uvaZovaném pfipadé r(x) = 0 pracujeme
stale s operatorem 4, na linealu #,, tedy stale v Hilbertové prostoru H = E,{a, b).
Proto z pravé dokizané porzitivni definitnosti operitoru 4, na linedlu Kf, plyne
existence zobecn&ného feSeni uo(x) (ve smyslu kap. 11) rovnice A,u = f [tedy rovnice
(19.21) s okrajovymi podminkami (19.22)] jen pro pravé strany f € L,(a, b), tj. jen
pro takova f € Ly(a, b), kterd spliuji podminku (19.26).

Z (19.21), (19.22) je dale vid&t, %e je-li pFitom uy € Dz, pak Fe i kaZd4 funkce tvaru
ug(x) + k, kde k je libovoln4 konstanta, je YeSenim problému {19.21), (19.22). Neni-i
tg e Dy, mbieme funkei uo(x) + k poklidat za FeSeni v uréitém zobecn€ném
smyslu. (Stov. str. 447.)

3. Okrajové podminky
w(a) — pu(a) =0, w(b)+dub)=0, >0,6>0.

V Ly(a, b) uvazujme lincal M viech funkci u(x) spojitjch véetné derivaci prvniho
a druhého fadu v uzavieném intervalu {a, b} a spliujicich okrajové podminky

(19.35) w(a) — Bu(a) =0, w(b)+du(b)=0, >10,6>0,
a operator A,, definovany na M, pfedpisem
(19.36) A = —(pt') + ru,

kde p(x) a r(x) jsou funkce z rovnice (19.1).
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Pro kaZdou dvojici funkei u(x), v(x) z linedlu M, plati

(1937) (Ayuse) = jj[—(pu’)’ ool & J' :(pu’)’ plEp J sl

a

I

b 5
—[pu'v]s + j pu'y’ dx + J‘ ruv dx =

[l

J.bpu’u’ dx + J‘bruv dx + ap{b) u(b) o(b) + fp(a) ula) v(a),

a [

coZ ukazuje, Ze operator A; je na lineadlu M, symetricky. Podle (19.37) je ddle

(Asu, u} = Ibpu’z dx + mez dx + &p(b) u?(b) + Ppla) u*(a)-

a
Uvazime-li (19.2) a oznaéime-li

k=min (8 &),
mbfeme psat

b

(19.38) (s 1) 5 U Wt dx + k[u*(a) + HZ(b)]} ‘
a

Ale podle Friedrichsovy nerovnosti (18.5), str. 196, je

{19.39) [u]® = .ruz dx = L'IJAhut’2 dx + o[u’(a) + (1],

kde je mozno podle (18.19) nebo (18.21) volit

;4(b—a)2’ Cz:2(b—a)

19.40 c
( ) : n? T
ncto
(b — a+ 2y b—a+ 2y nn
41 w gl O A g D cotg - ,
1R & n? . n . b — a4+ 2y

n>02 (]_9‘38) a (19.39) pak plyne

b
(At ) = P2, j ey BT v i

Cq a 2

o G {cl Jﬁ{;z dx + cz[az(a) + uz(b]]}
a podle (19.39)
(195) (A ) 2
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kde
(19.43) C* = min (@ , ”L") ,

Cy [

Tim je pozitivni definitnost operatorun A4; na linealu M, dokazana.

Zvolime-li pro ¢; a ¢, odhady (19.41), Ize vhodnou volbou &isla 5 dosahnout toho,
aby hodnoty ¢, a ¢, byly ,,optimalni*, {j. aby €isla pyfc, a pl,kfcl byla — aspofi
piiblizng — stejn& velika. (Srov. prikl. 18.1, str. 199.)

4. Okrajové podminky

u(a) =0, u'(h) =0,

Oznatme M, lineal funkci spojitych vEetng derivaci prvniho a druhého Fidu

v {u, b> a splilujicich podminky

(19.44) u(a) =0, w(b)=0
a A, operator definovany na M, pfedpisem
(19.45) A = —(pu'y + ru,

kde p(x) a r(x) jsou [unkce z rovnice (19.1). Zcela stejnd jako v pfedchézejicich
piipadech zjistime, Ze operdtor A, je na linedla M, symetricky a Ze plati

5 5 b
(19.46) (Auu, u) = j pu?dx + J. rut dx = p, ju’l dx pro vicchna ueM,,

a a a

kde po > O je konstanta z podminck (19.2). Viimnéme si nyni, Ze vzhledem k prvni
podmince (19.44), které vyhovuji funkce z linealu M,, miZeme psat

(19.47) ufx) = -I‘xu’(f) ds

a téméef doslova stejnym zplisobem, jako jsme v kap. 18 dospéli k nerovnosti (18.29),
str. 201, dostaneme

; b _ A2 b .
(19.48) fuf® =J.u2 dx = QJ‘MZ dx, ueM,.
Z (19.46) a (19.48) pak plyne
{I9A49) (A,,_u, u) = C2|[a',.t]'|1 pro viechna wue M,
5
(19.50) T M ;
b—a

¢imz je pozitivni definitnost operdtoru A, na linealu M, dokazina.
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Odhad (19.48) je lepsi neZ odhad
a2
e s
n a

vyplyvaiici z (18.3) a (18.17), pouZijeme-li prvni z podminck (19.44), nebof
1/2 < 16/%%.
K vysledku (19.49), (19.50) dosp&jeme i v pfipad& okrajovych podminek

(19.51) u(a) =0, u(b)=0;

misto {19.47) stadi uvaZovat integral

x

(19.52) ) = = ru'(;) dr.

Jak jsme se jiZ dfive zminili, setkdme se s tém&f doslovnou analogii vysledk?,
ziskanych pro okrajové podminky (19.5) aZ (19.8), v piipad€ Dirichlctovych, Neu-
mannovych, Newtonovych a smifenych okrajovych podminek u parcidlnich diferen-
cialnich rovnic (srov. kap. 22). V pfipad¥ oby&ejnych diferencidlnich rovnic je oviem
studium t&chto probléma znatné jednoduidi; proto jsme se snaZili ptipravit tuto
problematiku jiZ na tomte misté.

Obratme se k obecnému pfipadu okrajovych podminek (19.3).
5. Okrajové podminky (19.3)
(19.53) wu(a) — Bula) =0, yu(b)+ su(b) =0.
Pfitom «, £, ¥, & jsou nezdpornd Cisla a
{19.54) a+f>0, y+86>0,

takZe v Zadné z dvojic a, f8; ¥, 8 nejsou obé &isla zaroveh rovna nule.

Nechf M je lineal funkci spojitych vietn& derivaci prvniho a druhého fadu v (a, b
a spliivjicich podminky (19.53). UkéaZeme, Ze diferencidlni operator 4, dany na linedlu
M predpisem

(19.55) TAu = —(pw') +ru, ueM,
je [za uvaZovanych piedpokladii o funkcich p(x}), n(x)] s vyjimkou pfipadu, kdy

podminky (19.53) pfejdou v podminky (19.17) a z&rovefi r{x) = 0, pozitivng definitni,
K diikazu tohoto tvrzeni podstatn® vyuZijeme p¥edchazejicich vysledki.
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Nejprve obdobnym zplsobem jako dfive dokaZeme, Ze operator 4 je na linedlu M
symetricky, a to i v pfipad¥ okrajovych podminek (19.17): Pro kaZdou dvojici funkci
u(x), o(x) z lincélu M totiZ plati

]

HO5ET (ding) = = J.:(pu’)’vdx + jmv g

= —p{b) «'(b) o(b) + p(a) w'(a) va) + J‘bpu'v’ dx + -I‘bruv dx .

UvaZujme nyni tyto Styfi pfipady, vyCerpavajici zfejm# viechny moZnosti:

(19.57) a) a=0, y=0;
(19.58) b) a=0, y>0;
(19.59) o >0, y=0;
(19.60) d) >0, y>0.

Uvazime-li, Ze z podminek (19.54) plyne

(19.61) a=0= >0, atedy u(a)=0, resp. v(a)=0,
§=0=6>0, atedy ulb)=0, resp. v(d)=0,

dostaneme z (19.56) [ popt. je§td pouZitim podminek (19.53)] v jednotlivych ptipadech

~ ~b
{19.62) a) (Au,v) = | pu'v'dx + | ruvdx;

b

pos
(19.63) b) (Au,v) = { pu'v' dx + | ruvdx + }—(’sp(b) u(b) v(b) ;

(19.64) c) (Au,v) = Pbpu'v’ dx + nhruu dx + Ep(a) u(a) v(a) ;
(19.65) d) (Au, v) = .bpu’v’ dx + f.hl"luw dx + Ep(a) u(a) v(a) + %p(b) u(b) u(b) .

V kaZdém z t&chto Gyf pfipadi se vyskytuji tedy funkce u(x) i v(x) symetricky
(zaménime-li je mezi sebou, dostaneme tenty? vysledek), coZ potvrzuje symetrii
operatoru A na linedlu M.

Z (19.62) aZ (19.65) plyne, poloZime-li »{x) = u(x) a uvaiime podminky (19.2)
[r(x}) 2 0, p(x) 2 pp > 0 v <a, B],
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b

(19.66) a) (Au, u) = po | w? dx;
b

(19.67) b) (Au, u) = po | u*dx;
b

(19.68) ¢) (Au,u) = po | w?dx;

bu'z dx + k[u*(a) + uz(b)]} 3

k:min(ﬁ, é)
%y

V piipadé a) plyne z (19.54) a (19.57)

(19.69) d) (Au, 2) = po {J

kde

u(a) =0, u(b)=0,
takZe podle (19.66) a kap. 18 je

(19.70) a) (4w, u) 2 72 ul]

1
kde za ¢, je mo¥no zvolit (b — a)*/n? podle (18.28), str. 200 [srov. (19.15), (19.16},

str. 211].

V ptipadech b) a ¢) miiZeme pouZit odhadu (19.48), nebot vzhledem k (19.54)
a (19.58), resp. (19.59) je u(a) = 0, resp. u(b) = 0, takZe plati (19.47), resp. (19.52).
Je tedy

(19.71) b), ¢) (Au, ) = 22 Ju|?,
c1
kde
v
(19.72) ey = (b__i..fl)ﬁ .

Jeli pfitom & > 0, resp. § > 0, miiYeme pouZit i odhadi (18.4), resp. (18.3) s kon-
stantami {podle (18.17), str. 198]

16(b — a)? b —
(19-73) €y =ﬂ( sz a) s L2 =4( - a)':
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nebot z (19.63), resp. (19.64) plyne

b
(19.74) b) (Au, w) 2 po U w?dx + 9 uz(b)] 3
a ¥
resp.
¥ B
(19.75) c} (Au, u) = po [J- uldx + & uz{a)] ;
. a
Dostaneme tak
(19.76) (Au, u) = C2”u||2 5
kde
(19.77) b} C* = min (@, ”L") ,
¢y Ca¥
resp.
(19.78) § i (@ i’i’ﬁ) .
€ Oyt

Qdhad (19.71), (19.72) je oviem lepsi, nebot ddvéd vEi hodnotu konstanty C*
(srov. poza. 1 pod Earou na str. 198).

- Je-li v piipadé d) # > 0 a & > 0, Ize pouZit nerovnosti (18.5), str. 196, kde lze
volit

4(b — a)’ 2b—a
(19.79) 6 = (T] o = & - )
nebo
- 2 = .
B e e emd vl L BB R, W
w m b—a+2y

[viz (18.19) a (18.21), str. 198, 199]. Z (19.69) pak plyne -

(19.81) d) {(du,u) = CZHu”2 -

kde

(19.82) C? = min(ﬂl , P—k) :
¢y €2

Je-li v pfipad& d) f = 0, ale § > 0, resp. & = 0, ale § > 0, dostavdme pro (Au, u)
nerovnosti (19.74), resp. (19.75) a odtud nerovnost (19.76),

(19.83) (Au, ) = C*[Ju}?,

kde C? je dano vyrazem (19.77), resp. (19.78).
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[V&imn&me si, Ze v Zidném z tfi poslednich pfipadil nelze pouZit analogie s od-
hadem (19.71), (19.72), nebof zde v obecném piipadé neni ani u(a) = 0, ani u(b) = 0,
takZe neplati ani (19.47), ani (19.52), a tedy ani odhad (19.48).]

Pro f = 0 a § = 0 pfejdou podminky {19.53) v podminky (19.17),

(19.84) u{a) =0, w(b)=0,

které jsme vySetfovali v bod 2 (str. 211). V pfipadg, Ze bylo r(x) Z 7o > 0
v {a, b) [nebo bylo-li r(x) > 0 aspoti v jednom bod¢ x, € {a, b>, viz pozn. 19.3],
dokazali jsme pozitivni definitnost daného operitoru; v ptipadé r(x) = 0 v <a, b}
jsme dokazali pozitivni definitnost uvaZovaného operdtoru na linedlu M, funkci
vyhovujicich podmince (19.27).

Ponechame-li stranou p¥ipad okrajovych podminek (19.84), ktery 'ma specialni
charakter (k tomuto p¥ipadu se jeitd pozd&j vritime), miZeme zavérem Fici, Ze
operitor A, definovany predpisem (19.55), je na linedlu M funkei spojitych vetn&
derivaci prvniho a druhého tadu v uzavieném intervalu {a, b} a spliiujicich podminky
(19.53) pozitivng definitni. Vlastnosti funkef lincalu M a tim i vlastnosti operatoru A
z&visejl oviem na konstantach a, f, y, é z podminek (19.53); proto i ,,konstanta
pozitivni definitnosti C je v riznych piipadech rizna [viz ptisluiné nerovmosti
(19.70), (19.71), (19.76), (19.81), (19.83)]. Lze tedy vZdy zkonstruovat pfislusny
prostor H, (viz kap. 10) a ziskat zobecn&né Feleni rovnice Au = f [tedy dané di-
ferencialni rovnice (19.1) s okrajovymi podminkami (19.2)] jake prvek #, mini-
maliznjici v H, pislusny funkcional F, tj. v jednotlivych piipadech a}, b), ¢}, d)
funkeional

b b b
(19.85) Fu={ pu?dx + | ru*dx — 2| fudx,

b b b 5
(19.86) Fou = | pu?dx + | ru*dx — 2| fudx + :};p(b) w’(b),

% 2 i 2 e B 2
(19.87) Fau=|pu?dx + | ra’dx — 2| fudx + ;p(a) u*(a),

i 2 * 2 [ ﬁ 2 (5 2
(19.88) Fou = | pu?dx + | ru* dx — 2| fudx + ;p(a)u (q) + ;p(b) u?(h) .

[V pfipadg r(x) =0 a § =& = 0 minimalizuje zobecnéné feeni wu, funkcional
{19.88), v n&mZ oviem klademe r(x} =0, § =0, = 0, tedy funkcional

b b
FLu —qu'z dx fZJ‘fu dx,

a o

v prostoru Hz,; viz pozn. 19.5 o stabilnich a nestabilnich okrajovyjch podminkach.]
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Poznimka 19.4. K hledani zobecn&ného FeSeni uy(x) uvaZovanych problémi lze
pouZit metod uvedenych v kap. 12 aZ 15. Zvolme jednu z téchto metod, napf. Ritzovu,
a oznaéme {g,(x)} ptisluinou bazi, kter spliiuje pfedpoklady uvedené v citovanych
kapitolach. ProtoZe lineal M je husty v H,, lze prvky ¢,(x) této baze volit z M.
Oznatme dale {u,,(x)} posloupnost pribliZnych Fefeni, sestrojenych zvolenou metodou
a konverguiici, jak vime, v H , k zobecnénému Fefeni uo(x) dané ulohy,

(19.89) lim |u, — uo = 0.
Jsou-li prvky baze voleny z linedlu M, je i u, € M pro kaZdé n.

Ukézeme, 7e v tomto pfipadé konverguje postoupnost {u,(x)} k zobecnénému
feseni uy(x) stejnomérné v intervalu {a, by a Je mimoto limitni funkce uo(x) ma
v intervalu {a, b} skoro viude derivaci uj, € L,{a, b}, pfiSemZ posloupnost {u(x)}
konverguje k této funkei v L,(a, b) (tedy v priméru).

Uvedena tvrzeni dokaZeme pro nejjednodu3si z uvaZovanych pfipadi, tj. pro
pfipad funkcionalu (19.85), ktery odpovida okrajovym podminkam

(19.90) u(a) =0, u(b)=0.

V ostatnich piipadcch lze dikaz snadno modifikovat. (Srov. [28], str. 115, 116.)
V ptipadé podminek (19.90) je [srov. (19.62)]

b b
% = (A, u) = qu'z dx + Iru’ dx,

a . L3

a tedy

(19.91) Nt — w3 = J.bp(u:" —uP dx + J’br(u,, —u) dx.

Protoze posloupnost {u,,(x)} je v H, konvergentni [viz (19.89}], je v H , cauchyowvska,
a tedy plati
(19.92) lim [[u,, — u,fla = 0.

m—m
n—om

Z(19.92) a (19,91) vzhledem k nezdpornosti integrandt plyne
b
lim J‘p(u,’,, —udx =0
wimde
a dale, protoze p(x) = p, > 0 v {a, b,
b
(19.93) g J(u,',, — s =0.

"= o
A= m
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To viak znamens, ¥e posloupnost {u(x)} je cauchyovské v L,(g, b}, Prostot Ly(a, b)
je viak uplny, takZe tato posloupnost konverguje v tomto prostoru k urcité funkei,
kterou oznagime vy(x),

{19.94) lim u)(x) = volx) v Lya, b).

Ko

Dile je vzhledem k prvni z podminek (19.90)
u,(x) = J u(f)dt pro kazdé n =12 ...,
odkud obvyklym zpisobem (pouZitim Schwarzovy nerovnosti) dostaneme

(19.95) [ua) — P = [ [ =y s

X X b
< [rar [t -wpase-of-we.

Protoze plati (19.93), neni (19.95) nic jiného neZ zndma Bolzanova=Cauchyova
podminka pro stejnomérnou konvergenci posloupnosti {#,(x)} v intervalu {a, b).
[Odhad pro rozdil |u,(x) — #,(x)| nezévisi podle (19.95) na x a podle (19.93) je
moZno udinit jej libovolné malym, bude-li m i n dostatecné velké.] Tim je dokazano,
Fe posloupnost {u,(x)} konverguje v intervalu {a, b) stejnomérné. Limitni funkce
u(x) je tedy v {a, b) spojitd [u,(x) jsou funkce z M a konvergence je stejnomé&rna].
Mimoto v Ly(a, b) plati u(x) = uo(x), kde u(x) je hledané zobecnéné Yeleni nascho
problému. Posloupnost {u,(x)} konverguje totiz v {a, b stejnomérné k funkci u(x),
a tedy konverguje v {a, b) k téZe funkei 1 v priméru, srov. str. 42; protoze viak podle
(19.89) konverguje {u(x)} k uo(x} v Hy, a tedy tim spife v L,(a, b), nemizZe byt
v Ly(a, b} u % u,, nebot pak by posloupnost {u(x)} méla v Ly(a, b) dvé rlizné
limity a to je ve sporu s vétou 4.1, str. 41. ProtoZe u(x) je spojitd funkce v intervalu
Ca, b) a ug(x) = u(x) v Ly(a, b), miZeme i funkci ug(x) pokladat za spojitou v {a, b}
(v opatném pfipadé bychom zménili jeji hodnoty na mnoziné nulové miry tak, aby
tato funkce byla v {a, b) spojitd). V tomto piipadé pak ze stejnomerné konvergence
posloupnosti {u,(x)} k funkei u(x) plyne i stejnomérnd konvergence této posloupnosti
k funkci uy(x),

{19.96) lim u,{x) = ug(x) stejnomEndv (a,b).

Aol .

Oznaéme dale

(19.97) Vo(x) = .[ "w(i) dr,

a
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*kde 'vo(x) je limitni funkce posloupnosti {u,{x)} v Ly(a, b) [viz (19.94)], takie je

Vo(x) = volx) skoro viude v {a, b). ProtoZe je

ufx) = j. w1} dt,
plati

) V(o) = [ Tl = w0 a1,
odkud znamym zpiisobem (pouiitim Schwarzovy nerovnosti) dostancme

b
) — Ve()]* £ (& — a) f (i) — vo(e)]?
pro kazdé x e a, b). Z (19.94) pak plyne

lim u,,(x) = Vo(x)
stejnomérné v <a, b), takie Vy(x) = uy(x) v {a, b>. Podle (19.97) je tedy skoro viude
v {a, b :
ug(x) = o(x) .

Shrneme-li predchazejici vysledky, tykajici se uvaZovanych problémil pro rovnici
(19.1), maZeme tvrdit: Zobecnéné Fefeni uy(x) je funkee spojitd v <{a, b>, majici
skoro viude v {a, b derivaci ui(x) e L,(a, b). Minimalizujici posioupnost {u,(x)},
kde u, € M, sestrajend nékterou z metod uvedenych v kap. 12 aZ 15, kenverguje
k uo(x) stejnomérné v {a, by a posloupnost {fu(x)} konverguje k uy(x) v (a, b)
v priméru.

Lze ukazat, e poloZime-li na hladkost funkci p(x), r(x) v rovnici (19.1} dalsi
pozadavky, vyplyvaji odtud daldi vlastnosti tykajici se hladkosti funkce uy(x).
Srov. kap. 46, str. 575.

Poznamka 19.5. (Stabilni a nestabilni okrajové podminky, nékteré pozndmky
typkajici se struktury prostoru H,) Jak jsme v této kapitole vidEli, maji okrajové

podminky
{19.98) u(a) =0, ud)=0
(19.99) w(a) =0, u'{b)=0

zcela rozdilny charakter. Zatimco podminky (19.98) v naSich ivahidch ,,necinily
potize, bylo tfeba v pripadé podminek (19.99) bud vyslovit dalii pfedpoklady
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o funkei r(x), tykajici se jeji kladnosti, nebo v pfipad¥ Hx) = 0 zavést specidlni
prostor L,(a, b) téh funkci z Ly(a, b), pro které plati

(19.100) | J' Wy dx =0,

a vyletfovat dany problém v tomto prostoru. Upozornime {tenafe na daldi daleZity
rozdil mezi podminkami typa (19.98) a (19.99), ktery mé i znaény vyznam pro
numerické Fefeni uvaFovanych problémii. Pro jednoduchost uvaZujme piipad
1{x) =0 v <a b

V piipadé podminek (19.98) je operater 4,, dany na linealu M, [tj. na linealu
funkei spojitych véetné derivaci prvniho a druhého fadu v <(a, b) 2 splitujicich
podminky (19.98)] vatahem

(19.101) Ay = —(p)',

na tomto linealu pozitivng definitni, viz nerovnost (19.15), str. 211. MiZeme tedy
zkonstruovat peisluSny prostor H,,, jechoZ prvky patfi, jak jsme vidéli v kap. 10,
do Ly(a, b). Oviem ne kazdy prvek z Ly(a, b) patfi do H,. Jak uvidime ve &tvrté
&sti nasi knihy, patfi prvky prostoru H 4, do tzv. prostoru W4'Xa, b). O prostorech
tohoto typu je podrobn pojednino v kap. 29 a 30. Jde zhruba feteno o prostor téch
funkei z Ly(a, b), které maji prvni derivaci (v uréitém zobecnEném smyslu) integrova-
telnou s druhou mocninou v intervalu {a, k) a spliiuji (rovnéZ v ur€itém zobecngném
smyslu, v 1zv. smyslu stop) podminky (19.98)"). Proto podminky (19.98) nazyvame
stabilnimi: Viechny funkce z prostoru H 4 spliivji {v uvedeném zobecnéném smyslu)
tyto podminky, tak jako je spliiovaly funkce z plivodnibo linedlu M.
V piipadé& operétoru

(19.102) Au = —(pu'),

definovaného na linealu ¥f, funkci spojitych v&etn¥ derivaci do druhého Fadu
v <a, b>, spliinjicich podminku (19.100) a okrajové podminky (19.99), se sctkavime
s jevem znadné odlinym. Jak jsme ukazali, je operator A, na linelu M, pozitivng
definitni. Aviak zdaleka ne vechny funkce z pfislusného prostoru Hz, spliuji
(dokonce ani v nekterém zobecnéném smyslu) podminky (19.99). [Srov. piiklad
funkci (32.3), (32.4) na str. 375.] Proto podminky (19.99) nazyvime nestabilnimi.?)
[Podminky (19.99) jsou nestabilni i v tom pfipadé, Ze pislulny diferencialni operator
je pozitivné definitni jiZ na linedlu M, funkei nesplilujicich v obecném pfipadé
podminku (19.100), coZ nastane nap¥. je-li r(x) 2 ro > 0 v <a, b}.]

1y Skal4rni soudin v tomto prostoru je dan vztahem (i, t)y,ga,p) = [Buo dx + [’ dx.

2y "Misto stabilni, resp. nestabifni okrajové podminky se v literatufe setkdvame Casto s ndzvem
klavni, Tesp. pFirozené okrajové podminky.
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Odtud vyplyva tento prakticky dissledek (viz o tom podrobng v kap. 34, str. 429):
Jak vime, zobecnénym feSenim rovnice

A =f

s podminkami (19.98) nazyvéme funkei uo, minimalizujici v prostoru H,, funkcional

b b
Fyu =qu'2dx —Zqudx.

K minimalizovani tohoto funkcionalu pouZivime nejéast&ji Ritzovy metody: V pro-
storu H ,, zvolime urditou bézi a vytvafime posloupnost {u,(x)} vhodnych linearnich
kombinaci funkei této baze tak, aby pfi daném pevném n byl funkcional F,u, mini-
malni. ProtoZe bdzi volime v prostoru H ,, a viechny prvky tohote prostoru spliiuji
(v zobecn#ném smyslu) podminky (19.98), spliiuji prvky baze automaticky stabilni
okrajové podminky (19.98).

Také v pfipadé problému

A 2u = f

s podminkami (19.99) je hledanym zobecnénym fefenim. funkce minimalizujici
funkcional

B b
Fiu :J‘pu’z dx — iju dx

(ktery zde co do formy splyvéa s funkcionalem F,u) v prostoru Hy,. Funkee tohoto
prostoru viak obecnd nespliiuji (ani v zobecn¥ném smyslu) podminky (19.99).
Pii volb& baze {p{x)} v tomio prostoru je tfeba dbat, aby prvky baze spliovaly
podminku (19.100), neni viak tfeba pfihliZet k tomu, spliiuji-li tyto prvky podminky
(19.99), &i nikoli. Véta o konvergenci zaruCuje totiz konvergenci Ritzovy posloup-
nosti k hledanému feSeni u,(x) za jediného predpokladu, ¥e {¢(x)} je bize v Hz,,")
a to bez jakychkoli dalsich poZadavkil, tykajicich se splnéni okrajovych podminek.
Limitni fonkce jakoito zobecnéné fefeni pak tyto podminky automaticky spliiuje
(popf.'opét v uréitém zobecnéném smyslu). Je oviem vhodné volit bazi v H,. tak,
aby prvky baze spliiovaly okrajové podminky (12.99); pak totiZ spliiuje tyto okrajové
podminky i kaZda linedrni kombinace prvkil baze, tedy také kaZzdd z Ritzovych
aproximaci u,{x), takZe p¥iblizn& zlstiva spln&na jen dana diferencialni rovnice.
Tyto jednoduché dvahy, provedené na specidlnim pfikladg, lze snadno roziitit
na p¥ipad oby&ejnych diferencidlnich rovnic vysSich fadd i na parcialni diferenciaini
rovnice. Rovné? v t¥chto piipadech neni tfeba pii voIbd baze pfihlizet ke spln€ni
nestabilnich okrajovych podminek, tj. podminek obsahujicich derivace vy3iiho

1} Toté¥ sc oviem 1¥ka i metody ortonormalnich Fad, ktera vlastn je, jak jsme vid&li, spe-
cidlnim pripadem Ritzovy metody, kdy béze { @ i(x)} je ortonormdlni v i ;.
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nez (k — 1)-niho fadu, kde 2k je fad dané rovnice.') V této kapitole zatim nemame
vybudovany prostfedky k hlubsi analyze této problematiky, proto tvrzeni zde uvedena
ani neformulujeme dostateéng ostfe a pfedklddame je zde Ctenafi bez dikazu.
Podrobné se t&mito otazkami zabyvime v kap. 34 a 35. Mimoto v kap. 21, str. 255,
uvedeme velmi jednoduchy, ale instruktivni pfiklad, na némZ budeme moci tuto
problematiku velmi dobfe sledovat.

Poznamenejme, %e otdzky souvisejici s eventudlnim nesplnénim nestabilnich
okrajovych podminek s¢ tykaji metod zaloZenych na minimalizovéni pfisluiného
funkcionalu, zejména tedy Ritzovy mectody. Pokud jde napf. o Galerkinovu metodu,
je situace pon&kud jini. Pfi formulaci Galerkinovy metody (kap. 14, sir. 170) jsme
predpokiadali, Ze funkce @, patfi do definiéniho oboru D, dancho operatoru, takie
a priori splfiuji viechny (i nestabilni) dané (homogenni) okrajové podminky. Za tohoto
ptedpokladu jsme dospéli k sousiavé rovnic pro neznamé koeficienty, kterd byla
shodné s obdobnou soustavou, ziskanou Ritzovou metodou, pokud jsme i v pfipadé
Ritzovy metody vybrali bézi z definiéniho oboru I, daného operatoru, [takZe koefi-
cienty uvaZované soustavy byly v obou pfipadech &isla (4¢;, ¢,), stov. (14.11), str. 171,
a (13.29), str. '168]. Z dfive dokazané konvergence Ritzovy metody a ze shodnosti
takto sestrojené Galerkinovy a Ritzovy posloupnosti jsme pak usoudili na kon-
vergenci Galerkinovy metody. Jesilize nékteré z danych okrajovych podminek jsou
nestabilni, obsahuje pfisluiny prostor I ,, jak jsme jiZ fekli, 1 funkee, které nespliuji
tyto podminky. Pifeme-li pak v pfipadé Ritzovy metody uvedenou soustavu rovnic
ve tvaru (13.11), str. 164, nikoli ve tvara (13.29), str, 168 [tedy s koeficienty (¢, ¢;)4
misto (Ae;, )], nemusime volit bizi z D, ale z H , takZe prvky baze nemusi nutné
spifiovat nestabilni okrajové podminky.z) Cheeme-li také n Galerkinovy metody
pracovat s bazi, kterd nepfihliZi k nestabilnim okrajovim podminkam, je tieba
napsat rovndZ soustavu rovnic pro neznamé konstanty s koeficienty ve tvaru (¢, @;)4,

1y V nagem pfikladg 3lo o rovnici druhého fddu, tedy 2k = 2, tak¥e & —1 == 0. Podminky
(19.98), obsahujici derivace nultého Fadu, jsou stabilni, podminky (19.99), obsahujici derivace
pryniho fadu, jsou nestabilni.

2y Ctenafi sc moind zd4, Zc se ndm takto tylo mestabiin{ okrajové podminky z naSeho pro-
blému né&jak ,,ztrati’. Tyto podminky s¢ objevi ¥ obecném piipad€ ve tvaru skaldrniho soutinu
(i, v) 4 a tim i ve tvaru funkciondlu, ktery minimalizujeme, Napi. pro rovnici (19.1) s okrajovymi
podminkami

(19.103)

z nich? druhd obsahuje derivaci pryvniho fidu, a je tedy nestabilai, je

b b
5
fa il :Ipu’zdx +J.ru2 de + () w(0),

a a

u(a) =0, y'(h)+ dulb)=0 (y+0,8+0),

takZe se zde vyskytuje &len (5{7) p(&) w2(8), ktery by se zde nevyskyloval v ptipadé stabilni okra-
jové podminky #(#) = 0. Mimoto se projevi vliv nestabilnich okrajovych pedminek pii konstrukei
prosiora H .
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tedy provést pfedem integrovédni per partes, kierym soudin (Au, u) »prevedeme®
na tvar (u, v}y, a to pro funkce u € D, ve D, tedy pki pouZiti viech okrajovych
podminek. [ Tim dosahneme toho, aby se ndm ,,neztratily** takové €leny, jako je napt.
en (3fy) p(b) w?(b) v piipad® okrajovych podminek (19.103).] Tak dostaneme
vlastné Ritzovu soustavu ve tvaru (13.11), str. 164. V pfipad®, Ze bychom pouZili
Galerkinovy metody v klasické formulaci a za bizové funkce ¢(x) bychom zvolili
funkce, které nevyhovuji danym nestabilnim okrajovym podminkam, pak by se nam
tyto podminky skutedn z uvaZovaného problému ,,ztratily** a fefili bychom vlastné
problém ponékud jiny. Cel4 problematika je velmi prizracna v citovaném piikl. 21.2
na str. 255,

Poznimka 19.6. (Nehomogenni okrajové podmz’nky.) V pfipadé, Ze misto homo-
gennich okrajovych podminek (19.3) jsou dény nehomogenni okrajové podminky

(19.104) au'(a) — Pu(a) = K, y'(b) + du(b) = K, ,

kde K,, K, jsou dana reilna &isla, 2 nechceme-li dany problém pfedem pievést
na problém s okrajovymi podminkami homogennimi (viz pozn. 19.1 a piikl. 19.1),
pak (srov. pozn. 11.8, str. 153) misto funkcionalt (19.85) aZ (19.88) minimalizujeme
funkcionily

Ll b . :]
(19.105) Fyu = | pudx + | ru*dx — ZJ.fu dx,
o a oS a
mb 5 Pl b S 2K2
(19.106) Fou = | pu”dx + | ru? dx — 2 | fudx + — p(b) u*(b) — =2 p(b)u(b),
a o a o a }' }'
b 5 b 4 b ﬁ . 2K1
(19.107) Fyu = | pu?dx + | ru® dx — 2 | fudx + = p(a) u’(a) + — p(a)u(a),
[ v a o o d m
] ~b ol .-8 S
(19.108) Fuu = | pu'*dx + { ru*dx — 2 | fudx + £ pla) u?(a) + = p(b) u?(b) +
a o a v a2 a ’}’

2l ) = 22 ) ()

na mnoZiné dostateéng hladkych funkcf,’) spliinjicich dané stabilni nehomogenni
ckrajové podminky [a podminku f}f(x)dx = 0 v piipadé, Zc je Hx)=0af=
= & = 0]. Napf. v ptipad¢ podminck u{a) = 2, u(b) = 3 hleddme minimum funkcio-
nalu (19.105) na mnoZin& funkci spliiujicich ob& podminky u(a) = 2, u(b) =3,
v pripadé podminek w(a} = 2, w'(b) — 4u(b) = 3 na mnoZind funkci spliiujicich
fen prvai z té&chto pedminek atd. Podrobné o t¥chto otdzkich i o vytvofeni funkeio-
nali (19.105) aZ (19.108) viz v kap. 34 a 35. Viz tabulku funkcionald na konci knihy.

1y Ve smyslu &tvreé 8asti nadi knihy jde o funkee z prostoru WE”(Q, 5.
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UkaZme je¥té, jaka je podminka pro fefitelnost problému
(19.109) —(pu'y =f
(19.110) u'(a) = K,, u'(h)=K

Piedpokladejme, Ze existuje fedeni této tlohy, a integrujme rovnici (19.109) v intervalu
{a, b>. Dostaneme

[er0n = = [owy ax =~ = =ty wd) + ste) (o) -
= —K,p(b) + K;pla).

Nutna, a jak pozd&ji uvidime, i postagujici podminka pro existenci feeni tedy je

(19.111) rf(x) iy sl = Kipla) =0,

b) Rovnice vy&ich Fadi. UvaZujme diferencidlni rovnici 2k-tého Fadu
(19.112) (=D (pu®)® + (—1)1 (P ™™ D 4+ pou =1,
struénym zapisem
(19.113) ;go(_l)i (pu®)® = 5

kde feLy(a, b), pix), i = 0,1,..., k, jsou v&etn¥ derivaci do i-tého F&du spojité
fankce v uzavieném intervalu {a, b)

(19.114) p{x)20v {a, by, i=01,...k=1,
(19.115) px)Z p>0v (ab), p=Kkonst,
s okrajovymi podminkami

(19.116) u(a) = u'(a) = ... = u* V(a) =0,
(19.117) u(b) = w(b) — ... — u* D(b) = 0.

Ozna&me M lineal [husty v L,(a, b), viz vétu 8.5 a pozn. 8.5, str. 105 a 107) funkci
spopitych s derivacemi do k-tého fidu v&etnd v {a, b} a splilujicich podminky
(19.116) a (19.117) a oznatme A operitor s definiCnim oborem M, dany pfedpisem

k
(19.118) Au =3 (1) (paa®)?, ueM.
i=0
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Opakovanym integrovanim per partes 2 pouZitim podminek (19.116), (19.117)
dostaneme

k L}
(19.119) (Au,0) =% inumvm dx,

i=0 Ja

odkud okamZité plyne symetriénost operdtoru 4, Dile z ((9.119) plyne
. K b i 3 i
(19.120) (Au,u) =Y JP{H('))Z dx = pJ‘(um)z Hie
i=0Ja a

v diisledku (19.114) a (19.115). Podle (19.116), (19.117) je viak u{a) = u(b) = 0,
takze [viz (18.28), str. 200]

b b
(19.121) juzdx < c,ju'zdx,

a a

kde pro ¢, je moZno volit odhad

(19.122) i

obdobné plati, nebot je u'(a) = u'(b) = 0,

b b
(19.123) : .[u'z dx = CIJ.u"l dx

aQ a

atd. az N
b b
(19.124) J‘(t‘t”“”‘)2 dx £ ¢, J. (u* )2 dx .
Z (19.120), (19.121), (19.123) a (19.124) plyne

(19.125) (du, u) = = || 17,

k

n.-

kde pro ¢; miZeme volit odhad {19.122). Nerovnost (19.125} ukazuje, Ze operator A
je na linedlu M pozitivng definitni. Zobecnéné fefeni u, dané tlohy Ize tedy hledat
Jjako prvek minimalizujici v prostoru H ,, popsaném v kap. 10, funkcion4l

k ] B
(19.126) Fu=% | p(u®)?dx — 2 J fu dx .
i=0Ja a

JestliZe k hledini tohoto zobecnéného fedeni pouZijeme nikteré z metod uvedenych
v pfedchazejici casti knihy a zvolime-li bazi z prvki linedlu M, dokaZeme obdobné
jako v pozn. 19.4, Ze posloupnost {u{(x)} je konvergentni v L,{a, b) 2 posloupnost
{uf~(x)} stejnom&rné konvergentni v {a, b)>. Odtud pak jiz lze snadno dospét
k zavéru, Ze zobecn&né fedeni uo(x) ma v {a, b) spojité derivace do fadu (k — 1)-niho
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vEetn& a skoro viude v {a, b) derivaci u{” € L,(a, b); posloupnosti {ul(x)}, i =
=0,1,...,k — 1, konverguji v {a, b) stejnom¥rn¥ k funkcim wuy(x), ug(x}, ...

oo u¥(x) a posloupnost {u{(x)} konverguje k funkei u{(x) v proméru.

Poznimka 19.7. Uplny rozbor, ktery jsme provedli v této kapitole pro diferen-
cialni rovnici (19.1) s okrajovymi podminkami (19.3), je pro analogicky piipad
rovnice (19.113) velmi pracny. UkaZeme viak alespoii na piikladg, jak postupovat
v pfipadé jinych okrajovych podminek, neZ jsou podminky (19.116) a (19.117).

UvaZujme rovnici Etvrtého fadu
(19.127) (pou"Y — (pt’y + po = £,

s koeficienty spliiujicimi poadavky vyslovené dfive [tedy po, pyi, P%» Pa2r P2 Pa
jsou spojité funkce v {a, &),

(19.128) ()20, p(x)20, pi{x)zp>0v {a b)],
s okrajovymi podminkami

(19.129) u(@) =0, u(b)=0,

(19.130) w(a) =0, w'(b)=0.

Jako dfive oznaéme M lineal funkei spojitych s derivacemi do &tvrtého fidu véetné
v {a, b> a splifujicich podminky (19.129), (19.130) a oznatme A operitor definovany
na tomto linelu pfedpisem

(19.131) Au = (pu")" — (p,¢') + pou .
Integrovanim per partes dostaneme vzhledem k podminkam (19.129), (19.130)

(19.132)
b b B
(Au, v) = [(pu")v]s — J (pau”yv' dx — [pyu'v]: +J‘ py dx + v[pouv dx =

a 4a a

& b b
—[pau"v']% + J pau"v" dx + J‘plu’v’ dx + J pPotivdx =

a 4

b b b
e Jpzu”u” dx + jplu‘v‘ dx + [pouu dx,

a T

a

L]

odkud plyne symetriénost operitoru 4 na linealu M. .Déle_ podle (19.132) je

(] b b b
(19.133) (Au,u) = J.pzul”2 dx + ‘I. g2 dx + J‘ pou® dx 2 pj u™dx.
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Napieme-li nyni Poincaréovu nerovnost (18.52), str. 206, pro funkei u'(x) (u € M),
dostaneme

b b 5 2 b
(19.134) ju" dx £ C3J’ udx + ¢y (ju' dx) = c;,J. w?dx,

nebot

-ru'dx — u(b) — ufa) = 0

v diisledku podminek (19.129). Déle vzhledem k tymZ podminkam plati nerovnost
(18.28), str. 200,

(19.135) ] =£u2 e S rwz dx.

a

Z (19.133), (19.134) a (19.135) plyne

(19.136) (Au, u) 2 L |u]]?,
o

1“3

kde pro c,, resp. ¢; lze pouZit odhadt

_(b-ay
(19.137) T

Tim je pozitivni definitnost operatoru A dokézéna. Uloha (19.127), (19.129),
(19.130) se tedy redukuje na hledani minima funkcionalu

b b b 5
(19.138) Fu = J. pu” dx + J‘p;u’2 dx + J‘puu2 dx — 2-|-fu dx

L4 a a T

v ptisluiném prostoru H ,. Viz numericky piiklad na str. 261.
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Kapitola 20
Otizka volby baze

a) Obecné zdsady

Uvahy uvedené v této kapitole se budou tykat pfevainé — i kdyZ nikoli vyhradné —
Ritzovy metody, ktera je z variadnich metod nejpouZivangj§i. Proto také budeme
vétiinou mluvit pfimo o Ritzové mectodé a jen na n&kterych mistech upozornime
na moZnost, resp. vhodnost aplikace uvedenych vysledkidt i v jinych pfipadech.
Ostatné &tenat dovede jisté sam posoudit, ktery z t&chto vysledka je v pfisluiném
ptipadé uZitetny.

Jestlize k minimalizovani funkcionalu

Fu = (u, u)A — E(f, u),

ptisluéného danému pozitivné definitnimu operatoru 4 a definovaného pro ue H,,
kde H 4 je prostor, o ném? jsme podrobn& hovofili v kap. 10, pouZivime Ritzovy
metody, potfebujeme nejprve zkonstruovat vhodnou posloupnost funkei')

{20.1) @ 1(x)s oo @alx), e s

z nichZ pak tvofime Ritzovu posloupnost

(20.2) uy (%) o udxh -

Pritom n-ty &len Ritzovy posloupnosti je linedrni kombinaci funkei (20.1),
u, = @y + ... + a,0,-

Koeficienty @, v této linearni kombinaci jsou urleny soustavou rovnic (13.11),
tj. spustavou

{20.3) (i, e0)aa, + (0, 0)aa: + ...+ (on, 0)ad. = (f, 01),

(‘PJ’ qon))lal iz (‘1"72, q’n)A iy + o+ (‘Pm @',,)A a, = (f! ﬁan) L

Od posloupnosti (20.1) Zadame, aby méla urcité vlastnosti, srov. kap. 13, pfede-
viim aby v prostoru H, tvofila bizi, t}.

a) aby byla v tomto prostoru tipina;

b) aby byla v H  linearn€ nezavisla.

1y ProtoZe v této &asti kniby se zabyvame diferencidlnimi rovnicemi, zajimaji nas jen ty
prosiory, jejichZ prvky jsou funkce.
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Vlastnost b} zaruduje, jak vime, jednoznaénou fesitelnost soustavy (20.3). Vlastnost
a) pak zaruduje konvergenci Ritzovy posloupnosti {u,} v prostoru H,, a tim také
v prostoru Ly(G}, k zobecngnému Fefeni u, uvaZovaného problému, strugng fefeno
zaruduje konvergenci Ritzovy metody,

Zatimco Gloha najit posloupnost (20.1) tak, aby byla fiplnd v H ,, neni v obecném
piipadé snadni — otazka volby iplné posloupnosti je jednou z hlavnich otdzek
této kapitoly —, byva poZadavek b) zpravidla jiz automaticky splnén, resp. byva
snadné jej ovérit.

Vlastnost b) zarutuje, jak jsme ekli, jednoznagnou fesitelnost soustavy (20.3),
vlasinost a) konvergenci Ritzovy metody. Po teoretické strince je tedy viechno
v pofadku. Piesto pii numerickém vypoltu miZe snadno dojit k nepfedvidanym
obtizim. P¥i splnéni uvedenych poZadavkl je totiZ zarucena konvergence, coZ, jak
vime, znamend, Ze n-ty €len u, Ritzovy posloupnosti lze u€init (v metrice prostoru H 4)
libovoIng blizkym k hledanému zobecnénému feSeni 1, daného problému, je-li n
dostatecné velké. To viak pfedstavuje tillohu Fedit soustavu (20.3) o velkém poétu
neznamych. Zde jiZ maji podstainy vyznam zaokrouhlovaci chyby, a to jednak
pfi vypoftu koeficientlt soustavy (20.3), jednak pfi samotném fedeni této soustavy.
Mide se totiZ stat, Ze funkce (20.1) jsou v prostoru H, ,,mélo* linearn& nezavislé
v tom smyslu, ¥e determinant soustavy (20.3) je .,malo* rlzny od nuly. Nazornym
dokladem toho, k jak nesmyslnym vysledkim mbZeme dospét, i kdyZ posloupnost
{20.1) spliiuje poZadavky a) a b), je piiklad ukazany v [29], str. 47. Srov. i knihu [4].
Odtud vyplyvaji, jak hned uvidime, dal3i poZadavky na volbu bédze, které se tykaji
numerického procesu v RitzovE metodé.

Oznaime R, matici soustavy (20.3),

(20.4) a, = fa\")

vektor YeSeni soustavy (20.3) a f, vektor pravych stran této soustavy. Pii tomto
oznadeni ma soustava (20.3} tvar

(205) R, =f,.

Necht vlivem zaokrouhlovacich chyb dostaneme misto matice R, matici, kterou

1y Resp. peesnéfi
af‘n] i a(ln)

L]
“mf
aﬂ

cheeme-li zdliraznit, Zc koeficienty funkei g, v Ritzov€ posloupnosti zdviseji na n, viz pozn. pod
farou na str, 166.
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oznadime R, + Q,, misto vektoru f, nechf dostaneme vekior f, + g,. Misto soustavy
{20.5) dostaneme tak soustavu

(20‘6) (Rﬂ + er) bn = (fn + gn) 1
jejimZ fe¥enim je vektor
(20.?) b, = [b

s
Ozna&me

O =by@ + ... + B0, .

Tekneme, ¥¢ numericky proces v Ritzové metod€ je stabilni, Ize-li najit &isla p,
q a r, nezavisla na a a takova, Ze je-li [Q,{ < r. pak

(2038) len = wala < plQL] + afea] )

Je-li tedy déno e > 0, sta&i vypocitat prvky matice R, a vektoru f, s dostateCnou
pYesnosti, abychom dostali o, — u,|4 < &.

PYi pravé fefené otdzce numerické stability jsme nevzali v Gvahu zaokrouhlovaci
chyby, vznikajici pfi samotném fefeni soustavy (20.3), napi. pfi feSeni iteracemi,
ale i jinymi metodami. Vliv t¥chto chyb je, jak znimo, tim men3i, fim je mensi tzv.
&slo podminénosti (struén& podminénost) matice dané soustavy, coZ je pomér
nejvé&tsiho viastniho &isla této matice k nejmen3imu. Bude jisté pfirozeny poZadavek,
aby toto &islo ziistalo omezené stejnomérné k n.

Jak tedy z uvedeného textu plyne, bude vhodné poloZit na bazi (20.1) tyto dalsi
poZadavky:

Baze (20.1) je takova, aby

c) mumericky proces byl stabilni;

d) &isla podminénosti matice R, byla stejnomérné omezeni vzhledem k n.

Spinéni té&chto poZadavkil pak vylufuje rizna ,,prekvapeni pfi numerickém

vypottu.
V kap. 11, jsme se zminili o moZnosii odhadnout chybu na zakladg vzorce (11.21),
A
(203) fu = wl s 111

C

kde | Au, — f|| je norma rozdilu Au, — f v prostoru L,{G) a C je konstanta pozitivni
definitnosti ze vzorce (10.1), ,

(20.10) lul 2 C*fuf*.

1y Normou matice zde rozumime euklidovskou normu: Jelli € = (¢;), pak: [|[C| =

n
=(¥ cfj)” 2 Vektor g, pokldddme za jednosloupcovou matici.
iJ=1

20, OTAZKA VOLBY BAZE 237

Jiz v diskusi o pfednostech a nedostaicich Ritzovy metody jsme se¢ zminili o tom,
Ze odhadu (20.9} nefze vidy s uspE€chem vyuZit, nebot ne vidy plati

{20.11) Au, — f =0 pro n— w,

a Ze platnost, resp. neplatnost vztahu (20.11) zavisi na vhodné volb¢ béze. Dal¥f
poZadavek, kladeny na bazi (20 1) tedy bude:

¢) Béze (20.1) je takova, Ze v ptipadé Ritzovy metody plati (20.11).")

Po tomto uvodu uvedeme néktera kritéria a navody, jak zkonstruovat barzi,
kter4 méa vlastnosti a) a% e), resp. aspofl n&které z nich. Pfitom podstatné vyuZijeme
Michlinovych vysledkii, zejména z jeho monografie [29]. Viz také [4].

Pfipomeiime nejprve nékteré klasické piiklady systémi Uplnych v L,(G). i
v kap. 4 jsme se seznamili se systémy jednoduchych polynomii: Tak v prostoru
L,(a, b) je tpiny systém

(20.12) Lol 2 % L

v prostoru L;(G) odpovidajici systém jednoduchych polynomtt v N proménnych,
napt. v rovinném piipad€ (N = 2} systém

(20.13) Loy w2 ey Phymens o)

Systémy typu (20.12), (20.13) oviem nejsou vhodné jako béze v pfipadech, kieré
nas pravé nejvice zajimaji, kdy totiz mAme splnit néktcré homogenni okrajové
podminky. V pfipad@ funkei jedné promé&nné spliiuji nulove okrajové podminky
v krajnich bodech intervalu {a, b} napf. funkce

(20.14) o fx) = sinmtb(‘;w, n=12..,

—a
specidlng fedy v intervalu (0, n3 funkee

(20.15) e (xY=sinnx, n=12 ...,

1y Poznamenejme, Ze u nékterych meltod, napi. u metody nejmensich étvercd, je (20.11) pii-
mym disledkem uZité metody.

2y Pripomenme {stov. kap, 4), ¥¢ prostor L,{G) je separabilni: Spodetnon mnoZinu hustou
v metrice tohoto prostoru tvoii mnoZina polynomi (v N proménnych} s raciondinimi koeficienty.
Poznamencime, Ze tafo mnoZina je hustd, v piisluinych metrikdach, i ve viech prostorech,
s nimiZ se v této knize setkdme, 1. v prosiorech H, i v prostorech W "’(G), které zavedeme ve
Etyrtd dsti télo kaihy, tak¥e viechny tyto prostory jsou separabilai, Tento poznatek bude v dal-
Sim textu uZitedny.
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pfiemz je zndmo, Ze systém (20.14) je v L,(a, b) iplny. Podobné je tiplny v L(G)
systém funkci
n(x, —a) . an{x, —¢c)

(20.16) (p,,m(x)=sinm 5 sin : s, m=1,2,...., n=12 ...,
- -

splitujicich nulové okrajové podminky na hranici obdélnika G = (g, b) x (e, d).
specidlné systém funkci

Pl x) = sin mx; sin nxy ,
splujicich nulové okrajové podminky na hranici &tverce (0, ) x (0, n). Obdobna
tvrzeni plati na piisluinych kvadrech v N-rozm&mém prostoru (pro N > 2).

Je otazka, Ize-li pouzit téchto systémi i jako dplnych systémil v prostorech H .
Uvedeme bez ditkazu tuto vétu (diikaz viz napf. v [29], str. 366):

Veta 20.1. Necht (jako obvykle) A je pozitivné definitnf operdtor na linedlu D 4,
hustém v Hilbertové prostoru H. Je-li posloupnost

(20‘]7] Aey, Ags, ooy Aoy, . (01, @2, ...€ D)
iplnd v H, pak posloupnost
(2018) Prs Pasvves P on

jeuplna v H .
Odtud ihned vyplyva, Ze v piipadg Dirichletova problému pro Poissonovu rovaici
na obdélniku G = (a, b) x (c, d),
(20.19) —-Au=fv @G,
(20.20) u=0narl,

je systém (20‘16) v pfislu$ném prostoru H , Uplny. Operator 4, dany na linedla
funkei patficich do C*?(G) a spliijicich podminku (20.20) je totiZ (viz kap. 22,
str. 270) na tomto linedln pozilivng definitni. KazZda z funkei (20.16) zfejmé patii
do D,; dile je

2.2 2 ’
P R mint o't N o mn{x, — a) - nn(x, — c) ,
(b—a)z (a'—-c)z b —a d—c

takze funkce Aep,, se lidi od funkei g, jen {nenulovymi) multiplikativnimi konstan-
tami, a tvofi tedy v L,(G) Gplny systém, nebof funkce ¢, tvofi v L,(G) tiplny systém.
Podle véty 20.1 tvoii funkce ¢, Uplny systém i v prostoru H,. Mimoto jsou
tyto funkce ziejmé& v prostoru H , ortogondalni, a tedy linedrn€ nezdvislé, takZe tvoii
v tomto prostoru bazi,

B ]
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Totéz plati i v obecném pfipadé N dimenzi. Zejména pro N = 1 tvofi v pfipadg
problémn
(20.21) —u" =,

(20.22) u(a) =0, u{b) =0
bazi funkce (20.14).

Dalii moZnost, jak zachytit homogenni nulové okrajové podminky a vyuZit
ptitom tplnosti systému polynomi, je tato (zipis provadime pro jednoduchost pro
rovinny ptipad, N = 2): Necht 4 je pozitivn€ definitni diferencialni operator druhého
fadu (napt. Laplaceilv operator) na linedlu D, funkei spojitych s parcialnimi deri-
vacemi do druhého fadu véetné v G a spliiujicich okrajovou podminku

(20.23) #=0mnarl.
Nech{ rovnice hranice I' je
(20.24) glx,¥) =0,

kde g je dostateéné hladka funkce dvou proménnych,') kladnd v oblasti G. Pak
je v H, Gplna posloupnost funkei (20.13), nasobenych funkei g(x, y) [takie tyto
funkee spliiuji podminku (20.23)], tj. posloupnost funkci

(20.25) 4. Xg, g, X°g, xy4, ¥4, ... -

(Viz [28], str. 368, 369.) Jde-li napf. o kruh se stfedem v potatku a polomérem R,
resp. elipsu s poloosami a, b v osach soufadnic, resp. o obdélnik {—a, a) x (b, b),
resp. o obdélnik (—a, a) x (—b, b) s kruhovym otvorem se stfedem v pocitku
a polomérem R [R < min (a, b)], zvolime za funkci g(x, y) funkci

R2 — x? — yz .
resp.
T
FER
TCSP.
(a* = (2 — ),
resp.

(xz = %) (yz = A (xz + y* — RY),

kterd je ztejm& v G dostateéné hladk4, je rovna nule na hranici a kladnd v (oteviené)
oblasti G. Napf. Ritzovu aproximaci ue lze pak v prvnim piipadé volit ve tvaru

(2026) ug(x, ¥} = (R? — x* = y*} (a1 + @ax + sy + agx” + asxy + agy?) -

1y Stadi, méa-li tato funkce v @ spojité parcidlni derivace do druhého Fidu vdetné.
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Obdobné mifeme postupovat v pfipad® vyiiho poftu dimenzi, resp. v pfipadé
rovnic vy§iiho fadu. Re§ime-li napf. v oblasti G problém

{20.27) Alu=f,
Ju

{20.28) u=0, —=0naml,
dy

miZeme pouZit systému funkci (20.13), nasobenych funkei g*(x, y). Tento systém
pak bude tplny v H,. [Funkci g(x, y) zde volime v kvadritu, aby byly splnény
zarovelt obé podminky (20.28).] Podobn& lze pii fcieni Dirichletova problému
pro rovnice vySiich Fadd pouZit systému funkei (20.13), ndsobenych dostateéné
vysokou mocninou funkce g.

Uvedeny zpiisob Ize v jednotlivich p¥ipadech vhodné modifikovat. Redime-li
napt. na palkruhu

x>+ P <R, y>0

problém

(20.29) Au=f,

(20.30) u=0, % =0 na horni ptlkruZnici ,
{20.31) =20 pro y =0,

(20.32) (T: -0 pro y =0

(pilkruhova deska, vetknut do kruhové €asti hranice a prosté podepfend na zbyvajici
gasti hranice), mitzeme za bazi zvolit posloupnost funkei (20.13), nasobenych funkei

(2033) HRE — 22 — 2P

Funkece (20.33) je na G kladnd a dostate¢né hladka a pro kaZdou z funkci takto
vzniklé posloupnosti budou spingny podminky (20.30) a (20.31). Podminku (20.32)
neni nuino a priori splnit, nebof je nestabilni.

Uvedené systémy [1. systémy typu (20.25), popt. vhodné medifikované] jsou sice
Gplné v H,, jsou viak v obecném piipad® ,,malo ortogonalni*, a tedy ne vidy vhodné
k numerickému vypodtu, Znaéného zlepieni v tomto sméru lze ziskat uZitim Legen-
drovych polynomi, viz [29]. Casto viak byva podstatné uéinngjsi cesta, kterou
popiicme:

Ctenéfi je pravdépodobn& znamy pojem vlastniho &isla, resp. vlastni funkce
nékterého problému. Podrobné se touto problematikou zabyvdme v kap. 37 aZ 41.
Zde struén uvedeme jen nékteré vysledky a priklady.

20. OTAZKA YOLBY BAZE 241

Nechf A je linearni diferencidlni opcrétor’), definovany na linealu D, dostatecné
hladkych funkci (je tteba, aby tylo funkce mély potfebny pocet derivaci, nebot
je tieba na n& aplikovat operitor A4), vyhovujicich danym homogennim okrajovym
podminkam. Rekneme, Ze &islo A je vlastnim &islem operdtoru A, existuje-li nenulova
funkce w e D, tak, Ze

(20.34) Au — u =0.

Funkei u(x) [u(x) & 0] nazyvame slasinf funkei aperdtoru A, piisluinou tomuto
vlastnimu &islu.

Z homogennosti uva¥ovaného problému plyne, Ze je-li u(x) vlastni funkce opera-
toru A, pfislu$na vlastnimu &islu A, pak e funkce ku(x}, kde k je nenulova konstanta,
ie také vlastni funkci operatoru A.

V kap. 39 ukd¥eme (i kdyZ pfisluinou v&u tam budeme formulovat v pongkud
odli$ném tvaru), #e pro pozitivn€ definitni diferencidlni operdtory typd, s nimiZ
se v této knize setkime, plati: Operdtor 4 md spodetné mnoho vlastnich &isel 4,, 4, ...

vy A +.. @ Spodetné mnoho pEisluinych vlastnich funkci

{20.35) D13 Do o v

které lze v H , ortenormalizovat (takZe jsou zaroveii v H  lincirn& nezévis]é)‘ Systém
(20.35) je dpiny v H ,.

Systém (20.35) splituje tedy poZadavky a), b}, vyslovené na zaCatku této kapitoly.
Lzz ukézat (viz [29]), Ze je-li ortonormovany, splfiuje | poZadavky c), d) a €), tykajici
se numerické stability procesu v Ritzové metodg, sicjnom#mné podminénosti Ritzo-
vych matic a konvergence posloupnosti Au, k funkci f v L,(G).

Velmi jednoduchym ptikladem problému vlastniho Cisla je problém

{20.36) —u! —~ A =0,
(20.37) u(0) =0, wul(r)=0
pro operator A = —u”, jehoZ defini¢ni obor D, tvofi funkce dvakrat spojité diferen-

covatelné v intervalu (0, n) a spliiujici podminky (20.37). Urdeni vlastnich &isel
i viastnich funkei je zde neobylejné jednoduché. Hledejme tedy nenulové feSeni
problému (20.36), (20.37). Snadno zjistime, Ze pokud je A = 0 nebo A < 0, nenulové
fefeni neexistuje. [Je-li totiz A = O, redukuje sc rovnice (30.36) na rovnici —u” = 0
s obecnym integralem u(x} = ax + b; z podminek (20.37) pak jednoduchym
vypottem plyne a = 0, b = 0, tak¥e u(x) = 0. K témuZ vysledku dosp&jeme obdob-
nym zpasobem, je-li 4 < 0.] Nechf tedy je

Al=nt, n>0.

1y ¥ této &dsti knihy uva¥ujme jen diferencidini operdlory s dostate¢né hladkymi koeficien-
ty v G.
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Rovnice (20.36), 1j. rovnice
u+ ntu=0,
ma pak obecny integral
4 = acoshx + bsinnx.
Z prvni podminky (20.37) plyne a = 0, takie
t = b sin nx .
Z druhé podminky (20.37) plyne

bsinnw =0,

Nemi-li byt feleni nulové, je b % 0, tak¥e musi byt sin nm = 0. ProtoZe n > 0
podle pfedpokladu, plynou odtud pro »n hodnoty

moe= Ly =2, me=3 Loy
Vlastni Sisla daného problému jsou tedy
Lh=ni=1LA=m=41=ni=9..

a piisluiné vlastni funkee jsou
(20.38) sin x, sin 2x, sin 3x, ... .
Funkee (20.38) jsou v odpovidajicim prostoru H 4 ortogonalni, jak lze ovéfit pfimym
vypodtem:

[0 . i k£j),
{A sin jx, sin kx) = J:jz sin jx sin kx dx = ly%z T

ProtoZe skaldrni souéin (u, v), v prostoru H, je jen roziifenim skalirniho souéinu
(Au, v), vyplyva odtud ortogonalnost funkei (20.38) v HH

Ve shod? s dfive uvedenym tvrzenim je mimoto systém (20.38) uplny v H %}
Normujeme-li jej v tomto prostoru, bude spliiovat i pofadavky ¢), d), ¢), formulo-
vané v piedchazejicim textu. '

Zcela analogicky se ukiZe, Ze (20.14) je systém viastnich funkei problému

—u" —du=0,

u(@) =0, u(b) =0,

1y Je oviem moZne pouZit pfimo skaldrniho souinu [§ «v" dx, srov. pfikl, 10.1, str. 128,

2y Uplnost systému (20.15) v H , plyne tedy nejen z véty 20.1, ale i z praveé uvedeného vysledku.
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a déle, Ze (20.16) je systém vlastnich funkci problému

(20.39) —Au—iu=0v G,

(20.40) u=0nal

na obdélniku G = (a, b) x (¢, d), tj. systém vlastnich funkci operatoru —A, uvaZo-
vaného na linedlu funkci spojitych s parcidlnimi derivacemi do druhého Fadu véetng
v G a spliiujicich podminku (20.40).") Podobn lze sestrojit analogické systémy
vlastnich funkci na kvadrech vyiSich dimenzi.

Zcela obdobn jako v pripadé problému (20.36}, (20.37) zjistime, Yo

(20.41) cosx, cos2x, cos3x,...

je systém vlastnich funkei operdtoru —u”, pozitivng definitniho (viz str. 214) na linedlu
M, funkci dvakrat spojité diferencovatelnych v intervalu (0, > a sphiujicich pod-
minky

(20.42) J. =,

a

(20.43) w(0)=0, wu(r)=0.

Podobné funkee

(20.44) L
b—a

tvofi systém vlastnich funkci obdobného problému, uvazovaného na intervalu {a, b).

V uvedenych piipadech jsme sestrojili systém vlastnich funkei — a tim i vhodnou
bazi v H,, spliiujici (po normovéni v tomto prostoru) poZadavky a) az €} — velmi
jednoduchym zpfisobem, nebof uvaZované operatory —u", —Au i jejich
definiéni obory (interval, obdélnik apod.) byly velmi jednoduché. Problém by byl
daleko obtizn&jii, kdybychom uvaZovali napf. operatory s nekonstantnimi koeficienty.
Tim dileZit€j§i je proto vysledek ktery formulujeme ve v&t€ 20.2 na str. 245 a ktery
nam umoZni ,,nahradit” systém vlastnich funkci sloZitéj¥iho operdforu systémem
vlasinich funkci jednoduiiiho operdtoru. Pfedem viak zavedeme pojem samo-
adjungovaného operatoru.

UvaZujme linedrni operator A s definioim oborem D,, hustym v Hilbertové
prostoru H se skalarnim soudinem (u, v). Pro n&kterd ve H existuje takové v* € H,
Ze plati

{Au, v) = (u, v*} pro kaidé ueD,.

1} vzpomefime si, Ze systému (20.16), piedem jeité znormovaného, jsme pouZili v prikl. 12.1
pii uiiti metody ortenormalnich fad.
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Tuto vlastnost ma napf. prvek v = 0; piisluiny prvek je v¥ = 0: Pro kaZdé ue D,

zfejmé plati
(4w, 0) = (4,0)=0.

Je-li operdtor 4 symetricky na linedtu D,, maji tuto vlastnost viechny prvky
v € D,; odpovidajici prvky jsou #* = Ao, nebof pro ka?dé ue D,, ve D, v tomio
pfipadé plati
(Au, v} = (1, v*%) .

MnoZ%ina viech v € H s touto vlastnosti viak miiZze byt i §irsi.

Oznagme v obecném p¥ipad® M mnoZinu viech re H s uvaZovanou vlastnosti.
ProtoZe lineal D, je husty v H, je prvek v* prvkem v e M vidy jednoznaénd urlen.
Tim je na mnoZing M definovan uréity operator 4%,

v¥* = A%, veM,
takovy, 7e pro kaZdé u e D4 a pro kaZdé ve M = D, plati
(Au, v) = (u, A*U) .

Operator A* se nazyva adjungovany k operdtoru A. Je-li A* = 4 (tj. je-li Dy = Dy
a A*u = Au pro kaZdé « € D), nazyva se operator A samoadjungovany.

Pro symetricky operdtor je zfejmé D, < D, pfiemZ, jak jsme se zminili, miZe
skuteén& mnoZina D ,. byt §irdi ne? mnoZina D . Viimnéme si jesté, Ze (zhruba feteno)
&fm ¥irsi je defini¢ni obor D, daného operitoru, tim u7ii je definiéni obor D,. adjun-
govaného operatoru [nebof definiéni rovnice (4u, v) = (u, v*) ma platit pro ,,vice*™
prvkd u]. Lze ofckavat, Ze rozsifime-li vhodn€ definini obor symetrického operatoru,
zi%ime tim defini¢ni obor adjungovaného operatoru tak, Ze oba definitni obory
splynou. Jak Ize ukézat (viz napf. [30]), maji tuto vlastnost pozitivné definitni
operatory: KaZdp pozitioné definitni operdtor') lze rozsifit na samoadjungovany.
Piitom takto roziifeny operator zlstane pozitivné definitni a systém jeho vlastnich
funkei splyva se systémem vlastnich funkci plivodniho operatoru A.

Dwva pozitivng definitni samoadjungované operdtory 4, B se nazyvaji shodné,
jeslk D, = Dg2)

Pokud jde o pozitivné delinilni diferencidlni operitory tychZ tadf, s kierymi
sc zabyvame v této Gasti nadi knihy a jejichi pivodni definiéni obory se sklidaji
z dostatedné hladkych funkei, miZeme zhruba Fici, Ze pfisluiné samoadjungované
operttory 4, B, které jsou jejich rozitenim, jsou shodné, jsou-li definiéni obory

1) Podle definice je pozitivnd definitni operdtor a priori symetricky,

2y Upozoriivjeme &endfe, Je terminologie neni v literatufe ustdlend. V #4dném piipadé ze
shodnosti dvou operdiori nemusi plynout jejich rovnost podle def. 8.4, str. 92.

245

20. oTAZKA VOLBY BAZE

D, Dy piivodnich operatorii A, B toto¥né. Podrobné se touto problematikou zabyva
kniha [29], kde také &lenaf najde ditkazy dile uvedenych tvrzeni. Napf. operatory

(20.45) A= —(puy + ru,
20.46 o
( ) s

kde p, p’, r jsou fankce spojité v <a, b), p(x} 2 po > 0, r(x) = 0 v (a, b), jsou
pozitivng definitni na speleéném definiénim oboru D = Dy funkcei dvakrat spojité
diferencovatelnych v {a, b) a spliujicich podminku

(20.47) u((x) =0, u(b] =0.

Jejich samoadjungovana roziifeni A4, B jsou shodné operétory.
Totéz plati pro samoadjungovana roziifeni operdtori

2 2

{20.48) e B BTN sy
ax? fy?

(20.49) B = —Au,

pozitivng definitnich na spoleéném definiénim oboru D, = Dy funkci spojitych
s parcidlnimi derivacemi do druhého ¥adu v¥etné v uzaviené oblasti G a splilujicich
podminku

{20.50) u=0mnal.

Dal3i pfiklady si jist€ ¢tenaf zkonstruuje sam.
Dva shodné operatory 4, B nazveme pfibuznmi, 1ze-li najit kladné konstanty ¢
a k tak, Ze pro kazdé v e Dy = Dy plati

](ﬁiu, (E + kl]u)l = c|[§u“z 3

kde I je jednotkovy operator.

Lze opét ukazat ([29], str. 138 a dale), Ze shodné operatory, které uvaZujeme v na3i
knize, spliiuji nvedenou podminku,

Plati tato daleZita véta (viz [29], str. 369 a 371, viz téZ [28]):

Véta 20.2. Necht' A a B jsou shodné pitbuzné operdtory. Pak ortonormdini systém')

olastnich funkei operdtoru B md vSechny poZadované vlastnosti a) af e) kladené
na bdzi v prostoru H,.

Zhruba Feeno, pii volbé bdze s vlastnostmi a) aZ ¢} Ize zaménit ortonormalni
systém vlastnich funkci operatoru A ortonormdlnim systémem vlastnich funkci
nékterého jednoduiiiho operatoru B, shodného a ptibuzného s operatorem 4.

l) Normovany v metrice prostoru Hy nebo, coZ je totéZ, v metrice prostoru Hg.
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‘Napfiklad pro Ritzovu metodu fefeni problému
—(pu')’ +ru=f,
u(0) =0, u(r) =0,
lze vyuzit shodnosti a ptibuznosti samoadjungovaného roziiteni operatori (20.45)

a (20.46) a za bazi 1ze zvolit systém (20.38) vlastnich funkef operétoru B, ortonormo-
vany v Hpg, tj. v prostoru se skalarnim soucinem

(u, t)g = J. 'y dx,
0
tedy systém

(20.51) Eax) = - v2 sinnx, n=12...

V(@) n

b) Volba bize pro obylejné diferenciilni rovnice

Obecné tvahy, uvedené v pfedchizejicim textu, davaji dostateny zaklad pro
volbu baze v konkrétnich pfipadech. Praktické disledky, plynouci z té&chto tivah,
1ze dale zlepdit, resp. zjednodufit. V tomto sméru odkazujeme ftenafe na knihy
[29], [4]. Zde uvedeme jen konkrétni navody pro valbu baze pfi feSeni oby&ejnych
diferencialnich rovnic s nejb&Znéjiimi okrajovymi podminkami. Odpovidajici nivedy
pro volbu baze v pfipad€ parcidlnich diferencidlnich rovnic s okrajovymi podmin-
kami najde Stenaf v kap. 25,

Poznamenejme jests, ¥e¢ multiplikativni konstanty nezdvislé na n a vyskytujici
se pii normovani vlastnich funkci nemaji vliv na porudeni nebo neporuieni vlastnosti
a) al e) uvaZované baze a Ze je moZno je pro jednoduchost vynechat. Misto béaze
(20.51) 1ze tedy uvaZovat bazi

(20.52) ol =20 pe 10,
[

apod. Obdobng Ize zjednodusit nekteré sloZité vyrazy zavislé na n a vznikajici pFi
tomto normovani, nebof v podstaté jde jen o ,,fad*, jak tyto vyrazy zdviseji na n.
Napf. koeficienty tvaru

(20.53) AN S~
a’n® + b*

lze nahradit koeficienty tvaru

(20.54) \/i :
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které klesaji pro m — o0 k nule ,YadovE“ stejn€ rychle jako koeficienty (20.53).
Tuto fadovou zavislost na n je vSak tieba zachovat, nebot jinak rostou v obecném
plipadé prvky Ritzovy matice velmi rychle (v absolutni hodnotg) ve sméru hlavni
diagonély, coZ podstatné ovliviuje stabilitu numerického procesu. Pii vhodné volb
numerickych procedur (programovani s pohyblivou €arkou a feSeni Ritzovy soustavy
elimina&ni metodou a oviem i tenkrit, bereme-li v fivahu maly podet &leni baze)
1ze poloZit tyto koeficienty rovny jedné, a to bez zfetele na to, jak zaviseji na n; viz [4].
Névody pro volbu baze uvedeme pro rovnice druhého a &tvricho fadu, a to pro
intervaly €0, I, tesp. {—1, D, s kterymi se v aplikacich nejCast&ji setkime.

1. Rovnice
{20.55) —(pw) +ru =7,
p, P, r spajité v €0, I, p(x) Z po > 0, r(x) 2 0 v <0, D.

1. Okrajové podminky

(20.56) u(0) =0, u)=0.
Zvolime bazi
. RTX
sm —
(2{)57} @"(x) = T, n = ],2,....

Zejména pro | = n dostivame bazi (20.52).
2. Okrajové podminky

{20.58) w(0) - fu(0) =0, w()+du()=0, £20,620.

H

Neni-li ziroveii ¥(x) = 0, f = & = 0, volime bazi

HITX
CO§ ——

(20.59) @olx) =1, plx}= Ty % = BB

V piipadg, Ze je r{x) = 0, B = 6 = 0 (str. 213), vynechame v (20.59) funkci @o(x).
V tomto jednoduchém piipad& najdeme oviem feleni pfimym integrovanim: u(x) =
= konst.

3y Jeli 2+ 8% >0 [ptifemz piipoustime r(x) = 0), je piibuznym operdtorem samo-
adjungované roziifeni operitoru, daného predpisem —u«” na linedlu (dostateén® hladkych)
funkei splitnjicich podminky (20.58). Systém vlastnich funkci iohoto operdtoru viak neni jedno-
duchy. Ddvame zde proto piednost systému (20.59). (Srov. [29], str. 168, 169.)
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3, Okrajové podminky

(20.60) u@ =0, w({f)+dsu()=0, 320.
Zvolime bézi

(20.61) ox) = lsim%(zn —1)x, n=12 ...
n

II. Rovnice
(2069 (paw)” = (pus’) + post = 1.,

Pos Pis Pis Pa» Pa» P spojité funkee v intervalu <0, I, tesp. (=1 1), p(x} = 0,
pi(x) 2 0, pox) 2 p > 0¥ <0, ), resp. {~1, D).

4. Okrajové podminky

(20.63) w0)=0, wu)=0,
(20.64) W@ =0, «(N=0.
Zvolime bizi
. HmX
Sin T )
(20.65) Pfx)=—5—, n=12 ..
n
5. Okrajové podminky
(20.66) u(—-) =0, u(l)=0,
(20.67) wW(—=H=0, a(}=0.
Zvolime bizi
(20.68) s iy i S i 1Y
n’ ! !
1 nitx N
Q2a = = [ 005 —= (-1, n=12...,
n !
kde 4, jsou kladné kofeny rovnice
tgi =4,

uspofidané podle velikosti, takZe

(211--1)15{,1 ((2?14—])11:‘
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Je
A= 44932,

LA 17,7252,

&
»

10,903 5,

Priklady dalgich bazi najde étenaf v [29], str. 163 aZ 178. Viz také [4], str. 153
aZ 157.

Poznamenejme, Ze ve specidlnich pfipadech (vyuZijeme-li mapf. lichosti nebo
sudosti daného problému) Ize pouit jednodusich bazi (srov. text na str. 169).

Kapitola 21

Numerické priklady:
Obycéejné diferencidlni rovnice

V této kapitole uvedeme tfi priklady na feleni obyéejnych diferencidlnich rovnic
variadnimi metodami. Prvni dva z nich budou ilustrativni, nebof jejich feleni
je pfedem znamo. Uvadime je proto, #e budou pro &tenafe po viech sirankach velmi
instruktivni a Ze bude na nich velmi dobfe videt, jak lze a také jak nelze postupovat
v pfipadech, které zdaleka nejsou tak jasné (zejména v piipad& parciilnich diferen-
cidlnich rovnic). ,

V tietim pifklad¥ provedeme numericky vypodet rovnice {21.50) &tvrtého Fadu,
s proménnymi kocficienly, s okrajovymi podminkami (21.51), (21.52). {Technicky
vztato jde o prithyb nehomogenniho prosté podepieného prutu spo€ivajiciho na pruz-
ném podloZi, resp. zatiZeného i osovymi silami.}

Piiklad 21.1. Reime problém
(21.1) —u" = cos x,
(21.2) u(0) =0, ulx)=0.
Reseni tohoto problému je
u(x) = CO% X +§x— 1;
rovnici (21.1) sta&i dvakrit integrovat a integraéni konstanty urlit z podminek

(21.2). Piiklad je tedy zfejmé& ilustrativni. UkdZeme na ném pouZiti Ritzovy a Galer-
kinovy metody i metody nejmensich Etverch a zérovefi uZiti vzarce (11.21), str. 144,
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pro odhad chyby. Problém je tak jednoduchy, Ze na ném nelze nic ,,zkazit*. Vysledkil
tohoto pfikladu viak pouZijeme v pFikl. 21.2, kde, jak uvidime, lze jiZ ,,zkazit*
mnoho.

Pozitivni definitnost operatoru 4, definovaného pfedpisem 44 = —u" na lineilu M
[hustém v L,(0, =)] dvakrét spojité diferencovatelnych funkei v intervalu {0, >
a vyhovujicich podminkdm (21.2), vyplyva jako specialni p¥ipad z vystedké kap. 19.

1. Refeni Ritzovou metodou

Podle (20.57) zvolime bazi

(21.3) S DS WA
2 3

Ritzova n-ta aproximace bude tedy mit tvar

M sinjx
ux) =Y ¢ ——,
i=i 7
resp. piSeme-li c_,-/j = a;, tvar

(21.4) : u,,(x) =,

J

[1a

a;sin jx .

1
PouZivime-li tvaru (21.4), volime vlastn& bazi

(21.5) sinx, sin2x, sin3x, ...,

<oZ, jak uvidime, v nafem pfipadé, kdy pijde o explicitni vzorce pro koeficienty a;,
po numerické strance nikterak nevadi.

Viimn&me si jedts, Ze problém je ,,symetricky podle bodu (n/2, 0)¢: Dany dife-
rencidlni operator ma konstantni koeficienty, okrajové podminky jsou symetrické
podle bodu (nf2, 0) a graf pravé sirany rovnice (21.1) je symetricky podle bodu
(r:/2, 0). V souhlasu s dvahou provedencu v pozn. 13.7, str, 169, mbZeme v (21.5)
uvaZovat jen ty funkee, jejichZ grafy jsou symetrické podle bodu (w2, 0). Zvolime
tedy bazi

(21.6) (p;(x] =sin2jx, fj=12,....

[C‘tcnéf se mbZe pfimym vypoétem snadno pfesvédSit, Z¢ vezme-li za bazi funkce
{21.5), dostane v priibéhu vypodtu koeficienty u &lenit @, @5, ... skutetné rovné
nule. |

ProtoZe v naSem piipad€ patfi prvky baze do defini€niho oboru D, daného
operatoru, miizeme Ritzovu soustavu pro urleni konstant a,, ..., a, Zapsat ve tvaru
{13.29), str. 168,

(21.7) (491, @1) ay + (A@y, @2) az + ... + (A9y, 0,) a, = (f, 0,) ,

(Aey, @) a; + (Aes, @) az + ... + (4. 9.) a, = (f, @,}.
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”

V nafem pfipadé je Au = —u”,

» ¥ = 2 0 - _l. .
(21.8) (Ao, o) = | 4j% sin 2jx sin 2kx dx =) > & k=7,
2nj?, jelli k=j.

1
Dale je
(21.9) (£, ) =fcosxsin2jx dx=%.|‘ sin{2j — 1) xdx +
0 ]
l '. +
+—-|.Sln(2j+1)xdx: ! + 1 - 4 .
2 4 2i—~1 Zj+1 4*—1
Soustava (21.7) bude tedy mit tvar
(21.10)  2n.1%.a, + N .
y A La; .. B
0.a1+2n.22.a2+...+ O-ﬂn=——-£,
4,221
0.a, + 0.a5+...+2n.n*. a,= 4o
4n* — |
Odtud dostaneme
_ 2
nj(4/2 — 1)
a
(21.“)' . 2 sin 2jx

T2 AR -1

Podle obecné teoric (kap. 13) konverguje posloupnost {u,} k zobecnénému feSeni
uo(x) v prostoru H, i v prostoru L,(0, m). Podle pozn. 19.4 konverguje dokonce
{u(x}} k uy(x) stejnomern¥ a {u}(x)} k uy(x) v priméru v intervalu <0, 1) ; viz viak
nasledujici pozn. 21.1.

Qdhad chyby

Provedme odhad chybj po n-tém kroku v prostoru H,, tj. ecdhadn&me &islo
o = 1] .- K tomu ugelu pouZijeme vzorce (11.21), str. 144,

(21.12) o = w o < 4011

C
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Podle (18.28), str. 200, kde a = 0, b = x, miiZeme poloZit C = 1. Déle je podle (21.11)

% 5

8% sin 2jx

51 nj(4? — 1)

T4 i2 a1 22- E

= -—Zw+c052x dx +

o Ln? i=1 (4‘,;'2 — 1)2

5 64 i Jjsin 2jx sin 2kx i
oM i1 4jT — 1 Ak? — 1

(21.13) | Au, - f|* = — COS X

J*E
16 2 jsin 2f
~[ &5 Jsin2jxcosx .
o T 1 47 — 1
6dn 1 i x 16 X 4%

o 7..'—._.—.—._ S
2251472 -1 2w = (4t - 1)

_r_ 3¢ 2
2 w1
nebof
v|'s;ir122jxd.vc21[, J‘Kioszxdx:E,
o 2 [ 2
G y = 4
sin 2jx sin 2kxdx = 0 pro j + k, sin 2jx cos x dx = ———
Q [1] 4]2‘-"].

(viz [35], str. 482).
Zvolime-li napf. n = 3, pak podle (21.12) a (21.13) dostaneme

24 4 9
2 g A, P = Ty 7 Y <0849,
o = uslis < J4us - 7] 2 (9 25 1225
a tedy
(21.14) fue — uall4 < 043.

Skutecna chyba, kterou v tomto pfipad€ snadno spocitame, nebot feSeni uo(x) =
= cos x + (2fr) x — 1 je zndmé, je oviem znaln& mensi:

[2

cosx+2x—l—— =
4 ni\ 1.3 2,15  3.35)|4

& 2 2 (sin2x  sindx  sin 6x\]?
= cosx +-x—1—- + + dx =
o b w\ 1.3 2.15 3.35

n 5 2
N fsinx+gfg 2c052x+4c054x+66056x dx = 0,001 217,
d T m 3 30 105

l'z”o = “3l1i =

2 (sirl 2x  sindx  sin 6x)
+ +
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odkud
luo — us]4 = 0.035.
Dile
X 2
Jusf2 = = & [((RC2S2%  Aoosdx | SoosOXN 0 5 03481,
w2 o\ 3 30 105
takze

[usfa > 0.59.
Pro odhad relativni cﬁyby “uo - “3“4/"“3”4 dostavame tedy podle (2!.14)

o = 3. 298 0,74 .
[[243] 0,59

Skutefna relativni chyba je

”uo — u3||A & 0,035 5
2]l 4 0,59

0,06,

Uvedené odhady (pro n = 3) nejsou oviem pfili§ uspokojivé. Poznamenejme
viak, Ze je moZno udinit je libovelng malé, zvolime-li n dostateén& velké, nebot, jak
vime z pfedchazejici kapitoly, pfi zvolené bazi plati

lim |A4u, — f| = 0.

A= oo
Pozonamka 21.1, Lze snadno ukdzat, Ze soudet fady

s(x] _ 2 sin 2fx

21.15 —
( ) n /=1 j(4iF — 1)

je roven funkei cos x + (2fr) x — 1. Derivujeme-li totiZ fadu (21.15) &len po &lenu,
dostancme fadu

(21 16) 4 2 cos2jx

‘J_tj:.l. 4% — 1 :

ktera je, diky druhé mocning j ve jmenovateli, stejnomé&mé konvergentni v intervalu
{0, ©>. Jeji soudet je tedy derivaci soudtu fady (21.15), kter je v intervalu {0, =)
také stejnomérn¥ konvergentni. Podle vzorce 10, {35], str. 591, je soudet fady (21.16)
v intervalu €0, &) roven funkei

2 .
(21.17) ~ —sinx;
R

funkee s(x} je tedy v intervalu <0, x> primitivni k funkci (21.i?), a protoie je 5(0) =
= s{x}) = 0, je rovna funkci cos x + (2/n) x — 1. Z pravé provedené tvahy dale
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vyplyva, e v uvedeném pfipadé konverguje nejen Ritzova posloupnost {u,(x)},
ale i posloupnost jejich derivaci {u;(x)} stejnom&mé v intervalu <0, n) k hledané
funkei uy(x), resp. k jeji derivaci ug(x). (Srov. téz [25].)

2. Refent Galerkinovou metodou

Zvolme op8t bézi (21.6), j. bézi
(21.18) ox) =sin2jx, j=12,....

ProtoZe funkce baze (21.18) pati{ do D, plyne z vysledki kap. 14, Ze Galerkinova
soustava rovnic pro neznamé konstanty b; v Galerkinové aproximaci

(21.19) v,(x} =} b;sin 2jx
=1

bude toto¥na s Ritzovou soustavou, takZe bude b, = a;,j = 1, ..., 1, a u,{x} = u(x).
K tomute vysledku oviem dosp¥jeme i pfimo z podminky, kterd charakterizuje
Galerkinovu metodu, 1j. z podminky, aby funkce Av, — f byla v L,{0, m) ortogo-
ndlni k funkcim ¢,, ..., @,. NapiSeme-li tyto podminky,

[Zb}Aﬁf’j_f;%):O, K Boapithy
j=1

dostaneme po vyndsobeni a vyuZiti symetrie [tj. vztahu (4@, ¢,) = (4, @,)] pravé
soustavu (2].7). Daliim rozborem této metody se tedy nebudeme v tomto piikladé
zabyvat,

3. Refeni metodou nejmensich Swercit -

Zvolme bazi (21.5). Posloupnost {sinjx} splituje totiZ poiada{rek vysloveny
v kap. 15, nebot posloupnost {4 sin jx} = {j* sin jx} je tiplna v prostoru L,(0, 7).
Vzhledem k ,,symetrii problému vzhledem k bodu (n/2, 0) (viz str. 250) staéi se omezit
na bz (21.6), 1j. na bz
{21.20) px)=sinZix, j=12 ...

Myglenka metody nejmensich &tverch zalezi, jak zndmo, v minimalizovani vyrazu

(21.21) 4z, — 1]*

v metrice prostoru L,(0, n) na linealu funkci tvarn

20 = ¥ csoils).

=1
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Jak jsme ukézali v kap. 15, vede poZadavek minima vyrazu (21.21) k této soustav¥
pro uréeni konstant ¢,

(21.22) ‘i(quj,Aqak)cj:(f, Agy), k=12, ...

ProtoZe Ag, = 4k*¢,, dostaneme z rovnic (21.22) po zkraceni &islem 4k? soustavu

(21.23) _?il(ri@;, o) ¢, =(f, 94,

coZ je vzhledem k symetrinosti operdtoru 4 opét soustava totoZna se soustavou
(21.7). Také zde je tedy dalii rozbor uZit¢ metody zbytetny.

Priklad 21.2. ReSme problém
(21.24) —u" = cos x,
(21.25) w(0)=0, w(®=20.

Funkce na pravé strané vyhovujc podmince

(21.26) j cosxdx =0,
0

coZ je [viz (19.26), str. 213] nutnd (i postatujici) podminka pro existenci fedeni,
Operitor A, = —u" je na linealn A, funkei dvakrat spojité diferencovatelnych
v {0, n> a vyhovujicich podmince

(21.27) J‘nu(x) dx =0

o

a okrajovym podminkim (21.25) pozitivng definitni [nerovnost {19.33), str. 215].
Lze tedy obvyklym zplsobem sestrojit prostor Hz, v némZ existuje pravé jedno
zobecnéné feSeni uo(x) prodlému (21.24), (21.25). Toto feSeni minimalizuje v H,
funkcional

(21.28) Fu = J“u'z(x) dx — 2 J"u(x) cos x dx .

0

Pfipomefime, 7¢ kaZd4 z funkei prostoru H 5, spliiuje podminku (21.27), v obeeném
piipadé viak nikoli podminky (21.25), které jsou pro operator A, nestabilni.

Snadno ovéfime, Ze v naSem pfipadé je w,(x) = cos x. Refeni je tedy znémo
a piiklad je ilustrativni. Pfesto najde Stenaf v tomto p¥ikladé mnoho zajimavého.
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1. Re¥eni Ritzovou metodou

Podle (20.59) zvolime bazi [funkci @olx) = 1 v systému (20.59) vynechivame]

cos 2x  cos 3x

1 ot RO e
{21.29) cos x, s = )
tak¥e bude
T cosjx
u(x) = ) € —
=1 J
Oznaéime-li, jako v pfedchizejicim textu
2 =dy,
J
bude
{(21.30) u,(x) = 21aj cos jx ,
i=
co? odpovidé bazi
(21.31) pfx)y=cosjx, j=1,2..

{srov. str. 250).
Vzhledem ke vztahu
Ayp; = j* cos jx
a k ortogonalit& funkef (21.31) v intervalu (0, ©) se Ritzova soustava (21.7) redukuje

na soustava

(21.32) ga.+ 0.ay+ ...+ 0.a,=

s fefenim a, = 1, a; = a, = ... = 0. Odtud ihngd plyne nam jiz zndmy vysledek

u,(x) = cos x pro kaZdé n,

a tedy
uy(x) = cos x .

1) V této bazi bychom mohli vzhledem k symetrii problému poedle bodu (x/2,0) vyikrtat sudé

dleny.
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Poznimka 21.2. Funkce bize (21.31) splfiuji zfejm& dané nestabilni okrajové
podminky (21.25). Jak jsme upozornili v pozn. 19.4, neni tfeba v pfipadg nestabilnich
okrajovych podminek volit u Riztovy metody bazi tak, aby funkce baze spliovaly
iyto podminky. Podivejme se tedy na zpisob teleni Ritzovou metodou, zvolime-li
bazi, jejiz funkce nebudou splfiovat okrajové podminky (21.25). Zvolme za bazi
funkece (21.6), tj. funkce

(21.33) (pj(x} =sin2fx, j=1,2,...,

které zfejmé nespliiuji podminky (21.25). Funkce (21.33) spliiuji podminku (21.27).
ProtoZe viak nepatfi do definiéniho obern D3, operatoru A, je tieba zapsat Ritzovu
soustavu pro koeficienty a; ve tvaru (13.11), str. 164,

n
(21‘34) ZI((P_;'-: (xak)Iz Cp = ((pr) » = ]-s e B
k=
Ale proue Dz, ve Dy, je
HY T
(21.35) (/ﬂflu, v) = j {(—u")vdx = J‘ u'v dx
0 0

vzhledem k podminkam (21.25). Skalarni soudin v Hz, je jen roziitenim skalarniho
soudinu (21.35) z line4lu X, na cely prostor H,, tak¥e

% 0 ro k= j
(05 @), =J. ey dx ={ i I

2nj* pro k=j.

o
Protoze
45,
f,q)‘ —
o) =
jako v (21.9), bude soustava (21.34) mit tvar
21.36 2. 12 0 0 4
(21.36) n.1%.a, + Lay o+ _a“:“—z‘_],
; 4.2
O.a, +2n.2%.a; + ...+ 0.a, =m,
4n
2 —1 -
0.a, + 0‘a2+.“+2mi.an—4”2_1

To viak je pfesné taz soustava jako soustava (21.10), takZe i v nafem piipade je

2 L sin 2jx
21.37 uixy == e .
( ) "( ) b jgi j(ﬁ}-j2 -1
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Posloupnost (21.37) viak nemii¥e konvergovat k hledanému {a v nafem pﬁpa.dé
znamému) fefeni o(x) = cos x, nebot, Jjak jsme ukazali, soudet fady

2 & sin2jx

T =1 j{4i* — 1)
Jje v intervalu {0, n> roven funkci
(21.38) cosx + (2fa)x — 1.

Kde jsme tedy udélali chybu?

Chyba neni v tom, Ze funkee sin jx nesplauji okrajové podminky (21.25) — tyto
podminky jsou nestabilni —, ani v tom, Ze Jsme ze systému funkef sin jx vy3krtali
liché &leny a ponechali jen &leny tvaru sin 2jx; problém je skutetné symetricky
vzhledem k bodu (x/2, 0). Chyba neni zpiisobena ani tim, 7e bychom u bizovych
funkcf nerespektovali podminku funkef z H;,

J:u(x) Ty

kaZda z funkci sin 2jx tuto podminku spliiuje. Systém {sin 2jx} viak nenf v prostoru
Hjz, dpiny. Je tiplny [mame-l stile na mysli symetriénost problému vzhledem
k bodu (r/2, 0)] napF. v prostoru L,(0, ) nebo v prostora H,, kde A je operator
z piikl. 21.1 [a kde tedy funkce z H, spliuji podminky u(0) = 0, u(r) = 0]. Neni
v8ak dplny v metrice prostoru Hz,, ktery je sice ,,uZ8i“ ne prostor H ; v tom smyslu,
Ze funkce z Hz, spliiuji podminku (21.27), je viak , &8 nez prosior H, v tom
smyslu, Ze obsahuje i funkee, které nejsou rovny nuie v krajnich bodech intervala
{0, n>. JiZz z ndzoru lze ofekavat, Fe pravé takové funkee [a tedy také hledané feSeni
us{X) = cos x] nelze v metrice prostoru Hz, aproximovat funkcemi tvaru sin 2jx,
rovnymi nule pro x = 0a x = .%)

V piipadé Ritzovy metody lze ukézat, Fe nipravy lze dosahnout tak, Ze k systému
(21.6) ,.pfiddme** vhodnou lineirni funkei.?) Aby tato funkce zarovei spitiovala
podminku f§u(x)dx =0 i podminku symetrignosti vzhledem k bodu (n/2,0),
voime ji ve tvaru x — /2. Zvolme tedy bazi

(21.39) _ (po(x)zx—;, ofx)=sin2jx, j=1,2,...

!y Pfesnéji v terminologii kap. 30: V podprostoru prostoru l’;}{zl)(o, m) funkci, jejich? graf je
symetricky vzhledem k bodu (rn/2, 0), tvoii funkce sin ? Jjx,j =12, . ., bazi; v podprostoru prosto-
ru W0, 1} tich funkei, jejichz graf Je symetricky vzhledem k bodu (nf2, 0) a které spliiuji
podminka [§ #(x) dx = 0, nikoli.

2) Z ndzoru lze oéekdvat, fe tim privé dosshneme moZnosti aproximovat i ty funkce z prostoru
H3,, které nejsou rovny nule prox = 0a x — m, nebot pfiddnim vhodné lincdrni funkce k funkei
# € Hg, Ize dosdhnout toho, Z¢ uvazovana funkce nabude v t&chto bodech nulovych hodnot,

G
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Snadno pak zjistime, vypotitame-h soudiny

() o)1, =f¢;w; dx, k=0,1,...n,
]

a uvdZzime-li, Ze

(%sf) =J“(x = f) cosxdx = [(x ~ E) sin x]” -—J‘stn Fdyi= 0,
o 2 2 o 0

Ze Ritzova soustava nabude tvary

(21.40) T.dy + 0.ay+0.a, + ... + 0, =<3,
G.ag+2n.1%2. a8, +0.ay +... 4 0.a,= : —,
4.1% —-1
2 4n
0.a4 + 0.g;, +0.a,+ ... +2n.n &, = ——
4n* — 1

ktery se od tvaru soustavy (21.10) 1isi jen pryni rovnici; z ni plyne

dg = —

R

Cleny Ritzovy posloupnosti {#,(x)} budou mit tvar
n y 2
W= _E(x_fE piy SAGE
L3 2 nj=1 j{45% — 1)

Tim jsme dostali do vypo&tu pravé funkei

2 b 2
— = - —]l=——x+1,
n 2 T

kterd ndm v (2].38) ».Sschdzela®.
2. Galerkinova metoda
Pi voibg bize (21.29),

(21.41) cos x, E_;z—x, cos%f,...,

hledime tedy aproximaci 5,{x) ve tvaru obdobném tvaru (21.30), tj. ve tvaru

(21.42) v(x) = 3" b, cos jx,
j=1

259
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a koeficienty b; hledame z Galerkinovych podminek
(21.43) (Ao, — ficoskx) =0, k=1,..,n.

Protoze cos jx € Dy, plyne z obecné teorie [viz kap. 14; tvrzeni plync oviem snadno
i pfimym vypottem z (21.43)], Ze Galerkinova soustava pro urfeni neznamych
konstant b; (j = 1, ..., n) splyvéa s Ritzovou soustavou (21.32), takZe bude by = 1,
b, = ... = b, = 0 a nakonec

v,(x) = cos x
pro ka¥dé n, odkud

ug(x) = cos x.

Volba béaze (21.41) zde tedy vede okamZité k feleni.

Podivejme se nyni, jaky bude pribéh vypodtu Galerkinovou metodou, pouZijeme-li
postoupnosti (21.33),

(2_1.44) pfx)=sin2jx, j=12,...

W

P¥iblizné feieni hledame ve (varu
(21.45) v,(x} =Y b;sin2jx
j=1

a konstanty b; uréime, jako obvykle, z podminek

(21.46) (A, — fip) =0, k=1,...,n,

tj. z podminek

(21.47) _zl(jfzfpj, G by=(f0)y =Lt
e :

Poznamenejme, 7 symbol 4,0, zde ztrici smysl, nebof funkce (21.44) nepatfi
do decfini¢niho oboru operdtoru A, [nespliiuji podminky (21.25)]. Postupujeme-li
ryze formalnd a poloZime-li

A= —¢f =47 sin2jx, j=1,..,n,

dostaneme

("Tz%; (P:c) = J~ 4§ sin 2jx sin 2kx dx =

4]

G pro k+j,
2nj? pro k=j,

odkud je vidét, Ze soustava (21.47) splyne v tomto pfipad€ s Ritzovou soustavou
(21.36)"). Tedy i posloupnost Galerkinovych feSeni m4 v tomto pfipadé tvar (21.37)

1} Nepatfi-li funkce ¢; do defini¢éniho oboru uvafovanéhe operdtoru, nemusi tomu v obec-
ném piipadng tak byt. -

261

21. NUMERICKE PRIKLADY

a nekonverguje k (zndmému) feeni up = cosx dan¢ho problému, ale k fefeni
cos x + (2fn) x — 1 problému

—u" =cosx,
(21.48) u(0) =0, u(m)=0.

¥ p¥ipad& Galerkinovy metody nelze sitnaci zachranit ani dopli&nim posloupnosti
(21.44) genem x — =nf2, tedy volbou baze ve tvaru

(21.49) oo(x) = x —g, o(x)=sin2jx, j=1,2 ...
Napifeme-li pak totiZ Galerkinovu soustavu

-Z:()([ZZ(PJ’ q’k} b; = (fa (Di) ] k= 0) ls e B,

pficemZ opét poloZime

;fz(ﬁj = _@’; (J =0,1,.., "),

dostancme soustavu # + 1 rovnic o n nezndmych, nebot 4,0, = —¢§ = 0 a koe-
ficienty u by budou ve viech rovnicich rovny nule, takZc nezndma by se v této soustavé
vitbec neobjevi.")

Oba prikl. 21.1 i 21.2 jsou, jak jsme Fekli, ilustrativni. Za¥adili jsme je proto,
#e velmi dobie demonstruji (a s problémy téhoZ typu se sctkivame i v pfipad€ parcial-
nich diferencidlnich rovnic), jak daleZita je spravna volba baze a na co je tfeba davat
dobry pozor.

Priklad 21.3. UvaZujme problém

{21.50) [(4 + x)u"]" + 600u = 5000(x — %%},
(21.51) u(0) =0, u(l)=0,
(21.52) u(0} =0, (1) =0.

Problém (21.50) a¥ (21.52) je specidlnim ptipadem problému (19.127), (19.129),
(19.130), str. 232, pro

(21.53)  py(x) =4+ x, pi(x) =0, polx} =600, f(x) = 5000(x — x%).

MuZcme jej interpretovat napf. jako Olchu najit prithyb prutu proménnéhe prifezu
(popt. proménného modulu pruZnosii) na pruiném podlei, prosté podepieného

1) K této sitvaci nemize dojit pii volbE bdze (21.41), jejiz prvky patfi do definiéniho oboru
operatoru A4,.
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[podminky (21.51) a (21.52)] a vertikdiné zatifeného. V obecném piipadé je pfi-
slu$né rovnice tvaru

(21.54) [E) () T + 0(x) u = £(x)

kde E, I, Q, f jsou po fad® modul pruZnosti v tahu, moment setrvagnosti prifezu
k ohybové ose, koeficient poddajnosti podloZi a Elen charakierizujici vertikilni
zatizeni. Jsou mozné ovem i jiné interpretace.

Funkee {21.53) jsou zfejmé v intervalu (0,1} dostateén& hladké. Proto¥e mimoto
je v intervalu €0, 1) py(x) = 4 > 0, plyne z Givah provedenych pro problém (19.127},
(19.129), (19.130), e operator

Au = [(4 + x)u"]" + 600u

je na linealu funkci Etyfikerat spojité diferencovatelnych v intervalu <0, 1> a spliiuji-
cich podminky (21.51), (21.52) pozitivn# definitni. Zobecn&né fefeni problému
minimalizuje v ptislu§ném prostoru H , funkcionat [srov. (19.138)]

(21.55) Fu :'[

0

1 1 1
(4 + x)u"?dx + j 600u? dx — 2J. 5000(x — x*yu dx .

0 o

1. Riizova meioda
K numerickému vypoétu zvolme podle (20.65), str. 248, bazi
sin jmx

(21.756) @i(x) = A i=42..,

jejiz €leny spliinji viechny podminky (21.51), (21.52).'} Zvolme dile n = 3 [takZe
pii tomto malém poétu Eleni je moZno jmenovatele v (21.56) volit rovné jedniéce,
srov. str. 247], a hledejme tedy Ritzovu aproximaci u,(x) ve tvaru

(21.57) us(x) = a, sin mx + a, sin 2nx + a, sin 3nx .

ProtoZe Cleny uvaZované bize paifi do D, je moZno Ritzovu soustavu napsat
ve tvaru (13.29), (j. ve tvaru

(A1, @1) ay + (Ao, 03) a; + (Ao, @3) as = (f, 01)»
(21'58) (Aqol’ fpl) a; + (A(Pb ‘«'Pz) a; + (Aﬁoza 493) a3 = (f: (Pz) s
(Awu (03) a; + (A(PZ’ ‘,"’3) a, + (Aﬁf’s: Q’s) a3 = (f, ‘3’3) -
[Pouzili jsme jiZ symetritnosti operitoru A, (4¢;. @) = (40, ¢,).]

1y v abecném piipadé neni pii pouziti Ritzovy metody nutné, aby bize spliovala i podminky
(21.52), nebof tyto podminky jsou pro dany operitor nestabilni.
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K numerickému vypoétu koeficientd (Ag,, ¢,) a pravych stran soustavy (21.58)
pouZijeme vzorce

(21.59) . sinasin f = J[cos (x — ) — cos (« + B}]

a nékterych integralnich vzorci. Nejprve integrovanim per partes [srov. (19‘132),
str. 232] dostaneme

(2] .60) (A(pj, (,ak)

1l

1 1
-[ [(4 + x){sin jrx)"]" sin kmx dx + J‘ 600 sin jrx sin krx dx =
0 0

1 i
n“jzsz. (4 + x) sin jrx sin krx dx + GmJ sin jx sin ke dx.
0 0

O pro k#],

; 1
(21.61) sin jax sin kxx dx =
3 pro k=7,

L]

1 1

(21.62) J x sin jmx sin knx dx = %J. x[cos (j — k}mx — cos (j + k) nx] dx =
L] a

1

T2

1 [Eﬂb(j — k):n:f 4 x sin (j—knx Cosgj + k) nx _ xsin (j + k) nxj|
G- T G-RBr | Grow (A

0

_Af=E g (1P

B z[‘(’f —kPr (J+ kP

], jeli k= j
(viz napf. [35], str. 439, vzorec 286),

1 1
(21.63) J. x sin? jrx dx = %I x{(1 — cos 2jnx) dx =
0 o

4 2

422 2jn

1 1Jcos2jmx  xsin 2jnx] 1
0 4

{pouZili jsme 1éhoZ vzorce),

1
(21.64) J‘ (x — x%) sin jrx dx =
0
sin jAx  xcosjux  2xsin jux x2 2 :
| Tz T : Tt e Tl T aapeesdnEl =
I in Jr FELS e o
(—ty 1 2 ; 2 2 ;
= -+ +——— (-1 +—=—=[1 = (-1¥V].
jTC j.ﬂ: j3ﬂ3 ( ) j3n3 j3n3 [ ( ) ]

Pouzili jsme vzorch 247 a 248 z [35], str. 436.
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Dosadime-li ziskané vysledky do (21.60} a (21.58}, dostaneme hledanou Ritzovu
soustavu ve tvaru

4
4
(2n4+3;—+300)a,+ 4n4(-1+9iz)a2+ (.

n? o
4 | 1 4 4
(= =+ —=)a, + (32n* + 4n* + 300) a, +

T 9n
+ 36u | — L] + ] ay, =90
a?  25m2) ’

0.a —|—36ﬂ“(—i+——1—-)a;_ +

2 25x%
+ 5000._4
O T L (L
4 27
a po upravé
2
7t 4 3004, ~ P By 2000
4 ] o
3 2 N 2
» a, + (36;rc4 + 3(]0) a; — &%E a; =90,
25
. = 5 0
0.y RIE(TN_2000
25 4 27n?
4j. soustavu
(21.65) 519,17a, — 35,09, + 0.a, = 645,05,
— 35094, + 38006,76a, — 341,09a, = 0,
0.a, — 341,09q, + 18052972, = 23,39
s feSenim
(21.66) a; = 1,243, aq, = 00,0116, g5 = 0,00154.

Ritzova metoda pro tfi uvaZované Eleny baze dava ledy piiblizeni
{21.67) u5(x) = 1,243 sin nx + 0,0116 sin 2rnx + 0,00154 sin 3mx .

Chybu je moZno odhadnout podobné jako v piikl. 21.1 na ziklad€ vztahu

A e 2
Juo ~ wofy < 42 21
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kde je moZno podle (19.136), str. 233, polozit

2 = bl
€63
sp=4a
1 1
Gl = ; L 5
podie (19.137), takie
C* = 8n*

Je

Aty = [(4 + x)u3]"+ 600 uy= 1230,12 sin mx + 79,28 sin 2Zrx + 49,52 sin 3nx
4 x(121,08 sin ©x + 18,08 sin 27mx + 12,15 sin 3xx)

— { 77,08 cos mx + 5,75 cos 2mx + 2,58 cos 3mx),

fx) = 5000{x — x*).

T g

L e
-

I e g g e

o |
an

X

Obr. 10.

Pro &tenafovu informaci uvadime v tabulce hodnoty funkei us(x), Au; a f(x)

v bodech x = 0, %, %, %, %, —2—, 1, jakoZ i pfisluiné grafy na obr. 10 a 11.

Tab. 21.1
S e o _
| = | w8 | ®B| % ¥ | &|1
1x (%) 0 0,6331 | 1,085 | 1,2415 | 10664 | 0,6130 0
Auy —385,41 678,33 1138,44 1 240,82 1 094,92 707,38 7351
' J(x) g 694,17 1111,11 I 1 250,00 1111,11 694,17 0
|‘ |
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Jednoduchym vypoltem dostaneme
1

| 4us — fI? =J(Au3 — f)dx = 157950104,
L]

C? = 8n® = 78,9568,

a tedy
{21.68) o — uslla = \/(W;c;{“f) < 14,15
Dile je

lus|d = (duy, w,) = j]uJAua dx = 801,348 4,
odkud U
(21.69) [us] 4 > 28,30.

7.(21.68) a (21.69) plyne tedy pro relativni chybu (v prostoru H ) odhad

Juo = wsla 1415 _ 44

il s ] 4 28,30

I kdyz odhad (21.70) neni z teoretického hlediska pfilis uspokojivy (skutcéna
relativni chyba je oviem mensi), je funkce {21.67) po praktické strince, zejména
interpretujeme-li funkci u,(x) jako prihyb prutu, popsaného na zafatku tohota
oiikladu, zcela uspckejivou aproximaci hledaného fefeni. Funkce Au, se totiZ
od furkee f(x) na pravé stran& rovnice (21.50) Iisi relativng velmi malo, jak je zfcj-
mé z obr. 11. Interpretujeme-li tuto okolnost technicky, znamena to, Ze funkce
(21.67) je piesnym fedenim problému (21.50) aZ(21.52), v némZ, zatiZeni* S(x) je za-
ménéno ,,velmi blizkym zatiZenim®® Au,.

2. Galerkinova metoda

Zvolme opét bazi (21.56). Protoze funkee baze patfi do defini¢niho oboru daného
operatoru, splyva Galerkinova soustava s Ritzovou soustavou (21.65} a Galerkinovo
feseni s Ritzovym felenim (21.67).

Pozndmka 21.3. Ve viech tfech uvedenych pFikladech bylo moZno vy@isht koefi-
cienty pfislu¥nych soustav pomérn& snadno, nebof viechny uvaZované integrily
bylo moZno vypotitat pomoci primitivnich funkei (i kdyZ v tfetim p¥ikladg bylo
tfeba nékterjch obralt). V obecném piipad€ lze k vy&isleni t&chto koeficientd,
tj. pfisluinych integrall, pouZit numerickych metod (Simpsonova pravidla apod.,
viz napf. [35], str. 492 a7 494).
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Kapitola 22

Parcialni diferencialni rovnice drubého Fadu
s okrajovymi podminkami

V N-rozmérné oblasti G s lipschitzovskou hranic{ uvaZujme diferencialni rovnici

N 2 N
(22'1) - Z ai;ﬂ_+zb,a—u+cu =f,
ig=1  dx;0x; i=1 ©Ox;

kde
(22-2) a u‘(x) = aji(x)

a ai_.,(x), b(-(x), f:(x) jsou spojité funkee v G, f(x)eLz{G). [Pouiivéme obvyklého
oznaleni, zavedeného na str. 21, takZe misto a,i(xy, ..., xx) piSeme strucnd a;(x)
apod.]

Definice 22.1. O rovnici (22.1) fekneme, ¥e je stejnomérné eliptickd v G, a o pHi-
sluiném diferencizlnim operatoru, daném levou stranou télo rovnice, Ze je stejno-
mérné elipticky v G, jestliZe existuje takova konstanta p > 0 nezdvisla na xe G

a na vektorech uvaZovanych v (22.3) a (22.4), 7e pro kaZdy realny vektor (ay, ..., ay)
plati zaroveri pro viechna xe G bud
N N
(22.3) 2 aifx)ae; Z p Yo,
Li=1 i=1
nebo
N N
(224) Y ay(x)ae; < —prof.
=1 =1

Pravé definovana vlastnost rovnice (22.1} zavisi tedy jen na koeficientech u nej-
vyssich derivaci v dané rovnici.

Piiklad 22.1. Poissonova rovnice

(22.5) —Au=f,
kde
N a2
Au = 6_u
i=1 dx?

i
(jejim specialnim ptipadetn je, jak vime, Laplaceova rovnice —Au = 0), je stejno-
mérné elipticka v kaZzdé oblasti, nebof zde jo
1 pro j=1i,
Ay = d j .
0 pro j#1i,
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takie

=1 i=1
a v (22.3) stadi poloZit p = L.
Piiklad 22.2. Rovnice
u Fu
22.6 —[xy—+ —}]=0
( ) ( ! ax? Bxi)

je stejnomdrné eliptickd v kazdé oblasti G, kterd leZi v ,,pravé poloroving™ x; > 0

a ma od osy x; = 0 kladnou vzdalenost, tj. pro niz je inf x, = k > 0, nebot
(x1,x2)€G

pak v (22.3) stadi poloZit p = min (1, k). Tuto vlastnost ztraci rovnice (22.6) v takové
oblasti G, kterd sc dotyka osy x; = 0 nebo ktera dokonce obsahuje body se zapornou
soufadnici x;.

Poznimka 22.1. Nasobime-li rovnici (22.1) &islem —1, rovnice se nezméni, jeji
kocficienty viak zméni znaménko. Proto je tfeba v def. 22.1 uvaZovat oba piipady
(22.3) i (22.4). Jinak by mapt. rovnice —Au = 0 byla elipticka a rovnice Au = 0
nikoli, resp. naopak. Spliiuje-li oviem dand rovnice podminku (22.4), uvedeme
ji nasobenim &slem —1 na tovnici spliujici podminku (22.3). Prote se budeme
v dalfim textu [srov. rovaici (22.7)] zabyvat jen podminkou (22.3), kterd ndm
umozni jednoduchou formulaci v otazkéch pozitivn{ definitnosti vy3ctfovanych

opertori
UvaZujme v oblasti G rovnici')
N oa o
4 du
(22.7) - Y —Aay—)t+eu=7F, a;=ay,
=1 8x; ax;

kde f{x)e L,(G) a funkce @;{x) a jejich parcialni derivace prvniho fadu, jakoz
i funkce o(x) jsou spojité v uzavfené oblasti G. Dile ptedpokladame, Ze v G plati
nerovnosti

¥ N
(22.8) Y oax)u;zpYe;, p>0,
=1 i=1
kde p nezévisi na volbg bodu x € G a na uvaZovanych vektorech, a
(22‘9) x)= 0.
Vzhledem k (22.8) je rovnice {22.7) stejnomérn elipticka v G, nebot
X u il &u N 8a;; du
= g Jeer Pnge—— = 3, e o=y
ig=1dx; Ox; i721 CdxgOx;  ay=t Ox; 8x;

1y O rovnici {22.7) &asto fikame, e je zapsina v tzv. divergeninim rvaru.
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takie (22,7) je rovnice typu (22.1) s koeficienty u nejvy&ich derivaci, vyhovujicimi
podmince (22.3).

Pro rovnici (22.7) uvaiujeme tii charakteristické typy okrajovych podminek
charakterizujicich po fad& tzv. Dirichletiv, Neumanniv a Newlonidv problém
pro danou rovnici:

(22.10) u=0 na I,
{22.11) Nu=0 na I,
(22.12) Nu+ou=0[a(S)ze,>0] ma I,
kde
o du
(22.13) Nu= 3 a;—v;
Li=1 - dx;

v; = cos{v, x;} (i = 1, ..., N) jsou sm&rové kosiny vn&j$i normaly v.
Vyrazu (22.13) se tasto {ikd derivace podle konormdly. Pro Poissonovu rovnici
(22.5) je

1 pro j=1i,
2214 a;{x) =
(214) =4 b 1o
takZe
N du Ou
22.15 Nu = iy g
( ) Er dx; av

pro tuto rovnici splyva tedy derivace podle konormaly s derivaci podic vn&j8i normaly.

Okrajové podminky (22.10) a# (22.12) jsou analogii okrajovych podminek {19.5)
a% (19.7) pro obydejnou diferencialni rovnici (19.1), str. 208, a také vysledky, které
se tykaji otdzek symetrie a pozitivni definitnosti, jsou, jak uvidime, velmi podobné.

Oznalme M, resp. M, resp. M linedl funkci u(x) spojitych véetn& parcilnich
derivaci prvniho a druhého Fadu v & a spliinjicich podminky (22.10}, resp. (2211),
resp. (22.12). [KaZdy z t&hto lineald je husty v Ly(G), viz vétu 8.6 a pozn. 8.5, str. 106
a 107.] Necht A, resp. A,, resp. d; je operator definovany na M, resp. M;,
resp. M, pfedpisem, kiery je steiny pro viechna k = 1,2, 3,

N i du
(2216) A;‘I'J = - E a—(ﬂij a ') +cu, k=1 2, o
=1 0x; X

X
UkéaZeme nejprve, Ze kazdy z téchio eperitortt je na piisluSném linedlu symetricky,
a 1o nezdvisle na tom, spliuji-li koeficienty a,; pfedpoklad (22.8), koeficient ¢ pfed-
poklad (22.9) a funkce ¢ predpoklad (22.12).
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Piipomefime nejprve vzorec (8.31), str. 108, ktery zde zapiSeme ve tvaru

0 a
(2217) J. ighdx~j.g‘lgrz‘u,-dS—.[mﬂdx.
G 0x r ¢ 0x;
PoloZime-li v ném
du
g1 = "aijar Hzi=

o

(coZ Ize utinit za uvaZovanych ptedpokladil pro kaZd¢ ue My, ve My k=1,2,3)
a sefteme pro i,f = 1,..., N, dostaneme

A 8 h du
(22.18) - N e vdx = — Y a;— v dS +
G hi=1 ('Jxl axj r =1 8x;

o il du
bl Pagtt P Nu.vdS+ | T ay— 2d
¢ =1 0x; 8x; 5 ¢ ifer  Bx; dx;

V jednotlivych pipadech tedy pro dvojici funkci #, », leZicich v uvaZovanych
linealech a spliiujicich podminky (22.10), resp. (22.11), resp. (22.12), dostaneme

ey N .
(2219) (A=} 3 a 980 e x| cuvax,
Je id=1 ('X dx; Je
r & du @ ¥
(22.20) (Au, v) = Y ay T2 P ax + | cuvdx,
Jg =1 7 Ox; dx; Je
AN n
(22.21) (Asu, v) = " ay; fu 2 dx + | cuvdx + I cuv dS.
Je ui=t " 8x; dx; Ja r

ProtoZe a;; = ay; podle (22.7), dostdvime ve viech tfech pfipadech vyrazy
symetrické ve funkcich u a v, &imi je symetri&nost operdtorl A, 4, a 4, na pislus-
nych linealech dokazana.

Pozitivni definitnost:

1. Dbirichletova okrajovd podminka
(22.22) u=0nal.

V tomlo piipadé je podle (22.19)

.
(22.23) (Ayu, u) = 3 afja—u ] dx + | cu®dx.
G =1 Ox; 0x; G
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Z (22.8) a (22.9) viak plyne
N ¥ 2
(22.24) 5 @, f-‘f -a—“ >py (@) vG.

Zarovei podle Friedrichsovy nerovnosti {18.1}, str. 196, je

(22.25) [l] =J wrdx < clj z (au) dx, ¢; >0,
G G i

(=1 \0x;

nebof w — Ona I'. [Zejména pro ptipad N = 2 je moZno pro ¢, pouZit odhadu (18.46),
str. 205.]
Z (22.23) aZ {22.25) pak plyne

(22.26)
N N2
Au,u) = ar(—uﬁd + | ewtdxzp : a_u dxgﬂuz,
G i ox <

¢ =1 0x; 0x; G =1 ; 1

&im#% je pozitivni definitnost operitoru A, na linedlu M, dokizina. K pfibliznému
feSeni problému (22.7), (22.22) lze tedy pouZit metod popsanych v pfechizejici asti
knihy. Zobecnéné fedeni u, tohoto problému minimalizuje v pslu$ném prostoru H,,
funkcional

(22.27) B 5 fff’-d +.|. cu? dx — 2] fudx.
L0 G

G hi=1 Xa

Ne# piistoupime k pfipadu okrajové podminky (22.11), vySctiime podminku
(22.12):

2. Newtonova okrajovd podminka
(22.28) Nu+ou=0nrl, oS)ze6,>0.

Podlc (22.21) a (22.8), (22.9), (22.28) je

N
(2229 (Ayu,u) = J' Y gy ——dx + ,f cu® dx + J au’ dS =
fy i G r

Friedrichsova nerovnost (18.1), str. 108,

2 2 (oY 2
(22.30) lu|>* =] w?dx e, | 2 {—]) dx + ¢y § u*dS
G ¢ i=T ox; r
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pak dava

(22.31) (Asu,u) = C*u|?, C=>0,

kde

(22.32) C? = min (:- :—:) :

&m¥ je pozitivni definitnost operdtoru A5 na lincélu M, dokdzana. Zejména v piipadé
N = 2 lze za &isla ¢4, ¢, v (22.32) zvolit odhady (18.37) nebo (18.39), str. 203 a 204.
Ulohu Teit rovnici (22.7) s okrajovymi podminkami (22.28) lze tedy pfiblizng
fedit metodami popsanymi v kap. 12 aZ 15. Zobecnéné fefeni 1, minimalizuje v pfi-
slu¥ném prostoru H ,, funkciondl
N £

(22.33) Fau =.[ Y ay o 0 +J~ cu? dx +J ou*ds — Z-I‘ fudx.
G ¢ r o

=1 6x; dx

ProtoZe podminky (22.28) jsou nestabilni (viz pozn. 19.5, str. 225), neni tfeba (i kdyz
je to vhodné) volit bazi v prostoru H 4, tak, aby jeji Cleny spliovaly podminku (22.28).
Viz 1é% kap. 25.

3. Neumannova okrajovd podminka

(22.34) Nu=0.

V tomto piipadé je moZno tém& doslova opakovat vahy provedené v kap. 19
pro obyéejnou diferencialni rovnici druhého fadu s okrajovymi podminkami
w(a) =0, w(b)=0.
Podle (22.20) je
N du @
{22.35) (du, ) = ¥ ay- bl R -[ eu® dx .
g hi=1  0x;0x; ¢
Utinime-li dodatecny piedpoklad, Ze
(22.36) dx)zeca>0v G,
plyne z (22.35) a (22.8)
& [N 2 2
{22.37) (A, )z p| 3 (=) dx +co | wdx = eoful®.
6 i=1 \0x; G
Za predpokladu (22.36) je operator A, na linedlu M, pozitivne definitni, a je tedy
opét moZno pouiit metod kap. 12 aZ 15. P¥islusny funkcional je
N

(22.38) Fu = Y ay; o 00 dx + | cudx — 2| fudx.
¢ Li=t  Ox;9x} G G
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ProtoZe podminka Nu = 0 je nestabiln{ (pozn. 19.5, str. 225), neni nutné dbat na ni
pii volb& bizovych funkei.

Pozndmka 22.2. K témuZ zavéru i k témuZ funkciondlu (22.38) Ize dospét, pedobng
jako v pozn. 19.3, str. 212, i za obecnéjiiho pfedpokladu, Ze totiZ funkce c(x) je v G
spajitd a nezdporna a Ze c(x) > 0 aspofi ¥ jednom bodé x, € G. Toto tvrzeni plyne
abdobnym postupem — jako v citované poznimce — z nerovnosti

N du 2
(22.39) gqunzéxU 5 (_) dx+J. uzdx], 250,
G =1 \dx; K

ktera je, podobn¥ jako nerovnost (19.20), str. 212, specidlnim piipadem obecn&jsi
nerovnosti uvedené v [33], str. 22. Pfitom K je nékierk N-rozmérna krychle, leficiv &.

Je-li ¢(x) = 0 v G, neni operdtor A, na linedlu M, pozitivni. V tomto pfipad®
je totiZ [viz (22.35)]
; N
(22.40) Clausdyim | 3 a2 gy
G hi=t  Ox; éx;
Z (22.8) sice plyne
(Au,u) = 0

pro kazdé u e M,, ale z (d,u, u) = O neplyne « = 0 v M, [tj. u(x) =0 G]: Pro
u(x} = konst + 0 je totiz (4,u, u) = 0 podle (22.40). Operator A4; neni tedy v pfi-
padg ¢{x) = 0 na M, pozitivni (a tim mén& oviem je na M, pozitivné definitni).

Pfedpokladejme dale, Ze u € M, je felenim problému

N

(22.41) At = — Y @ a;; au =fvG,
=1 Ox; ax;
(22.42) Nu=0nal.

Integrujeme-li rovnici (22.41) v oblasti G, dostaneme snadnym vypoficm [v(2217)
poloZime

gr=—6Gy—, =1
X
a pouZijeme (22.13)]

= J. Nud§ = -I‘ flx)dx.
r G

Odtud a z (22.42) plyne nutna podminka pro Fesitelnost problému {22.41), {22.42),

(22.43) j F()dx =0,
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UvaZovany ptipad operatora A4, pro c(x) = 0 je tedy analogicky obdobnému
pFipadu pro obyZejné diferencialni rovnice (srov. str. 214) a také postup jeho feleni
je analogicky:

Uvazujme podprostor L,(G) prostoru L,{G) t&ch funkei z L,(G), pro néZ plati
(22.44) '[ u(x)dx = 0.
G

V tomto prostoru uvaZujme lineal M, tch funkei z linedlu M, které spliiuji pod-
minku (22.44). Linedl M, je husty v L;(G), stov. pozn. 8.6, str. 107. Na tomto linealu
M, necht je dan operator A, ptedpisem

o & ”
(22.45) Gam e 5 Dud g 00 g

if=1 0x; Elxj
[srov. (22.16)]. Zcela stejnym zplisobem jako v piipad& operatoru 4, [srov. (22.20)]
dospéjeme k rovnosti

N
. il
(22.46) Eu=| 3042 0%,
G =1 axj dx;

z niz v disledku predpokladu a,{x) = a;{x) plyne symetriénost operatoru A,
na linedlu ¥ ,. Z (22.46) déle vyplyva

- N 2y N Au \2
247) (Fmw)=| T a2 P4z pj 3 _‘i‘.) B, e,
G hi=1  8x; 8x; e i=1 \dx;

podle predpokladu (22.8). Aviak podle Poincaréovy nerovnosti (18.50), str. 206,
plati pro funkce z lineilu #, [spliujici tedy podminku (22.44)] odhad

N au 2
(22.48) c3j 3 (_) dx 2 j W) dx,
G i=1 \Jx; G

kde ¢ je kladna komstanta, [V p¥ipad€ obdélnika o stranach [y, I, je napf. moZno
poloZit

[ s

(22.49) ¢y = max (I}, 1),

viz (18.58), str. 207.] Z (22.47) a (22.48) pak plyne pozitivni definitnost operdtoru A,
na linealu M,

(22.50) (Au, w) = C*|u||®, ueM,,
8
(22.51) o £

C3
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Poznamka 22.3. K ziskanému vysledku lze pEipojit poznamku obdobnou poznamce
pa str. 215: Pozitivni definitnost operatoru A, jsme dokézali jen pro funkee z linedlu
M ,. Zobecnéné FeSeni u, problému (22.41), (22.42) existuje, pravé kdyZ pravé strana f
patii do prostoru EZ(G), tj. vyhovuje-li podmince

(22.52) f f(x)dx = 0.

Piiblizné fefeni lze pak hledat metodami popsanymi v kap. 12 aZ 15. Pfisluiny
funkcional je

N
(22.53) Bp=| ¥ ag 8 -2} fui,
g =l Ox; 0x; ¢

Piipomeiime, ¥c funkce z prostoru Hy, spliiuji podminke (22.52), nespliiuji viak
v obecném pFipadé nestabilni okrajovou podminku Nu = 0. PFi volbé béze z prostoru
H 5, neni nutné piihliZet ke spinéni této podminky.

Poznamenejme jesté, fc je-li u, € D3, Fefenim problému

N o]

¥ : a“’_r?_u =fv G,
- i

if=1 0x, ox;

i i

Nu=0na I',

jc feSenim i kaZd4 funkce Lvarn wuy{x) + k, kde k je libovolnd konstanta, Nepa-
tri-li zobecnéné YeSenf ug(x) do Dj,, miZeme fukci uy(x) + k poklidat za FeSeni
v uréitém zobecnéném smyslu. (Srov. str, 447.)

Smifené okrajové podminky

V problémech parciilnich diferencialnich rovnic se €asto setkavame s pripadem,
kdy na hranici I uva¥ované oblasti neni dina podminka téhoZ typu (j. podminka
u = 0 nebo Nu = 0 nebo Nu + ou = 0), ale kdy hranice I" je rozdélena na nékolik
(nejéastéji na dv&) Casti Iy, ..., I,') a na kaZdé z téchto &sti je dina okrajova pod-
minka urditého typu. Viimnéme si pro ilustraci okrajovych podminek

(22.54) #u=0mnal,,
(22.55) Nu=0mnalnl,
“
)
Nuwg
u=g)
Obr. 12.

1y Rozumi se disjunktni #4sti kladné (¥ — 1)-dimenziondlni miry; neuvaujeme oviem pfipa-
dy, kdy nékterd z &asti I'; se redukuje na bod, apod.
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(obr. 12). Oznatme M lineal funkci spojitych s parcidlnimi derivacemi do druhého
fadu véetng v G a spliinjicich podminky (22.54), (22.55). Tento linedl je podle pozn.
8.5, str, 107, husty v L,(G). Oznaéme A operétor dany na M pfedpisem

(22.56) C Au= - Z ( ;:j) + o,

ij= ~1 dx.

kde funkce a;; = a;; a c vyhovuji dfive uvedenym podminkim hladkosti a pod-
minkam (22.8), (22.9). Obvyklym pouZitim Greenovy véty [viz (22.17)] dostaneme
rovnost (22.18). Je-liue M, ve M, je

(22.57) J.Nu.udSz-[ Nu.vdS«}-j Nu.vdS =0,
r I a2

nebof prvni integrdl na pravé stran® v (22.57} je roven nule podle (22.54), druhy
podle (22.55). Tedy

I :
(22.58)  (Au,v) =J Z a; sl dx —+-J. cuvdx, ueM,veM,
6

G =1 J-x,-

odkud [podle pfedpokladu je a;; = a;;] plync symetrinost operatoru 4 na linedlu M.
Z (22.58) a z (22.8), (22.9) vyplyva jako diive

(22.59) (A, )2 p j 5" (2;“)2 %

i=1 \0x;

Na tomto mist& se musime odvolat na nerovnost (30.6), str. 359, pedle niZ existuje
konstanta ¢ > 0, zavisld jen na dané oblasti, takova, Ze pro kaZzdou funkci # € W{'{G)
plati

(22.60) ]300 ch uZdS+j 5 (5”) dx].
¥y G i=1 ox

Ale, jak uvidime v citované kapitole, je

N [
Juli o =j u? dx +J‘ Z (;u) dx ,
G G i= x

a podle (22760) je tedy tim spie

(261 Ju]? < e [ J‘ . W dS + L i (gg)z dx] .

Mimoto pro kazdé ue M plati u W}”(G}. Diale v nasem piipadé jew = O na I'y,
tak¥e prvni integril na pravé stran¢ nerovnosti (22.61) je roven nule a z (22.59),
(22.61) pak plync

(22.62) (Au, u) 2 f a]? .
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Tim je pozitivei definitnost operatoru A na linealu M dokazana, a tim je dokazana
i pouZitelpost metod, vypracovanych v kap. 12 aZ 15, k pfibliznému Feleni daného
probiému. Zobecn&né Fefeni wy, minimalizuje funkcional

N
(22.63) Fu = Yay ——dx+[ cu® dx —2J‘ Judx
gli=t  0x; 9x; ¢ ¢

na pfisluném prostoru H,. Funkce tohoto prostoru nespliiuji v obecném pfipadé
nestabilni okrajovou podminku (22.55); pfi volb& baze v prostoru H, neni nutné
ke splnéni této podminky pfihliZet.

Podobné& [ze ukézat, Ze operitor dany pfedpisem (22.56) na linealech funkci
spojitych s parcialnimi derivacemi do druhého Fadu v&etné na G a splfiujicich okrajové
podminky

(22.64) u=0naF,, Nu4+ou=0mnaht,,
resp.
{22.65) Nu=0nal,, Nu+ou=0nalhl,,

kde I'|, I', ma obdobny vyznam jako v (22.54), (22.55), je na téchto linealech pozitivné
definitni, jsou-li spingny podminky a;; = aj, (22.8), (22.9) a (22.12). Také v téchto
pfipadech [ze aplikovat metody uvedené v kap. 12 aZ 15. Pfislu$né zobecn&né fefeni
minimalizuje v obou pfipadech funkcional

du 9 :
(22.66) Fu = Z a,,—“ 2 dx +J' cuzdx—l—J. ou*dS — 2}. fudx,
G hi=t iaxj e I i

oviem v odpovidajicim prostoru H ,; v pfipad® podminek (22.64) nespliiuji v obecném
ptipadé funkce z prostoru H, nestabilni podminku Nu + ou = 0 na I';, v pfipadé&
podminek {22.65) nesplfiuji v obecném pFipad® Zadnou z t&chto podminek. Pfi volbé
baze je tedy nutno splnit jen podminku u = Ona I',.

Obdobné vysledky lze dostat i v piipadg, kdy hranice I’ je rozd&lena na vice ncZ
dvé &asti s raznymi okrajovymi podminkami.')

Poznimka 22.4. Nehomogenni okrajové podminky. ¥V pfipadé nehomogennich
okrajovych podminek

{(22.67) u=g(S)nar,
resp.
(22.68) Nu = h(S) na I',

Ly Jediny pifpad, kdy nastdvaji ,,obtize” s pozitivni definitnosti, je tedy piipad s Neumanno-
vou okrajovou podminkou Ny = 0 na celé hranici, uvaiovany na str. 272 aZ 274,
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1Esp.
(22.69) Nu + ou = k{S) na I

je tfeba misto funkcionali (22.27), resp. {22.38), resp. (22.33) minimalizovat funkcio-
naly (viz o tom podrobnZ v kap. 34 a 35; viz také tabulku funkciondli, uvedenou
na konci knihy).

s du Bu I
(22.70) Y a;— —dx + JA cutdx — QJ' fudx,
¢ =1 Ox; dx; & P
resp.
N
(22.71) T byt a-”d;wj cude—z_[ fudx-—Qj hu dS,
6 il 0x; 0x; G G 2
resp.

N -
@212) | ¥ a;— @dx+-[ cu2dx+J~ ou* dS — 2’{ fudx —2J‘ ku dS
L r G r

¢ =1 0x; x;
na tfid¢ dostateéng hladkych funkei [v terminologii kap. 29 funkei z prostoru
WiD(G)], spliujicich (v obecném pfipadé ve smyslu stop, viz kap. 30) dané stabilni
okrajové podminky, . splfiujicich jen v piipad® funkciondlu {(22.70) okrajovou
podminku (22.67). Je-li dana okrajova podminka (22.68), minimalizujemne v pfipadg,
#e ¢(x) = 0, funkcional (22.71) mezi funkcemi prostoru Hy,, spliiujicimi tedy pod-
minku [ u dx = 0. Poznamenejme, Ze v tomto pfipads je problém Feditelny jen
tehdy, je-li splnéna podminka '

(22.73) jfdx +J‘hds =0.
G r

Funkcionaly (22.27), (22.38), resp. (22.53) a (22.33) jsou oviem specidlnim pfi-
padem funkcionali (22.70), (22.71), (22.72).

Obdobné lze postupovat v piipadé smienych okrajovych podminek. Napf.
v piipadé okrajovych podminek
(22.74) u=g(§)nar,,
(22.75) Nu + ou = K(S) na I,

minimalizujeme {unkcional

-

Gid=1  &x; &x;

N 25 )
(22.76) St +J‘ cuzdx—i—j ouzdS—ZJ fudx—ZJ. hu dS
G r; G Tz

na tfid& funkei spliujicich podminku u = g{S) na I;.
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Poznamka 22.5. Pro Poissonovu rovnici

—Au =f
ie
v - N yaon2
Za,-ja—uﬂdx= Z(ﬂ) dx,
¢ Li=1  Ox; 0x; e i=1 \8x;
ox) =0a
Nu = a_u ;
dv

srav, (22.15}. Okrajové podminky zikladnich tfi typd budou tedy mit tvar

(22.77) u=g(S)na I,
resp.
(22.78) A n(S) na r,
v
resp.
(22.79) % +ou=kSyna I,
dv

a tvar piisluinych funkcionalii bude jednodu3si. Napf. funkciondl {22.72), odpovi-
dajici okrajové podmince {22.79), bude mit tvar

N 2
(22.8(}) J‘ E (ﬂ‘) dx +j~ culdsS — ZI JudS — ZI ku dS .
g i=1 \dx; r G r

Kapitola 23

Biharmonicky operitor
(rovnice desek a nosnych stén)

V této kapitole si podrobnéji véimneme biharmonického operitoru pro dvé pro-
ménné, ktery je oviem specidlnim pfipadem linedrniho parcidlniho diferencidlniho
operatoru Stvrtého fadu. O obecndjiim piipadé (vietnd operitori vySSich fadi)
pojedname ve Etvrté Casti na&i knihy.
Uvazujme lineal M, jehoZ prvky tvofi funkce u(x,, x,), spojité s parcidlnimi
derivacemi do &tvrtého fadu vdetn& v uvaZované uzaviené oblasti G.
Biharmonicky operator
64 ad— 64

a z 5 2 T
dx7 dxy dx;  Ox5
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aplikovany na funkci u € M, zapi¥me z divedu, ktery ihned vysvitne, ve tvaru

d*u atu d*u @

E‘:’ dx; dx, dx, 0x,  Ox, 8x, dx, 6x,  Ox3 )

23.1 Au =
(23.1)

Zvolme libovolnon funkci v € M a vySetfujme skalarni soudin

(23.2) | (A%, v).

Z vySetfovani tohoto soufinu vyplyne velmi pfirozenym zplsobem Fada disledki,
zejména vhodnd formulace okrajovych podminek, s kterymi se setkdvame v teorii
desek, apod. Pfislu¥né vypolty budou oviem v pfipad& biharmonického operatoru
ponékud pracnéjii neZ v piipadé operdtorii druhého Fadu, které jsme vysetfovali
v piedchazejici kapitole.

Dosadme do (23.2) z (23.1) a uvaZujme nejprve skalarni soudin

4 4
(23.3) a_;: =i BB
oxy o Oxt

PouZijeme-li nam jiZ dobfe znimého vzorce (8.31),

(23.4) J. @igz dx =J‘ g.9,v,dS —.[ g,%dx,
T ¢ Ox

Wy

kde v, je i-ta soutadnice jednotkového vektoru vn&jii normaly, dostaneme nejprve

<+ 3 3
(23.5) L dxd.J. Ltvvldsl)—j DU o
g Ox7 r 0x1 @x1 ax,

Podle (23.4) je déle

u dv a*u o &u v
(23.6) —'f T8N ax = —J. il PR +j 7270 4«
o

dx| dx, r 0xt dx, ¢ 0x3 dx]

Z (23.5) a (23.6) tedy dostavime

~d 3 2 2
(23.7) 2 vdx = a—‘; o = | Ol e 9-5‘5 7
I a r i a e

X

1y Piteme ds, nikoli dS, nebof uvaZujeme piipad dvou proménnych; ds je tedy diferencial
oblouku hranice I, Je-li oblast G jednodu$e souvisld, takZe hranici tvofi jedind uzaviend kiivka
c délky !, miiZeme na ni zvolit urgity bod P jako v¥chozl bod a psat integral [ g(s) ds ve tvaru
fé g(s) ds. 'V piipadé vicendsobné souvislé oblasti bude integrdl po hranici I” soudtem integrald
tohoto typu.
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Obdobn& dostaneme
(23. 8) vdx = - py, ds —
f‘x 6xz axl x, r 6x; 0x; dx,
_ Pu o vyds & étu & g
£ nxl dxy 0xy G 6x 0xg dx; Oxy

4 23
(23.9) j —w-g—u -------- vdx = .[ oiuﬂ vy, ds —

dx, dx, 8x, 0x, r Xy 0%, 0x,

71 2 2
“J L P dﬁj . T P
T

0x, Ox, Ox; dxg

i a3 a2 B 314 3t
2310) | Tovdx=| Lo | X2y, 04+| 22 6-12 dx
G x5 r ox3 r x5 8x, g 0x3 0x3

Upravime nejprve integraly na hranici I, Je

63 3 23
(23.11) J. ( 2 o e vy + -?—t; v;)vds =
2

0‘(3 Exl x, dx; dx; Ox, 8x

Obr. 13.

Tim je tedy v pomérné jednoduchém tvaru vyjadfen soucet prvnich integralfl na pra-
vych stranach rovnosti (23.7) aZ (23.10). Upravme soudet druhych integraléi na pra-
vych stranich téchto rovnosti. Ze znamych vztahg

dv v av

(2312) "1_ b e o + — Ya.,
dv  dx, Ox,
du du do
—_— = = — 112 AR ATy p‘
ds dx, dx,

1y Pouzw.’imc zde pfedpoklad o funkeich & a v a pifeme

#u oy

= —- apod.
&x, 6.\2 @xl oxl E
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(obr. 13) plyne snadnym vypottem
dv ﬁu v

23.13 b g

( ) ax, 6v 5 as -
o ﬁu dv
= ¥y e Yy
dx, v ds

PouZijeme-li t€chto vzorcil, dostaneme pro soudet druhych integrdlt na pravych
stranach rovnic (23,7) aZ (23.10) vyraz

&u o Fu & 32u o
{2314) = pap v, + (7 —U ¥y + - (J —v; +
r\dx7 éx, dx, dx, dx, ax; dx, Ox;
&u &u (v dv
b fl = s = Vb
fx3 dx, rlLox1 \év Os
du  fov 3*u 61) dv
+ LU Eo o v + S, "_I v +
0xy 0xy \Ov axl 0x, E’v &s

*u fdv o!' u g
el et ds = ¥ +
éx3 \dv 5v axI

u Fu ov *u
SIS e do8 v, — 2 ds — = | i A
dx, Bx, x5 ros axy

a2 -1
8*u *u
+—— (-t 5 ds .
dx, €x, oxs
Nejprve je, jak znamo
& u u u &u
(23.15) —N+2——vn+ v — .
ax) x; x5 dx; av

Piedpokladame-li dile urgitou hladkost hranice I', miiZeme upravit posledni integral
v (23.14). Pifeme-li jej ve tvaru

. = 1Y
(23.16) —'[ ZFds,
I

. Oy
kde
u 3
{23.17) F(s)= — — -,r1 y +— ("l — )+ % ViV,
3x1 X, 6x, x5

a integrujeme-li jej na hranici I” per partes (srov. pozn. 1 na str. ?.80), dostaneme

Ju "
(23.18) —.[ Y Fds = — [oF] + [uff ds .
r J I

o5 ds
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Clen v lomené zavorce je nulovy: Integrovani probihi totiz po hranici oblasti I,
ktera je uzavienou kfivkou nebo se sklida z koneéného pottu uzavienych kfivek;
funkce vF jena I” spojitzi,i) tak?e pfi obéhnuti kazdé z téchto uzavienych kfivek se
vratime do vychoziho bedu s touZe hodnotou této funkce. Tedy je
7l F
(23.19) - | Lrase{w? 4
r 03 r 0Os
Z (23.7) a7 (23.10) a z (23.11), (23.14), {23.15) a (23.19) tedy pro kaZdou dvojici
funkci ue M, ve M plyne

2,002 2 2 7 a2
B (Esm f (6__ pa i B Suiiy,
G \Ox7 dx7 ExI dx, dx; dx, axz axz
62 62
(bu) L;v vy + —— (v =¥} +
r r]s dx; 0x, dx,
2 z
-+ (7_ viv, | ds — o ds
[»xZ r 5v 0‘-'2

Nez ptistoupime k disledkim integralni identity (23.20), uvedeme uréité zobeenéni
této 1dentity, které vznika z poZadavku teorie pruznosti, aby bylo moZno ve formulaci
problému zachytit vhodnym zpiisobem i vliv Poissonovy konstanty. Zapiieme-li
biharmonicky operator ve tvaru

G i 2
(ool » Bt (AW g g s B Gy T8 ]
dxy \8x3 dx; dx; Ox, dx, 0x,
@ (Pu | Pu
A s e + T
0x3 \dx3 6x
1} Zde pouzivime hladkosti hranice . Jinak totiZ nemusi byt funkce vi{s), vo{s} na I spoji-

té. V ,,rozich™ pak vznikaji pii integrovani per partes bodové cleny, které odpavidaji v mechanice
desck bodovym reakcim,

2) Je-li G jednoduse souvisla oblast a piseme-li integral

v
— Fds
5o

L gy
— Fds,
o 05
dostaneme vysledek (23.19) okamZité:

L) 1 arF I ar
| e —pEe | e v,
o‘s . 2ka &x T fs

nebof funkce ¢ i F maji pre s = 0 a s = [ tutéZ hodnotu. V piipads vicendsobné souvislé oblasti
miifeme provést integrovani per partes po ka¥dé z hranilnich kfivek zvlast.

ve tvaru
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kde ¢ je redlné &islo, dostaneme zcela obdobnym vipottem, kiery zde jiZ nebudeme
podrobné provadét, identitu ;

8%y Vit &*u &%
23.22 + a +2(1 - 6) — +
( ) (Bt = L |:(Jx1 (6}:% 6x2) ( )6x1 dx, dx; 0x;

2 2 2 ! .
+6_u 6—U+crfIE dx — vNuds—J'—vMﬂdS,
ax2 \ax3 ax} r rov

kde jsme pouZili oznafeni

a [7u Pu ., o fu
N=———A + (1 — -~ Vi) — —vva |,
¥ ( u) ( 6) ds |:0 fvwz 0%, 5):2( : 2) 8x2 12
2tu
(23.23) Mu=ocAu+ (1l — o) T
‘l"

Identita {23.20) je zfejmé specialnim p¥ipadem identity (23.22) pro o = 0.
UvaZujme nyni rovnici

(23.24) Kl G

s okrajovymi podminkami

(23.25) =0,

(23.26) — =0mnarl,

resp. s podminkami

(23.27) w=0,
(23.28) Mu=0nal,

resp. s podminkami

(23.29) Mu=0,
(23.30) Nu =0mna I'.%)

1y Rovnici (23.24) mizeme fyzikalng interpretovat jako rovnici desky, a to pesné vetknuté,
resp. proszé podepfené, resp. s volmym okrajem, podle toho, jsou-li diny podminky (23.25), (23.26),
resp. (23.27), (23.28), resp. (23.29}, (23.30). Podminky prostého podepfeni lzc formulovat ivji-
ném tvaru, viz napt. [28], str. 173,
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Poznamenejme, Ze podminky (23.25), (23.26) jsou ckvivalentni podminkam

(23.31) w=0,

(23.32) I gy, 2 iy
x4 0%,

jak snadno vyplyv4 z (23.13), uvédomime-li si, Ze z (23.31) plyne du/ds = Ona I.

Poznamencjme déle, Ze pro rovnici (23.24) 1ze piedepsat i jiné okrajové podminky,
nez jsou podminky (23.25) aZ {23.30). Omezili jsme se na takové podminky, s nimiZ
se nejéasi&ii setkdvame v aplikacich. Viz také zavér této kapitoly.

Oznalme M, resp. M,, resp. M, linedl funkei spojitych s parcialnimi derivacemi
do é&tvriého ¥adu veetnd v G a spliiujicich podminky (23.25), (23.26), resp. (23.27),
(23.28), resp. (23.29), (23.30); 4, resp. 4,, resp. 4, oznaéme biharmonicky operitor,
uvaZovany na linealu M, resp. M, resp. M.

UkaZeme nejprve, Ze operalor 4, je na linealu M, pozitivné definitni. Nech{ tedy
ueM,, veM,. Podle (23.25), (23.26} je v = 0 a dv/dv = O na I, takZe v (23.20)")
odpadnou oba integraly po hranici I', a dostaneme

(2333) (A 0) = j(

‘u 02 42 u &% Fu 62[:)

= - s R P
axl 8x, 0x, 0x, 8x,  Ox; dx;

odkud je ziejma symetri€nost operatoru A, na linedlu M,. Z (23.33) déle plyne

2z 2 a2 2 2 b
(23.34) aai= [(22) 4522 499 (o,
ol \@x} dx,; 0x, ox3

PouZijme ekvivalence podminek (23.25), (23.26) a podminek (23.31), (23.32)
a na funkce dufdx, a dufdx, aplikujme Friedrichsovu nerovnost. Vzhledem k (23.32)

dostaneme
2 a2 N2 a2 2 :
(23.35) BN S CUY ety |,
& \6X, o L\&x1 dx; dx,
52 2 62 3
| Waim) G |
1 6%, éx;

2
(23.36) J‘ (9“—) dx
G \9%2

j) Mzeme pouzit 1 (23.22), volime zde oviem jednodusdi identitu {23.20), Poznameneime, Ze
pii odvozeni vzorce (23.20) [totéZ plati i pro vzorec (23.22)] bylo tfeba plfedpokladat urditou
hladkost hranice. Piesto, Ze vychazime ze vzorce (23.20), je zde tente poZadavek zbytedny: V textu
na str. 282 jsme jej touZ poticbovali k tipravé posledniho z integrdlt {23.14)} na tvar (23.19). V na-
fem piipadé viak z podminky v = 0 na I" plyne i é‘u,n"f)s = 0 na I, tak#e miZeme uvazovaného
integrdlu, ktery je tedy v tomto pfipadé roven nule, pouzit v plvodnim tvaru.

Totéi plati pro piipad operdtoru A, v dal$im textu.

1A

[EA
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kde pro ¢, je moZno pouZit napf. cdhadu (18.37), str. 203, Obdobn& vzhledem k pod-
mince (23.31) je

2 N2
(23.37) f wrdx € ¢ [ "y B2 Law
Jé ¢ L\2x, 0%,

Z (23.35) az (23.37) tedy plyne

2.,0\2 2 2 2,82
(23.38) J W dx < o} f [(a_;:) +2 ( --‘3“—) + (‘34;) ]dx
= ¢ L\Ox1 dx, 0x, x5
éili

(23.39) (Ag, ) = uf?,
€y

gim¥ je pozitivni definitnost operatoru Ay na lincalu M, dokazana. K pfibliZnému
Feleni problému (23.24) aZ (23.26) je tedy moZno pouZit metod uvedenych v kap.
12 aZ 15. Zobeenéné fefeni uy(x) uvaZovancho problému minimalizuje v odpovida-
jicim prostoru H ,, funkciondl

2 . 2 2 52 2
(23.40) Fyu =.{ [(6—2) + 2( gy ) + (—1;) :|dx — 2.[ fudx.
¢ L \dx1 0x; Gxg dx; G

Pitom prvky béze v prostorn H, spliuji podminky (23.25) i (23.26), nebof obé
tyto podminky jsou pro biharmonicky operator stabilni.')

UvaZujme nyni operator A,. PouZijeme integrélni identity (23.22). Jedi ue M,,
ve M,, odpadnou v této identité oba integrdly po hranici I, takZe dostaneme
[v prynim integrdlu na pravé strant rovnosti (23.22) roznasobime zavorky]

24 82 52y a2 2,82
(23.41) {A;m, u)=J~ l:a_“‘ v +0(o u E+a_u(_u)+
G

2 4,2 2z 4, 2 4.2
dxt ax? dx2 dx3  ax3 oxj

2, a2 2 -2
. 2800 sl el ”—]dx,

ax2 ax3 dx, 8x, dx; 8x,

odkud plyne symetri¢nost opertoru A, na linedlu M,. Dale je

2 2 A2 .,2' 32 2z 2 2
(35:42) fAge) = | [} paTBLE ¢ B ol ) -
glkex Oxi 03 0x3 dxy 0%y

Pro aplikace (zejména v teorii pruZnosti) ma vyznam uvaZovat pfipad

(23.43) 0o <.

UkéZeme, 7e za tohoto predpokladu je operator A, na linealu M, pozitivng definitni.

1y I2¢ ukdzat, ¥¢ Ritzova posloupnost, resp. jakdkoli posloupnost minimalizujici v H 4, funk-
cional (23.40), konverguje k #y(x) stegjnomérné v G. Viz napi, [28], str. 175. Tento vysledek je
specialnim ptipadem tzv. Sobolevovych vit o vynoieni, viz napf. [33].
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Ze ziejmé identity, platné pro libovolna Cisla a, b, @,
a® + 2¢ab + b* — (1 — o) (a* + b%) = o(a + b)*

pak plyne, je-li ¢ = 0,

(23.44) a? + 2eab + b? = (1 - c)(a® + ).
PoloZime-li v této nerovnosti
_ P D
axt’ axt’

dostaneme podle (23.42)

(2345) (4, u) 2 (1 - o) L [(23:)1 b (ax?z;xz)z * (%)2] dx

Proto¥e je splnéna podminka (23.27), plyne uZitim Greenovy véty a (23.12)

j. M 4x -[udx2=0,
¢ 0x, r

j. —‘?E—dx —Iudx,:().
¢ 0%y r

Pouzijeme-li tedy Poincaréovy nerovnosti (18.51), str. 206, na funkce dufdx,, dufox,,

i

dostaneme

2 z 2 i 2
(2346) - Y ax g e [ 1) + (22 e
- 2 *
6 \OX; a L\6x3 dx; dx,
2 2 2 281
oo [ (B ese] [(Te) +(G8) e
e \O0x; ¢ L \0x, 0x, ax’

kde napf. v piipadé, 7e G je obdélnik, lze pro konstantu ¢z pouZit odhadu (18.58).
Na funkci ¥ pak pouZijeme, stejn¥ jako v predchézejicim textu, Friedrichsovy ne-
rovnosti, ktera vzhledem k podmince {23.27) ma opét tvar {23.37). Odtud a z (23.46),
(23.47) dostaneme

2\ 2 2 242
f e CICJJ. 6—”) e SCELY SR,
it ¢ L\oxi dx, 8x, dx3

(23.48) (s, ) 2 =7 [l

C¢3

cili
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Tim je za pfedpokladu 0 £ o < 1 dokazana pozitivni definitnost operatoru A,
na linedly M, a tim i pouZitelnost metod, které jsou uvedeny v kap. 12 aZ 15, k pfi-
bliznému Feleni problému (23.24), (23.27), (23.28). Zobecnéné Feleni uy(x) tohoto
problému minimalizuje v pFisluiném prostoru H,, funkcional

a*u\? @u u a*u\?
{23.49) Fu = ] F Tk ] &
6 L\fx] dxy dx; dx3

22 2
+ 21 — a) - dx — 21 fudx.
dxy 0x, G

Ne viechny funkee z prostoru [, spliiuji nestabilni podminku (23.28). Pii volbeé
baze v prostoru H,, neni nutné pfihliZet ke splngnf této podminky.

Pokud jde o rovnici (23.24) s okrajovymi podminkami (23.29), (23.30), ponechédme
otazky fesitelnosti tohoto problémn (kiery edpovida Neumannové problému pro
Poissonovu rovnici) do kap. 35.

Pozndmka 23.1. Jo-li oblast G obdélnik, jehoZ strany jsou rovnob&iné s osami
soufadnic, pak funkcionaly (23.40) a (23.49) v ptipadé okrajové podminky u = 0

na I' splyvaji, nebof
2, 52 52 2
o7u d°u a7 u
X = ——| dx
G 0x7 0x3 G \Ox Ox;

Tato rovnost totiz plyne pro uvaZovany p¥ipad z Greenovy véty,

22 2 a2 z 212 o) 2 |
d*u a%u du d“u du d*u  du
R T S i d.\‘ = ik E e d}Cl + — —dxz i
¢ L\8x, éx, dx; 0x; r \fxy 0x, 8xy Oxy Ox;

posledni integril je roven nule, nebof u = 0 na I', a tedy éulox}, resp. Oufdx,
je rovno nule na stranach obdélnika, rovnob€Znych s osou x;, Iesp. s OS0U X,
V uvazovaném pFipadé jsou tedy funkcionaly (23.40) a (23.49) stejného tvaru.

Poznimka 23.2, Podobné jako u rovnic druhého Fadu setkdvame se i v pfipad@
ToVnice (23‘24) se smidenymi okrajovymi podminkami. Napf. na ¢asti I'; hranice I’
jsou dany podminky (23.25), (23.26), na €asti I'; podminky (23.27), (23.28). Zde
je moZno ukazat 1éméf doslovnou analogii se zavérem kap. 22: Pokud uvazujeme
okrajové podminky uvedenych ti typti a pokud nejsou podminky (23.29), (23.30)
déany na celé hranici (tento pfipad tvofi ur€itou vyjimku}, Ize pouZitim identity (23.22)
ukézat ve viech t&hto piipadech pozilivni definitnost biharmonického operatoru,
uvaZovaného na piisluinych linedlech funkci spliujicich tyto smiscné okrajové
podminky. Viz téZ kap. 34, 35.
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Poznamka 23.3. Nchomogenni okrajové podminky. Problémy nosnych stén vedou,
jak znamo, k feseni biharmonické rovnice

(23.50) A% =0

(rovnice pro tzv. Airyovu funkei) s nchomogennimi okrajovymi podminkami.
Napf. tzv. pruni problém teorie rovinné prufnosti vede k feSeni rovnice (23.50)
s okrajovymi podminkami

(23.51) u=gs)narl,
(23.52) o _ go(s) na I,
v

(Viz o tom podrobn v kap. 43.) Také v t&hto piipadech miZeme postupoval
obdobné jako v prechazejicich kapitolach. Napf. zobecnéné feleni problému (23.50)
a7 (23.52) Ize hledat jako funkci minimalizujici funkcional (23.40) [s f(x) = €],

2 & 2 2 a7 ]
(23.53) PN g B0 (P
o | \dxy dx, x5 x3

ve tFidé dostateénd hladkych funkei splfivjicich dané (stabilni) okrajové podminky
(23.51), (23.52).") Prakticky tato loha znamena, jak vime, hledat pfiblizné feSeni
u,(x) ve tvaru

(23.54) ) = () +‘§lak ik

kde w(x) je funkce splitujici podminky (23.51), (23.52); ¢x) jsou funkce baze
v prostoru H,,, spliiujici homogenni okrajové podminky (23.25), (23.26), a kon-
stanly a,, & = 1,..., n, urdime z podminky, aby funkcional (23.53) byl pro tyto
konstanly miniméalni. V tomlo pfipadg, kdy je tfeba splnit jiZ dv€ okrajové podminky,
je hledani funkce w(x) zpravidla znacng obtiZn&jsi nez v obdobném pfipadé u rovnic
druhého Fadu?). Prolo v kap. 43 uvedeme jeité jinou metodu FeSeni problému (23.50)
a¥ (23.52) (,,metedu nejmensich &tverch na hranici*), kterd nevyZzaduje pfedbéZné
nalezeni funkce w(x) a kter4 ma i jiné piednosti.

1y Piesngji, v terminologii kap. 29 a 30, jde o funkee z prostoru Wi2NG), splitujlci podminky
(23.51), (23.52) ve smyslu stop.

2y Mimoto, nccheeme-li na funkce g,(s), #5(5) poloZit piili§ omezujici pledpoklady, které
by nedovolily uvaZovat dostatednd cobecné zatiZeni hranice nosné stény, nemusi funkce
we wy)(o), spliinjici podiminky (23.51), {23.52), vibec existovat. Srov. kap. 43,
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Kapitola 24

Operatory
matematické teorie pruZnosti

V télo kapitole se budeme zabjvat jen problémy linedrni matematické teorie pruz-
nosti, kde tedy vztah mezi soufadnicemi tenzoru napéti a deformace je dén zobec-
nénym Hookeovym zdkonem a kdc se uvaZuji jen tzv. malé deformace.

Uvedme v piehledu nékterd znam4 fakta této teorie.

Necht ¥leso G je omezenou (v obecném pfipadé vicendsobné souvislou) oblasti
s lipschitzovskou hranici v trojrozmérném prostoru E;. Oznaéme
(24.1) u = (uy, uy, #3)

vektor posunuti (jeho soufadnice jsou v obecném pfipadé funkcemi proménnych
Xy, Xz, X3 v G} a g sloZky tenzoru deformace, definované vztahy

ki,
(24.2) &= pro  i=1,23,
ax;
Ol a
= M, M e k=1,23i%k.
ox,  Ox;

Zicjmé je &5 = &; pro kazdou dvojici &isel 1 = i, k = 3.9
Slozky tenzoru napdti oznadme oy (o = 0,;).") Vztah mezi sloZkami tenzoru
deformace a tenzoru napéti je dan zebecnénym Hookeovym zdkonem

1y Misto oznadeni proménnych x,, x,, x5 se v aplikacich oviem asio pouZivd oznaleni x,
10 %2, X3
v, 7. Misto &1 1, £22. €33 £12 £13> £23 Pak zpravidla piSeme £, &y, £, Fxps Vxze ¥yes ¥ 10MLO piipadé
pak je

du Sy | ity
(24.3) By Mays oo g
éx oy éx
atd.
¥ literalufe je urditd nejednotnost v definici funkel ¢y, (f & &), resp. 7y --- - Néktefi autofi de-
finuji

1 fou; i (27 G 1 féu, = duy "
tg==|—+ — ; s — 4 =] ad. |.
T 2\ax,  éx; AN (PR

¥ tomto piipadg je oviem téeba zménil vhodnym zplisobem koeficienty v zobecnéném Hookeové
zdkoné (24.4). Zejména v pfipadg izotropniho télesa je tfeba druhou z rovnic (24.5) nahradit rov-
nici
o= 2uey pro i4 k.
2y Misto oznadeni @i, 633, Ga3, G12. F13. O3, 5¢ fasto poulivd oznaleni oy, 0y, 0., Tey

Toxer Tpr -
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(24.4) Oy = ay18;y + G12822 + @3833 + Ay48y2 + @ysEpa T disfaz

Ty3 = dg1B11 F deab22 + dg3E33 + Gsabra + destis + dasfass

kde a; = a;; (matice koeficientii zobecndného Hookeova zdkona je symetricka).!)

Poznamka 24.1. Koeficienty a, jsou v obecném piipad€ funkcemi proménnych
Xy, Xa, X3, tedy ay = ay(x). Je-li t8leso homogenni, jsou a,, v G konstantni.

Je-li t&leso izotropni, redukuji se rovnice (24.4} na rovnice

(24.5) o = AS + 2u8, i=1,23,

o4 = ey, LEk=1,23, i+k,
kde
3=z + £33 +£332)

al=0ap>0jsou tzv. Laméovy koeficienty. Je-li t€leso homogenni, jsou 4 a p
konstantni a nazyvaji se Laméovy konstanty. S modulem pruZnosti E a s Poissonovou
konstantou ¢ jsou A a p vaziny vztahy

fo o BE . B
T Ui -20 " 2A1+a)

V této kapitole viak nebudeme nikde potfebovat pfedpoklad izotropnosti nebo
homogennosti daného télesa.

1y Pii oznateni z predchdzejicich poznamek je
Oy = &y 18; T 2k - @y T ':-“14:"})'+ Ay 5¥yn 8 A6tz
atd,
Zobecnény Hookenv zikon Ize zapsat v kompaktngjiim tvaru takto:
3
T = L CoimEms =123, k=127,
im=
Cittm = Cimik = Ckilm *

Z této symetrie (ENZOTU ¢y PlYyNe mo¥nost zapisu (24.4) a maximdlni poéet 21 nezdvislych slo-
#ek tohoto tenzoru, co? oviem odpovida (vzhledem ke vztahu a; = ¢) maximalnimu podtu
nezévislych koeficientdl 2, v rovnicich (24.4).

2y V klasickém oznageni

O, = Me, + £, + ) + 2uey, T = py,

atd,
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Uva?ujme v oblasti G dva vektory posunuti u, v a necht e{u) jsou sloZky de-
formace p¥isluiné vektoru u, oy(v) slozky tenzoru napéti pfistuiné vektoru v, Tedy

duy
g,,(uw) = —L
”[ ) ax,
atd.,
av ov dv
t'511("") = 4y, 511(") + v+ @y Bas(V) = ay, —Lp L tae{—+ —3)
dx, dx;  Ox,
atd. Oznaéme
W(u, v) = ey (0) oy ((¥) + ... + &35(u) o25(v)],
podrobné
1 (du v il o
24.6 W, v)=={"2|a —‘+...+a,(——2-"-+-——3) + o+
adl (%) 2{6)(1[ " ax, "lox, ox,

duy Dy o, vy O,
Aoy i === | g =t ldgg | m— F—— :
0xy  dx, ox; dx;  0x,

Vzhledem k symetrii koeficientll a;, je zfejmée
(24.7) W(u, v) = Wiv, u).

Pifeme-li na pravé stran& v (24.6) viude u misto v, dostaneme funkei W(u, u),
kierou je v teorii pruZnosti zvykem oznadovat strudng W(u), tedy

W(u, u) = W(u),
a zapisovat zkracen€ ve tvaru

W(u) = %{sllgll ol 3230'23) &

Funkci W{u} nazyvame elastickfm potencidlem objemové jednotky. Elasticky
potencidl t&lesa G je pak dan integralem

J' W(a) dx .
c
Zejména v piipadé izotropniho télesa dostdvame podle (24.5)

(24.8) W(u) = 4{e,,(u) [ () + 2u ey ()] + ... + er5(u) peps(u)} =
= {2 9%(u) + 2u[ehi(u) + 3(w) + a(w)] +
+ ule(u) + els() + 33(W)]}
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Z teoric pruznosti je znamo, Ze W(u) je pozitivné definitni kvadraticka forma
v soufadnicich deformace g, tj. Ze lze najit takovou konstantu k > Q, Ze v G plati

L
(24.9) W) 2k & .
ik=1
[ V pEipadd izotropniho t¥lesa je tato okolnost ztejma piimo z (24.8): Je-1i p v oblasti G
konstantni, stai poloZit napf. k = 4y; je-li u(x) spojita (a kladnd) v G, stadi polozit
k = 1 min p(x).]
xel
Funkce W(u, v) 1 W(u) budou mit v nafich daliich ivahéach doleZity vyznam.
Oznatme dale

(24.10) f={fis1213)

vektor objemovych (,,vnitfnich*) sil v télese G. Integralem

(24.11) L W(u) dx ~ qu i

kde fu znaéi skalarni soutin vcktorii f a u, je v pfipadé homogennich okrajovych
podminck déna, jak znamo, celkovd potencidlni energie deformace daného télesa.

Je-li vektor f dén, spifiuji sloZky tenzorn napjatosti v G tzv. rovnice rovnovdity

a

(24.12) S 9y hg 52123,

k=1 dx,

Zapifeme-li tyto rovnice podrobng, pfi¢emZ &eny f; pfevedeme na pravé strany
rovnic a vzniklé rovnice nasobime &islem —1, dostaneme

ey (fm o o) g
ax, 0x, dx,

e %+%@+6023 :fz,
ox, dx, 0x4

_(g?—?{!__f_?&_'_%)_fs;

ax, dx, dxq

pfitom oviem miZeme psit ¢,, misto o,, atd.

Pravé strany rovnic (24.13) jsou soufadnice vektoru f, levé strany jsou tedy také
soufadnice urcitého vektoru, oznadme jej Av. Do rovnic (24.13) milZzeme totiZ
dosadit za gy, ze zobecnéného Hookeova zdkona (24.4), &imZ se [evé strany téchto
rovnic stanou urcitymi funkcemi slozek deformace g, funkce &, jsou podle (24.2)
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dany derivacemi funkce u, pfesngji feteno jejich soufadnic. 4 je tedy urdity diferen-
cidlni operator, zfejmé druhého Fadu, ktery aplikujeme na funkci u. Zejména v pii-
padé izotropniho télesa ma operdtor A pomérné jednoduchy tvar, jak lze snadnym
vypof&tem zjistit:

(24.14) Au = (1 + p)graddivu + uAu.

Rovnice (24.13) budeme v daliim textu télo kapitoly zapisovat struéné ve tvaru

(24.15) Au = f.

Operator A budeme nazyvat operdtorem 1eorie pruznosti. Uvidime, Ze tento operator
je pozitivng definitni na vhodné volenych linealech funkei, které spliiuji uréité okra-
jové podminky, a Ze zobecnéné feeni rovnice Au = f minimalizuje v odpovidajicich
prostorech funkcional (24.11) {,,princip minima potenciélni energie*).

Zarovefi s rovnici (24.15) uvaZujme (¥l druhy okrajovych pedminek:

1. Okrajovd podminka
(24.16) u=0nal.
Tato podminka je zfejm& ekvivalentni podminkim
(24.]_7) u; =0, w4, =0, uy;=0mnarml.

2. Okrajovd podminka
(24.18) t=0na I.
Pritom t = (14, 5, 13),

i, =iaikvk, i=1,23;
k=1

kde v, jsou, jako obvykle, smérové kosiny vnéjsi normaly a o, [podrobngji o,(u)]

jsou slozky tenzoru napéti, pfisluiné hledanému vektoru u. Podrobn&ji piseme t{u)
misto t.

3. Okrajové podminky
(24.19) u=0nal,,
(24;20) t =0 na I“Z "

kde I'y a I', ([ + [, = I) jsou (disjunktni) &asti hranice I' (nenulové miry), na néz
je hranice I" rozdéiena.
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Okrajovymi podminkami {24.16), resp. (24.18), resp. (24.19), (24.20} je pro
rovnici A4 = f dan tzv. proni, resp. druh]}'), resp. smiseny preblém matematické
leorie pruZnosti.

Oznadéme L,(G} Hilbertlv prostor se skalirnim soudinem

uv dx =f (#,0y + gty + uapy)dx,
G G

(2421) (W ooy =j

jehoZ prvky tvofi, jak vime (srov. pikl. 6.2 a 6.8, str. 70 a str, 74), vektory, jejichZ
soufadnice jsou v oblasti G integrovatelné s druhou mocninou. Oznalme dale M
lincal t&ch vektori z L,{G), jejichZ soufadnice jsou s parcidlnimi derivacemi do dru-
hého tadu véetng spojité v G. Nechf M, resp. M, resp. M, je lineal vektort z M,
splitujicich podminky (24.16), resp. (24.18), resp. (24.19),(24.20). Z pozn. 8.5, str. 107,
snadnou Gvahou plyne, Ze kaZdy z téchto linedll je husty v L,(G).

Ozna&me déile A, resp. A,, resp. A, diferencialni operator A, uvaZovany na
linedlu M,, resp. M,, resp. M,.

Nech{ v a v jsou dva libovolné vektory z M. Obvyklou aplikaci Greenovy véty
na skaldrni souin (Aw, v) ., ti. na integral

j vAudx,
¢

dostaneme znamou Beitiovu identitu

(24.22) e = 2J

G

Wi, v) dx — f v t{u)ds .

r
Patfi-li mimoto vektory u, v do M, resp. M, resp. M, spliiuji okrajové podminky
(24.16), resp. (24.18), resp. (24.19), (24.20), takZe integrél po hranici I' je roven nule.
Tedy pro vektory u, v z M, resp. z M,, resp. z M, plati

(24.23) (Au, )60 = 2[ W(u, v)dx .

Z této identity plyne ihned podle (24.7) symetricnost kaZdého z operdtorit Ay, A, A;
na pfisluiném linedlu M, resp. M, resp. M.

DokéZeme, Ze operdator A, je na linedlu M, pozitivné definitni.

Diilezitym krokem k tomu je tzv. Kornova nerovnost, kterou uvedeme bez dikazu:

(24.24) j f (Q’ﬁ")z dx < k'J. S i, vEM; .

o k=1 \0x, G k=1

1y Nézvoslovi v literatufe neni jednotné. Casto se prvnim problémem pruZnosti rozami pro-
blém charakierizovany podminkou (24.18).
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kde k, je kladna konstanta. Kornova nerovnost je zakladnim krokem i v dikazu
pozitivni definitnosti operatorti 4, a A;. Jeji diikaz je pomérné obtiZny a Ctenéfe
odkazujeme v tomto sméru na €lanek [16], resp. na Michlinovu monografii [30],
str. 191 aZ 202.

Z (24.23), (24.9) a (24.24) vyplyva

2 2k 3 fou\
(24.25)  (Au, )6 = 2j. W(u) dx = 2k Y ehdx 2 };-J‘ 3 (_*) dx
& frintl

g k=1 1 g nk=1 \dx,

Kazdy z vektorit v € M splfiuje podminku u = & na I', takZe tuto podminku splfiuji
i jeho soufadnice, tj. funkce u,, 4, a u [srov. (24.17)]. PouZijeme-li tedy na funkei u,
Friedrichsovy nerovnosti [!8.1), str. 196, dostaneme

% 8 2 ;] z
laa? < e | [(2) + () + (20) Jax
RAG: dx, 0xy
Obdobné nerovnosti plati pro funkce u, a u,. Z téchto nerovnosti a z (24.25) pak
plyne

k 3 T
(24.26) (Au, ),y 2 . (lea* + Jeel® + us]?) = €*|ulta
1-1
5
[l ,2"" .
k.c

&imZ je pozitivni definitnost operatoru A4; na linedlu M, dokézina. '
UvaZujme nyni operdtor 4, na linedlu M, vekiorii u, které spliiuji podminku
(24.27) tu)=0na I'.

Tato podminka odpovidda Neumannov& pedmince z kap. 22. Z teotie pruZnosti
je dobfe znamo (a pouZitim Gaussovy véty lze snadno ovéfit), fe v pfipadé okrajové
podminky (24.27) je k existenci fefeni tfeba, aby objemova sila f splfiovala urtité
podminky, charakterizujici statickou a momentovou rovnovahu télesa:

(24.28) dex=0, jrxfdx:ﬂ,
G G

kde r je radiusvektor bodu x. Mimotoe lze snadno ukézat, Ze operator A, neni na li-
nealu M, pozitivai: Ze vztahu (4,u, u),,, = O sice plyne podle (24.25) a (24.9)

(24.29) g, =0 proviechna 1 =i k=3,

odtud oviem neplyne, jak je znamo a jak vyplyvd z (24.3), u = 0. K tomu, aby vektor
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u byl vztahy (24.29) jednoznaén€ uréen jako nulovy vektor, stadi, predepieme-li
jeité podminky

(24.30) Iuwzo,
G

(24.31) frxudxro.
G

Nyni jiZ lze ofekavat, Ze dalif postup bude analogicky postupu v pfipadé Neuman-
nova problému z kap. 22: Ozname M, lineal téch vektorfi z lincalu M,, kterd
spliiuji podminky (24.30), (24.31), a 4, operitor teoric pruznosti uvaovany na li-
nedlu M,. Jak jsme jiZ pFedeslali, lze i v tomto piipadé dokazat Kornovu nerovnost,

L GITAG 2 s
(24.32) j ) ( ) dx £k, | Y ehdx, uel,
G

Lk 1 \dx, G k=t
{viz citovany &lének [16], resp. knihu [30]). Z (24.23), (24.9) a (24.32) pak vyplyva
pro ue i,

P 3 5 25 u it z
(24.33) (A.u, u)hm) =2| Wudx = 2k Y endx = k_f y ( .) dx
2JG k=l

G G Bk=1 ax,

ProtoZe délc vektory uw z lineilu A7, spliiuji podminku (24.30), plati toté pro
Jjejich soufadnice:

{24.34) j.u,dxz(), Juzdxzﬂ, Ju;dx—O.
G G G

ProtoZe plati prvai z rovnosti (24.34), plyne z Poincaréovy nerovnosti (18.50,)
str. 206,

2 a
(24.35) ||”1”2 = "SJ [((’h{l + é‘u,)2 + L ’ dx .
el \dx, dx, dx,4

Obdobna nerovnost plati pro w, a u;. Z téchto vztahii a z (24.33) pak pro kaidy
vektor u ¢ Af, plyne

i 2k
(2436) (A @huer 2 = (all + sl + ) = o
2-3
s
ole 2
kqey :

coZ znamend splnéni podminky pozitivni definitnosti operatoru 4, na linealu M,.
Lze ukazat, coZ zde jiZ nebudeme podrobné provadét, 7 i operator 4, je pozitivné
definitni na pidvodnim linedlu M,, pokud, jak jsme pfedpokladali, ma &ast I
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hranice I', na niZ je pfedepsana podminka & = 0, kladnou miru (neredukuje se
na bod apod.}.
V kaZdém z uvaZovanych tif pfipad@ minimalizuje zobecnéné fefeni u, funkcional

ZJ. W(u)dx — 2J fudx,
G G

ncbo, co? je totéZ, funkcional

J'G W) dx — qu dx

(,.princip minima potencidlni energie’), oviem na pfisluiném prostoru. Podminka
u = 0 je pro operator teorie prunosti, ktery je druhého fadu, stabilni, takZe funkce
z prostoru H ,, tuto podminku spliiuji (pfesnéji fefeno, ve smyslu stop, viz kap. 30).
Podminka t(u) = @ je nestabilni, funkce z prostoru Hg, tuto podminku v obecném
ptipadé nespliiuji; pfi volb& baze ncni nutno ke splaéni tcto podminky pfihliZet.
Je oviem tfeba dbat na to, e funkce z prostoru Hyz, jsou podrobeny podminkam
(24.30), (24.31). V pfipadé prostoru H 4, je splnna (ve smyslu stop) prvni z podminek
(24.19), (24.20). P¥i volbé baze v prostoru H 4, neni nutné piiblizet ke spnéni pod-
minky {24.20).

Poznamka 24.2. (Nehomogenni okrajové podminky.) Jsou-li misto homogennich
okrajovych podminek (24.16), resp. (24.18), resp. (24.19), (24.20) piedepsany pod-
minky

(24.37) u=g(S) na I,

resp.

{24.38) tu) = hS) na I,

resp.

{24.39) v =g(8) na Iy,
(24.40) t{u) = h(S) na I',,

hledame zobecnéné feleni daného problému jako funkei u(x), minimalizujici
funkciconal
(24.41) [ W(u) dx —J. fudx,

Ja G

resp.

(24.4) L W(u) dx — J' fudx - J.,- hu ds,
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resp.

(24.43) j W(u) dx _J fUER I hu ds,

na pfisludné 1¥id& funkci spliujicich dané stabilni okrajové podminky. Podrobnéji:
Funkcional (24.41) minimalizujeme na tEidé funkef spliujicich podminku (24.37),
funkcional (24.43) na tfidé funkei spliiujicich podminku (24.39). V piipad# funkcio-
nalu (24‘42) nemusi uvazované funkce spliiovat zadnou okrajovou podminku, je viak
tieba, aby spliiovaly pedminky (24.30), (24.31). Poznamenejme, Ze v pfipadé okrajové
podminky (24.38) je nutnou a postadujici podminkou k existenci fefeni splnénirovnic

(24.44) -l‘ fdx+f hdS =0,
g r

(24.45) J. rxfdx—{—J- rx hdsS =20
G r

(silova, resp. momentovd podminka rovnovahy). N&které avahy tykajici se numeric-
kych vypolld v problémech trojdimenzionilni matematické teorie pruZnosti lzc
najit napt. v [28], str. 390.

Poznimka 24.3. Ctenife upozoriiujeme na tomto misté na sérii velmi zajimavych
&lankn 1. Hlavagka v éasopisu Aplikace matematiky (viz zejména &lanky { (2], [13]),
které pojednévaji o fad€ variaénich principt (klasickych i velmi modernich) v mate-
matické teorii pruZnosti.

Kapitola 25

Volba baze
pro parcialni diferencidlni rovnice s okrajovymi podminkami

Obeené zésady pro volbu baze pti pouZiti Ritzovy metody (a nejen této metody)
Jsme podrobné diskutovali v kap. 20. V této kapitole pfipomeneme nékteré z uvede-
nych vysledki a vyvodime z nich dal3i praktické zavéry. Pfitom se zamé&time zejména
na parciélni diferencialni operatory druhého a &ivriého Fadu ve dvou proménnych.
Pokud se tyka operdtord druhého Fadu, piijde tedy o operatory tvaru

2 4 =
J }

Au=—Y Zla;, =Y+ cu,
ig=1 0x; x;

J.
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resp. pouzijeme-li pro proménné oznafeni x, y misto x, X,, tvaru
d du du d du ou

{25.1) A= — —la,—+a,— | — — a2 — + @22 —} + cu,
ox dx dy ay é oy

kde (viz kap. 22) koeficienty a;{x, y) = a;{x. y) jsou vetn& parcialnich derivaci
prvniho tadu spojité v G, c(x, ¥) = 0 je funkce spojitd v G a je splnéna podminka
(22.8) stejnomérné eliptignosti (viz str. 267)

2
(25.2) 'Z_lajj(x, V&g 2 ple + &), p>0.

Z operatort &tvrtého Tadu si viimneme zejména biharmonického operatoru.
V kap. 20 jsme upozornili na systém jednoduchych funkei
(25,3) Laits X2, XY, ¥y e

O tomto systému vime jiz z kap. 5, Ze je aplny v L,(G). Poznamenali jsme, Ze jde-li
napf. o problém

(25.4) —Au=fv G,
(25.5) u=0nalrml,
pak Ze Ize ukézat, Ze funkce
(25.6) g X4, Y9, X°g, X34, VG, -+ »
¥
.
7
o X
7
1 |

F 29___.___|

Obr. 14.

kde g(x, ¥) je dostatetnt hladka funkce, kladn4 v oblasti G *) a rovna nule na jeji
hranici, tvoF bazi v ptislu§ném prostoru H,. Je-li napf. G &tverec s kruhovym
otvorem, nakresleny na obr. 14, stadi za funkci g(x, y) zvolit funkci

(25) (@ - 2 (a* = D) + 5 = B,

ktera ma zfejmé viechny poZadované vlastnosti.?)

1) Mime stdle na mysli omezené oblasii s , lipschitzovskou'* hranici.
%) vsimnéme si, Ze funkce (25.7) m4 v roving xy derivace viech fadi, pFestoZe hranice oblasti
@ neni hladka (mé &tyii vdhlové body).
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Také v piipadé, Ze misto problému (25.4), (25.5) je dan problém Au = f v G,
u = 0 na I', kde A je operator (25.1), tvofi systém (25.6) v pFislu$ném prostoru H,
bazi,

Uvedli jsme, Ze obdobnou vlastnost m& v odpovidajicim prostoru H, systém
funkci '

(25.8) g% xg, yg*, x*g*, xya®, y'g’, ...,
jde-li o problém
A*u =f v G b
pu
u=20, il WS
dv
V pfipadé problému
(25.9) Au=fvG,
{25.10) u=0narl,
{25.11) L
) v
3%y
25.12 2 —0nar,,
@s12) 2 z

kde G je pulkruh nakresleny na obr. 15 a I'y je horni palkruZnice, je moZno za bazi
v odpovidajicim prostoru H, zvolit systém funkei (25.3), nasobenych funkei

g(x, y) = y(R* — x* — y*)*.

I
G R
o x
Qbr. 15.

Tato funkce zaruduje splnéni podminek (25.10) a {25.11); podminka (25.12) je ne-
stabilni, neni tedy tieba piihliZet p¥i volbé bazc k tomu, je-li splnéna nebo nikoli.

Systémy typu (25.6), (25.8) maji tu vyhodu, Ze jsou pomé&rné jednoduché a Ze jimi
lze zachytit okrajové podminky i1 v pfipad€ ,,nepiijemnych* vicenisobné souvislych
oblasti, napf. oblasti typu znazornéného na obr. 14. Mimoto, jak jsme fekli, tvoii
v H bazi, takZe spliiuji poZadavky a), b) formulované v ivodu kap. 20. Nevyhodou
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téchto systémi je mald ,,ortogondlnost™ jejich &lenit v prostoru H ,; a z toho plynouci
fpatna numerick stabilita [viz poZadavky c) a d) formulované na str. 236]. Tato
nepfizniva vlastnost zpiisobuje, Ze rovnice Ritzovy soustavy jsou ,,1éméi** linedrné
zévislé, a vyZaduje velkou plesnest jak pfi vypoétu koeficientin Ritzovy soustavy,
tak pii jejim feSeni. Také splnéni poZadavku e), tj. vztahu Au, — f pro n —
(str. 237), nelze v obecném pfipad€ zarulit. Proto dévdme v pfipad€ specialnich
oblasti pfednost systému vlastnich funkci pfislu§ného homogenniho problému,
resp. systému vlastnich funkci né&kterého jednoduchého shodného piibuzného
operatoru {str. 245). Poznamenejme, Ze zde zejména Casto pouZivdme shodnosti
a piibuznosti samoadjungavaného roziiteni operdtori —Au a operdtoru (25.1),
pozitivné definitnich na piislusnych lincalech.')

Obdobného postupu lze pouZit 1 v pfipad€ operatori vyiSich fadi.

Pro Laplaceliy operdtor —A a cokrajovou pedminku 4 = 0 na I' 1ze pro nékteré
jednoduché oblasti snadno napsat Oplny systém vlastnich funkei, ortonormalni
v piisluiném prostoru H_, a tim podle pfedchazejiciho textu ziskat bizi v prostoru
H ,, odpovidajicim operétoru (25.1) a okrajové podmince # = 0 na I'. Je-li oblast
G kruh K se stfedem v podétku a s polom&rem R, tvofi takovy systém funkce

COs ma ,

(25.13) s 0) = can L) -

sin wig ,
m=20,1,2,...,n=012,.., kde J_jsou Besselovy funkce indexu ma y,, jsou
kladné kofeny rovaice J(yR) = 0; c,, jsou takové kocficienty, aby systdm (25.13)
byl ortonormalni v H_ 4, tj. aby bylo (¢ @pa)-a = 1.

Je-li G obdélnik 0 = x < a,0 = vy £ b, tvofi takovy systém funkce

(25'14) g.om,,(x_. }") = 2 sin THILK, <. Pt

; m?r  n? a b
T \;'(ab) ('ﬂz o+ E)l)

El

m,on=12 ...

Nez pfikro€ime ke studiv dalich systémi, vhodnych i pro nékteré jiné okrajové
podminky, uvedme jedté tuto poznamku:

Poznamka 25.1. Casto se podati najit jednoduché a dostateéng hladké zobrazeni
oblasti G na kruh K, pfitemZ operator (25.1), pozitivng definitni na linedlu dostatefné
hladkych funkci v G, rovnych nule na I, ptejde v elipticky operdtor A’ s obdobnymi
vlastnostmi na kruhu K. Pak Ize ve shodg s predchazejicim textem pro feSeni takto

1y Jde-li o Neumannovy okrajové podminky a pfipad, kdy v (25.1) je c{x) = 0v G, jsou, jak
vime, operdtory — Aw a (25.1) pozitivné definitivni na linedlu funkei nejen dostateéné hladkych
a spliujicich Neumannovy okrajové podminky, ale spliujicich i podminku [ # dx = 0,
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transformovaného problému pouzit systému (25.13). Typickym piikladem toho
je tento problém:

(25.15) ~Au=fvE,
(25.16) #=0nal,

kde E je elipsa s poloosami a, resp. b v ose x, resp. y. Transformaci soutadnic
a
{25A|7} X =x, ¥w= E};

prejde problém (25.15), (25.16) v problém

2 2 Az
o u a® o*u
2—+—?—-—:fna K
ax’ b* gyt

(25.18)

(25.19) u=0mnal",

kde K je kruh se stfedem v podatku a polomérem & a I jeho hranice. Samoadjun-
govana roziifeni operatorli —A a operatoru vyskytujiciho se na levé strané rovnice
(25.18) jsou pfi dané okrajové podmince shodné ptfbuzné operdtory, takZe pro feSeni
problému (25.18), (25.19) Ritzovou metodou lze pouZit systému (25.13), v némz
piteme x', ¥ misto x, ¥ a ktery zarutuje splnéni viech poZadavki a} az ¢) formulo-
vanych v kap. 20. Lze oviem postupovat i tak, Ze se vratime k piivodnim proménnym
a problém (25.15), (25.16) fedime na elipse E, pficemZ pouzijeme systému (25.13),
napsaného piivodng pro soufadnice x', y* a transformovaného zpéi do soufadnic
x, y podle rovnic (25.17). )

Radu obdobnych obratd najde &tendf napf. v knize [29], str. 179 a dale. Je viak
ticha poznamenat, Je jiz sAm systém (25.13) je vzhledem k pfitomnosti Besselovych
funkci pongkud sloZitéj§i a stanc se oviem jeSté sloZit€jdim, pouZijeme-li napf.
transformace, o niz jsme se pravé zminili. PfestoZe tedy méame v uvaZovanych pii-
padech zatu&eno pii poufiti Ritzovy metody, Ze budou splnény viechny podminky
a) aZ e) z kap. 20, davame Zasio pfednost ,,méné stabilnim* systém@m typu (25.6),
(25.8), i kdy? vyZaduji provedeni pfistudnjch numerickych vypotti s daleko vEtsi
plesnosti.

Cast&jsi a jednodussi byvaji transformace systému (25.14). Uvedeme jednoduchy
ptiklad {viz [4], str. 209):

Reime problém
(25.20) —Au=fvG,

(25.2].] u=0narl,
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kde G je kosodélnik znazorn&ny na obr. 16. Provedme transformaci soufadnic
{25.22) X=x—-"y, Y=y,

kterou kosoétverec G piejde v obdélnik @ = (0, a) x (0, b) s hranici I”. Rovnice
{25.20) picjde transformaci (25.22} v rovnici

(25.23)

- a

2

( kz) u Fu 2k u
—r AT + AT L e YV

ox ay't b ax' oy

JiejiZ leva strana opét pfedstavuje pozitivné definitni operator, tentokrat na mnoZing
funkei dostateéné hiadkych v @ a splfiujicich podminku ¥ = 0 na I,

¥ Dik.bl  Closkbl b4

b ¢

X

— o) &

Obr. 16. Obr. 17.

Bie,0]

Obdaobnou tvahou jako v pfedchazejicim textu dojdeme k zavéru, Ze pfi pouZiti
Ritzovy metody k feSeni rovnice (25.23} s podminkou #4 = (0 na I'" zaru€uje splnéni
podminek a) aZ e) z kap. 20 volba baze

[

J(2524) {pnm(x!‘ y’] = Coun Sin m Sil’l % El
[

kde ¢, jsou konstanty ze systému (25.14). Misto toho, abychom Fesili transformo-
vany problém s bazi (25.24}, miizeme oviem fesit piivodni problém s bazi

mn (x = i—(y)
{25.25) Bl X1 V) = Epy I e > L sin ? -
a

ProtoZe obdélnik a obrazce, které lze jednoduchymi transformacemi [typu (25.22)
apod.] snadne na obdélnik ptevést, jsou v technickych aplikacich nejastjii, uvedeme
aspofl pro pfipady nejjednodusiich okrajovych podminck pfiklady vhodnych bazi
pro operatory druhého a &tvrtého fidu na obdélniku.

Veolba bdze pro operdiery druhéhoe fadu (str. 299 a 300) na ebdélniku G =
= {0, a} x (0, b), obr. 17.

T ——
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a) Okrajovd podminka

. mnXx
25.2 =— n
(25.26) - R 5 .
(? Ty

b) Okrajovd podminka

resp.

du Su s
(a;, vy + @24v2) — + (@12¥y + ¥y} —=0ma I,
ax dy
kde v, v; jsou smérové kosiny vn&si normaly:

(2527) Q= —F—"——7€O0S Lo COSv-g-X , myn=0,1,2 ...

V pripadé, Ze v (25.1) je e(x) = 0, vynechdvime v systému (25.27) prvni {konstantni)
¢len, odpovidajici hodnotam m = 0, n = 0.
c) Okrajové podminky

u=0 prox=0,x=a (na bo&nych stranich obdélnika),

resp.

du Ou :
(aiz"'l + ﬂ'il"i)T + (912"'1 + azzvz) — =0 pro ¥ = 0, y= b:
ax dy

8, Ty
(25.28) @ = —————sin 2% o5 I

m? h n* a b
a* b?

1y Multiplikativai konstanty nezavislé na m a n, napi. &islo zf[n\/(ab]] v {25.14) lze pii volbé
bizovych funkei vynechat. V nékterych piipadech (pouZijeme-li k feteni Rilzovy soustavy elimi-
naénf metody a pou¥ijeme-li programovini s pohyblivou desetinnou éarkouw, resp. uvazujeme-li
jen ,,maly** potet dlend systému) Ize vypechat i multiplikativni konstanty zivislé na m a n, tj.
poloZit je rovny jednitee. Viz str. 247,

e e Deaasitl =005 o
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Volba bdze pro bikarmonicky operdtor na obdélniku G = (—a,a) x (—b, b),
obr. 18.

V obecném p¥ipadé (pokud nepouZivame specidlnich postupd, srov. pozn. pod &a-
rou na str. 305), je tfeba uvedené funkce normovat, tj. nasobit je konstantami c,,,, kde

N R

¥

2b

Obr, 18.

nebo aspoil takovymi konstantami, aby byla zachovina , . fidova* zivislost na m a n,
srov. str. 246, napf. konstantami

d) Okrajové pedminky

(25.29) Prmzy = [ m:x - (—1)"] [cos S e e 1)"]

Pom—1,20 = (s1n-~-~sm,1)|: o s 1)..]
e s e
)

(p;mil,z"_lz(sm——«-smi ( ),

»n=172 ., kde 4 je takovy kofen rovnice tg 4, = 4, pro ktery plati

2k — 1
x<2.,‘<2k+11t
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Je

Ay = 44932,

Ay = 77252,

Ay = 10903 5
atd.

¢) Okrajové podminky
z
u=20, 3_ =0nao:
av?

(2m — l]r:x i (2n — i)ny’

25.30 P
( ) Pom—1.2n-1 2a 25
. mmX (2n — ) my
heq = Sil—— €O§ et |
Prm,2n-1 5 b
Vi forps I B o BT
’ 2a
mnx . Ry
Parman = sin — sin — 3

a
m,on=12,....

[V ptipadé ¢} je oviem vhodn¥jsi uvaZovat dany problém na obdélniku (0, a) x
x {0, b} a pouZit systému
sin T gin 7Y
a
Py = ——————

»
m?® + n?

m,n = 1,2,....]

Ptiklady nikterych dalsich specidlnich bdzi najde &tenaf v [4], a zejména v [29],
kde jsou uvedeny i p¥iklady n&kterych vhodnych bazi v trojrozmérném prostoru
(koule, vilec, sfericky kuZel apod.). Viz také kap. 42, str. 531 (metoda koneénjch
prvkil).
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Kapitola 26

Numerické piiklady:
Parcialni diferencialni rovnice

V této kapitole ukadieme nejprve numerické feSeni Dirichletova problému pro
rovnici druhého Fadu s nekonstantnimi koeficienty Ritzovou metodou a uvedeme
fefeni nékterych modifikaci tohoto problému (ptipad konstantnich koeficienti,
Neumanniiv problém, smiSeny problém). V druhé Easti kapitoly provedeme — rovnéZ
Ritzovou metodou — numericky vypoet pro pfipad biharmonického operatoru
s Dirichletovymi okrajovymi podminkami na dvojnascbn¥ souvislé oblasti, Upo-
zornime na fyzikalni, resp. technickou interpretaci uvedenych problémf a zminime
se o jejich feSeni Galerkinovou metedon. ¥V zvéru kapitoly ukdZeme na jednoduchém

pfikladg, jak odhadnout chybu p¥ibliZného Fe¥eni.

Priklad 26.1, Na kosodélniku K, s hranici I', znazornéném na obr. 16, str, 304,
fekme Ritzovou metodou problém

Jzu fﬂzu
26.1 Au = —(4 : —
( ) ( r?)c2 6y =7
(26.2) u=0nal.

(Prithyb kosodélnikové membrdny proménné tloustky, upevnéné na hranici a za-
ifzené vertikdInim zatiZenim, jehoZ velikost roste s kvadrdtem jedné soufadnice;
staciondrni vedeni tepla v nekonecném hranolu kosodélnikového prifezu, s pro-
ménnou vodivost, vnitfrimi zdrofi tepla a nulevou teplotou na povrchu apod.)

Nejprve snadno dokaZeme pozitivni definitnost operitoru 4 na linealu M funkeci
dvakrat spojité diferencovatelnych v K, rovnych nule na I'. ( Viz také kap. 22, str. 271.)
Ptedn& obvyklym pouZitim Greenovy véty dostaneme pro kaZzdou dvojici u e M,

veM
& a2
(26.3) (u, v}y = (Au, v) —J-.I‘ |:(4+y)v§:+va—t]dxdy=
(4 + )Q@Jra”a“ dx dy
% dx dx  aydy

odkud plyne symetri¢nost operatoru 4 na M, Dile je podle (26.3)

(26.4) (u, ), = (Au, u) = HK [(4 + ) (2—)‘:)2 + (i;) :Idx dy =
SAGRG)

Il
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odkud napt. podle nerovnosti (18.46), str. 205, jiZ snadno vyplyva pozitivni definitnost
uvaZovaného operatoru na M.

Pro fefeni Ritzovou metodou zvolme prvni &étyfi Cleny baze (25.25), str. 304
(miZeme poloZit ¢, = 1, srov. pozn. pod &arou ra str. 305), tedy funkce

(26.5) @1 = ol W) ERL,
a
@12 = 51 jf_(x - hy) sin h"l' s
" b
Gy = at = Ml gy
3 b

P22

kde h = kfb. Hledame-li ptiblizné feSeni ve tvaru
2
{26.6) Uy = Z a @i,
=1
bude Ritzova soustava rovnic pro neznamé konstanty a,; tvaru
(267) E ((P(J! Pun)a @ (goij}f) L] 'Esj = I-s 2 E

kde f(x, y) = y*. Ale podle (26.3) je

;
(268) ((DU’ (Pmn).{ — J’j [(4 + )(ﬁou a‘;ﬂmu a(pu Ommn:i dx dy =

dx dy dy
j (4+J’) ( «-hv) ’ﬂ.m—ncosimn(x_hy)sinn—wdxdy?r
b a a b

F j oL €os _m(_x—- hy) sin?% 4+ 2% sin _irt(x _—h—y—) cos iny )
K a a b b a b

h — i
: |:— T cos TTE(x _h_y) sin =% + 2 gin m:rt( hy) dxdy.
a a b a b

Zavedenim novych proménnych

(269) T =X e hy,
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(s Jacobiovym determinantem zfejm& rovnym jedné) pfevedeme vypodet integrald
(26.8) pFes kosodélnik X na vypodet integralt pfes obdélnik

(26.10) - 0=(0,a) x (0,8),

'Elm

26.11 . 4= Cos—cos~«~—- + y)sin=—sin — dzdy +
(26.11) (@150 P J'J' At 9) ’by w7 dzd

vntim COS§ — Jry J"dzd +
b b

wiin

. imz , muz in nm
sm—sm—-—-—cosj—ycosTydz dy —

[}

[H]
hn b cos 222 sin 72 gjn I o5 Y gz dy —
oda a b b

i j . Hhm
hi&n sin 102 05 P22 o5 4 sin LiiiZ dzdy.
ab Jolo a a b

Pouzitim substituce (26.9) dostaneme dale
“ . imz . jmy
26.12 ., fl = sin — sin ——dz dy .
(26.12) %) jjf azd
9Jo a b
K vygislen integrali v (26.11), (26‘12) uvazime (Viz [35], str. 482, 439 a 437), Ze

, Jelli i=m,

d

T 2 - 1 =

(26.13) sin i sin Iz dz = cos L cos fike dz = 2
o a a o a a o

jeli idm,
a 2i N .
iy ] e 20 je-li 1 — mliché,
inz mnz 2
J sin — cos ——dz =4 T ! L
a a — .
9 0, je-li i — msudé;

obdobné vztahy plati pro integraly vzhledem k proménné y, piSeme-li v nich oviem b
misto a; dale je {substituci ny{b = 1)

(26.14) f(4 + y)sin 22 "’;-3- dy =

2 (4+ n) [606() = #)E—eos(ft n)i]dE=

n g
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2 2 2 4 P 2
25.,.?.._-_'!1_ cos2jt+tsm2jt =2b+b—, g
4 2n?]| 4 2 4

b_z[cos(j—n)t+tsin(j—n)r_cos(j—l—n)r__fsin(j+n)t i
2r (f—n)? j—n (j + ny? j+n o
__lji[(“i)f'"— L, =i

2n2] (j — n)? (j+np?

b : 2 ;1B 2 3 ;b
w535 [ wten a2 | [ o 20 Y Y] =
o b jin? b 1o jn j'n? b o
2] Ji+1 b3 2b3 _
0 e PR ) B
jn jr

} jeli j+n,

Dosadime-li z (26.11) aZ (26.15) do (26.7), dostaneme soustavu

n? a B? nt /b a n* a b? 2
26.16 —.—(2b+—-+——+-)|ay+—=.—— -2+ =a;, +
( ) I:a2 2( 4) 4 ( a b):| a2 ?tz( 9) -

2r*h f4a 26 2a 4b 2a (b 4p°
+0.ay, + — — +—.—Jap=—.—— :
ab \3r 3n 3% 3=n moA\T n°

bz 2 n? b2 nt fbh:  4da
=24+ —Jay + 2b + - +——+ —\la;; —
" op? 9 a2 4 4\ a b
2 3
_ u_h (4_a 4b 44, 2a 2b 2a b

gay + 0.8, = — — . —
ab )Zl _ 2 n 2n

2 2 2
. O P PR TR
ab 3n 3 3m 371; at 2 4

H
o

=1
1
N\a

3n 3n 3n 3n

2 2 z
-+ "'1'."1{?'-2 26 +.l:)“ "F“TE bh +a ;5 = 0.
a* 2 4 a b

Numericky vypocet provedme pro kosodélnik nakresleny na obr. 19, Tedy do
(26.16) dosadime

(26.17) a=n, b=r, k=mn
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a dostaneme tuto soustavu pro neznamé a,, f, j = 1, 2: ' Poznimka 26.1. Vypodet v pfedchizejicim pEikladé je ponékud zdlouhavEjsi proto,
Ze uvaZovany obor je kosodélnik a koeficienty rovnice (26.1) i jeji prava strana jsou
(26.18) proménné. V pripadg, Ze oblast G je obdélnik @ = (0, a) x (0, b)a Ze misto problému
2 3 4 32 26.1), (26.2) je dan problém
(Eii * n_)a” "';am *+ 0.ay + i az, = 2n* — 4) BalEeR)
2 8 (26.21) —Au=1v 0,
4 9 n? 32
““935“11"'(%"‘;)“12_ §a21+ 0.4y = —x*, (26.22) u=0narl,
3 MrE 3 16 - je vypolet velmi jednoduchy: Soustava funkci (26.5) bude
0 agy — ;aIZ +(—"I—+')a21 =¥ *ﬂa;gz:()s
£ y’
26.23 = §in = sm —
32 16 , (a23) £l a b
;a“+ 0.a,, — ?ﬂa2,+ 6n +? az, =10,

. mx ., 2wy
@z = Sin—sin /- ,
; a

tj. soustavi

Inx ny

18,680 2a,, — 1,396 3a,, + O.a,, + 3,5556a,, = 11,7392, Py = sm-? b]n;

— 1,396 3a,, + 26,082 4a,, — 3,555 6a,, + O.a,, = —9,8696, S
@37 = 51N — 8i =

0.2y, — 3,5556a,, + 67,318 6a,, — 5,5850a,, = O, a b

3,555 6a,; + O0.a,, — 55850a,, + 74,720 80,, = 0. V tomto pripadé dostaneme
5, 3 J d i
ReSenf t€to sousiavy je (26.24) (Pijs Prna = J‘J’ (f Pty CPrn in” J‘%’l’.‘) dxdy =
dx dy dy

(20.19) @y, = 0608, @y, = —0,349, a4, = —0021, a,; = —0,03L. T T T T
= — . ~—— CO8 — S§IN—= CO8 —— s1n —— +
odJala a a b a b

i 2 : b sin il cOs il sin fi it cos L dxdy =
b5 b a b a b

4 Ofx,x)  Ci2n x)

G

=——(a’? + b*?), jeli m=ian=j,
4 a* B2 ( S ) } j

0= 400/ Bin,0/ x {ﬂzﬂb e n
- dab

Obr. 19. e
0 v ostatnich piipadech.

Regeni problému (26.1), (26.2) na kosodélniku z obr. 19 je tedy dano pfiblizn&

Dale je
vyrazem . P,
; ; ; . N T — - delli 13 jliché,

(26.20) uzz(x) = 0,608 sin (x — y)siny — 0,349 sin{x — y}sin2y — (26.25} (@i 1) :J j sin —— sin _.f dxdy =TV
oJo a ) ' ; g
— 0,021 sin 2(x — y)sin y — 0,031 sin 2(x — y)sin 2y . 0 v ostatnich ptipadech.
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Ritzova soustava rovnic tedy v tomto piipadé bude

n*(a? + b?) _ 4ab
(26.26} —‘-1;;“_ dyy n
n*{4a® + b?) -0
o I
22 2
wie? +4b7) =0
dab
22 2
n*(a® + b%) ays= 0
ab
odkud
16ab?
'(26.2?} all:ﬁmvfﬁj, az=0, 321_-:0, (1},2203
a
272
(26.28) g sy iy B B

D

Viz také vzorec (] 2.29), str. 161. Z uvedeného vypoltu i z citovaného vzorce vyplyva,

Ye v nadem ptipad& vede volba soustavy funkci (26.23) k témuZ vysledku jako volba
jen jedné z téchto funkei, a to prvni. (Symetrie problému vzhledem ke stfedu obdéinika
jsme mohli vyuZit jiZ pfi volb& bazovych funkci, ¢imz by odpadl zbyteény vypolet
koeficientdi @, 5, @;,, 4,2.) V piipadé, Ze bychom misto systému (26.23) zvolili systém

(26.29) py; = sin ﬁsinﬂ‘b—}f, b= 152,3
Ff)

{a popf. pouZili pravé zmin&né symetrie), dostali bychom podle (26.24), (26.25)
snadnym vypoltem

16a*b® 1 . WX . Ty 1 . mx . 3my
30 = — sin—sin— + ——————sin—sin — +
@630) wal)==5 LZ +6 a b 39+ b) a b
: ny i . 3mx . dny
e SIS =i e i i =]
3(a® + 9b%) a b 8l{a* + b%) a b

Specialng, volime-li @ = b = = jako v pfedchéazejicim piikladg, dostaneme

; ; 1, ;
(26.31) ya(x) = %(sm xsin y + Esm x sin 3y +

{ . 1 . ,
+ —sin3xsiny + —sin 3xsin 3y .
5 ¥ 81
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Poznamka 26.2. (Neumannitv problém.) Je-li dan na obdélniku O = (0, a) x (0, b)
pro rovnici (26.21) Neumanniiv problém, tedy problém

(26.32) —Au=1v o0,
(26.33) W ons T,
dv

snadno zjistime, Ze tento problém nem4 feleni: Neni totiZ splnéna podminka

(26.34) Hg fx y)dpdx =0,

[viz (22.43), str. 273], nebot v nafem piipad® je [[o f(x, y) dx dy = ab > 0.
Jei dan problém

(26.35) _Au=fvoO,
(26.36) ol Onalrl,
dv

kde funkee f e L,(0) spifiuje podminku (26.34), pak, jak vime z kap. 22, ma tento
probiém pravé jedno zobecné&né feSeni u(x, ¥), spliiujici podminku

(26.37) J J. . u(x, ) dxdy = 0.

Predpokladejme tedy, Ze podminka (26.34) je spin&na, a podle (25.27) [viimnéme
si ptitom, Ze v (25.1) je c(x,y) =0, tak¥e vynechiviame pfipad m =0, n = (;
dale pokladime c,, = 1] zvolme prvnich patnict bazovych funkci

(2638)  @ifx, ¥) = cos = cos? . bi=0,1,23 (i) +(0,0).
a

Pro koeficienty a;; piibliZného feleni

(26.39) i a3 Pii(%, ¥)

(i .)%(0,0)

dostaneme obdobnym postupem jako v (26.24) a (26.26) soustavu rovnic

QiR b2 +2 a ~b . .
(26.40) L(?—J—i—’) ag; = f(x, ¥) cos T cos ™ dx dy pro i,j=1,2,3
4ab sy a b
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a
ntaj? a mb jry . 3
(26.41) ——ay =.[ If(x, y)oos—=dxdy pro i=0,j=1, 2.3
2b s b

2p:2 a pb =
(2642) T i a;j~j J‘f(x,y)cosfﬁdxdy pro j=0,i=1,23.
2a Pl 7 a

(Z uvedenych vzored je zfejmé, Ze zde neni tfeba se omezovat jen na uvaZované
hodnoty indexfl, ale ¥e tyto rovnice plati i pro daléi hodnoty ptirozenych &isel i, j.)
Je-li napf.

(26.43) f(x, y) = cos i :

a

co? je funkce vyhovujici zfejmé podmince (26.34), dostaneme
— - - @pro i=1,j=0,
J(x, ¥) cos — cos ™ dx dy = 2
0Jo ] b

0 v ostatnich pfipadech .

Jediny nenulovy koeficient @, bude v tomto piipad€ urfen rovnici [viz (26.42)]

nh, _ab
2 10 2 E
odkud
2
(26.44) u(x) = Ei cos X
n a

coZ je pro pravou stranu (26.43) klasické fefeni problému (26.35), (26.36).
Na obdélniku O = (0, a) x (0, b) uvaZujme je3té smifeny problém

(26.45) —Au=f v O,
(26.46) u=0 pro x=0, x=a,
(26.47) W _ 0 opa y=0, 3 =b

dv

Podle kap. 22 ma tento problém pravé jedno zobeenéné feseni, bez zietele na to,
splituje-li funkce f € L,(0) podminku (26.34) nebo nikoli. Zvolime-li podle (25.28)
bazové funkce (klademe ¢, = 1)

@i %, ¥) = sinﬁcosﬁg-, =123 1.=10,12,3,
a
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dostaneme pro koeficienty a;; pfibliZného feSeni

]

3
(26-48) Z:Oaij "P;j(x, )’)
P

i

n

1

obdobnym zpisobem jako v pfedchizejicim piipadé soustavu rovnic

27252 2:2 a b : i
(26.49) e + 8 = [ [ 1 9y sin ZEcos W dxdy, 1,5 =1,2,3,
4ab 0Jo o b

2.2 a b i
n?bi au=j Jf(x,y)s;in_l_’tfdxd}:, i=1,23, j=0,
oJdo a

26.50
(26.50) 5,

1 v tomto piipadé je z uvedenych rovnic patrno, Ze neni ticba omezovat sc jen na uva-
Fované hodnoty index1 i, j.

Piiklad 26.2. UvaZujme problém

(26.51) Au=f v G,

(26.52) u=0 na I,
7

(26.53) M0 na I
av

na dvojnasobnd souvislé ablasti G s lipschitzovskou hranici (obr. 20); vertikdlné
zatifend deska s otvorem, na hranici vetknuid).

Podle kap. 23 (str. 286) je biharmonicky operior, uvaZovany na linealu funkei
spojitych s parcialnimi derivacemi do &tvrtého fadu véetné v G a spliinjicich pod-
minky (26.52), (26.53), pozitivnd definitni. Zobecngné feSeni problému (26.51) aZ
(26.53) minimalizuje funkcional

A2\ 2 a2, 32 2,02
o= 46 <6 o
clL\dx ox 8y dy i

v prostoru H 4, jehoZ prvky splijuji — v urCitém zobecn€ném smyslu, v tzv. smyslu
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stop, viz kap. 30 — podminky (26.52), (26.53). Numericky vypotet provedme Ritzo-
vou metodou [k téZe soustavé rovnic (26.60) vede i metoda Galerkinova] pro problém
(26.51) a% (26.53) na mezikruZi G se stfedem v po¢atku soufadnic a s vnitfnim,
resp. vn&j¥im polomérem R, = 1, resp. R, = 2 (obr. 21), pro pfipad f{x, y) = 1 v G.

Obr. 21.

Zvolme prvnich Zest tlenf baze (25.8),

(26.54) g% x,¥), xg*(x.y), va*(x.y), X79*(x. ¥}, xyg*(xy), ¥Yg*x. ),
kde
(26.55) gl y) = (x> + y* = 1) (4 — x* = ¥¥),

takZe vzhledem k tomu, Ze funkce g(x, y) se vyskytuje v (26.54) v druhé mocning,
bude kazda linedrni kombinace funkci (26.54) spliiovat ob& podminky (26.52),
(26.53).

ProtoZe oblast G, operator A? i funkce f jsou symetrické vzhledem k obéma
osam soufadnic, stadi v (26.54) uvaZovat (viz pozn. 13.7, str. 169} jen Eleny se sudymi
mocninami x a y. Yzhledem k symetrii problému podle po¢atku soufadnic stali
dokonce psit Ritzovu aproximaci ug(x, y) ve tvaru

(26.56) ug = g%(x, y) [a1 + a:(x* + ¥7)],

resp., peuZijeme-li polarnich soufadnic r a ¥, ve tvaru

(26.57) g = a; 93(r, ¥) + a5 s, ¥),
kde
(26.58) o1 = g% = (P — 12 (4 — PP,

(26:59) pr = (2 + ¥ g% = P71 (4~ P2
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Vzhledem k tomu, Z¢ funkce ¢, a ¢, ziejmé patii do defini¢niho oboru uvaZo-
vaného operatoru, miZeme Ritzovu soustavu rovnic zapsat ve tvaru (13.29), str. 168,

(26.60) (A1, ¢1) ay + (A0, 92) 4z = (f, @4)
(A%0y, @2) ay + (A%@2, ¢2) a3 = ([, 92) -
ProtoZe dale ¢, i ¢, jsou funkce zavislé jen na proménné r (nezévislé na ),

miiZeme psat
a2 1 d\/d% 1 do
A, = AlAgy) = [~ + - — srpeie bl
1 (Ap:) (dr2 rdrf\ dr? r dr

d* 2d? 1 d?
=H..%+_ﬂ___ﬁ+l% = 2 304r% — 5760r% + 2 112
dr rodr* 2 drr P dr

a obdobng
Alp, = 6400r% — 23 040r* + 19 00877 — 2 560.

Odtud dostaneme

2 p2n
(26.61) (A0, 95) =_[ J (2304r* — 5760r% + 2112)(r* — 1)
1J0

(4 —r*)Yrdrdy = 7258895

a dale
(26.62) (A%p,, ,) = 228 434,71, (A%g,, ¢,) = 805 459,24 .
Podobné vypoéitime

2 mln
s} =J' f L% — 1) (& — ) rdrdy = 25,047,

(f, @2) = 63,617 .
Soustava (26.60) tedy je

(26.63) 72 588,950, + 228 434,71a, = 25,447,
228 434,71a, + 805 458,244, = 63,617

s fefenim
a, = 00009485, a, = —0,0001900,

a pfiblizné fefeni daného problému je

(26.64) g = (0,000 948 5 — 0,000 190 0r2) (r* — 1)* (4 — 12)*.
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Poznimka 26.3. Jak jsme se zminili jiZ v pfedchizejici kapitole, jsou systémy lypu
(26.54) ,,mélo ortogonilni*, coZ je velmi dobfe vidét i na soustavd (26.63), kde leva
strana druhé rovnice je tém&F nasobkem levé strany prvni rovnice. Vypodet koefi-
cientil soustavy je tedy tfeba provést s velkou presnosti, '

Poznimka 26.4. V nafem piipadé je moZno porovnat pfiblizné fefeni (26.64)

s pfesnym Fesenim uvaZované tlohy. V p¥ipadé, Ze oblast G je mezikruzia 7e f(x. y) =
= 1 v G, redukuje se totiz rovnice {26.51) v diisledku symetrie problému na rovnici
du  2d*m 1 d’w | 1du

(26.65) — S ——

& Py SO
drt  rdf  Fdrt Pdr

co? je obytejnd diferencidlni rovnice Eulerova typu ([35], str. 651). Jeji obecny
integral je '
u=(C, + Cyr’)lnr+Cs+ Cor? + o4,

Z podminck (26.52), (26.53) plyne pro pfipad uvaZovaného mezikruZi

p 2
- NPT g, == B2 . _ G590,
64 In* 236 32(16 In* 2~ 9)

C,

Cy =2 +3C, +C)) = —0257036, €4 = —35 —3(Cy + C5) = 0241411,

0,002 500 ulr /ot

tak¥e fefeni uvaZovaného problému (pfesné aZ na zaokrouhleni v koeficientech
Cla R C4) Jc

u = {—0,266 104 — 0,279 217+*) In ¥ — 0,257 036 + 0,241 4117* + r/64.
Specialné je
u(1) =0, u() =0,001590, u3)=0002612, u(3)=0,00L381, u(2) =0,
zatimco podie (26.64) mime

ug(l) = 0, ug(3) = 0,001225, ugf$) = 0,002493, ug(3) = 0,001 371, uy2) = 0.
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Prabéh piiblizného, resp. piesného FeSeni je graficky znazorngn &arkovang,
resp. plné na obr. 22, Aproximace ug zfejmé vystihuje zcela uspokojivé piesné
felend.

Poznamka 26.5. (Odhad chyby.) Pokud jde 0 odhad chyby v metricc prostora H
Iz2 u viech piikladt poitanych v této kapitole pouZit nerovnosti ({1.21).

: t4u, — f1
(26.65) lete — tio]l« = fw. — 11
C
Pro ilustraci odhadngme chybu v ptipadé problému (26.21), (26.22) pro a ==,
b = =, tj. chybu vysledku w45, daného vzorcem (26.31). V tomto p¥ipad® mizZeme
pro odhad konstanty C pouZit vzorce (18.48), str. 205, ktery pro nas pfipad [ = n dava

2 2 2
(—Au, u) = J- I:(ﬂ -+ (?u dxdy = i ||uht2 i
e |\dx ay 2

takic
cail
2
Podle (26.66) dostaneme tedy pro odhad chyby v normé ||u]|d protoru H 4 vysledek
(26.67) litss — tollg £ 2l —Auy; — 1 = 2.1,364 = 1,93,
nchot

; il 1 8 /. : 1 :
| —Ausyy - 1? :j‘ —A| — [sinxsiny + —sinxsin 3y +
tJo T 15
1

; 1 *
4+ —sin3xsiny +—sin3xsin3y || — 1% dxdy =
15 < 81 })] } .

D ; 1. 5
= j "‘ [E (sm xsin y + . sin x sin 3y + :lj;sin 3xsin y +

aJo L™

r
+ ; sin 3x sin By) - 1:[ dxdy =

16 ™™ . on Lo s .o 1. 5
— sin? x sin® y + —sin® x sin® 3x 4- — sin? 3x sin® y +
S 9 9

1 . " 1‘[4 2 2
+ —sin?3xsin® 3y + — — <% sin x sin e

81 256 16

1, ; 1 ; 1. : .
+—3~smxsm3y+—3—sm3xsmy+§Sm3xsm3y dxdy ):

1y Integraly z ostatnich &lendl jsou rovny nule vzhledem k ortogonalité sinovych funkei v in-
tervalu {0, w).
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16°[=* a2 =* =? ® 20’ 4 4 4
= |—4+=4+—4+—+—=——[d4+—F+-—+ ]| =
nt |4 36 36 324 256 16 o 9§ 81
16 100E2+1t6_2_‘1't2@ _1_67' i_]OGJ'c2 "
T at\ 324 256 16 8l mt \256 324
ST
8in?
takZe skuteéné
(26.68) [[—Augy — 1] = /1,86 = 1,364

Poznimka 26.6. Odhad | —Au,; — 1]? = 1,86 je sam o sobé zajimavy. Operator
—A, aplikovany na sinové funkce (26.29), diva opét funkee téhoZ typu. Tyto funkce
jsou na hranici I rovny nule. Neni-li prava strana f(x, y) dané rovnice na hranici I”
rovna nule [a 10 je nd3 pfipad, nebot f(x, ¥} = 1], nemi¥e tedy piibliZné feSeni
spliiovat uvaZovanou diferencidlni rovnici uspokojivé v celé oblasti G — rozdil
mezi levou a pravou stranou rovnice bude znalny piinejmenim v uréitém okoli
hranice, které oviem bude zavisel na poctu ¢lent baze, ktery bereme v Givahu. Odhad
| —Au; — 1}* = 1,86 skuten& neni — a pii pomémg malém podtu Elent bize
nemtfe byt — pfili§ pfiznivy, nebof, uvaZime-li, #e obsah &tverce je n?, pfipada
na ,,primérny* rozdil mezi funkcemi —Au;, a —1 hodnota

h = \/18; = 0,43,
14

co? neni nikterak zanedbatelné Cislo vzhledem k jednidce.

Tento nepfiznivy jev je moZno odstranit teprve vezmeme-li v fivahu zna&ny
podet &lenll baze. JestliZe nim tedy z n&jakého diivodu nestadi, aby pfibliZné feSeni
uspokojivé aproximovalo pfesné fefeni v prostoru H,, ale aby s dostateCnou pfes-
nosti splfiovalo i danou diferencidlni rovnici, je v tomto pfipadg [kdy tedy f(x, ¥} % 0
na hranici uvazovaného &tverce, resp. ptvodniho obdélnika (0, a) x (0, b)] vhodné
pouZit misto sinové bze napf. baze polynomialni, tj. hledat pfibliZné feleni ve tvaru

g(x ¥)(ag + ayx + a,y + asx® + axy + asy* + ...,
kde (v ptipadd obdélm’ka) stadi volit
g9{x, y) = xpla — x} (b - ).
Srov. také odhad chyby v piikl. 21.3, str. 264 aZ 266.
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Kapitola 27
Shrnuti kapitol 18 aZ 26

V pfedchazejici, tj. druhé ¢asti knihy jsme nvedli nejb&ingjii variadni metody, zaloZené
na vété o minimu kvadratického funkcionilu, resp. na fvahich pfimo souvisejicich
s touto problematikou. V této &asti knihy jsme se zabyvali aplikaci uvedenych metod
na ¥eeni obyZejnych a parcidlnich diferencidlnich rovnic s okrajovymi podminkami.
Prvni krok k ovéfeni toho, Ze Ize s Uspéchem pouzit téchte metod, je ovéifeni
pozitivni definitnosti uvaZovanych diferencidlnich operatort na vhodnych linealech.
Utinnym prostfedkem k tomu jsou Friedrichsova, resp. Poincaréova nerovaost (18.1),
resp. (18.50), tj. nerovnost

N u Z
(27.1) e . =J. uldx £ ¢; ), J‘ (—) dx + czj w*(S)ds,
G k=1 J e \0xy r
resp.
N Su 2 2
(27.2) ||ui!fz(c) =J utdx ey ) J. () dx + ¢4 [.[ u(x) dx:l s
G k=1 J g\ 0%, ¢

platnd pro funkce spojité diferencovatelné v oblasti G s lipschitzovskou hranici I’
(pro N = 1 spojité diferencovatelné v intervalu {a, b>).

Pro konstanty ¢, ¢;, €3, ¢, jsme se snaZili ziskat vhodné odhady. Zejména jsme
upozornili na vyhodnost odhadi typu (18.22), resp. (18.40} a z nich plynoucich
odhadt: (18.28), (18.46), znadnd lepsich, neZ jsou odhady b&Zn¥ uvadéné v literatufe.
Tato skutelnost je dileZitd zejména pti odhadu chyby, zaloZeném na nerovnosti
(11.21) (viz pfiklady v kap. 21 a 26).

V kap. 19 jsme pak vySetfovali obyéejnou diferencialni rovnici druhého tadu,

(27.3) —(pu') + ru =1,

kde feLy(a, b), p(x), p'(x), r(x) jsou funkce spojité v (a,b), p(x) = po > 0,
r(x) 2 0 v {a, b}, s okrajovymi podminkami

(27.4) au'(a) — pula) =0, yu'(b) +ou(b)=0,

o, f, 7, d jsou nezaporné konstanty, « + § > 0,y + & > 0. Mezi okrajové podminky
(27.4) patfi zejména podminky (19.5) aZ (19.8), kterym jsme v&novali zvldstni po-
zornost, nebof jsou cobdobou typickych okrajovych podminek pro parcidlni di-
ferencidlni rovnice druhého ¥adu. Zjistili jsme, Ze s vyjimkou piipadu

(27.5) r{x) IE 0, v(a)=0, w(b)=0
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je prislusny diferencidlni operator 4, uvaZovany na linealu M funkci dvakrat spojité
diferencovatelnych v {a, b) a spliiujicich podminky (27.4), pozitivné definitni, a uvedli
jsme funkcionaly (19.85) aZ (19.88) (pro rizné ptipady konstant «, £, 7, &), které
zobecnéné Tefeni problému (27.3), (27.4) minimalizuje v piisluSném prostoru H,.
V piipad (27.5) jsme ukazali, Ze dany operator je pozitivné definitni na linealu M,
funkei dvakrat spojitd diferencovatelnych v (a, b> a spliujicich nejen podminky
w'(a} = w'(b) = 0, ale také podminku J? u(x) dx = 0. Nutna a postatujici podminka
pro existenci zobecnéného Yel¥eni pak je [, f(x)dx = 0. PfisluSny funkciondl ma
pYitom stejny tvar jako v piipadé okrajovych podminek u(a) = u(b} = 0. Pfi 1é
prilezitosti jsme upozornili na rozdil mezi stabilnimi a nestabilnimi okrajovymi
podminkami a na rozdilnou struktyru prosioru H,. Stabilni okrajové podminky
(podminky, v nichZ se vyskytuji derivace nejvySe fdu k — 1, je-li dand rovnice
fadu 2k) spliiuji — popf. v urditém zobecnéném smyslu tzv. stop, viz kap. 30 —
viechny funkce prostoru H ,, zatimco u nestabilnich okrajovych podminek (v nichZ
se vyskytuji derivace Tadu k-t¢ho a vy§§ih0) tomu tak neni. P¥i volb& béze v pki-
slu¥ném prostoru f 4, na némz minimalizujeme uvafovany funkcional, je ticba dbat
na spln¥ni stabilnich okrajovych podminek. Nestabilni okrajové podminky nemusi
béazové funkce spliiovat, ty jsou ,,obsaZeny” v uvaZovaném funkciondlu a jsou avto-
maticky splnény (popf. v uréitém zobecnéném smyslu) zobecnénym feenim, které
v prostoru H, minimalizuje tento funkcional. Ukdzali jsme v této souvislosti i na
rozdil mezi Ritzovou a Galerkinovou metodou. Podrobn# se budeme témito othzkami
zabyvat v kap. 32, 34 a 35 (viz zejména str. 429 a¥ 431), kde bude také mnohem
lépe vidét do struktury uvaZovanych prostori.

V kap. 19 jsme se v piipad€ rovnic druhého fadu jeité zminili o stejnomérné
konvergenci minimalizujici posloupnosti {u,(x)} k zobecn&nému Yeleni #(x), volime-li
prvky baze z Dy [odkud oviem ihned vyplyvd spojitost funkce uy(x) v {a, b)].
Dile jsme uvedli funkcionaly (19.105) a% (19.108) pro nehomogenni okrajové pod-
minky. V zavEru kap. 19 jsme se zabyvali rovnici fadu 2k s Dirichletovymi okrajo-
vymi podminkami a ukazali jsme na rovnici &tvrtého fadu s okrajovymi podminkami
u(a) = u'(a) = u(b) = u'(b) = 0, jak postupovat u rovnic vySich radl v pfipadé
jinych ne# Dirichletovych okrajovych podminek.

S podobnou probiematikou jsme se zabyvali v pfipad€ parcialuich diferencidlnich
rovnic. V kap. 22 jsme uvaZovali stejnomérné eliptickou rovnici druhého fadu,

6 A i 2 a au) +ocu=f
g U= — iy G =f,
L ok \ " ax;
kde feLy(G), a,{x} = a;{x) jsou spolu s parcidlnimi derivacemi prvniho Fadu
spojité v G,

N o N 5
{27.7) > oafx) ey 2 pzlai . p>0,

=1 i= )

i,j=
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e(x) je funkee spojita v G, ¢(x) = 0, a to s Dirichletovymi, Neumannovymi, Newto-
novymi a smifenymi okrajovymi podminkami, které svym charakterem odpovidaji
okrajovym podminkam (19.5) aZ (19.8) pro oby&ejnou diferenciélni rovnici. Vysledky
jsou zcela obdobné. V ptipadg, Ze je ¢(x) = 0 v G, je tieba, jde-li 0 Neumannovu
okrajovou podminku Nu = 0, uvaZovat dany diferencialni operator na linedlu A1,
funkci spojitych s parcialnimi derivacemi do druhého Fadu v&etn& v G a spliiujicich
ncjen podminku Nu = 0, ale i podminku qu dx = ¢. Na tomto linealu je dany
operator pozitivné definitni. Nutnd a postacujici podminka pro existenci zobecnéného
fefeni je [;f{x)dx = 0. Toto fefeni pak v ptisluiném prostoru (funkce tohoto
prostoru v obecném piipadé nespliivji podminku Nu = 0, ale spliuji podminku
Jg #dx = 0) minimalizuje funkcional (22.53). Ostatni pfipady ,nelini potiZe®
a snadno jsme dokazali pozitivni definitnost daného operdteru na pfisluinych
linealech. Odpovidajici funkciondly jsou funkcionaly (22.27), {22.33), (22.38), (22.63)
) (22.66). V zavéru kapitoly jsme pak uvedli funkcionily (22.70) aZ (22,72) odpovi-
dajici nehemogennim okrajovym podminkam. (Srov. také tabulku funkcionald,
uvedenou na konci knihy.)
V kap. 23 jsme vySetfovali biharmonicky operdtor s okrajovymi podminkami

du

(27.8) u=0, & =0nar,
v

(27.9) u=90, Mu=0narhl,

(27.10) Mu=0, Nu=0narl,

kde operatory M a N jsou dany vztahy (23.23), které zachycuji i Poissonovu kon-
stantu o, coZ je duleZité pro aplikace v teorii pruznosti. Okrajové podminky (2?,10)
jsou pro biharmonicky operitor nestabilni a odpovidaji zde Neumannové okrajové
podmince pro rovnice druhého fadu, Tento problém je pongkud obtiZngjsi a vratime
sek n&mu v kap. 35 (str. 448, 456). V ptipadé okrajovych podminck (27.8), (27.9) jsme
bez obtizi dokazali pozitivni definitnost biharmonického operatoru na p¥islusnych
lincalech. Odpovidajici funkcionaly jsou funkcionaly (23.40), (23.49). V pfipadé
nehomogennich okrajovych podminek je moZno ke konstrukei pfiblizného fedeni
s vyhodou poutit metody nejmengich &tverch na hranici (kap. 43).

Kap. 24 je vtnovana matematické teorii pruZnosti. Rovnice rovnovahy jsme za-
psali ve tvaru Au = f, kde A4 je tzv. operétor teorie prufnosti. [Jeho konkrétni tvar
jsme ukdzali v rovnici (24.14) pro ptipad homogenniho izotropniho t&lesa.] Pomoci
tzv. Kornovy nerovnosti jsme dokazali pozitivni definitnost tchoto operatoru
na linealech vektorovych funkcl, spojitych s parcidlnimi derivacemi do drubého
fadu v&etné v C a spliiyjicich okrajové podminky

(27.11) u=0nal
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{nulové posunuti na hranici), resp.

(27.12) t=0mr
(nulové zatiZenf na hranici), resp. smiené okrajové podminky
(27.13) u=0nal,, t=0nal,.

Ptitom v ptipad® podminky (27.12), kterd zde ma vyznam Neumannovy okrajové
podminky, je tfeba, aby vektorové funkce uvaZovaného linedlu spliiovaly podminky
statické a momentové rovnovihy

(27.14) judxzo, J\rxudx=0.
G ¢

Spingni tych? pedminek pro funkci f je nutnou a postadujici podminkou feSitelnosti
problému Au =fv G t=0nal.

Ve viech pripadech minimalizuje zobecndné fefeni ,,funkcional potencialni
energic” [ W(u)dx — [g fudx v pEisluiném prostoru H,, jehoZ prvky (vektorové
funkce) splfiuji — popf. ve smyslu stop — odpovidajici stabilni okrajové podminky
u = 0 na I, resp. na I'y, v piipad€ (27.12) nespliiuji v obecném pfipadé podminku
t = 0 na [, spliiuji viak podminky (27.14). V zdvéru kap. 24 jsme se pak zminili
o nehomogennich okrajovych podminkich. Viz téZ tabulku funkcionilit na konci
knihy.

Kap. 20 a 25 jsme vénovali otazkam volby baze, zejména pro Ritzovu metodu.
Piimo z definice baze plyne, Ze baze je

a) tpln& v H ,

b) linedrn& nezivisla v H ,.

Po numerické strance je dale dualeZité, aby baze zarucovala

¢) numerickou stabilitu procesu,

d) stejnomérnou omezenost &isel podminénosti Ritzovy matice R,

e) splnéni podminky Aw, — f pro n — 0.

V kap. 20 jsme uvedli dv& u¥itegné véty {véty 20.1 a 20.2), z nichZ prvni tvrdi,
za velmi pfirozenych pfedpokladii, Ze z Gplnosti posloupnosti {Ae,} v prostoru H
plyne uplnost posloupnosti {¢,} v prostoru H,, a druhi, Z¢ ortonormalni
(v prostoru Hp) systém vlastnich funkci operatoru B tvofi v prostoru H, bazi majici
viechny vlastnosti a) aZ c), jsou-li samoadjungovand roziifeni operatoric A, B
shodné pfibuzné operatory.

Na zdkladé téchto vt jsme uvedli v podstaté dva typy vhodnych bazi:

1. UvaZujme v roviné (N = 2) systém funkci

(27.15) l,. x, y, xt oy, v, L
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(Obdobné systémy s obdobnymi vlastnosimi je moZno uvaZovat i pro N > 2; pro
N =1 dostaneme oviem systém funkei 1, x, x%, ... .} V pfipad& Dirichletova pro-
blému pro rovnici (2?.6) tvoti bazi v prostorn H , systém funkci

(27.16) g, X9, ¥4, X', Xyg, ¥°q, ...,

kde g(x, ) je dostatetné hladka funkce v G, kladna v G a rovna nule na I'. Piklady ta-
kovych bazi jsme uvedli v kap. 20 a 25 (str. 239, 300, 301 aj.). Bazi podobného typu Ize
pouZit 1 v pfipad& rovnic vy§sich fadill a popf. jinych okrajovych podminek, neZ jsou
Dirichletovy podminky [srov. problém (25.9) a%{25.12}, str. 301]. Tyto systémy maji
tu vyhodu, Ze jsou jednoduché a lze jimi snadno zachytit okrajové podminky i v pii-
padé vicendsobné souvislych oblasti. Jejich nevyhodou je, Ze nemaji v obecném
pfipadé vlastnosti c), d), ¢). Zejména tedy levé strany rovnic v Ritzové soustavé jsou
»malo nezdvislé”, a jak pii vypoétu koeficientd této soustavy, tak pfi jejim feSeni
je tieba vypodti s velkou pfesnosti. Mimolo je zpravidla moZno uvaZovat jen n&kolik
prvnich &lend baze.

2. Citované vty 20.2 je moZno pouZit s vyhodou tak, Ze najdeme ortonormdlni
systém viastnich funkci nékterého pomérné jednoduchého operatoru (napf. Lapla-
ceova), jehoZ samoadjungované rozdifeni a samoadjungované roziifeni daného
operatoru jsou shodné pfibuzné operdtory. To je zejména u rovnic druhého Fadu
pomérné snadné, nebof s vyjimkou Neumannovych okrajovych podminck a pfipadu
¢(x) = 0 v G maji tuto viastnost operatory (27.6) a —Ax; v pfipadé Neumannovych
podminek a ¢(x) = ¢ stadi vySetfovat operitory (27.6) a —Au na linealu dostateéng
hladkych funkei, splfigjicich dané okrajové podminky a podminku [;udx = 0.
Zminény ortonormélni systém vlastnich funkei ma pak viechny poZadované vlast-
nosti a} az e). V kap. 25 jsme pak uvedli pfiklady n&kterych vhodnych bazi, zejména
pro kruh a obdélnik, a mimoto jsme ukazali nékteré obraty, jak pomoci jedno-
duchych transformaci vyuZit t&hto systémii i v pfipadg jinych oblasti. Kocficienty
uvedenych ortonormalnich systémil zéviseji na n. Upozornili jsme na to, ¥e tvar
téchto koeficientit je moZno asto zjednodudit, Ze viak je piitom ifeba dbat na to,
aby byla zachovdna aspoi fadova zavislost t&chio koeficientd na n. Jinak totiZ
v obecném pfipadé prevazuji prvky v pravé dolni &dsti Ritzovy matice velmi vyrazné
(v absolutni hodnot&) nad prvky vlevé horni &4sti této matice, coZ se nepiiznive projevi
v numerickém procesu. Poznamenall jsme viak také, Ze koeficienty v uvedenych
systémech je moZno poloZit rovay jedniéce, pouZivame-li specidlnich numerickych
postuptl, napf. programovéini s pohyblivon &arkou a fefeni Ritzovy soustavy eli-
minaéni metodou, a oviem i tenkrit, bereme-li pfi vypoétu v uvahu jen maly poéel
tlentt t&chto systémi. Nazorné bylo vlastnosti systém( prvnihe a druhého typu
vidét na pfikladech uvedenych v kap. 21 a 26. Tyto pfiklady jsme volili jednak
ilustrativni (viz zejména prvni dva ptiklady v kap. 20), jednak zamgfené tak, aby
obsahly znatoy podel problémm, s nimiZ se inZenyr—teoretik, resp. piirodovédec
setkd. Podrohné se otazkami fi¢elné volby baze zabyvaji napi. knihy [29] a [4].

O speciilni volbg baze v tzv. metodé konenych prvka pojedname v kap. 42.



