NUMERICKE METODY PRO RESENI POCATECNICH
ULOH PRO ODR — JEDNOKROKOVE METODY

Mnoho matematickych modeld systémii, jejichz stavové proménné se podle jistého za-
kona méni v zavislosti na okamzitém stavu systému, lze popsat pomoci obycejné diferen-
cidlni rovnice, resp. soustav diferencidlnich rovnic, prvniho fadu. ReSeni, pokud existuje,
neni jediné. Abychom zarucili jednoznacnost feseni, pozadujeme jesté splnéni tzv. pocdtecni
podminky.

Formulace: Hleddme feSeni y = y(z) rovnice (1) s po¢ateéni podminkou (2)
(1) y'(z) = flz,y(x))

(2) y(o) = Yo

Smysl: Analyticky lze spocitat jen velmi malou skupinu pocatecnich tloh pro ODR.
Proto je tak dilezité numerické feSeni.

Princip: Zakladem metod je diskretizace proménnych. Ptiblizné feseni se nekonstru-
uje jako spojita funkce, ale nagenerujeme body xg, 1, zo,... a urcujeme ¢isla yo, y1, Yo, . .
ktera aproximuji y(zo), y(x1), y(za), . . ..

°)

Poznamka: Body sité zg, x1, 2, ... nemusi byt ekvidistantni:

Tit1 = T; + h;.

Plati-li: hi=nh \4) mluvime o metodé s konstantnim krokem
(ekvidistantni sit)
Neplati-li: h; =nh Vi mluvime o metodé s promennym krokem

Poznamka: Aproximace y,, hodnoty presného feseni y(z,) v bodé x,, se pocita z hod-
not priblizného feseni v predchozich uzlech.

Pocitame-li v, 11 pouze pomoci hodnoty ¥, mluvime o jednokrokové metode.

Pocitame-li y, 11 pomoci vice predchozich hodnot y,,, ¥,,_1, ... mluvime
o vicekrokové metodé.



JEDNOKROKOVE METODY

Nejjednodussi metodou je Fulerova metoda.

Princip:
Yo ... je dano (pocateéni podminka)
Y1 ... pocitame extrapolaci z hodnoty yy, pficemz se na intervalu

(o, 1) TeSeni aproximuje primkou, kterd prochdzi bodem [xg, yo]
a ma smérnici ¥’ = f(xo,yo)-

Ta ma rovnici y = yo + (z — o) f (20, Yo)-

Tj. pro x; dostavame:

Y1 = Yo + (951 - JUo) 'f(33o,yo)-
——

ho
Obecné dostaneme rekurentni vztah:

yn+1:yn+hn'f(xnayn)a n2071727"'

Geometricky:

Yy pfesné feseni ... y(x)

Zo T T2 X3 Ty




Poznamky:

1.

Eulerovu metodu mtizeme chépat také tak, ze hodnotu y(x,,1) = y(x, + h,) aproxi-
mujeme pomoci Taylorova polynomu 1 stupné pro funkci y v bodé z,,:

Y(Tny1) = y(xn) + hotf (0) = y(wn) + B f (T, y(T0))-

Také ji lze chépat tak, Ze diferencialni rovnici y' = f(z,y) nahradime diferenc¢ni
rovnici

w:f(xn,yn) n=20,1,2,...



Piiklad: Reste tlohu
oy na intervalu (0;0,6) s konstantnimi
y(()_)*ly’ kroky h =0,2a h =0, 1.
Y= (Pfesné feseni: y(x) =2¢ “4x—1).

Reseni: Pouzijeme rekurentni vztah:

Yn+1l = Yn + h - f(xnvyn)-

h=0,2 h=0,1
presné
Ln y(mn) Yn €n Yn €En
0 1,000 1,000 0,000 1,000 0,000
0,1 0,910 0,900 0,010
0,2 0,837 0,800 0,037 0,820 0,017
0,3 0,782 0,758 0,024
0,4 0,741 0,680 0,061 0,712 0,029
0,5 0,713 0,681 0,032
0,6 0,698 0,624 0,074 0,663 0,035
151
Y
l =
. presné feseni
. TeSeni pro h = 0,1
. TeSeni pro h = 0,2
05F
x
0
-0.1 0 oi1 ofz ofs 0f4 0f5 0i6 0f7 OJ.8

Poznamka: 1) Vidime, Ze je chyba tmérné h,
2) Chyba s rostoucim x vzrista.



OBECNA JEDNOKROKOVA METODA

Eulerova metoda je sice velmi jednoducha, ale k dosazeni urcité presnosti musime pou-
zivat velmi malé kroky h;. Chceme-li jednokrokovou metodu vyssiho fadu, musime se zfici
linearity, tj.

Yn+1 = Yn +h\n'(1)(xmymhmf) n=20,1,2...

Metody Taylorova typu:

Hodnotu y(x,.1) budeme aproximovat pomoci Taylorova rozvoje vyssiho fadu
(1. fadu = Eulerova metoda), tj.

ha hh

Derivace y v bodé z,, Ize urcit postupnym derivovanim funkce f.

y' = f(z,y(z)) of of d
y//:fz+fy' y/ (:+-y>
~~ Jxr Oy dx
=/ (@y(=) D el

Obecné lze odvodit rekurenci:

Y = f(a,y(x))
Y = O y(0) = f 0 @, y(@) + 100 (y(@) - fay() r=1.2.

Zbyva jen dosadit (4) za derivace v (3).



Priklad: Odvodte metodu Taylorova typu 2.f4du pro feseni tlohy:

y =z-y, na intervalu (0;0, 6) s konstantnim krokem h = 0, 2.
y(0) =1 (Pfesné feSeni: y(x) =2 " +x —1).
Reseni:
flr,y)=2—y

Dostavame rekurentni vztah:

1
Yn+1 = Yn + hn<xn - yn) + 7h2(1 — Tn + yn)

9''m

presné

— h2
Tn, y<xn) Yn h(xn - yn) ?(1 — Tp + yn) €n
0 1,000 1,000 -0,200 0,040 0,000
0,2 0,837 0,840 -0,128 0,033 -0,003
0,4 0,741 0,745 -0,069 0,027 -0,004
0,6 0,698 0,703 -0,005

Poznamka: Vidime, ze metoda Taylorova typu 2. fadu pro h = 0,2 dava presnéjsi
vysledky nez Eulerova metoda s h =0, 1.



METODY RUNGE-KUTTOVA TYPU

e Univerzalnéjsi metody nez metody Taylorova typu.

e Vychazi také z Taylorova polynomu, ale nepouziva se ho piimo, aby nebylo nutné
explicitné vyjadfovat derivace funkce f = f(z,y(z)) a poéitat jejich hodnoty. Hle-
danéa aproximace je kombinaci né€kolika hodnot funkce f vypocitanych v nékolika
strategicky volenych bodech (z,y) na intervalu (x,, T,.1).

Poznamka: Téchto metod je velké mnozstvi!

Ukéazeme si odvozeni dvou metod tohoto typu s geometrickou interpretaci.

Pouzijeme nasledujici ivahy:

Necht oblouk My M; je ¢asti paraboly. Potom plati:

1. Te¢na v bodé P je rovnobézna s tétivou My M;.

2. Smeérnice tétivy My M; je aritmetickym primérem smérnic tecen v M; a Ms.



y=clx—a)’+0 3l

Y = 2c(x — a)

1. Smérnice te¢ny v bodé P:

y'(

To + 21
2

To + 21
2

) = 2

—a) = c(xo + 71 — 2a)

Smeérnice tétivy MyM; je:

y(r1) —y(wo) _ clwr —a)’ +b—clzg —a)* —b

Tr1 — Xy 1 — X
2 2 2 2
cr] — 2acxy + a‘c+ b — cxf + 2acxg — a*c — b

xT1 — Zo

<x% — a3 — 2a(xy — x9)
=c

Tr1 — X

) = c(z) + 2o — 2a).

2. Smeérnice tec¢ny v bodé M, je:
Y (z0) = 2¢(x9 — a)
Smeérnice tecny v bodé M, je:
y'(z1) = 2c(z1 — a)
Jejich aritmeticky primeér:

Y'(wo) +y'(21)  2¢(zo — a) + 2¢(x; — a)

2 2
=c(xo—a+x —a) = c(xo+ 1 — 2a).




Nyni pouZijeme vlastnost 1)

Zname souradnice bodu M,. Jestlize bychom znali y-soutfadnici bodu P, pak staci
udélat tecnu a bodem M, vést rovnobézku a dostaneme y-souradnici bodu M;. My
ale y-soufadnici bodu P nezname (obecné funkce y = y(z) nemusi byt parabola, to
je jen naSe aproximace), takze ji vyjadiime pfiblizné. Bod P nahradime bodem P’
ktery méa stejnou z-ovou soutradnici a lezi na tecné k M.

67 Vd v .
P’ mé soutadnice:

ho

h
To+ —, Yo+ = - f(z0,90)
2 2 e

Y

Yo (o)
Te¢na v bodé P’ mé smérnici:

ho. .
Y (z0 + =), tj.

M, 2
1 /(x ‘I’ @)Z
T Y \Zo 5 )
0 1
h h —~
. o faot et ).

Stejnou smérnici by vSak méla mit i tétiva MyM; = soufadnice bodu M; jsou:

Try = I0+h0
ko
,—/%

h
Y1 =10+ ho -y (w0 + ?0)

Tyto vztahy lze piepsat do tvaru (obecné)

kl - f(xrn yn)
3 L Této metodé se rika
ko = f(zn + ?“, Yn + ?” k) modifikovand FEulerova metoda.

Ynt+1 = Yn + hn : k2



Nyni pouZijeme vlastnost 2)

Zname souradnice bodu Mj. Protoze nezname y-soutadnici bodu M7, nahradime ho
bodem Mj, ktery m4 stejnou z-soufadnici a lezi na te¢né prochézejici bodem M.

M m& soufadnice:
—

zo + ho, Yo + ho - f(zo, o)

=T =y’ (z0)

Smérnice tecny v M je:

ozn.

2 ko

T J(xo + ho,yo + ho - f(x0,%0))

Bod M; dostaneme z podminky, Ze smérnice tétivy MyM; je aritmetickym primérem
smérnic teden v My a Mj, tj.

M m4 souradnice:
Ty = T+ hg

1
Y1 = Yo + ho - §(k1 + ko)
Obecné:
kl - f(xru yn)
Této metodé se fika
ko = f(@n & hn, Yo + hn - F1) Heunova metoda
ki +k
yn+1 :yn+hn.(122)

Poznamka: Obé tyto metody jsou 2.fddu (aproximovali jsme parabolou).

Poznamka: Nejvice se pouziva tzv. klasickd Runge-Kuttova metoda, ktera je 4. fadu.
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NUMERICKE METODY PRO RESENI POCATECNICH
ULOH PRO ODR — VICEKROKOVE METODY

Myslenka: V jednokrokovych metodach se v, pocita pouze s vyuzitim y,
(a hodnot z,, h,). Je rozumné pocitat y,.; s vyuzitim vice pfedchozich hodnot
Yns Yn—1, Yn—2y - - - s Yn—k+1, dosahneme tim vetsi presnosti.

Pro jednoduchost se omezime na metody s konstantnim krokem A (h, = h, Vn).

Poznamka: Je tieba si uvédomit, Ze si lze vymyslet nepfeberné mnozstvi metod.

e Jedna z moznosti je pouzit metody numerického derivovdni (Spatné podminéné).

e Dalsi z moznosti je pouzit metody numerické integrace

Rovnici y' = f(z,y) zintegrujeme od z,, do x,1:
Tn+1
(5) y(ani) = y(a) = [ f@ (@) da
=F(x

Je ziejmé, ze funkci F(z) = f(x,y(x)) nezndme. Zname-li ale hodnoty y v bodech
g, X1, ..., Ty, MUzZzeme vypocitat numerické hodnoty:

Fy = F(x0) = f(20,y(0))
Fy = F(21) = f(z1,y(21))

Fy = F2,) = f(2ny(2))

Pomoci téchto hodnot lze interpolovat funkci F'(x) funkei P(x) a integral v (5) nahradit

/mn+1 P(z)dz.

Interpolace, extrapolace funkce F'(x) (2 postupy):

1) F(x) miZeme extrapolovat na intervalu (z,,z,1) pomoci hodnot
Fo, Fy,....F, = explicitné dostaneme y(z, 1) = .. ..

2) F(z) mizeme interpolovat pomoci hodnot Fy, Fy,..., F, a F, 11 = F(z,41) =
f(pai1,y(xne1)) = ve vypoltu integralu vystoupi y,.1 = y(,41) a dosta-
neme tak implicitni rovnici s neznamou na obou stranach, tuto rovnici fesime
postupnymi aproximacemi.
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ADAMS-BASHFORTOVY METODY

Poznamka: Metody ziskdné postupem 1).

Postup: Vezmeme poslednich k£ hodnot F,, F,,_1,..., F,,_r+1 a sestrojime Pj_;(z) inter-
pola¢ni polynom (k — 1) stupné. Timto polynomem potom aproximujeme funkci
f(z,y(x)) na intervalu (x,, z,41), tj. pocitdme:

Tn+1
Yn+1 :yn+/ Pkfl(x) dz.

Priklad: Odvodte vzorec Adams-Bashfortovy metody pro k = 2.

7c

F P, (z) muzeme vyjadiit naptiklad
6 pomoci Langrangeova interpolac-
| Fn_1 i Py(x) niho polynomu:
4r \\ P (iL‘) = anllnfl(x) + Fnln(m)a
il 3 3 ! T — T, 1
| | | lni - 0 = — T,
2+ : : : 1(x) lCn71 _ xn h(x x )
| | : —
il l l l — Ty 1
: | | T L) = = (e - aa)
Tn-1 Ty Tni1 In ~ Tn1
1 ‘ ‘ w : : : : ) h

-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8

Pia) = Fao|=3@—2)] + B [3 (@ — 20 )] =

h h
1
= E [:C(Fn - Fn—l) + ann—l - Jjn—an]
Tn+1 1 3:2 I2
/ Pl(x) dr = — {(Fn - Fn—l) ntl _ Zn +(Fn—1xn - ann—1>(xn+1 - an) =
Tn h 2 2 ———

h
%((szrh)Qfx%)

1 h?
= E [(Fn - anl)(xnh + 2)] + anlxn - annfl =
h h
= ann - Fn—lxn + §Fn - §Fn—1 + Fn—lxn - ann—l =
h h 3 1
=F.(x, — z,_ bk, —=F, 1 =h|(=F,—=F,_1]).
(0 = 2nt) + 5 Fn = 5 (2 2 1)
h
h
= yn+1:yn+§(3Fn_Fn—1)
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Poznamka: Samoziejmé potiebujeme znat prvnich k£ hodnot F;.
(Ty mtzeme vypocitat néjakou jednokrokovou metodou).

Poznamka: Podobné bychom mohli odvodit vzorec Adams-Bashfortovy metody
pro k = 3.

51 F PQ(ZE)

Opét bychom museli najit inter-
pola¢ni polynom Py (z) (2. stupné)
a poté zintegrovat pres (T,,Tni1).
Vysledkem je (dcv.):

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
:
Tn+41

h
yn+1 = Yn + E (23Fn — 16Fn,1 + 5Fn72)

13



ADAMS-MOULTONOVY METODY

Poznamka: Metody ziskdné postupem 2).

Postup: Vezmeme poslednich k£ hodnot a pfiddme jesté nezndmou £, 1, tj.

Foi, FnyFoq, ... Fypy1. Sestrojime Qp(x) interpolaéni polynom k-tého stupné.
Timto polynomem aproximujeme funkei f(z,y(x)) na intervalu (z,, z,41), tj. poci-
tame:

Tn+1
Yn+1 :yn+/ Qk(x) dx.

Priklad: Odvodte vzorec Adams-Moultonovy metody pro k = 1.

T 1F
of (Q)1(z) muzeme vyjadiit opét napt.

J:?Lko bychom pomoci Lagrangeova interpolac-
5| F, i znali

\% niho polynomu:
ar FnJrl
- Q1(x) = Fopilnia () + Foly(2)

|
|
|
l :
| |
! ! T — x, 1
| | | () = " — (@ a)
: : Tpt+1 — Tp
1F | |
‘ ‘ r—x 1
xXr n+1
, | | () = ———7— = _E<x_xn+1)
Ty, Tpt1 Tp — Tp+1

I I I I I I I )
-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8

Qi) = Fas [ o — )| + Fu [0 = i) =
1

= E [I(Fn—i-l - Fn) + Fn$n+1 - Fn—i—lxn}

2
SN——— h
% (xn-‘rl *xn)(xn-&-l +xn)
———

i 1 Thi Ty
[ e = o — ) (Fan = Fa) + (o = 20) (Fatns = Faan) | =
Tn —_—————

h

1
- i(wn-‘rl + xn)(Fn—&—l - Fn) + ann+1 - Fn—i—lxn -

1 1 1
= §xn+1Fn+1 - §xn+1Fn + imnFn+l - §ann + $n+1Fn - Fn+1xn =

Tn+1 Tn Tn+41 Tn
“<2 5 x)+ <x“ 2 2)

h

- 5 (Fn—i-l + Fn)
h
= Ynt1 = Yn T+ 5 (Fn+1 + Fn) y kde Fn+1 = f(xn-l-la yn+1)'

Pozor!

h
Yntl = Yn + 5 (f(anrla ynJrl) + Fn) .

Tuto rovnici fesime iteracni metodou napt. metodou prosté iterace a tak dostaneme 1, 1.
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Poznamka: Podobné mizeme odvodit vzorec napf. pro k = 2

A

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
| |
| |
| |
l l
Tp—1 Tn Ln+1

Opét bychom museli najit interpo-
la¢ni polynom Qo(z) (2. stupné).
Poté integrovat pies (z,,Tpi1)
a dostat (dev.)

h
Yntl = Yn + (5 FnJrl +8Fn - Fnl)
——

12

Fn+1 :f($n+1 ’yn+1)

h
Ynt1 = Yn + E (5f($n+17 ynJrl) + 8Fn - anl)

Opét vyfesime iterac¢ni metodou —  ¥y,41.

15




ALGORITMUS PREDIKTOR-KOREKTOR

Poznamka: Jde o obecné schéma vypoctu.

Princip: Predpokladejme, Ze mame dostatecné presné vypocitany hodnoty yo, y1, - - -, Yr_1

néjakou explicitni metodou.
Nyni chceme pocitat yy.

1) nejprve néjakou explicitni metodou uré¢ime nultou iteraci y,[go] jako vstupni hod-

notu pro dalsi vypocet (PREDIKTOR).

2)  vypocteme hodnotu pravé strany F[¥ = f(xy, y¥).

3) vypocteme lepsi aproximaci yl[:ﬂ] pomoci néjaké implicitni metody s vyuzitim

F¥ =: f. (KOREKTOR).

Pomoci kroki 2) a 3) uréime N iteraci y,[j}, y,[f], . ,y,[CN] (N — déno).

Lo i 14 N
Na zavér pritadime y, = y,E !

Stejny postup opakujeme pro yri1, Yri2,- - -

Poznamka: Dané schéma lze pouzit na rizné metody. Je zadouci pouzit explicitni a ex-

plicitni metodu stejného fadu (pro zachovani pfesnosti). Volba konkrétnich metod je
na nas.

Poznamka: Oznacime-li operaci:

a) p . prediktor
b) E . vy¢isleni (evaluation)
c) C . korektor

Miuzeme toto schéma zapsat ve tvaru:

P(EC)N pripadné P(EC)NE, vycislujeme-li jesté Fy = f(xg, y,E:N]) (coz je lepsi).
Dostaneme pak riizné varianty tohoto schématu:

PEC ,  PECE
P(EC)*> , P(EC)’E
P(EC)> |,  P(EC)’E

16



Piiklad: Reste algoritmem prediktor-korektor zaloZeném na Adamsovych metodéch
druhého fadu na intervalu (0;0,6) pocate¢ni tlohu:
y=y+e, tj. flayl@)=y+e
y(0) = -1

Piesné feseni: y=e"(z —1).

Pouzijeme algoritmus typu PEC.
Vzorec prediktoru méa tvar:

h
ya[zOJ]rl = UYn + *(3Fn - Fn—l)

2
Korektor:
h ol
Yn+1 = Yn + §<Fn+1 + Fn)
Volte krok h = 0, 2.
presné
n | w, y(zn) yl) Fp! Yn en
0 0 -1 0 - —1 0
1 0,2 —0,9771 *®0,2425 «°* —0,9789 | 0,0018

L

2 | 04 —0,8950 | ¥ —0,9061< © 0,5857 <+¢ —0,8960 | 0,0010

L

3106 | —0,7288 [ ¥ —0,7445< * 1,0776 <=© —0,7296 | 0,0008

Pro urceni hodnoty y; pouzijeme napt. jednokrokovou
modifikovanou Eulerovu metodu (2. fadu):

kv = f(wo,y0) =yo+ €™ =
=—1+1=0

ky = flwo+h/2,y0+ /2 k1) =
= —1+ e =0,1051

yi = Yo+h-ky=
=—-1+0,2-0,1051 = —0,9789

Ur¢ime hodnoty Fy a Fi.
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