35.B Derivace funkce a jeji uziti

Derivace funkce f@dstavuje jeden ze zakladnich pojdiferencialniho pétu. Byl vytvaien ve
druhé polovig 17. stoleti pi feSeni konkrétnich fyzikalnich a geometrickych péati.

Geometricky vyznam derivace funkce v danémébede snernice teny ke grafu funkce

v tomto bod. —
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Obrazek Ize vyuzit k vystleni zpisobu uéeni snérnicetecny grafu funkcd (tedy zpisobu
uréeni derivace funkcs.

Na obrazku:
> ¢&ast grafu funkdé€ y = () ]
» se&nas = —TSse smirovym Uhlemp
> tecnat se sndrovym Uhlema vedena ke grafu funkddodemT.

Je Zejmé, Ze srrnici ks s&ny s urcime z pravouhlého trojuhelniku STQ takto:

et BV 10+ 1(x)
AXx AXx
Ze sény se stane tma v okamziku, kdy bo8 prejde pocasti grafu funkcd do boduT. Pohyb
boduSdo T a gechod sény do t&€ny jsou na obrazku naztenycervenymi Sipkami.
Pritom se zarovie zmensuji rozrery ASTQ (nap. AX — 0).
Smernice te&ny: ki = lim k= lim f(xo +AX)_ f(XO)
S-T Ax -0 AX
Snernicova rovnice tényt je pak ty=kx+q

Derivace funkcé v bod Xg je tedy f'(xo) = lim tx +i’2' f(%)

(cteme: limita podilu
Ax -0

pririastku funkni hodnoty a @irustku argumentu zaspdpokladu, Ze sepustek argumentu
blizi k nule).

Derivace funkce v intervalu: Ma-li funkdey = f(x) v kazdém boélx jisté mnozinyM derivaci
f'(x), pak funkcif : y = f '(x) nazyvdme derivaci funkdena mnozig M.



Derivace gkterych elementarnich funkci:

funkce jeji derivace v bo&x X Z intervalu
y= Xn, N y= n.xX (— oo;oo)
y=x, KZ y = kX (- 0;0)U(0; 0)
y=x, 1R y=rx?’ (0;0)
y=c y=0 (= o0;00)
y =sinx y =COSX (- c0;00)
y = COSX y = -sinx (- 00;00)
y=1ax = coslzx (—g+km7—27+knj,kﬂz
y = cotgx _ 1 (krz; (k +1)77) , kOZ
~ sin’x
y= & y= <) (— oo;oo)
y=a,a>0,a#1 y=4d.Ina (— 005 00)
y =Inx 1 (0;0)
X
y=logax,a>0,at1 1 (O;oo)
“x.na

Zakladni pravidla pro derivovani:

1. (fxg)'(X)=1'(X) £g'(X) ... derivace sottu (rozdilu) se rovna seétu (rozdilu) derivaci
2. (¥ =c.f'(x) ...... konstanta se ,vynasi‘ipd znak derivace

3. (fg)'()=F'"(x).gx) +f(xX).gXx) ..... (uv) = uv + uv

4. (ij (x)= f'(x).9(x)- f(x).g'(x) (uj:w
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Y %
5. derivace slozené funkce: f (X)) =f'(g(X) . g(x)

Souvislost derivace funkce akterych zakladnich vlastnosti funkce:
(stéale je teba si u¥domovat, Ze derivace funkce je viassmernice teny grafu funkce!!!)

o Spojitostfunkce: Ma-li funkcd v boct a derivaci, pak je v tomto bédspojita.
Obracena §ta ale neplati! Funkceide byt v bod a spojita a nemusi tam mit derivaci.
(ViZ narf. P]_l, P]_z, P13)

o Monoténnostfunkce: Ma-li funkcd v bock a kladnou (zapornou) prvni derivaci, pak je
v tomto bod rostouci (klesajici). (viz n&pPy, Ps, Ps, Pio, (P, P, R)).
Obracena &ta ale neplati! Funkce e byt v bod a rostouci (klesajici) a derivace
v bodt a se miize rovnat nule (viz. n&pPs) nebo dokoncetbec nemusi existovat.
(ViZ nap“r., P11, Py, P13)

o Extrémyfunkce: Funkcé maze (ale nemusi!!) mit v béda lokalni extrém pouze
tehdy, kdyZ“(a) = O (paka je stacionarni bod) (viz nag>, P;) nebo kdyZ derivace
v bodt a neexistuje (viz nap Pi», Pi3). Uvedené podminky pro existenci extrému
v boct a jsou nutné, nikoliv v8ak postajici. Tozn., Ze podminkai®e byt splgna a
funkce v bod a presto extrém nema (viz nap’s, Pr1).

o Konvexnost a konkavnostinkce: Ma-li funkce v bock a druhou derivaci”(a) > 0,
pak je funkce v batla konvexni (dutd). Je-fi"(a) < 0, pak je funkce v bata



konkavni (vypukla). Body, ve kterycfi"(a) = 0 a ve kterych se zaroivenéni konvexni
charakter funkce na konk&wiinaopak, jsou inflexni body.
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Osnova pro vySaeni pribehu funkce f: y =(K):
1. D(f), sudost, lichost, perio¢host, ptisetiky s osami, intervaly kladnych a zapornych
funkénich hodnot
2. Chovani funkcé v nevlastnich bodech @eni lim f(x), lim f(x)),

X - X - —00

P13

uréeni asymptot (pokud existuji)
- bez smirnice ... ... asymptota, bez smirnice mize existovat pouze v béd
nespojitostb, a to tehdy, jestlize alespgedna
z jednostrannych limit b je nevlastni. Pay: x = b.
- se smmici ....... as y=kx+q kdek= lim ) , q= lim (f(x)-kx)

X — oo X X — oo

Uréeni interval monotdénnosti a extréimfunkce
Uréeni interval konvexnosti a konkavnosti a inflexnich tiddinkce
Graf funkce

ok w

Derivace funkce zadané implicétn
Funkce niZe byt zadana - explicr{piimo, tedy rovnicf: y = f(X))

- implicitré (negimo, zastens, zprostedkovar) — nagf. pomoci
analytického vyjaigeni Kivky F(x, y) = 0, ktera sama
nemusi byt grafem funkce, aldibe edstavovat
sjednoceni grafnékolika funkcif; (viz nag. kuzeloseéky).

Derivovani implicitni funkce:
X ... znamym zfisobem
y ... jako sloZenou funkci zavisici na x

( naf.: (Y’+ X* +7)=3y%.y +2x )

Fyzikalni vyznam derivace:
vyjadtujici rychlost znny néjaké prongnné véase.
Nap. rychlost je derivace drahy podiasu
zrychleni je derivace rychlosti podiasu



