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Struktura otazky

@ Stacionarni procesy
© Autokovarianéni funkce a jeji vlastnosti
@ Derivace a integral ndhodného procesu

e Spektralni rozklad autokovariancnich funkci stacionérnich procest

e Odhady stfednich hodnot a autokovarianci stacionarnich ndhodnych
procest

e Regresni modely globélniho a lokdlniho trendu
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Analyza Casovych fad

Znaky:
Data jsou sbirdna postupné v case.
Zalezi na poradi.
Pozorovani jsou vzéjemné zavisla.
Cile:
Porozumét datlim; podle jakého modelu vznikaji nové hodnoty.

Predpovidat budouci hodnoty na zédkladé minulych.
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N&hodny proces

Necht (£, A, P) je pravdépodobnostni prostor, 7' C R indexova
mnoZina a X : Q — R redlna funkce definovand Vw € Q a vt € T.
Jestlize Vt € T je X (w,t) borelovsky meéfitelna funkce vzhledem
k A, pak tuto funkci nazyvame ndhodnym procesem. Znacime
{X(w,t):weQ,te T}={X,te T}

Borelovsky méfitelna funkce (B o-algebra borelovskych podmnoZin)
VBEBVte T: X }B)={weQ: X(w,t) € B} € A

T C Z — proces s diskrétnim Casem (Casova fada)

T € [t1, ta], —00 < t; < ty < 00 — proces se spojitym Casem

X: nabyvaji diskrétnich hodnot — proces s diskrétnimi stavy

X nabyvaji hodnot z néjakého intervalu — proces se spojitymi stavy
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Systém distribucnich funkci

Koneéné dimenziondlni distribucni funkct? rozumime funkci
Ftl,...,tk(l‘l; RN in) = P(th <zTi,..., th < :L‘k),Vk eEN, t,...,t, € T.
Systém distribu¢nich funkci {Fy, 4 k€N, t,...,t, € T} s
vlastnostmi

w limg, oo Pyt i (T - -3 Ty Tog1) = Fiayg (21, -0, Te),

m Ftil,.--,tik(%: oo Ty) = Fy 4 (z1,..., z) pro lib. permutaci

(t1,...,%) Cisel (1,...,k)

nazveme konzistentni.

Necht {Fy .4 1k €N, t1,...,t € T} je konzistentni. Pak exis-
tuje {Xt,t € T} takovy, ze Vk € N, t1,...,t € T je sdruZena
distribu¢ni funkce (Xy,,..., Xy, ) pravé Fy . 4.

Procesy, jejichz konecné dimenzionalni distribuce jsou vSechny
mnohorozmérné normalni, se nazyvaji gaussovské.
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Stfedni hodnota, autokovarian¢ni funkce, ACF

m Stredni hodnota NP je funkce
w=EX;, t €Z.
u Autokovariancni funkce NP je funkce
(s, t) = cov(Xs, Xt) = B[(Xs — ps)( Xt — )], s,t € Z.
» Autokorelacni funkce (ACF) NP je funkce

cov(Xs, Xt)

—— 5, t € 7.
+/var Xsvar X;

p(s,t) = cor(Xs, Xy) =
Piseme:
v(h) :==~(t,t + h) = (0, h)

a obdobné pro p(h).
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Stacionarni procesy

Rekneme, ze {X;,t € T} je striktné staciondrni, pokud je sdru-

zena distribu¢ni funkce (X4, ..., Xy ) stejnd jako sdruzena dis-
tribuce (Xtth, aoog th+h),vk eEN t,....,t%x € T,h € Z, tj.
Ftl,...,tk(:v].; caag mk) = Ft]_—l—h,...,tk—l—h(zl) ey :Z:k)

Rekneme, #e {X;,t € T} je (slabé) staciondrni, pokud je i
konstantni v ¢ase a 7(s, t) zavisi pouze na rozdilu s — ¢.

Striktni stacionarita = slabd stacionarita
Pro gaussovsky NP: strikini stacionarita = slabd stacionarita
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Piiklady

u Bily $um: {e;} ~ WN(0,d?),
kde {e,t € Z} je posloupnost ndhodnych veli¢in:
Ee; = 0, vare; = 02, cov(es, ;) =0 pro s # t
stacionarni

» Klouzavé priméry: {X;, t € Z},
kde X; = (1 +€¢1)/2 pro {e:} ~ WN(0, 0?),
stacionarni, nebot y; = 0,
¥(t,t) = 0.502, y(t,t + 1) = 0.2502, (¢, t + h) = 0 pro |h| > 1.
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» Ndhodnd prochdzka: {X:,t € Z},
kde X; = ¢, &; pro {e:} ~ WN(0,0?),
nestacionarni, nebot y; = 0, pro s < t
v(t,t) = to?, (s, t) = min(s, t)o2.
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m Ndhodnd kosinovd vina {X:,t € Z},
kde X; = a cos[2m(ft + ¢)] pro amplitudu a, frekvenci f (napf.
f =1/12), ndhodnou fazi ¢ € [0, 1] (tj. z néjakého rozdélen,
Rs(([0, 1]))
stacionarni, nebot EX; = 0,
v(s,t) = %cos[%’f(s —t)].
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Vlastnosti autokovariancéni funkce

v(s, t) = cov(Xs, Xi), s,t € T

m pro NP s konecnymi druhymi momenty je pozitivné semidefinitni:
VekeEN, ty,...,t, €T, c1,...,ct ER

k k k
0 < var (Z cith) = Z Z ciciY(ti, 1)

m Naopak: Pro pozitivné semidefinitni, kone¢nou fci g na T' x T 3
NP: g je autokovarianéni fce

m Plati:
Yt t)=7(0)>0 a |y(s,t)] <y/v(t, 1) (s, 5)

= p(h) =14
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Spojitost NP

Rekneme, Ze {X:,t € T} je spojity podle stiedu v bodé ty € T,
jestliZe pfi ¢t — tp konverguji X; k Xy, podle kvadratického stiedu,
tj.

E|X; — X4,|? =0 pro t— t.

Piseme (,,limit in the mean*)
Lim. X; = Xy,.
A X6 = X

Je-li {X¢,t € T} spojity v kazdém bodé mnoziny T je spojity.

NP {X:,t € T} je spojity < jeho (s, t) je spojitd v bodech
(s,t), pro néz s = t.
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Rekneme, ze {Xt,t € T} ma v bodé ty € T derwaci Xt'o, jestlize
pro o+ h € T plati

c Kt = Xtg 5

l'ﬁi% — = X,

Ma-li NP derivaci ve vSech bodech T rfikdme, ze NP méa derivact.
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Integral NP

Necht T = (a, b) je koneény nedegenerovany interval, [Ty, Ts] C
T, kde Th < Ts. Pomoci déleni D, intervalu [Ti, To] tako-
vého, ze Ty = tHh < t < --- < t, = T, vytvoiime soucet
In = Y0y X(t; — ti_1). Oznaéme A, = maxi<i<n(t; — t;i_1)
normu délent D,,.

Jestlize posloupnost I, konverguje podle kvadratického stfedu k
nah. veli¢iné I pro n — oo pro lib. déleni D,, takové, ze A, — 0,
pak se I nazyva Riemannidv integrdl {X:,t € T'} na [Ty, Ta).
Piteme I = [7? X dt.

Necht {X;,t € T}je NP s EX; = 0, v(s, t) a koneénymi 2. mo-
menty. Pak R.I [72 X;dt 3 IR.L [72 [72 (s, t)dsdt.
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Spektralni rozklad 7(t)

Pifedpoklad: {X;,t € Z} stacionarni, EX; = 0, kone¢né 2. momenty
= 7(t) jako (nespocetny) soucet harmonickych fci s riznymi frekvencemi a
amplitudami

Herglotzova véta

Je-li {X;,t € Z} stacionarni posloupnost, pak se da jeji y(t) vyjadrit jako

18)= e AR (). (1)

. 7
Bochnerova véta

Je-li {X;,t € R} stacionarni NP a spojity podle stfedu, pak se da 7(t)
vyjadrit jako

1) = [~ P ar). @

.

F'(X) neklesajici, zprava spojita a jedina:
P(-m)=0 a F(r)=1(0), piip. F(-00)=0 a F(00) =1(0)
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Spektralni rozklad, distribu¢ni funkce a hustota

Vzorce (1) a (2) se nazyvaji spektrdini rozklad «(t).

Fce F()) se nazyva spektrdini distribucni funkce.

Je-li F(X) absolutné spojita, pak existuje spektrdlni hustota f(A) : pro
stacionarni posloupnosti (NP) plati

F(A):/if(a:)da:, pEip. F(A):/lof(z)d:c

Spektralni hustota f(A) redlného spojitého staciondrniho NP nebo
redlné stacionarni posloupnosti je suda fce v tom smyslu, Ze pro
ni plati f(A) = f(—A) s.v. vzhledem k Lebesgueové mife.
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Existence spektralni hustoty

K existenci f(A) stacionarni posloupnosti stadi, aby platilo

S h(®)] < oo.

t=—o0

K existenci f(A) stacionarniho NP staéi, aby platilo

/°° v(8)| dt < oo.

—00

Existuje-li f(A) stacionarni posloupnosti a mé&-li kone¢nou variaci na
[—m, 7], pak f(A) = & 3222 _ o, e~ (¢) s.v. vzhledem k Lebesgueové mife
(tj. ve vSech bodech spojitosti).

Existuje-li f(A) spojitého stacionarniho NP a je-li [ |y(t)|dt < oo, pak
FO) = 2 S e P y(t)dt.
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Odhady stfednich hodnot stacionarnich NP

Predpokladejme, ze EX; = u, Vt € T. Jako odhad zvolime vybérovy
prameér
p=X=

n
> X
t=1

» nestranny odhad: Ej=E (% YO Xt) =
m mira kvality odhadu pomoci rozptylu

n
varjl = var (% ZXt) =3 ZZCOV(Xt,X) =
t=1

t=1:=1

= i{nfy(o) +2(n—1)y(1)+---+2y(n-1)}

7(0){1—}-22 p(z)}

(WN: varji = ﬂ = 237 2=%p(4) korekéni ¢len, odréazi vliv

autokorelace)
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Necht {X,t € T} je stacionarni s y a y(h) — 0 pro h — 00. Pak
varX, — 0 pro n — co.

Necht {X;,t € T} je stacionarni. Pak za uréitych podminek ma
X, ptiblizné (pro velkd n) normalni rozdéleni:

X, 4 N <y, 5> 'r(h)>
h—o0
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Odhady autokovariance staciondrnich NP

Odhad v(h) = E(X; — u)(X¢+n — ) (pfip. m — h namisto n):

A 1 n—h o o
A(h) = - (X = X)(Xign — X).
=1
Odhad p(h) = Z/J(g)l L . - -
a(h) = p(h) _ 2 (X = X)(Xign — X)
?:1(Xi - X)
I
= [N o © 4
i 2 = Ay
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Ozn. &(h) = (3(0),-..,%(h))" a #(h) = (A(1),..., A(h))

Je-li {Xt,t € T} stacionarni s koneénymi 4. momenty, pak ma
¢(h) za uréitych podminek pro lib. pevné h pfiblizné (pro n — 00)
normalni rozdéleni:

Vi (&(h) = e(h)) B Naa(0, V).

Mnohdy lepsi studovat zavislost bez ohledu na méfitko — ACFEF
(p()= fce 7() = delta metoda)

Je-li {X:,t € T} stacionarni s koneénymi 4. momenty, pak ma
7(h) za urcitych podminek pro lib. pevné h pfiblizné (pro n — 00)
normalni rozdeéleni:

v (#(R) = r(R)) 5 Na(0, W),

kde W = {ws;}j=1,.n a

Wi Zi{p(kﬂ)ﬂ)(k—i)+2p(i)p(k)}{p(kﬂ')+p(k—j)+2p(j)p(k)}-
k=1
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Casové rfady

Popisujeme pomoci

X: = DeterministickaCast; + StochastickaCast;
= {Trend; + Sezonnost;} + {PredikovatelnaVariabilita; + e}
=Ti+ S+ B
tj. aditiuni model (ptip. X¢ = Ty St- By multiplikatiuni, ktery lze
prevést na aditivni zlogaritmovanim)
m Trend — odrazi dlouhodobé ptisobeni vlivi
» Sezonnost — popisuje periodické zmény (ro¢ni obdobi.. . )

m N&hodné fluktuace — modeluje vlivy, které plisobi nepravidelné
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Klasickd dekompozice ¢asovych rad

» tj. rozklad X; = T; + St + E; (v ptipadé aditivniho modelu)
m zaloZeno na regresni analyze

m T: se méni v Case flexibilné, S; konstantni
m Postup:
Odhad T}
,Odtrendovani* X; — T}
Odhad sezonnosti S; z X; — T}
A Vypocet rezidualni slozky E; = Xy — Ty — S,
m Pro odhady sloZek se vyuZzivaji metody:
m parametrické — linedrni modely, harmonické LRM
m neparametrické — metoda klouzavych primérd, jadrové vyhlazovani
m Jiné metody — STL dekompozice, exponencidlni vyhlazovani,
Holt-Winter (v&etné predikce)
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Decomposition of additive time series
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Regresni modely globalniho trendu

Regresni modely mtizeme délit na modely:
m globdlniho trendu — vyuziti vSech t € T

m lokdlniho trendu — volba urcitého poctu t € T, tj. intervalu

Uvazujme X; = us + Uy, kde puy = EX; a rezidua U; : EU; = 0.
Trend mtZeme uvazovat jako polynom (LRM), v praxi bud:

m linedrni y; = Bo + B1t, nebo

u kvadraticky u; = Bo + it + Bat.

Vhodné je zahrnout i sezonni slozku (s sezén, k € Np)
S

pt = Bo + frt + Z 5 L t=ks )
j=2
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Metoda klouzavych primeért

Uvazujme X; = Ty + By.
Trend miizeme modelovat také neparametricky pomoci klouzavych
priméri:

m tzn. primérujeme hodnoty vzdy na urcitém intervalu

mfddum=2k+1

~ 1 &
T, = — E X5
t m t+7

j=—k

m f&du m = 2k
7’—1X +1X + +1X +1X
t—2m t—k m t—k+1 m t+k—1 2m t+k

» s rostoucim m se odhadnuté kfivka vyhlazuje! (tj. sitka
vyhlazovaciho okénka)
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1. Plot the data. Identify
unusual observations.

Understand patterns.

Use automated
algorithm.

2. If necessary, use a Box-
Cox transformation to
stabilize the variance.

Select model
order yourself.

Use auto.arima() te find
the best ARIMA model
for your time series.

3. If necessary, difference
the data until it appears
stationary. Use unit-root

tests if you are unsure.

4. Plot the ACF/PACF of
the differenced data and
try to determine pos-
sible candidate models.

5. Try your chosen model(s)
and use the AIC, to
search for a better model.

6. Check the residuals
from your chosen model
by plotting the ACF of the
residuals, and doing a port-
manteau test of the residuals.

i

7. Calculate forecasts.

Analyza ¢asovych fad

30

Pavla Holubikova



ARMA modely

m Box-Jenkinsonova metodologie
m pro stacionarni NP
m spojeni
m autoregresnich NP (AR) a
m NP klouzavych primérd (MA) tj. autoregressive-moving-average

models
» ARMA(p,q): Xi—p1Xi—1—...—ppXi—p = €4+01641+ - -+046¢4
» integrovand ARMA = ARIMA, tj. ARMA(p, d, q)

» sezonni ARMA = SARMA, tj. ARMA(p, q)(P, @)s

= SARIMA, tj. ARMA(p, d, ¢)(P, D, Q)s
Napt. ARMA(0, 1,1)(0, 1,1)12

Xt = X1+ Xe—12 — Xp—13+ €1 + 61641 + 076412 + 61076413
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» Piednasky: M9121 Casové fady I
» Pravdépodobné i piednasky M0122 Casové fady II  ~\_(V)_/~

m Skripta: https://www.math.muni.cz/ vondra/uvm/vystupy/KA1/
M5201/M5201 . pdf
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