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Uvod

Tento text je zaméren na zaklady numerické aproximace a feseni nelinearnich
rovnic, Blizsi informace o teoretickém zakladu, na némz tento text stavi muze
¢tendf najit zejména ve skriptech [1] a [2], déle také v knihdch [3] nebo [4].



Kapitola 1

Polynomy

Nebudeme se zda zabyvat ptilis teorii a zdkladnimi pojmy jako napt. stupen

.....

bude ¢init prazadné potize si néjakou vyhledat. Nas budou zajimat predevsim

Vypocty.
Prvni véc, na kterou bych rad upozornil, je nejednotnost zapisu polynomu
v ruzné literature. Zpravidla se setkdme se zapisem

P(z) = ap2™ + ap12™ -+ ayx + ag
ale obcas narazime na opac¢né potradi indexu, tedy na polynom ve tvaru
P(z) = apz" + a1zt - 4 ap_ 17 + ay,.

Pro konkrétni polynom, kdy koeficienty nejsou vyjadieny obecné ale ¢isly, je
to samoziejmeé jedno, ale pokud chceme pro polynom pouzit néjaké tvrzeni, je
potieba si davat pozor, v jakém potadi ta ¢i ona véta uvadi poradi koeficient.
V této prirucce se budu drzet prvniho zpusobu, tedy indexy u koeficientu
budou stejné jako ptislusnd mocnina x. Pokud bude potieba zvyraznit stupen
polynomu, budeme pouzivat znaceni P,.

1.1 Hornerovo schema a zakladni tikony s po-
lynomy

Na polynom budeme nahlizet jako na funkci — vrazite do ni x a vypadne
funkéni hodnota podle daného vztahu. Zakladni véc, kterou tedy s polyno-
mem potiebujeme délat, je vypocet funkéni hodnoty. Nejrychlejsi metodou
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k tomu je tzv. Hornerovo schema. Nebudu uvadét jeho podrobné odvozeni,
které by pro ¢tenaie bylo snadnym cvicenim. Hornerovo schema je zalozeno
na déleni polynomu P polynomem prvniho stupné Pj(x) =z — ¢, tedy

P(z) = (x —¢) - Q(x) + A, (1.1)

kde @ je podil (polynom stupné o jedna mensi nez P) a A je zbytek po délent,
ktery musi mit stupen mensi nez délitel, tedy je to konstanta. Z uvedeného
zépisu je jasné, ze P(c) = A, tedy tento zbytek po déleni je soucasné hodnota
polynomu P v bodé c. Z (1.1) se porovnénim koeficientu u stejnych mocnin
daji odvodit vztahy pro koeficienty polynomu @), Predpokladame-li polynom
Q ve tvaru

Q(QT) = bn_lx"_l + -+ b1£E + bo

dostavame postupné

bnfl = Qan
bpo = ap1+c by
bp—1 = ap+c-b

bo = a;+c- bl

A = ag + C- bo.

Hornerovo schema zpravidla v literature nalezname coby nasledujicci ta-
bulku:

‘ Qp ap—1 QGp—2 -+ A2 41 Qo

C ‘ bnfl bn72 bn73 e bl bO A

Pravidlo pro zapamatovani vypocetniho algoritmu je: ., Proni c¢islo opiseme
(b1 = ay), kazdé dalsi dostaneme tak, Ze k ¢islu nad c¢arou pripocteme c
ndsobek predchoziho ¢isla (by_1 = ax + ¢ - by, )“.

Hornerovo schema se pii rucnich vypoctech nejcastéji pouziva k testovani,
zda dané ¢islo ¢ je kofenem polynomu, v tom piipadé vyjde A = 0. Ale
vidime, ze kromé hodnoty polynomu v bodé ¢ dostavame i podil — polynom
Q.

Nékoho moznéd napadne, co by se stalo, kdybychom Hornerovo schema
pouzili se stejnou hodnotou ¢ znovu, tentokrat na polynom @, pak znovu na
vysledny podil a tak dal. Pro tento tcel si oznacime polynom @ jako () a



hodnotu A jakozto Ay, v dalsim kroku dostaneme podil ()5 a hodnotu A, a
tak dal, takze obecné mame

Qk(x) = (flf — C) . QkJrl(JJ) + Ak
Hornerovo schema pak (symbolicky zkraceno) vypada takto:

P
Ql AO
Q2 A
Qs A

cl| A,
Pro polynom P pak dostavame

Plz) = (z—c)Qi(z)+ Ao =

(z —c)((z — )Qa(x) + A1) + Ag =

(z = c)*Qa(z) + Ar(z — ) + Ap =

(z = )*((x — )Qs(x) + Az) + Ai(x — ¢) + Ay =
(x—c)PQs(z) + Az(x — )’ + Aj(z —c) + Ag =+ =
= Az —o)"+ A, 1(z—c)" T+ -+ Ai(x— o)+ A

Hodnoty A, ..., Ag jsou tedy koeficienty polynomu P posunutého do bodu c.
Toto vyjadreni se da také velmi dobie pouzit pro vypocet derivaci polynomu
P v bodé ¢, ale to bychom ptedbihali.

V Matlabu definujeme polynom pomoci vektoru jeho koeficient od nejvyssi
mocniny, takze prikazem

>> P=[1 3 -2 0 5]

definujeme polynom P(z) = z* + 32® — 222 + 5, jak se d4 snadno ovéiit
prevodem polynomu na symbolicky objekt:

>> poly2sym(P)
ans =
x"4 + 3%x"3 - 2%x"2 + 5

Pro vypocet hodnoty polynomu v bodé pouzijeme funkci polyval a muzeme
ji aplikovat nejen na jednu hodnotu ale na vektor ¢i matici hodnot, pficemz
hodnoty polynomu se poéitaji pro kazdou sluzku zvlast. Takze graf polynomu
na intervalu muzeme ziskat tfeba pomoci piikazu
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>> P=[1 3 -2 0 5];
>> x=-3:0.01:3;

>> y=polyval(P,x);
>> plot(x,y)

Operace s polynomy

Mezi zakladni tkony, které 1ze s polynomy provadét, patii s¢itani, nasobeni
skalarem, vzajemné nasobeni a déleni se zbytek. Prvni dvé operace patrné
nepotiebuji dalsi komentéare, jen je potieba védét, ze pro sc¢itani polynomu v
Matlabu musi mit ptislusné vektory koeficient stejnou délku, takze je nutné
je doplnit v ptipadé potteby nulami. Pro nésobeni polynomu se pouziva
funkce conv, kde jako vstupni parametry zadame polynomy, které chceme
nasobit.

Déleni polynomu se zbytkem se provadi podobné, jako je tomu u celych
¢isel. Nejznaméjsim pouzitim déleni polynomu se zbytkem je Eukleiduv algo-
ritmus pro hledani nejvétsiho spole¢ného délitele dvou polynomu. Algerotmus
je vSeobecné znamy, proto jej zde nebudeme uvadét. Pro déleni se zbytkem v
Matlabu je mozné pouzit funkci deconv, ktera ma dva vstupni a dva vystupni
parametry. Na vystupu dostavame podil a zbytek po déleni. Napiiklad pri
déleni polynomu z* + 32% — 42 + 1 polynomem 22 + 1 dostavame

>> P=[1 3 0 -4 1];
>> Q=[1 0 1];
>> [D,R]=deconv(P,Q)

Zbytek po déleni R ma formalné stejny stupen jako délenec P, aby platila
rovnost P=D*Q+R. Tuhle skutecnost je potieba brat v potaz pii nékterych
vypoctech v Matlabu, naptiklad pravé u zminéného Eukleidova algoritmu.



1.1.1 Derivace polynomu

V této casti trochu predbéhneme ucivo matematického kursu, protoze deri-
vace polynomu se ndm bude hodit v dalsim vykladu a navic pro polynomy
se pocita pomeérné jednoduse. Obecné lze Tici, ze derivace funkce udava, jak
rychle se funkce méni. Tedy pokud funkce hodné rychle roste, ma derivace
velké hodnoty, pokud se funkce na néjakém intervalu nemeéni (je konstantni),
je tam jeji derivace nulova a tak podobné. Derivace je kladna tam, kde funkce
roste, zapornd, kdyz funkce klesa, v bodech, kde ma funkce lokalni minimum
nebo maximum, je derivace nulova. Pro polynom

P(z) = ap2™ + ap_12" -+ a1z + ag
se jeho derivace vypocita podle vztahu
P@)=n-a,2" '+ n—1) ap12" 2+ +2 ar +a

V Matlabu se derivace vypocita piikazem polyder, takze pokud si chceme
zobrazit polynom spolu s jeho derivaci, muzeme to udélat napriklad takto:

>> P=[3 -4 -12 0 5];
>> DP=polyder (P)
DP =
12 -12 -24 0
>> x=-2:0.01:3;
>> y=polyval(P,x);
>> dy=polyval(DP,x);
>> z=zeros(size(x));
>> plot(x,y,x,dy,x,z,’k--")
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Modpte je zobrazen polynom, zelené jeho derivace.

1.2 Interpolace

Problém interpolace patii do teorie aproximace. Zpravidla se snazime apro-
ximovat néjakou funkci, z niz zname jenom hodnoty v diskrétnich bodech,
nékdy je dokonce muzeme mit nepresné.

Lagrangeova interpolace
Predpokladejme, ze jsou dany body z;, ¢ = 0,1,...,n, x; # x, pro i # k
a hodnoty funkce f v téchto bodech: f(z;) = fi, i = 0,1,...,n. Hleddme
polynom P, stupné nejvyse n takovy, ze
Pn(xz>:fza izO,l,...,n.

Body z;, i = 0,1,...,n, x; # x} pro i # k, budeme nazyvat uzly, poly-
nom P, interpolacni polynom. Plati nasledujici tvrzeni, které se d4 pomérné
snadno dokazat:

Pro (n+ 1) dangch dvojic cisel
(i, f), i=0,1,....,n, x; #x proi #Kk,
existuje nejuyse jeden polynom P, stupné mensiho nebo rovného n takovy, Ze

Pn(mi):fia i:O,l,...,n.



Pro dukaz existence interpolac¢niho polynomu pouzijeme Lagrangeovu
konstrukei, podle niz se interpolac¢ni polynom nazyvéa Lagrangetuv:

Polozme

() = (x—x0) ... (r—zi1)(x —xip1) ... (x — xp) :ﬁ(x—xj').

(Ii — I(]) e (l’l — Ii_l)(l’i — xi—l—l) N (l’z — In)
Je zfejmé, Ze [; je polynom stupné n a

v_J0 proi #j
lz(x])—{ 1 pro ¢ = j.

Definujme nyni Lagrangeuv interpola¢ni polynom P, vztahem:
P.(x)=lo(x)fo+lL(x)fi+ ...+ 1 (2)fn = Z Li(z) fi.

Snadno se ovéri, ze tento polynom spliuje dané interpola¢ni podminky a je
polynomem stupné nejvyse n.

Polynomy [; se nazyvaji Lagrangeovy fundamentalni polynomy a tvofii
bézi prostoru polynomu stupné nejvyse n.

Podivejme se, jaké je vypocetni slozitost Konstrukce Lagrangeova in-
terpola¢niho polynomu. Pii konstrukci jednoho fundamentéalniho polynomu
zaciname polynomem prvniho stupné x — xg, ktery postupné nasobime cleny
x—xj, stupein polynomu se postupné zvétsuje a pro jeho ndsobeni potfebujeme
fadove tolik operaci, jaky je jeho stupen. Celkovy pocet operaci pro kon-
strukci [; tedy dostaneme jako soucet koneéné aritmetické rady, coz je radoveé
n? operaci. Abychom sestrojili viechny fundamentéln{ polynomy potiebujeme
tedy fadové n3 operaci.

Pfi ruéni konstrukei interpola¢niho polynomu ovsem zjistime, Ze spoustu
operaci provadim opakované, takze pifi vhodném postupu by bylo mozné
konstrukei urychlit. A skutecné, optimélni konstrukce Lagrangeova inter-
pola¢niho polynomu je zalozena na funkei wy,1(z) = (z — x0) ... (x — z,) =

" o(x — x;). Pro urcen{ funkce w,,; potiebujeme radové také n* operac,
ale tuto funkci konstruujeme jen jedenkrat. Citatel fundamentalniho poly-
nomu [; ziskdme délenim w,1(z) : (x — x;), k ¢emuz se dd vyuzit Hornerovo
schema, které je co se tyce poc¢tu operaci linearni.
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Déle se d& odvodit, ze jmenovatel fundamentalniho polynomu [; je ro-
ven derivaci funkce w,;; v bodé x;. Pro derivovani polynomu je potieba
také tadové n operaci a pro vypocet hodnoty derivace v bodé jakbysmet.
Jednodusseji se da ovSem jmenovatel spocitat na zakladé faktu, ze je ro-
ven hodnoté ¢itatele v uzlu z;. Urceni hodnoty polynomu v bodé ale také
dokazeme urcit v linerani zavislsti na stupni polynomu. Celkové tedy pro je-
den fundamentalni polynom potiebujeme jen linedrni mnozstvi operaci, pro
vsechny fundamentalni polynomy je to pak fddové n? operaci.

Matlabovska funkce pro konstrukei Lagrangeova interpola¢niho polynomu
pak muze vypadat nasledovneé:

function [lip,lfp] = laintpol2(uzly,ff)
% function [lip,lfp] = laintpol(uzly,ff)
% Lagrangeuv interpolacni polynom

% uzly,ff - radkove vektory

% lip - Lagr. interpol. polynom

% 1fp - matice fundamentalnich polynomu

om=poly(uzly); % funkce omega

omd=polyder (om); % omega’

n=length(uzly)-1;

lip=zeros(1,n+1);

1fp=I[1;

for 1i=0:n
il=ii+1;
xi=uzly(il);
citatel=deconv(om, [1,-x1i]);
jmenovatel=polyval(omd,xi);
1li=1/jmenovatel*citatel; % fundamentalni polynom
1fp=[1fp;1il;

end % konec cyklu

lip=ff*1fp;

end % konec funkce

Jako nepovinny druhy vystupni parametr funkce vraci fundamentélni poly-
nomy radcich matice.

Pro vyzkouseni programu zkusime interpolovat hodnoty funkce sin. Nej-
prve definujeme uzly a urcime funkéni hodnoty:
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>> uzly=[1 2 3 4 6];
>> ff=sin(uzly);
>> [1lip,1fp] = laintpol2(uzly,ff);

Protoze mame spoctené i Lagrangeovy fundamentalni polynomy, muzeme si
je prohlédnout:

>> 11=1fp(1,:)
>> 12=1fp(1,:)
>> 12=1fp(2, :)
>> 13=1fp(3,:);
>> 14=1fp(4,:)
>> 15=1fp(5,:)
>> xx=0:0.01:7;

>> Li=polyval(1l1,xx);

>> L2=polyval(12,xx);

>> L3=polyval(1l3,xx);

>> L4=polyval(1l4,xx);

>> LB=polyval(15,xx) ;

>> plot(xx, [L1;L2;L3;L4;L5])
>> grid on

>> axis([0,7,-5,5])
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Nakonec si nechame vykreslit i interpola¢ni polynom spolu s funkci sin pro
porovnani:

>> Px=polyval(lip,xx);
>> fx=sin(xx);
>> plot (xx,Px,xx,fx,’--7,uzly,ff, ’*’)

Vidime, ze polynom funkci aproximuje pomérné dobie, chyba je vétsi v ob-
lasti, kde jsou uzly déle od sebe. Chyba se samoziejmé zvétsuje vné intervalu
obsahujici uzly.

Hlavni nevyhodou Lagrangeovy konstrukce je ten fakt, ze v ptipadé, kdyz
potfebujeme pridat uzel, musime pirepocitat vSechny fundamentalni poly-
nomy. Proto je v nékterych pripadech vyhodnéjsi Newtonova konstrukce,
kterou si ted odvodime. Je nékolik zptisobt, jak to udélat, my pouZijeme
tzv. iterovanou interpolaci.

Iterovana a Newtonova interpolace

Ozna¢me P, ;1. 4k interpolac¢ni polynom na uzlech z;,...,x;1x, tedy po-
lynom stupné k. Pro k£ = 0 dostavame polynom nultého stupné F;, tedy
se jedna o konstantni polynom, ktery je vSude roven hodnoté f;. Polynom
P, it1... itk sestrojime z polynomu nizsich stupnu nasledujicim zptisobem:
Necht P; _;ix-1 @ Piy1._iyk jsou interpolaéni polynomy na pifslusnych uz-
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lech, oba stupné k£ — 1. Pak polynom P ;11 i+ ziskdme ze vztahu

Ttk Tivk — T T — Ti+k T —x;

1
= 7[Pi+1,...,i+k<x) : (33 - 1’1) - Pi,...,i+k71(l’) : (33 - $z+k)]
Titk — g

Dosazenim jednotlivych uzlu do této formule snadno zjistime, ze vysledny
polynom skutecné spliuje interpolacni podminky.
Uvedeny vztah trochu upravime:

1

Pi. k() = m[ﬂ,...,wk—l(@ ((@igh — ) — (2 — 23)) +
+ P, k() - (v — )]

Py iwk(x) =P itk1(x)

Tivk — T4

P ivk—1(x) + (r — ;)
Rozdil polynomu v ¢itateli zlomku je samoziejmé polynom stupné k — 1,
oznacme jej napifklad R. Protoze jak polynom P ;ix—1 tak i Py itk
maji stejné funkéni hodnoty v uzlech x;,1,... 2111, jsou tyto uzly kotreny
polynomu R. Protoze téchto uzlu je k — 1 1ze polynom R zapsat ve tvaru

R(z) =a- (& = zip1) - (T = Tigp),

kde a je koeficient u nejvyssi mocniny z, tedy u 2*~1. Tento koeficient je ale
roven rozdilu koeficientt u nejvyssi mocniny polynomu P11 ik & P itk—1-
Celkem dostavame

a
Proiii(@) = Prsira () 4 — (@) (2 — zipir). (12)
Litk — Ly
Interpola¢ni polynom na uzlech x;,. .. ,x; ; tedy dostaneme z interpola¢niho
polynomu na uzlech z;,...,x; 1 x_1 pridanim dalsitho ¢lenu, ktery je roven
k-1
sou¢inu kofenovych ¢initelu [] (z—=;4;) vynasobenému koeficientem u nejvyssi
§=0
mocniny.
Ozna¢me tento koeficient jako f[z;, ..., x| Je jasné, ze f[x;] = f; a
déle ze vztahu (1.2) dostavame

f[%‘ﬂ, . >$i+k] - f[i’fi, . >$i+kz—l]

Titk — L4

flas, o wigr] =
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Zpusob vypocétu téchto koeficientu jim dava také nazev - oznacCujeme je
jako pomérné diference. Jejich vypocet pro vsechny uzly lze provést pomoci
nasledujiciho schematu:

zo | flro] = fo
> f[x()axl]
zy | flu] = fu > flzo, 1, 2]
> f[l’l,l’g]
Ty | flze] = fo flzo, .-\ xn]

> f[xn—% Tn—1, xn]
> f[xn—ly xn]

Postupnym pouzitim vztahu (1.2) pak dostdvame

Po..n(x) = flzo] + flzxo, z1](x — o)+
+  flro, z1, x2)(x — x0)(x — 1)+ (1.3)
+ ot flxe, @)@ —x) - (T — Tp).

Tato konstrukce se nazyva Newtonuv interpola¢ni polynom. Vysledek sa-
moziejmé musi byt totozny s Lagrangeovym interpolacnim polynomem. Hlavni
vyhodou Newtonovy konstrukce ale je snadné pfidavani dalsich uzlu — staci
vypocitat dalsi fadek v tabulce pro vypocet pomérnych diferenci a k predchozimu
interpola¢nimu polynomu pridat soucin prislusnych korenovych ¢initelu nasobeny
vyslednou pomeérnou diferenci.

Pro interpolaci v Matlabu je mozné pouzit také jeho vlastni funkci polyfit,
ktera je ale trochu obecnéjsi a umoznuje najit také aproximaci dat polyno-
mem nizsiho stupné pomoci metody nejmensich ctvercu.

Intrpolovat 1ze samoziejmé take v Sage. Abychom dostali jako vysledek
racionalni polynom, pouzijeme pro piiklad jina data nez vyse uvedena:

sage: P = PolynomialRing(QQ, ’x’)
sage: P.lagrange_polynomial([(0,1),(2,2),(3,-2),(-4,9)1)
-23/84xx"3 - 11/84%x"2 + 13/7*x + 1

Daji se zde urcit i pomérné diference pro Newtonuv interpolac¢ni polynom:
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sage: P.divided_difference([(0,1),(2,2),(3,-2),(-4,9)]1)
(1, 1/2, -3/2, -23/84]

Predpokadam, ze ctenari necini zadné potize si ovérit, ze z vypocitanych
nodnot pomoci Newtonovy konstrukce ziskdme stejny polynom jako v prvnim
pripadé.

1.3 Koreny polynomi

Najit koten daného polynomu je jednou ze zakladnich matematickych tiloh. K
ovérovani, zda dané ¢islo je nebo neni kofenem polynomu zpravidla pouzivame
Hornerovo schema, existuji ale dalsi nastroje, které nam mohou hledani
kotent usnadnit.

Naptiklad pokud méame polynom s celoc¢iselnymi koeficienty a zajimaji nas
racionalni koteny, tedy koteny ve tvaru g, kde p je celé ¢islo, g je prirozené
¢islo a p a g jsou nesoudélnd, tak se da lehce zjistit, ze koeficient u nejvyssi
mocniny polynomu (tedy a,) musi byt délitelny ¢islem g, zatimco absolutni
clen (t.j. ap) musi byt délitelny p.

Dalsi pomuckou muze byt stanoveni oblasti, kde vsechny koteny lezi. K
tomu nam muze pomoci napiiklad tvrzeni, které lze najit i s dikazem v [1].

Necht

A = max(|ag|,...,|an-1]),

B = max(|la],...,|a,|),

kde a, k = 0,1,....,n, apa, # 0, jsou koeficienty polynomu P, Pak pro
vsechny koreny xp, k= 0,1,...,n, polynomu P plati
1 A
B <lop] < T+ —. (1.4)
|an
1+ +—
||
Vsechny koteny tedy v komplexnim oboru lezi v mezikruzi, jehoz hranice jsou
dany uvedenou nerovnosti. Uvedené hranice, zejména pak horni hranice, jsou
pomérné hodné hrubé odhadnuty. Naptiklad pro polynom, jehoz koteny jsou
¢isla od jedné do Sesti, dostaneme nésledujici hranice:
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>> P=poly(1:6)

P =
Columns 1 through 6
1 -21 175 -73b5 1624 -1764
Column 7
720

>> n=length(P);
>> A=max(abs(P(2:n)))

A =
1764

>> B=max(abs(P(1:n-1)))

B =
1764

>> H=1+A/P(1) % horni hranice

H =
1765

>> D=1/(1+B/P(1)) % dolni hranice

D =

5.6657e-04

Existuji dalsi kriteria, kterda v nékterych pripadech mohou poskytnout
lepsi odhad velikosti absolutni hodnoty kofenii, uved me aspon nékteré:
Pro vsechny koreny xi, k =0,1,...,n, polynomu P plati

|z < max{l Z % }
lze] < 2max{ -1 A fn- A= a0 }
an
|z < max{,l+,..,1+an_1}.
an an an

Dalsim zjednodusenim pii hledani korenu polynomu muze byt odstranéni
nasobnych korfenu. Obecné plati, ze kazdy polynom lze zapsat ve tvaru

P(z) =ay,(z —x1)" -+ (z — xp)™,
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kde x1,. .. ,x jsou vzajemneé ruzna komplexni ¢isla, ny,. . . ,ny jsou jejich nasobnosti
any+...+np =n = st(P). Plati také, ze pokud je kofen x; ndsobnosti n; > 1,

pak tento koten je i korenem derivace polynomu P s nasobnosti n; — 1. Od-

tud plyne, ze snizit ndsobnost vsech kofenu na 1 lze tak, ze urc¢ime nejveétsi
spolecény délitel D polynomu P a jeho derivace P’. Kofeny tohoto nejvétsiho
spolecného délitele jsou pravé ty koreny puvodniho polynomu, které maji
nasobnost vétsi nez jedna a jejich nasobnost v déliteli D je o jedna mensi nez

v polynomu P. Vydélenim polynomu P délitelem D ziskame tedy polynom,
ktery mé stejné koreny jako P, ale vSechny jsou nésobnosti 1.

Z numerického hlediska je potfeba poznamenat, Ze tento postup v praxi
funguje dobie pro polynomy se celociselnymi koeficienty, které se pohybuji v
yrozumnych“ mezich. Ale i v jednoduchych ptipadech je potieba postupovat
obezretné:

>> format long
>> P=poly([1 1 1 1])

P =
1 -4 6 -4 1
>> DP=polyder (P)
DP =
4 -12 12 -4
>> roots(P)
ans =

1.000217162530750
0.999999969335793 + 0.000217131857745i
0.999999969335793 - 0.000217131857745i
0.999782898797672

>> roots(DP)

ans =
1.000004930958320 + 0.000008540746793i
1.000004930958320 - 0.000008540746793i
0.999990138083364

Vidime, ze pokud bychom posuzovali shodnost kofent u uvedeného polynomu
a jeho derivace, pficemz ani nepozadujeme prilis velkou presnost, tak nejenze
ke shodé nedochazi, ale kofeny ani nejsou néasobné. Nicméné pokud bychom
hledali nejvétsi spoleény délitel, postup povede ke spravnému vysledku:

>> [Q,R]=deconv(P,DP)

18



0.250000000000000 -0.250000000000000

R =

0 0 0 0 0
>> D=Q % D je nejv.spol.delitel
D =

0.250000000000000 -0.250000000000000
>> roots (D)
ans =
1

Vidime, ze vysledek je pfesny, a to i navzdory numerickym nepfesnostem
béhem vypoctu. Ukazme si jesté jeden priklad, kde budou dva nasobné koteny
blizko sebe:

>> P=poly([0.9 0.9 1.1 1.1 1.1])
P =
1.0000 -5.1000 10.3800 -10.5380 5.3361 -1.0781
>> DP=polyder (P)
DP =
5.0000 -20.4000 31.1400 -21.0760 5.3361
>> [Q1,R1]=deconv(P,DP)
Q1 =
0.2000 -0.2040
Rl =
0 0 -0.0096 0.0298 -0.0306 0.0105
>> R1(1:2)=[] % odstranime pocatecni nuly
R1 =
-0.0096 0.0298 -0.0306 0.0105
>> [Q2,R2]=deconv(DP,R1)
Q2 =
-520.8333 510.4167
R2 =
1.0e-11 *
0 0 -0.1766 0.2515 -0.0769

V tomto misté je nutné usoudit, ze zbytek po déleni je ve skutec¢nosti nulovy,
tudiz néjvétsi spolecny délitel je predchozi zbytek, tedy polynom R1.
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>> D=R1
D =
-0.0096 0.0298 -0.0306 0.0105
>> PO=deconv(P,D)
PO =
-104.1667 208.3333 -103.1250
>> roots(P0O)
ans =
1.1000
0.9000
>> format long
>> roots(P0O)
ans =
1.100000000001784
0.899999999998279

Vidime, ze vysledek je opét pomérné presny. Koreny puvodniho polynomu
Matlab spocita s daleko vétsi chybou:

>> roots(P)

ans =
1.100021372535598 + 0.0000370111832551
1.100021372535598 - 0.0000370111832551
1.099957254925198
0.900000434848828
0.899999565154781

1.3.1 Separace realnych korent

Ukazeme si algoritmus, s jehoz pomoci je mozné presné urcit pocet realnych
polynomu v daném intervalu, pokud predpokladdame, ze vsechny realné koteny
jsou jednoduché. Tento algoritmus je zalozen na konstrukci tzv. Sturmovy
posloupnosti, ktera se definuje nésledovne:

Posloupnost redlngch polynoma
P=PF,P,....P,

se nazyvd Sturmovou posloupnosti prislusnou polynomu P, jestlize
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1. Vsechny redlné koreny polynomu Py jsou jednoduché.
2. Je-li zg redlny koten polynomu Py, pak signPi(x¢) = —signPj(xo).
3. Jestlize xy je redlny koren polynomu P;, plati
Piy1(z0) Pioi(w0) <0,
proi=1,2,....,m—1.

4. Posledni polynom P,, nemd redlné koreny.

Sturmovu posloupnost 1ze zkonstruovat pomérné snadno, Pokud predpokladéame,
ze vychozi polynom P = P, nemd realné kofeny, staci polozit P, = —F},
abychom zarucili splnéni druhé vlastnosti. Tteti vlastnost z definice dosta-
neme, pokud polynom P, ; vezmeme jako zaporné vzaty zbytek po déleni
Py : P tedy
Pa=PF-Q—PFy

Pro kofen xy polynomu P; tedy mame P;_q(z¢) = —P;y1(%¢), pficemz dany
vyraz nemuze byt nulovy, jinak bychom indukci dostali, ze xg je kofenem P,
i Py, coz je spor s tim, ze koteny Py jsou jednoduché.

Konstrukce zalozena na déleni se zbytkem zarucuje, ze stupné polynomu v
posloupnosti postupné klesaji. Posledni polynom P, je zpravidla konstantni,
ale je mozné konstrukci ukoncit i diive, pokud vime, Ze polynom nema realné
kofeny, napi. pro polynom z? + 1.

Pocet kotenu v daném intervalu pak lze zjistit pomoci Sturmovy véty:

Pocet redlnych korent polynomu P v intervalu |a,b] je roven W (b) — W (a),
kde W (z) je pocet znaménkouvyjch zmén ve Sturmové posloupnosti Py(z), . .., Py(x)
v bodé x (z niz jsou vyskrtnuty nuly).

Predpokladam, ze pojem pocet znaménkouvych zmen je natolik intuitivneé
jasny, ze nepotiebuje definici. Dukaz Sturmovy véty je zalozen na faktu, ze
k navyseni ¢ snizeni po¢tu znaménkovych zmén muze dojit jen pii prechodu
pres koten nékterého z polynomu ve Sturmové posloupnosti. Ze druhé vlast-
nosti v definici Sturmovy posloupnosti skuteéné plyne, ze pokud z roste,
pak pii piechodu pies kofen P = Py jsou dvé moznosti: bud’ piechdzime ze
zapornych hodnot polynomu do kladnych, v tom piipadé polynom F, roste,
jeho derivace je tedy v okoli kotfene kladna, tudiz P; je tam zaporny a pribude
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jedna znaménkova zména. Nebo Py v kofenu klesa, takze P; je kladny a také

pribude jedna znaménkova zména.

r—h x xz+h r—h x xz+h
Py — 0 + P + 0 -
P — - - P + + +
W(x) 0 0 1 W(x) 0 0 1

Pti prechodu pres koien polynomu P; proz > 0 jsou celkem ¢tyti moznosti,
pri zadné z nich vsak podle treti vlastnosti z definice nedochézi ke zméné
poctu znaménkovych zmeén:

r—h = x+h z—h x x+h
Py - — — Py + + +
P, — 0 + P, - 0 +
P + + + P — — —
W (x) 1 1 1 W(x) 1 1 1

r—h x x+h T — xr x+h
Py - - - Py + 4+ +
P + 0 — P, + 0 —
Py + + + Py — — —
W(z) 1 1 1 W(x) 1 1 1

K navyseni poc¢tu znaménkovych zmén tak dochazi jenom pri prechodu

pres koten polynomu Fy, odkud bezprostiedné plyne tvrzeni véty.

Piiklad 1. Zjistime pocet kladnych a zadpornych kofenti polynomu z* — 422+
8z — 2. Nejprve sestrojim Sturmovu posloupnost:

>> PO=[1 -4 0 8 -2];
>> P1=-polyder (PO)
P1 =
-4 12 0 -8

Protoze nés zajimaji jen znaménka a jejich zmeény, je mozné polynom vydélit
nebo vynésobit kladnym ¢islem. To se hodi hlavné pii ruénim pocitani, kdyz
se chceme vyhnout slozitéjsim zlomkum. Pak dél pokrac¢ujeme v konstrukci
Sturmovy posloupnosti: provedeme déleni se zbytkem, odstranime nulové
koeficienty a polynom opét muzeme vydélit kladnym ¢islem:

>> P1=P1/4
P1 =
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-1 3 0 -2
>> [Q,R]=deconv(P0O,P1)
Q =

-1 1
R =

0 0 -3 6 0
>> P2=-R/3;
>> P2(1:2)=[]
P2 =

1 -2 0

Celou ¢innost opakujeme, dokud nedostaneme konstantni polynom:

>> [Q,R]=deconv(P1,P2)
Q =
-1 1
R =
0 0 2 -2
>> P3=-R/2;
>> P3(1:2)=[]
P3 =
-1 1
>> [Q,R]=deconv(P2,P3)
Q=
-1 1
R =
0 0 -1
>> P4=1;

Podle predchoziho textu je horni hranice pro absolutni hodnotu vsech kotrenu
rovna 9, takze vsechny koreny lezi v intervalu [—9,9]. Pfi ruénim pociténi
je jednodussi urcit znaménko limity hodnoty v oo podle parity nejvyssi
mocniny a znaménka jejiho koeficientu. Pocet znaménkovych zmén v Matlabu
urc¢ime pomoci ptikazu:

>> x=-9;
>> [polyval(PO,x),polyval(P1,x),polyval (P2,x),...
polyval(P3,x) ,polyval (P4,x)]
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ans =
9403 970 99 10 1
>> x=0;
>> [polyval(PO,x),polyval(P1,x),polyval (P2,x),...
polyval (P3,x) ,polyval (P4,x)]
ans =
-2 -2 0 1 1
>> x=9;
>> [polyval(PO,x),polyval(P1,x),polyval(P2,x),...
polyval (P3,x) ,polyval (P4,x)]
ans =
3715 -488 63 -8 1

Pfi ruénim pocitani staci urcovat znaménka a vysledky muzeme prehledné
umistit do tabulky:

z | PO(z) Pl(z) P2(z) P3(z) Piz) | W(z)
0
1

—co | + - - + +
0 -~ - 0 - -
o |+ — - . + 4

Celkem tedy méame 4 koteny, z toho je jeden zaporny a tii kladné.

1.4 Splajny

Ted zase trochu piedbéhneme. budeme totiz opét potiebovat derivace, o
kterych budeme podrobnéji mluvit pozdéji, ovsem vyklad o splajnech dobte
navazuje na interpolaci, takze jsem se rozhodl jej zaradit uz sem. Snad to
nebude prilis vadit, protoze tato c¢ast bude spisSe jen doplikova a informativni.

V éestiné uz se pro funkee, o nichz ted budeme mluvit, zab&hl pocestény
vyraz splajn. Ve starsi literatufie je mozné narazit na anglicky termin spline,
vyslovnost je ovSem stejna jako u pocesténého vyrazu.

Splajny patii mezi interpolaéni techniky, protoze vétsinou prochazeji presné
zadanymi hodnotami. Existuji ale i tzv. vyhlazovaci splajny, o téch tady v
tuto chvili taktné pomléime.

Splajn se zpravidla definuje jako po ¢éstech polynomidlni funkce, ktera
je spojita do urcitého fadu. Nejjednodussim prikladem splajnu je spojita
po castech linearni funkce, kterda prochézi zadanymi body v roviné. Presnéji
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feceno predpokladejme opét, ze jsou dany body x;, i = 0,1,...,n, z; # x)
pro i # k a hodnoty funkce f v téchto bodech: f(z;) = f;, i = 0,1,...,n.
Linearni spojity splajn je funkce s, ktera je spojitd, linearni na kazdém inter-
valu [z;, z;41],7=0,...,n—1aplati s(z;) = fi, i =0, ...,n. Na ndsledujicim
obrazku muzeme vidét priklad takové funkce:

2
3

25 b

0 I ¥ I I I
1 2 3 4 5 6 7

Nejcastéji se setkdme s kubickymi splajny. Jednd se o funkce, které jsou po
castech polynomy tietiho stupné a jsou spojité do radu dva, jsou tedy spojité
a maji spojité i prvni a druhé derivace, Uvedeme radsi opét presnou definici:
Necht jsou ddny body z;, i = 0,1,...,n, x; # x pro i # k (zvané uzly)
a hodnoty funkce f v téchto bodech: f(x;) = fi, i = 0,1,...,n. Kubicky
splajn je funkce s, ktera je spojita véetné prvni a druhé derivace a je ku-
bickym polynomem na kazdém intervalu [z;,z;11], ¢ = 0,...,n — 1 a plati
s(z;) = fi,i=0,...,n.

Podminky spojitosti musime uplatnit v uzlech, jelikoz polynomy maji spojité
derivace vSech tadu, takze uvnitt intervalu neni se spojitosti problém.
Maéame celkem n intervalu, na kazdém potfebujeme sestrojit polynom 3. stupné,
ktery ma ¢tyti neznamé koeficienty, dohromady tedy mame 4n neznamych
koeficientu. Ovsem pro kazdy z n polynomu mame zadana dvé funkéni hod-
noty (jednu v kazdém krajnim bodé intervalu [z;, z;41]), tim se ndm pocet
neznamych koeficientu redukuje na polovinu a soucasné zajistime spojitost
kubického splajnu. Ve vnitinich bodech (z1,...,x,_ 1) ddle mame podminky
na spojitost prvni a druhé derivace, ¢imz se nam pocet neznamych koefici-
entu zredukuje ne 2. Dalsi podminky uz ale neméame, takze kubicky splan
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neni funkénimi hodnotami jednoznacéné zadan a je potieba dvé podminky
pridat,aby bylo mozné jej sestrojit.

Nejcastéji se zadavaji hodnoty prvni derivace v krajnich bodech z(, a
Sn, pak hovorime o uplném kubickém splajnu, nebo hodnoty druhé derivace
v téchto bodech. Pokud maji byt tyto hodnoty nulové, splajn se nazyva
prirozeny kubicky splan.

Nebudeme tady uvadét presnou konstrukei kubickych splajnt, zajemce
najde podrobné informace t¥eba v [2]. Ukazeme si, jak zkonstruovat splajn
za pomoci software. V Matlabu se pro konstrukei splajnu da pouzit zékladni
funkce spline. V nejjednodussi verzi pocita koeficienty polynomi, jako vysledek

vvvvvv

obrazku dostaneme:

>> x=[123467];
>> f=[310211];
>> plot(x,f,’-*’)
>> print -depsc splajnl.eps
>> g=spline(x,f)
s =
form: ’pp’
breaks: [1 2 3 4 6 7]
coefs: [5x4 double]

pieces: b5
order: 4
dim: 1

Oznaceni 'pp’ ukazuje, ze se jedna o po castech polynomialni funkci, Dale
nasleduji uzly, tedy hrani¢ni body pro jednotlivé ¢asti polynomu. Pak muzeme
zjisti koeficienty na jednotlivych intervalech, pocet intervalu a stupen poly-
nomu (ve skutecnosti spise pocet koeficientu na kazdém intervalu). Vyznam
posledni polozky by mél jasny.

Pokud bychom tedy chtéli znat koeficienty splajnu na jednotlivych inter-
valech staci zadat

>> s.coefs

ans =
0.6978 -1.5935 -1.1044 3.0000
0.6978 0.5000 -2.1978 1.0000
-1.4891 2.5935 0.8956 0
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0.4081 -1.8738 1.6153 2.0000
0.4081 0.5748 -0.9829 1.0000

Nés budou ovsem spis zajimat hodnoty splanu, abychom si jej mohli pripadné
nakreslit. K tomu lze pouzit funkci ppval:

>> xx=1:0.01:7;
>> ss=ppval(s,xx);
>> plot(xx,ss,x,f,’ r*’)

w

25 h

1 2 3 4 5 6 7

V piipadé, ze nas nezajimaji koeficienty na jednotlivych intervalech, ale jen
vysledné funkéni hodnoty, staci zadat

>> ss=spline(x,f,xx);

Zvidavého ¢tendie ted mozna napadne, Ze jsme pii konstrukei zaddvali jen
funkéni hodnoty a zadné okrajové podminky. Pravem se tedy muze ptat,
jaké okrajové podminky byly pouzity. Tuto otazku jisté uspokojivé zodpovi
dokumentace Matlabu.

V Sage se splajn definuje pro body v roviné, jimiz ma prochézet, takze
pro stejna data jako vySe muzeme pouzit nasledujici postup:

27



sage: values = [[1,3],[2,1],[3,0],[4,2]1,[6,1],[7,1]1]
sage: S = spline(values)

sage: S

(f1, 31, 2, 11, 3, ol, [4, 21, [6, 1], [7, 1]]

Vidime, ze samotny obsah proménné S nam moc informaci neda. Piikazem

sage: type(S)
sage.gsl.interpolation.Spline

aspon zjistime, o jaky datovy typ se jedna, ale koeficienty na jednotlivych
intervalech nezjistime. A pokud vim, u této zakladni funkce se tyto koeficienty
primo zjistit nedaji. Pokud by je ¢lovék opravdu potieboval, musi si stahnout
dalsi knihovny, které obsahuji ponékud vice sofistikované funkce pro praci se
splajny.

Pro nase tucely ovsem zédkladni funkce zcela postacuje, naptriklad hodnotu
polynomu v bodé zjistime snadno:

sage: S(1)
3.0
sage: S(1.5)

1.9917763157894737
sage: S(sqrt(2))
2.1640477491461865

Nechat si splajn vykreslit (ptipadné i s uzly a ptislusnymi hodnotami) taky
neni problém:

plot(S,(1,7))+list_plot(values,color="red’)
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V Sage je velmi jednoduché zménit hodnotu v nékterém uzlu:

sage: S[0]

[1, 3]

sage: S[0]=[1,2]

sage: S

(1, 21, [2, 11, [3, o], [4, 2], [6, 1], [7, 1]]
sage: plot(S,(1,7))+list_plot(values,color=’"red’)

2.5F

151

0.5
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Prvni hodnota samoziejmé nelezi na splajnu, jelikoz jsem ji nepiedefinovali.
Splajn ale prochézi danymi body. Jednoduse se dé taky bod ubrat nebo
naopak pridat:

sage: del S[1]

sage: S

(1, 21, (3, o1, [4, 21, [6, 11, [7, 1]1]

sage: S.append([5,2])

sage: S

(f1, 21, (3, o], (4, 21, [6, 11, [7, 1], [5, 2]]

Kdyz si nechame splajn zobrazit, vidime, ze nazéalezi na poradi uzlu.

1.5

0.5r

1.5 Bersteinovy polynomy a Bézierovy krivky

Sergej Bernstein byl rusky matematik, ktery se béhem svého dlouhého zivota
doséhl vyznamnych vysledku v nékolika matematickych odvétvich. Jeho jméno
by se mélo vyslovovat rusky, tedy ,bernstejn* a nékdy se takto i v ¢estiné
pise. Casto se oviem setkdme s vyslovnost! némeckou (,bernstajn®) nebo s
anglickou (,,bernstain®).

Nés bude zajimat jeho ptispévek k teorii aproximaci. Bernsteinovy poly-
nomy totiz maji tu dulezitou vlastnost, ze s libovolnou presnosti aproximuji
spojitou funkei na intervalu [0, 1] Jednoduchou substituci pak jimi muzeme
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aproximovat spojitou funkci na libovolném uzavieném intervalu. Jejich kon-
strukce je navic velmi jednoduchéa a tedy i snadno naprogramovatelna.

Necht tedy n je pevné dané prirozené ¢islo a k je pfirozend ¢islo nebo
nula, £ < n. Bersteintuv bazovy polynom b, definujeme vztahem

b (1) = (Z) (1 — )"k,

Dale necht f je funkce definovand na intervalu [0, 1], polozme f, = f (%) pro

k =0,...,n. Bernsteinuv polynom stupné n funkce f definujeme vyrazem
By (x) = Y fr - bus(@). (1.5)
k=0

Snadno se ovéri, ze
n
> frbag(z) =1,
k=0

odkud pak bezprostiedné plyne, ze pro funkci f konstantni na [0, 1] plati
f(z) = By ¢(z) pro kazdé = € [0,1]. Totéz plati i v piipadé, ze f je poly-
nomem prvniho stupné, jak se da téz pomérné snadno spocitat. Pro poly-
nomy vyssich stupnu to uz ale neplati, jak dokldada nasledujici obrazek, kde
carkované je zobrazena funkce z2, kiivky, které se k ni blizi jsou postupné
Bernsteinovy polynomy druhého, tfetiho a ¢tvrtého stupné.

1

09f /A
08} Z |
07F /, : |
06f ’, / |
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Tento obrazek byl ziskdn pomoci matlabovského programu pro vypocet
Bersteinova polynomu, pfesnéji feceno jeho koeficientu. Jako vedlejsi pro-
dukt dostavame i Bernsteinovy bazové polynomy usporadané v matici. Pii
jejich konstrukei se vyuziva toho, ze dany bazovy polynom ma kofeny 0 a 1
nasobnosti £ a n — k.

function [BP,B] = bern_pol(fk)

% function BP = bern_pol(fk)

% Bernsteinuv polynom pro hodnoty fk
% B - matice Bern. bazovych polynomu

n=length(fk)-1;

B=[]; % matice bazovych Bernsteinovych polynomu

for k=0:n
bk=nchoosek(n,k)*poly( [zeros(l,k),ones(l,n-k)]);
bk=bk*(-1) "~ (n-k) ;
B=[B;bk];

end

BP=fk*B;

end

Uvedeny obrazek pak dostaneme naptiklad pomoci nasledujictho postupu:

>> f=inline(’x.72’);
>> n=2;

>> k=0:n;

>> xk=k/n;

>> £2=Ff (xk);

>> B2=bern_pol (f2);
>> n=3;

>> k=0:n;

>> xk=k/n;

>> £3=f (xk);

>> B3=bern_pol (£3);
>> n=4;

>> k=0:n;

>> xk=k/n;

>> f4=f (xk);
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>> B4=bern_pol(f4);

>> xx=0:0.01:1;

>> Bx2=polyval(B2,xx);

>> Bx3=polyval(B3,xx);

>> Bx4=polyval(B4,xx);

>> plot(xx, [Bx2;Bx3;Bx4] ,xx,xx.72,’--")

v

je, ze pro funkei f spojitou na [0.1] konverguje posloupnost B, s stejnomérné
k f

Kromé teoretického vyznamu se Bernsteinovy polynomy pouzivaji i prak-
ticky, totiz ke konstrukei Bézierovych ktivek. ,Legenda“ pravi, ze tyto kiivky
objevili nezavisle na sobé dva pracovnici konstrukénich kancelaiich dvou re-
nomovanych francouzskych automobilek. Prvni objevitel ovsem prisel o pr-
venstvi tim, ze kvuli konkurené¢nimu boji jeho objev podléhal utajeni.

V dnesni dobé jsou Bézierovy kiivky béznou soucédsti témeéi kazdého
kreslicitho software, casto bez uvedeni, o jaky typ kiivek se jedna. Nejcastéji
muzeme narazit na kubické Bézierovy kiivky, jejichz konstrukei si zde ukazeme.
Zobecnéni pro vyssi stupné je zcela piimé a Ctenafr by je jisté bez problémiu
zvladl.

Bézierovy kiivky jsou zadany parametricky, konstrukce je navic v pod-
staté totozna v roviné i v trojrozmérném prostoru.

Méjme tedy 4 body v roviné, ozna¢me je Py,Py,Ps,Ps, P; = [x;,y;], tyto
body se nazyvaji kontrolni nebo tidici. Bézierova kfivka je mmnozina vSech
bodu @ = [z, y) pro néz plati

xr = .I(t) = Xo- b370(t) +x - b371(t) + 9 - b372(t) + x3 - b373(t)
= 20(1 —t)* + 321t(1 — t)* 4 32ot*(1 — t) + w3t

y=yt) = yo-bso(t)+y1-b31(t) +ya2-bsa(t) +ys-bss(t)
= yg(l — t)3 + 3y1t(1 — t)2 + 3y2t2(1 — t) —+ y3t3,

kde proménnd ¢ probihd interval [0, 1] Pokud bychom uvazovali body v pro-
storu, t.j. P; = [x;,y;, 2], piibyla by ndm rovnice pro tieti souradnici bodu

Q:

z = Z(t) = 20 b370(t) + Z1 b371(t) + Z9 b372(t) + z3 b373(t)
20(1 — 1) + 321t(1 — 1) + 32pt?(1 — t) + 23t®
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Soufadnice bodu ) na Bézierové kiivce jsou tedy hodnoty Bersteinova poly-
nomu pro prislusné souradnice kontrolnich bodu. Stru¢né se body na Bézierové
kiivce daji vyjadrit jako

Q=Q@) = Py(1 -1 +3Pt(1 —t)* +3Pt*(1 —t) + Pst®
7, vyjadreni navic plyne, ze pro t = 0 dostaneme vychozi kontrolni bod F,
pro t = 1 koncovy kontrolni bod Ps.

Sestrojit Bézierovu krivku v Matlabu je velmi jednoduché, neni ani potieba
vytvaret pro tento ucel zvlastni funkci:

>> P0=[0;1]; P1=[2;3];P2=[4;2];P3=[4;0];
>> £=0:0.01:1;

>> Q=POx((1-t). 3)+3*P1*x(t.*x(1-t). 2)+. ..
3xP2* (t.72.x(1-t) ) +P3*(t."3);

+>> plot(Q(1,:),Q(2,:))

Pokud chceme zobrazit i kontrolni body, nejjednodussi je poskladat je do
matice. kterou zobrazime po tadcich:

>> hold on
>> PP=[PO,P1,P2,P3];
>> plot(PP(1,:),PP(2,:),’r*’)

25 b




Pro konstrukci Bézierovych kiivek se dd pouzit také algoritmus de Casteljau
pojmenovany po jednou z objevitelu Bézierovych kiivek. Spociva v rozdéleni
spojnic mezi kontrolnimi body v daném poméru. Tim ziskdame tii body, je-
jichz spojnice opét rozdélime ve stejném poméru, Stejné tak rozdélime i spoj-
nici takto ziskanych dvou bodu a tim ziskame bod, ktery lezi na Bézierové
kiivce. Nasledujici obrazek ukazuje tento proces pro délici pomér 1:1 a 1:2,
to znamena, ze vSechny spojnice délime na poloviny, respektive na tietinu a
dveé tretiny.

0.5 B

0 I I I I I I I
0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4

To, ze uvedeny postup skutecné dava body na Bézierové kiivce, snadno
dokazeme nasledujicim vypoctem. Délici pomér pro rozdéleni spojnice dvou
bodu je urcéen hodnotou « € (0, 1), napf. bod C na spojnici bodu A a B se
dé vyjadrit jako C' = a- A+ (1 — ) - B, pricemz vysledny bod je blizko bodu
A pro «a blizké jedné. Délky tudecek AC a C'B jsou pak v poméru (1 —t) : t.
Polozme tedy

Ro = Oé'P()—F(l—Oé)'Pl,

Rl = a-P1+(1—a)-P2,

RQ = Oé'P2+(1—CY)'P3

¢imz ziskame prvni trojici bodu. Pokracujme dale:
S() = OZ'R0+<1—(X)‘R1,
Sl = CX'R1—|—(1—O{)'R2
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a konecné
T = Oé'So+(1—(I)'Sl.
Zpétnym dosazovanim dostavame
T = a-So+(1—-a)-5
= a-(a-Ry+(1—a)-R)+(1—a) - (a-Ri+(1—-0a) Ry)
= o Ry+2a(l—a) R+ (1—a)* Ry
= o (a-P+(1—-a)-P)+2a(l-a) - (a-P+(1-a) -P)+
+(1—-a)?* (a- P+ (1—a)-P)
= o’ PB+3*(1—-a) - P+3a(l—a)* P+ (1-a) B

Vidime, ze pro t = 1 — « jsem dostali presné vyjadieni bodu na Bézieroveé
ktivce.
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Kapitola 2

Derivace

2.1 Limity

Jesté pred samotnymi derivacemi se aspon kratce zminime o limitach. V Sage
to neni problém, staci zadat napriklad

sage: n=var(’n’)
sage: limit((1+1/n) n,n=o00)

e

sage: 1limit((1-1/n) n,n=o00)
e”(-1)

sage: limit((1+10/n) n,n=o00)
e~ 10

sage: x=var(’x’)

sage: limit((1+x/n) "n,n=o00)
e’x

sage: limit(sin(x)/x,x=0)

1

V Matlabu symbolické limity nenajdeme, nicméné nékteré limity pro n — oo
se daji spocitat nebo odhadnout tak, ze dany vyraz se pokousime spocitat
pro hodné velka ¢isla. M4 to ale svoje tskali. Pokud bychom se pomoci vyse
uvedené limity pokouseli urcit Eulerovo ¢islo s pfesnosti na 6 desetinnych
mist, dostavame:

>> format long
>> n=1;
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>> e0=(1+1/n)"n
el =
2
>> n=10;
>> el1=(1+1/n)"n
el =
2.593742460100002
>> while abs(el1-e0)>0.000001, eO=el; n=10*n;...
el=(1+1/n) "n, end
el =
2.704813829421528

el =
2.716923932235594
el =
2.718145926824926
el =
2.718268237192297
el =
2.718280469095753
el =
2.718281694132082
el =
2.718281798347358

Pokud bychom ale chtéli timto zpusobem urcit Eulerovo ¢islo s presnosti na
15 desetinnych ¢isel, coz je zhruba pfesnost, s jakou jsou bézné v pocitaci
ulozena cisla fadové v jednotkach, vyjde

>> while abs(el-e0)>0.000000000000001, eO=el; n=10*n;...
el=(1+1/n) "n, end

el

.704813829421528

el

.716923932235594

.718145926824926
el

2
2
el =
2
2.718268237192297
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el =
2.718280469095753
el =
2.718281694132082
el =
2.718281798347358
el =
2.718282052011560
el =
2.718282053234788
el =
2.718282053357110
el =
2.718523496037238
el =
2.716110034086901
el =
2.716110034087023
el =
3.035035206549262
el =
1
el =
1

Pro velkd n je totiz hodnota 1/n mensi nez presnost, s jakou je ulozena
jednicka, takze pii séitdni 1 + 1/n dostavame vysledek 1. Pokud bychom
chtéli presto s pomoci Matlabu Eulerovo ¢islo uréit jako limitu néjakého
nekonecéného procesu, muzeme vyuzit vztah

=1

e = —.
n=0 1!

Soucet nekonecéné fady je limita ¢asteénych souctu, které muzeme snadno
vyjadrit:

>> n=0;a=1;s=1;
>> while a>0.000000000000001, n=n+1;a=a/n;s=s+a; end
>> s
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g =
2.718281828459046
>> exp(1)
ans =
2.718281828459046
>>n
n =
18

Ve vypisu vidime, Ze dosazend hodnota je v rdmci pfesnosti stejna jako hod-
nota, se kterou Matlab pracuje. Na urceni stac¢ilo secist 18 ¢lenu fady, protoze
1/18! je ifadove 10716, tedy dalsi ¢leny by se ve vysledku jiz neprojevily.

2.2 Symbolické derivovani

Symbolické derivovani je pomérné snadné v Matlabu i v Sage. V Matlabu si
nejdrive definujeme symbolicky objekt a pak s nim muzeme provadét sym-
bolické operace, tedy i derivovani:

>> fl=sym(’sin(x)*cos(x)’)
f1 =

cos(x)*sin(x)

>> diff (£f1)

ans =

cos(x)7"2 - sin(x)"2

>> f2=sym(’log(t~2)’);

>> diff (£2)

ans =

2/t

Vidime, ze pokud zadana funkce obsahuje jen jednu proménnou, derivuje se
automaticky podle ni a vysledek je soucasné upraven. Pokud méame funkci
vice proménnych, je potieba si zvolit, podle které chceme derivovat, pokud
to neni zrovna .

>> f3=sym(’cos(x"2)*sin(y)’);
>> diff (£3)
ans =
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-2*x*sin(x"2) *sin(y)
>> diff(£3,°y’)

ans =
cos(x"2)*cos(y)

Je taky mozné pocitat vyssi derivace:

>> diff(£2,3)

ans =

4/t°3

>> diff(£3,’y’,2)
ans =
-cos(x72)*sin(y)

Derivovani v Sage je podobné jednoduché, jen nejdiive musime definovat
proménné. Mame dokonce na vybér, ktery piikaz pro derivovani pouzijeme
a samoziejmosti je pocitani vyssich derivaci.

sage: x=var(’x’)

sage: t=var(’t’)

sage: diff(exp(x)*cos(x),x)
-e"x*sin(x) + e"x*cos(x)
sage: derivative(exp(x)*cos(x),x)
-e"x*sin(x) + e x*cos(x)
sage: diff(log(t)*exp(x),t)
e"x/t

sage: diff (log(t)*exp(x),x)
e"x*log(t)

sage: diff(log(t)*exp(x),t,3)
2%xe"x/t"3

2.3 Tayloruv rozvoj
Urcit Tayloruv rozvoj funkce, kdyz dokazeme pocitat derivace, je uz snadné.

Spocitali bychom derivace funkce v daném bodé, urcili tak prislusné koefi-
cienty, vérim, ze by s s timto problémem ¢tendr bez problému poradil. V
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Matlabu ale existuje hezky programek taylortool, ve kterém si muzete za-
dat, po jakou funkci chcete Tayloruv rozvoj spocitat, ve kterém bodé a do
jakého stupneé a jako vysledek uvidite néco jako na dalsim obrazku.

Taylor Series Approximation
T T T

I I I I I I I
-5 -4 2 0 2 4 6

T (X)) =_ 37/720 + x°/24 - x3/2 + x

foo = ‘x*cos(x)

a= ‘0 ‘—Z*pi <X < bup

N = ’77 2
j Help ‘ Reset ‘ Close

Jak by se dalo ¢ekat. urcit Tayloruv rozvoj funkce v Sage je jednoduché. Staci
definovat proménnou, funkci a pak pouzit funkeci taylor:

sage: x=var(’x’)

sage: fl=sqrt(x+1)

sage: fl.taylor(x,0,6)

-21/1024*x"6 + 7/256%x"5 - 5/128*%x"4 + 1/16*%x"3 -
1/8xx72 + 1/2*x + 1

sage: f2=sqrt(x)

sage: f2.taylor(x,1,6)

-21/1024*(x - 1)76 + 7/256%(x - 1)°5 - 5/128*%(x - 1)74 +
1/16%(x — 1)°3 - 1/8%(x - 1)"2 + 1/2%x + 1/2

Jde to 1 bez definovani funkce:

sage: taylor(sin(x)*cos(x),x,pi,6)
-pi - 2/16%(pi - x)°5 + 2/3*(pi - x)°3 + x

Mozna by stalo za to trochu prozkoumat, podle ¢eho se urcuje potradi ¢lenu
na vystupu.
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2.4 Numerické derivovani

Muze se stat, ze zndme hodnoty funkce jen v diskrétnich uzlech, nicméné
potfebujeme spocitat alespon piiblizné hodnotu jeji derivace v néjakém bodé.
Zpravidla se jednd o néktery z uzlu, ale nemusi to tak byt vzdy.

V takové situaci mame dvé moznosti: sestrojime interpola¢ni polynom a
ten zderivujeme, nebo si vypomuzeme Taylorovym rozvojem. Oba pristupy
davaji stejné vysledky, u Taylorova rozvoje dostaneme navic odhad chyby,
vysledky dosazené derivaci interpola¢niho polynomu zase dostaneme bez velkého
premysleni.

Zacneme tedy s interpolacnim polynomem. Zde se hodi Lagrangeuv tvar

kde [; jsou Lagrangeovy fundamentélni polynomy. Derivovanim této formule
dostaneme

f@wmmzémmy

Podrobnosti o presnosti a dalsich vlastnostech této formule se ¢tenar muze
docist v [1], my se zde blize podivame jen na nékteré specialni piipady. Od-
vodime formuli pro piiblizny vypocet derivace v prostiednim ze tii ekvi-
distantnich uzlu. Kvuli symetrii formuli si je oznac¢ime trochu jinak nez ob-
vykle: x_1, g, 21, ©; = xg + th, 1 = £1.

Nejprve sestrojime Lagrangeuv interpola¢ni polynom:

;i | -1 To T1

filfa fo S
_ e—m)a—w) (v =2 )(e = o)
PQ(Z’) = ffl (x_l — I‘o)(fﬁ_l _ .Z'l)fil + fO (xO _ x_l)(l"o — 1}1> +
(x —x_1)(z — x0)
+ 4 (x1 —x_1) (21 — o)’
Vyraz zderivujeme
/ 2 — _ 20—~ s
Pia) = fom g b g
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pro x; = xo + th, i = 1. Pokud dosadime x = xy dostaneme

f'(a0) = Piao) = 55 (h = fa). (2.1)

Vsimnéme si jesté geometrického vyznamu této formule. Vyraz (f1 — f_1)/2h
je smérnice seény, kterd je uré¢ena body (x_1, f_1) a (z1, f1). Podobné muzeme
odvodit i formule pro vypocet derivace v dalsich uzlovych bodech x_q, x1:

flas) m o (=3 +4fo— f) (22
fo) =~ (=t +30) 23

Tyto formule se nazyvaji tribodové.
Podivejme se jeste, jak se daji stejné formule odvodit z Taylorova rozvoje.
Pro uzly x4, = z¢y = h dostdvame

" " (4)
Flar) = flao)+ flah+ L0y L0 ST
flas) = flan) = faoph + L8002 - L00) s ST 0)
Odectenim obou rovnosti a vydélenim 2h dostavame
Flao) = 5 (h — ) = o)

takze mame stejnou formuli jako v predchozim ptipadé, navic vidime, ze
chyba je fddove h?, takze pokud napifklad hodnotu i zmensime na polovinu,
chyba klesne ptiblizné na ctvrtinu.

Pokud bychom pro ptiblizné vyjadieni derivace v bodé zy pouzili jen jeden
Tayloruv rozvoj, dostaneme

Fao) = 2 (h—fo) = TP h

tedy vyraz s chybou o tad horsi nez vztah predchozi.
Uvedené Taylorovy rozvoje ale muzeme i se¢ist, v tom piipadé dostaneme
vztah pro priblizny vypocet druhé derivace:

f(4) (z0) b2
12

Vidime, Ze chyba uvedeného vztahu je fadové opét rovna h?.

F(a0) = 2o(fr = 2fo + 1) - (25
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Kapitola 3

Integraly

3.1 Symbolické integrovani

Co se tyce pocitani symbolického pocitani neurcitych i urcitych integrali,
zvladaji to oba ndmi pouzivané softwarové prostredky bez velkych problému.
Tteba v Matlabu pro vypocet neurcitého nebo urcitého integralu pouzivame
funkci int, rozdil je jenom v zadanych parametrech:

>> f=sym(’sin(x)*cos(2*x)’);
>> int (f)

ans =

cos(x) - (2*cos(x)"3)/3

>> int(£,0,pi)

ans =

-2/3

Je mozné i integrovat podle jedné z vice proménnych:

>> g=sym(’exp(-t)*sin(2*x*t)’);

>> int(g,’t’)

ans =

-(sin(2*xt*x) + 2xx*cos(2*t*x))/(exp(t)*(4*x"2 + 1))
>> int(g,’x’,0,pi/2)

ans =

-(cos(pi*xt) - 1)/(2*t*xexp(t))
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Daji se dokonce vyjadrit integraly z funkci, jejichz primitivni funkce sice
existuji, ale nedaji se vyjadrit v rozumném konecném tvaru:

>> G=sym(’exp(-x"2)’);
>> int(G)
ans =
(pi~(1/2)*erf(x))/2
>> I=int(G,0,1)
I =
(pi~(1/2)*erf(1))/2
>> eval(I)
ans =

0.7468
>> int(G,0,inf)
ans =
pi~(1/2)/2

Vyrazem erf v Matlabu ziskdme primitivni funkei k e, jak zjistime z

napovedy, a Matlab umi spocitat hodnoty této funkce:

>> help erf

erf Error function.
Y = erf(X) is the error function for each element of X.
X must be real. The error function is defined as:

erf(x) = 2/sqrt(pi) * integral from O to x of
exp(-t~2) dt.

See also erfc, erfcx, erfinv, erfcinv.

Overloaded methods:
sym/erf

Reference page in Help browser

doc erf
>> erf(1)
ans =

0.8427
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V Sage je to velmi podobné:

sage: x=var(’x’)

sage: integral(sin(x)*x,x)
-x*cos(x) + sin(x)

sage: integral(sin(x)*x,x,0,pi)
pi

sage: integral(sin(x)*x,x,0,pi/2)
1

sage: t=var(’t’)

sage: integral(sin(x),t)

t*sin(x)
sage: integral(1l/sqrt(x),x,0,1)
2

sage: integral(1/x"2,x,0,1)
Traceback (click to the left of this block for traceback)

ValueError: Integral is divergent.

Iprhnﬂjvnifunkce]ge‘”zse\gdadfukapodobné

sage: integral(exp(-x~2),x)

1/2*sqrt (pi)*erf (x)

sage: integral(exp(-x~2),x,0,00)
1/2*sqrt (pi)

sage: IO=integral(exp(-x~2),x,0,1);I0
1/2xsqrt (pi)*erf (1)

sage: I0.NQO)

0.746824132812427

3.2 Numerické integrovani

Pti numerickém integrovani se podobné jako pfi derivovani nesnazime urcit
primitivni funkeci z funkénich hodnot v zadanych diskrétnich uzlech, ale snazime
se na zakladé téchto dat urcit priblizné urcity integral pres néjaky interval.
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Zékladem ziskanych formuli jsou opét interpolaéni polynomy. Pti integrovani
Lagrangeova tvaru dostavame:

b b . b "
[ f@da [ Po@ydr =Y fi [t@)de = Y fA
a a =0 g =0

b
pro A; = [l;(x)dx. Podobny typ vyrazu dostavame také pii odvozovani Rie-

mannova integralu, kde aproximaci urcitého integralu dostavame jako soucet
funkénich hodnot ndsobenych koeficienty zahrnujicimi délky subintervalu pti
déleni puvodniho intervalu na mensi dilky. Témto vyrazum, tedy

b n
/ Fla)de ~ 3 fiA,
s i=0

fikdme kvadraturni formule. Kromé odhadu chyby nas u kvadraturnich for-
muli zajima také jeji stupen presnosti, ktery udava, pro polynomy jakych
stupnu je tato formule presna. Presnéji, pokud je stupen presnosti formule
roven n pak je tato formule je pfesna pro polynomy do stupné n véetné. D4
se snadno ukdzat (viz [1]), ze pro n + 1 uzlu je stupen piesnosti roven ma-
ximalné 2n + 1. Na druhou stranu je ziejmé, ze pokud kvadraturni formuli
ziskame postupem ukazanym vyse, tedy integraci interpola¢niho polynomu,
musi byt stupen presnosti roven alespon n.

Konstrukce kvadraturnich formuli je mozné jesté ponékud zobecnit tim,
ze do integralu pridame jesté tzv. vahovou funkci. Do ni muzeme zahrnout
napfiiklad singularity nebo spoletnou ¢ast pro néjakou tiidu funkei. V tom
pripadé kvadraturni formule nahrazuji integral

éfiAi R~ /w(:p(f(x)d:v

Koeficienty kvadraturni formule pak ziskame ze vztahu

A = /bw(:v) li(z)dx.

Vyhodou takového postupu je, ze vahova funkce neni zahrnuta ve funkénich
hodnotach funkce f. V tomto textu se ale budeme zabyvat pouze jednodu-
chou situaci s vahovou funkei rovnou jedné.
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Odvodime si nékteré nejpouzivanéjsi formule. Situaci s jednim uzlem se
zabyvat nebudeme, tak je az prili§ jednoducha. Pro dva uzly vétsinou mame
a=1x9 < xy =>b. V tomto ptipadé ma interpola¢ni polynom tvar naptiklad

Jeho integrovanim pies interval [a, b] vyjde kvadraturni formule

[ fayar ~ LTI o)

coz je v podstaté plocha lichobéznika (postaveného na bok),jehoz strany maji
délky rovny funkénim hodnotam funkce f v krajnich bodech intervalu a jehoz
vyska je rovna b — a. Proto se taky této formuli tika lichobéznikové pravidlo.

I
|
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
|
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
|
I
I
I
I
1
a

I
I
I
I
I
I
I
I
|
I
I
I
I
I
1
b

V piipadé, ze pudeme funkci aproximovat polynomem druhého stupné, tedy
parabolou, dostaneme pro uzly xg = a, 1 = “T“’, o = b formuli

jf@ﬂw%bga<ﬂ®+4ﬂa;%+f®0,

ktera se nazyva Simpsonovo pravidlo.
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|
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
|
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
|
I
I
I
I
1
a

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
b

‘
(a+b)/2

Z téchto dvou formuli se odvozuji patrné nejpouzivanéjsi kvadraturni formule.
Jejich myslenka je jednoducha: pokud mame vice uzli, pak ndm rozdéluji in-
terval [a,b] na vice subintervali, na kazdém tomto subintervalu pouzijeme
lichobéznikové pravidlo nebo Simpsonovo pravidlo a vysledek pak secteme.
Tim dostaneme slozené lichobéznikové nebo slozené Simponovo pravidlo. U
slozeného lichobéznikovécho pravidla v podstaté pocitame integral z apro-
ximace funkce lomenou ¢arou, respektive linearnim splajnem. U Slozeného
Simpsonova pravidla zase vyzadujeme, aby celkovy pocet uzlu byl lichy,
na coz by jisté ctenai prisel sam. pro ekvidistantni uzly xg,...,z,, kde
vzdalenost sousednich dvou je rovna h dostavame slozené lichobéznikové pra-
vidlo ve tvaru

b
/f(m)dawZ(fo+2f1+2f2+---+2fn_1+fn),

a

kde f; = f(x;).
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Slozené Simponovo pravidlo pak je

-+ 2fn—2 +4fn—1 + fn)

(fo+afi+2fo+4fs+2f1+--
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Kapitola 4

Rady

Rad uz jsme casteéné dotkli, kdyz jsme se zmnili o Taylorové rozvoji v
souvislosti s derivacemi. Ted si zkusime ukdzat, jak se daji pocitat nékteré
soucty fad a nesmime zapomenout taktéz na fady Fourierovy.

4.1 Symbolické soucty rad

Jak se da ¢ekat, v Matlabu je se symbolickym scitanim fad potiz. Muzeme zde

maximalné odhadnout ¢iselny soucet tady, jestlize pTripocitavame k souctu

¢leny, které jsou uz z numerického hlediska zanedbatelné, jak jsme to ukézali

pii vypoctu Eulerova ¢isla. Proto se v dalsim vykladu soustfedime na Sage.
Nejprve si zkusime secist jednoduchou geometrickou radu:

var(’x’ s Tk s )n))
sum(x~k,k,0,00)
Traceback (click to the left of this block for traceback)

Is abs(x)-1 positive, negative, or zero?

cvv s

x a vime, ze uvedend rada ma soucet jen v piipadé, ze |z| < 1. Proto tento
pozadavek zadame do Sage:

sage: assume(abs(x)<1)
sage: sum(x"k,k,0,00)

-1/(x - 1)
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Vidime, ze tohle funguje a muzeme zkouset dalsi soucty:

sage: sum(k*x"k,k,1,00)
x/(x"2 - 2xx + 1)
sage: sum(1/k~4, k, 1, oo)

1/90%pi~4
sage: sum(x"k/factorial(k), k, O, 00)
e"x

Zatim to vypada vSechno bezproblémové. V nékterych situacich si ovSem ani
Sage neporadi. Ukdzeme si to na pomérné jednoduchém ptikladu. Nejprve si
spocitame Tayloruv rozvoj funkce /1 — .

sage: f=sqrt(1-x)

sage: f.taylor(x,0,6)

-21/1024*x~6 - 7/256%x"5 - 5/128%x"4 - 1/16%x"3
- 1/8%x72 - 1/2%x + 1

Cisla, kterd se zde objevuji, jsou binomické koeficienty, které jsou pro redlny
argument a definované vztahem

(Z) B a(a—l)--l;:!(a—k—i—l)

V nasem piipadé jsou to koeficienty pro a = 1/2 (az na znaménko), jak
snadno ovérime:

[binomial(1/2,k) for k in range(7)]
(1, 1/2, -1/8, 1/16, -5/128, 7/256, -21/1024]

Zkusime tedy fadu zpétné secist. Problémem bude trochu prvni ¢len, ale ten
by se mél projevit jen posunem vysledku o konstantu:

sum(x"k*(-1) “k*binomial (1/2,k) ,k,0,00)
Traceback (click to the left of this block for traceback)

TypeError: Either m or x-m must be an integer

Vidime, ze na tomto Sage ztroskotal.
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4.2 Fourierovy rady

Spocitat koeficienty Fourierovy tady na zakladé toho, co uz zname, jisté
nebude pro ¢tendre problém. Napiiklad pokud bychom chtéli v Matlabu urcit
prvnich pér ¢lentt Fourierovy fady pro funkci 22, muZeme postupovat tieba
takto:

>> f=sym(’x"2’);

>> a0=int (f,-pi,pi)/(2+pi)

a0 =

pi~2/3

>> al=int(’cos(x)’*f,-pi,pi)/pi
al =

-4

>> a2=int (’cos(2%x) **f,-pi,pi)/pi
a2 =

1

>> a3=int(’cos(3*x) ’*f,-pi,pi)/pi
a3 =

-4/9

Koeficienty u sinovych ¢lent jsou nulové, nebot 2?2 je sudé funkce. Sec¢teme
tedy prvni ¢tyti ¢leny fady a vysledek porovname s puvodni funkei:

>> x=-pi:0.01:pi;
>> S=eval (a0+al*cos(x)+a2*cos(2*x)+a3*cos(3*x));
>> plot(x,S,x,x.72,7-=)

Pro vypocet hodnot souc¢tu v bodech danych vektorem x musime pouzit
funkci eval, protoze koeficienty a0,...,a3 jsou symbolické objekty.
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Pokud chceme urcit Fourierovu fadu v Sage, je potfeba si funkci definovat
jen na piislusném intervalu, tedy napt. na [—m, 7|:

sage: x=var(’x’)
sage: f=Piecewise([[(-pi,pi),x"2]])

Stejné koeficienty jako v Matlabu uréime pomoci piikazu

sage: f.fourier_series_cosine_coefficient(0,pi)
2/3%pi~2

sage: f.fourier_series_cosine_coefficient(1l,pi)
-4

sage: f.fourier_series_cosine_coefficient(2,pi)
1

sage: f.fourier_series_cosine_coefficient(3,pi)
-4/9

Prvni vstupni parametr iika, ktery koeficient urcujeme, druhy je polovina
intervalu, na némz radu pocitame. Castecny soucet rady ale muzeme ziskat
i pfimo a porovnat ho s puvodni funkei:

sage: g=f.fourier_series_partial_sum(3,pi)
sage: pl=plot([g,x"2],-pi,pi)
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Kapitola 5

Reseni nelinearnich rovnic

5.1 Motivaéni uloha

Zacneme geometrickou tlohou s jednoduchym zadanim. Mé&jme kruh v roviné
o zadaném poloméru r. Mame z hranice kruhu udélat kruhovy oblouk o
neznamém polomeéru x tak, aby ¢ést ohranicena obéma kiivkami méla plochu,
ktera je rovna poloviné plochy puvodniho kruhu. Situaci si muzeme znazornit
na obrazku:
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Tato tloha je matematickym vyjadienim tlohy ze zemédélstvi. Sedlak ma
kruhovy pozemek, na kterém se pase koza. Protoze sedlak chce, aby ji trava
na pozemku vystacila na dva dny, uvaze ji ke kulu na okraji pozemku tak
dlouhym provazem, aby za prvni den spasla polovinu travy. Druhy den ji
necha k dispozici cely pozemek, kde muze spast zbylou travu.

Pro teSeni tlohy si do obrazku doplnime nékolik tdaju.
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Mls|s O

Spojime stred kruznice i oblouku s pruseciky na kruznici. Pruvodice vychézejici
od kraje kruznice sviraji ihel a, pruvodice vychazejici ze stredu kruznice tedy
sviraji uihel 2a. Oblast, ktera nas zajima, se sklada ze dvou kruhovych tseci,
prvni z nich mé obsah S; a je ddna polomérem z a thlem «, druha ma obsah
Sy, polomér r a uhel 21 — 2. Oznacime-li obsah celého kruhu S, dostavame

1
Sl +SQ — 55

Obsah kruhové tsece uréime tak, ze od obsahu kruhové vysece odecte obsah
trojihelnika o stranach rovnych poloméru vysece,jez sviraji thel, jez urcuje
vysec. Tedy
1, _ 1, )
S1 = 3% (v —sina), Sy = 3" (27 — 2ar) — sin(27 — 2av))

Jesté potiebujeme vztah mezi r a . K tomu muzeme pouzit pravouhly
trojihelnik, ktery dostaneme, kdyz spojime stied kruznice se stiedem tétivy
délky z podle nasledujiciho obrazku:
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V uvedeném obrazku plati

T2 s
2

r
tedy

«Q
T = 27 Ccos —.
2

Muzeme tedy namisto x hledat ihel «, z predchoziho vztahu pak = snadno
vypocitame.

Nyni uz mame vsechny potiebné vztahy pohromadé a pouzitim goniome-
trickych vzorecku (toto cviceni jisté ¢tenar snadno zvladne) ziskdme rovnici

o =tanoa — .
2cosa

Ptesné feseni této rovnice ovsem ziskat neumime. Nezbyva, nez pouzit néjakou
numerickou metodu, kterymzto se budou vénovat nasledujici radky.
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5.2 Zakladni metody reseni nelinearni rov-
nice
Budeme se zabyvat hledanim feSeni rovnice
f(z) =0, x €1l =]a,b] (5.1)

pro spojitou funkci f. To ze feSeni na uvedeném intervalu existuje ndm zaruci
napiiklad podminka f(a) - f(b) < 0, tedy v krajnich bodech intervalu I ma
funkce f opaénd znaménka. ReSeni oviem muze byt vice. Oznacme Feseni
rovnice jako &, nazyvame jej také korenem funkce f.

Vsechny metody a tvrzeni, které zde budou vedeny, muze ¢tenai nalézt v

detailnim znéni ve skriptech [1].

5.2.1 Puleni intervalu

Nejjednodussi metodou pro nalezeni reseni je metoda puleni intervalu, zvané
téz metoda bisekce. Jeji myslenka je velmi jednoducha: jestlize mame splnénu
podminku f(a) - f(b) < 0, rozpulime interval [a, b] a jako novy interval vez-
meme ten, pro ktery plati, ze v jeho krajnich bodech ma funkce f opét
opacnd znaménka, tedy tento polovi¢ni interval opét obsahuje feSeni rovnice.
Pokra¢ujeme s pulenim tak dlouho, dokud nedostaneme interval dostatecné
maly (stdle obsahujici feseni), tedy méme pfiblizné feseni s pozadovanou
piesnosti. Jako piiblizné feseni ¢ stanovime stied koneéného intervalu.

U metody puleni intervalu je mozné dokonce predem urcit, kolik iteraci
budeme potiebovat. Jestlize naptiklad pozadujeme, aby chyba ptiblizného
feSeni byla mensi nez §, dostdvame pro pocet kroku k£ nerovnost

b—a
ok+1 <9

odkud logaritmovani pii zakladu 2 dostavame

b—a
k > logy ——.
=982 795
Metoda ptleni intervalu mé jednu zakladni vyhodu, ze totiz za uvedenych
predpokladu vzdy konverguje. Jeji nevyhodou je, ze konverguje pomérné po-
malu. A jelikoz jsme v podstaté vycerpali vSechny dulezité informace o ni,
budeme se vénovat metodam dalsim.
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5.2.2 Prosta iteracni metoda

U této metody se zamérime na rovnici v jiném tvaru:

z = g(z),

hledame tedy hodnotu &, kterou funkce g zobrazi samu na sebe. Proto se bod
¢ nazyva pevny bod funkce g.

Pro funkei g samoziejmé pozadujeme spojitost na intervalu I = [a, b]. Pro
existenci pevného bodu na tomto intervalu pak postacuje, aby se interval
I zobrazil sdm do sebe, tedy Vo € [ : g(x) € I. Tato podminka ovsem
nezaruc¢i jednoznacnost pevného bodu. Pro ni potfebujeme, aby funkce g
byla kontrakci na intervalu I, to jest musi existovat konstanta L, 0 < L < 1,
ze pro kazdé z,y € I plati

l9(z) —g(y)| < L- |z —yl

V ptipadé platnosti této podminky nam jednoznacnost pevného bodu zaruéi
Banachova véta o pevném bodé, kterou mohl ¢tenar nahodou zaslechnout
na prednaskach vénovanych metrickym prostorum. Konstanta L, ktera v
podmince vystupuje, se nazyva Lipschitzova konstanta, a funkce, které tuto
podminku spliuji (i bez omezeni L < 1), se nazyvaji lipschitzovsky spojité.

Paklize je funkce g kontrakci na intervalu I, plati navic, ze pokud vezmeme
libovolnou pocateéni aproximaci xg € I a sestrojime posloupnost rekurentné
predpisem

r1=g(xo), ..., Tpr1 = g(xk),. ..,

bude tato posloupnost konvergovat k pevnému bodu ¢ funkce g.

Tato vlastnost je zasadni pro hledani priblizného feSeni rovnice. Ovétreni
Lipschitzovské spojitosti s konstantou L < 1 by ovSem bylo ponékud kom-
plikované. Nastésti pro funkce, které maji na intervalu I spojitou derivaci je
tato vlastnost zaruc¢ena, pokud pro kazdé x € I plati |¢'(z)| < L < 1, coz
vyplyva bezprostfedné z Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté.

Protoze vypocet posloupnosti je dan jednoduchym predpisem xy,; =
g(xr), nazyva se metoda zalozend na Banachové vété o pevném bodé prostou
iteracni metodou.

Ukazme si na jednoduchém ptikladu postup ovéreni uvedenych podminek
a nalezeni ptiblizného feseni rovnice:
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Priklad 2. Mejme rovnici
T = COSZ.

Pokud si problém predstavime graficky, hledame v podstaté prusecik grafu
funkce g(z) = cosx s piimkou y = x (viz obrazek):

0.8 q

0.6~ 4

0.4 B

0.2 B

0 I I I I I I I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14 16

Nejprve je potieba najit interval, ktery funkce g zobrazi do sebe. Snadno
zjistime, ze takovym intervalem je napiiklad interval I = [0, 7/2]. Na tomto
intervalu je navic funkce cos x klesajici, takze staci ovérit, ze se do intervalu
I zobrazi jeho krajni body.

Déle musime ovérit, zda na daném intervalu je maximu derivace funkce
g v absolutni hodnoté ostfe mensi nez jedna. Pokud tomu tak bude, staci
zvolit jako konstantu L ono maximum absolutni hodnoty derivace. Zde ovsem
narazime na problém — maximum je v pravém krajnim bodé intervalu a je
rovno jedné. Musime tedy interval o néco zkratit a to z obou stran, aby se i
po zkraceni zobrazovala do sebe.

Vhodnou volbou (nikoliv jedinou moznou) je I = [cos1.5,1.5), pak L =
sin1.5 = 0.9975. Pokud pak budeme hledat pfiblizné feseni napiiklad v
Matlabu, staci zvolit libovolnou pocatecni aproximaci a pak pocitat jedno-
duchym zpusobem dalsi aproximace, dokud nedostaneme dostateéné presné
priblizné feseni. Takto jednoduché vypocty muzeme zadavat i rucné, napsat
si jednoduchy program by c¢tenar jisté také zvladl.

>> presnost=0.0001;
>> x=1,;
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>> while abs(x-cos(x))>presnost, x=cos(x), end

.5403

.8576

.6543

.7935

.7014

O X O XM O M O XM OMN

O X ONX ON -
\]
w
O
(@}

Na dosazeni pozadované presnosti je potfeba néco pres dvacet iteraci.
Pokud bychom chtéli pouzit prostou iteraéni metodu na reseni ivodniho
prikladu pro rovnici

T =tanzr — ,
2cosx

tedy pro funkci g(z) = tan z—5_—, muzeme si vypomoci obrdzkem, abychom

mohli lépe odhadnout interval, kde se pevny bod nachazi. Pii tom vyuzijeme
toho, ze musi lezet nékde v intervalu [ /2, 7], ktery je tieba o néco zkratit,
jelikoz v levém krajnim bodé jde funkce g do nekonecna.
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Zjistime, ze pevny bod lezi v intervalu [1.8, 2]. Na tomto intervalu ale pouzit
prostou itera¢ni metodu neni mozné, nebot absolutni hodnota derivace funkce
g je zde vétsi nez jedna.

5.2.3 Newtonova metoda

Vratime se nyni zpét k rovnici

f(z)=0.

Na TeSeni této rovnice muzeme nahlizet jakozto na prusecik grafu funkce f
s osou x. Myslenka Newtonovy metody je prosta. Zvolime pocatecni iteraci
xo a dalsi iteraci je prusecik tecny ke grafu s osou z. V podstaté hleddame
priblizné feSeni na linearni aproximaci funkce f. Tento postup opakujeme
tak dlouho, dokud nemame ptiblizné feseni s dostatecnou presnosti. Metodu
si muzeme dobfte ilustrovat graficky:
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Je ztejmé, ze v tomto piipadé kromé spojitosti funkce f potiebujeme také

spojitost jeji derivace. Vyjadiime-li si z rovnice tecny k f v bodé [xy.f(xy)]
jeji prusecik z osou z, dostavame itera¢ni vztah

f(xx)

T )

Stejny vztah bychom obdrzeli pouzitim Taylorova rozvoje, v némz bychom
zanedbali cleny od druhé derivace véetné.
Mame vlastné opét prostou iteraéni metodu, tentokrat pro funkci g ve
specidlnim tvaru
f(=@)

g(z) == )

muzeme tedy opét zkoumat podminky, za nichz je tato funkce kontrakci.
Obecné vyjadreni je ovSsem slozité, plati ale tvrzeni, ze pokud je derivace
funkce f nenulova na intervalu obsahujicim feseni rovnice, pak existuje okoli
tohoto Teseni, na némz je funkce g kontrakci, tedy pro libovolnou pocatecni
aproximaci z tohoto okoli Newtonova metoda konverguje.

Toto kriterium vypada v praxi jen Spatné pouzitelné, pokud se tyce
hledani pocatecni aproximace. Nastésti existuji jiné podminky, snadnéji ovéritelné,
umoznujici jeji volbu, jsou to napiiklad Fourierovy podminky:

1. Funkce f ma na intervalu I spojité druhé derivace a v krajnich bodech
I opacnda znaménka.
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2. Derivace funkce f je nenulovd na celém intervalu, tedy ani neméni
znaménko.

3. Druhé derivace funkce f neméni na I znaménko.

Pti splnéni téchto podminek Newtonova metoda konverguje na I, a to do-
konce monotonné, paklize jako pocatecni iteraci zvolime ten krajni bod inter-
valu, v némz ma funkéni hodnota stejné znaménko jako je znaménko druhé
derivace.

Uvedené podminky vlastné tikaji, ze funkce f je na intervalu I ryze mo-
notonn{ (rostouci nebo klesajici) a to bud konvexni nebo konkdvni. Celkem
jsou tedy ¢tyti pripady, nasledujici obrazek ukazuje situaci, kdy je f rostouci
a konkavni. V tom ptipadé volime jako pocateéni aproximaci ten krajni bod,
v némz je funkéni hodnota zaporna.

041

9 1 1 1 1 1 ]

0 0.5 1 15 2 25 3

Dalsi t¥i moznosti by si ¢tenar jisté dokazal snadno predstavit.

Priklad 3. Zkusme pozit Newtonovu metodu na tuvodni piiklad, tedy na
rovnici

r=tanz — .
2cosx

Nejprve vSechny ¢leny prevedeme na jednu stranu, abychom dostali funkce

f:

T
r—tanz + =0
2coszx
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Pak zapojime Matlab, pricemz pouzijeme toho, ze z uz zname interval, kde
feSeni lezi.

>> f=sym(’x-tan(x)+pi/(2*cos(x))’)
f =

x - tan(x) + pi/(2*cos(x))

>> df=diff (f)

df =

(pi*sin(x))/(2xcos(x)"2) - tan(x)"2
>> x=1.8;

>> x=x-eval (f)/eval(df)

x =

1.8735

>> x=x-eval (f)/eval (df)

x =

1.9028

>> x=x-eval (f)/eval(df)

x =

1.9057

>> x=x-eval (f)/eval(df)

x =

1.9057

>>

Vidime, ze aproximaci feSeni na ¢tyti desetinnda mista jsem nalezli velmi
rychle. Mohli bychom samoziejmé nastavit vétsi presnost a pocitat dal, ale i
tak bychom dosahli béhem nékolika dalsich iteraci nejlepsi mozné aproximace
v ramci pocitacové presnosti.

Vypada to tedy, ze Newtonova metoda je velmi rychld, i pfi jejim pouziti
ovSsem nesmime zapominat na jistou miru bedlivost. zejména co se tyce volby
pocatecni aproximace. To si muzeme dobfe demonstrovat na jednoduchém
prikladé — totiz na funkci f(z) = arctan z. Zvolime-li jako pocate¢ni aproxi-
maci hodnotu 1.5, iterac¢ni posloupnost nekonverguje, jak naznacuje obrazek.
Volbou xg = 1 by vse bylo v poradku.
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5.2.4 Metoda secen a regula falsi

Dalsi metody, o nichz si néco fekneme, jsou podobné. Jejich hlavni myslenka
spoc¢iva v nahradé derivace v bodé x;. To je nutné v ptripadech, Ze derivaci
nelze vyjadrit, naptiklad kdyz hodnoty funkce f nejsou dany néjakym vzor-
cem, ale jsou to tfeba vysledky fyzikalniho méreni. Derivaci pak nahradime
pomérnou diferenci, potfebujeme ovsem funkéni hodnoty ve dvou bodech:

f(or) — f(ar-1)

T — Tg—1

f(x) =

Pouzijeme-li tuto ndhradu v itera¢nim vztahu pro Newtonovu metodu, dostavame

T — Tg—1

flog) — f($k—1)‘

Metoda dand timto itera¢nim vztahem se nazyva metoda secen. Tento nézev
je odvozen z toho, ze te¢na z Newtonovy metody je nahrazena se¢nou protinajici
graf funkce f ve dvou bodech.

Z iteracniho vztahu metody secen také plyne, Ze na jejim zacatku potifebujeme
dveé iterace — x¢ a x1. Také v kazdém kroku pouzivame dvé funkcni hodnoty,
staci ale pocitat jen jednu a tu druhou si pamatovat od minule. Vyzkousejme
si opét metodu secen v Matlabu na ivodnim prikladu:

Ty = T — fan) -
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>>
>>
>>
>>
fo

-0.

>>
f1

f=inline(’x-tan(x)+pi/(2*cos(x))’);
x0=1.8;

x1=2;

f0=f (x0)

8274
f1=f(x1)

0.4104

>>
x2

x2=x1-f1*(x1-x0)/(£f1-£f0)

1.9337

>>
2

f2=f (x2)

0.1422

>>

x3=x2-f2*x (x2-x1)/(£2-f1)

x3 =
1.8985

>>

£3=f (x3)

f3 =

-0.

>>

0401
x4=x3-f3*% (x3-x2) / (£3-£2)

x4 =
1.9063

>>

f4=f (x4)

f4 =
0.0031

>>
x5

xb=x4-f4x*(x4-x3)/(£f4-£3)

1.9057

>>
5

£5=f (x5)

6.1196e-05

>>
x6

x6=x5-f5*% (x5-x4) / (£5-f4)

1.9057

>>

f6=f (x6)
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f6 =
-9.5082e-08
>>

Pocitat timto zpusobem je jisté ponékud nepraktické, zde to slouzi jen jako
ukazka. Ctenar by jisté zvladl cely problém fesit elegantnéji, napiiklad po-
moci cyklu. Grafické znazornéni metody secen ukazuje nasledujici obrazek:

05

1 I I I I I I I I I ]
1.8 1.82 1.84 1.86 1.88 1.9 1.92 1.94 1.96 1.98 2

Neni ovSem potieba volit pocatecni aproximace tak, aby funkéni hodnoty
mély opaéna znaménka. Naopak, pokud budou blizko sebe, bude ptislusna
secna blizsi tecné z Newtonovy metody:
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05

1 I I I I I I I I I ]
1.8 1.82 1.84 1.86 1.88 1.9 1.92 1.94 1.96 1.98 2

U metody regula falsi naopak pocatecni aproximace z opacnymi funkénimi
hodnotami pozadujeme a tento pozadavek pak plati pro vSechny dalsi iterace.
Jednd se o podobnou myslenku jako u metody puleni intervalu, iterace ale
pocitame podobné jako u metody secen:

T — Ts

f(xk) - f(‘ré:‘),

kde s je nejvetsi index mensi nez k takovy, ze f(zs) - f(xy) <O0.

Pro tuto metodu je typické, ze pokud je funkce f na intervalu I konvexni
nebo konkavni, jeden z bodu pocatecnich aproximaci je tzv. fizni, tedy index
s je porad stejny, jak vidime i z nasledujicitho obrazku:

Tpp1 = 2 — f(an) -
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5.3 Rychlost konvergence

Z uvedenych ptikladu vidime, ze rychlost konvergence se lis{ u ruznych metod.
Proto si definujme 7dd konvergence iteracni metody, ktery udava rychlost jeji
konvergence:

Necht posloupnost (zy) je iteracni posloupnost ziskand néjakou metodou,
zp — & Oznaéme ey, chybu v k-tém kroku, t.j. e = z, — &. Rekneme, ze
itera¢ni metoda je radu p > 1, jestlize plati

lim [l _ o g

k—o0 |€k2’p

R4d konvergence vlastné ifkd, jak musfme umocnit chybu v k-tém kroku,
abychom limitné dostali chybu v kroku k£ + 1 (az na ndsobeni konstatnou).
Je jasné, ze ¢im vyssi je fad metody, tim je konvergence rychlejsi. Napriklad
pro p = 1 (fikdme také, ze metoda je linedrniho fadu) je prechod mezi jednot-
livymi chybami jen ptiblizné ndsobeni konstantou (ta tedy musi byt mensi nez
1), kdezto pro metodu fadu 2 (kvadratického fadu) plati, ze pokud je chyba
v nékterém kroku v desetinach, v dalsim bude v setinach, v nésledujicim uz
v desetitisicinach atd.

Pro metody, které jsem si ukazovali je fad zndm. Bisekce je linearni, New-
tonova metoda kvadratickd, metoda sec¢en ma rad roven zlatému fezu lg—‘/g,
metoda regula falsi je opét jen linedrni. Pro prostou itera¢ni metodu s funkeci
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g plati, ze pokud g ma spojité derivace do fadu p vcetne, & je pevny bod
funkce a ¢'(§) = ... = g®» V(&) = 0, gV (€) # 0, pak metoda je fadu p.

Je zndma metoda, pomoci niz se d4 rychlost konvergence urychlit. Jedna
se o Aitkenovu 62 metodu, kterd je zaloZzena na tom, Ze pokud by iteraéni
posloupnost konvergovala ptfesné linearné, je mozné pomoci jednoduchého
vypoctu ze tii clenu urcit limitu.

Meéjme tedy posloupnost (z). Z ni sestrojime posloupnost (&) s pouzitim
vztahu

L (@41 — 1)°

T = T — .

Tpyo — 2T 41 + Tp

Plati, ze pokud puvodni posloupnost konverguje k &, konverguje k této hod-
noté i nova posloupnost. Déle pokud je rad konvergence puvodni posloupnosti
linearni, je nova posloupnost fadu alespon kvadratického, je li fad puvodni
posloupnosti p > 1, je fad nové posloupnosti 2p—1. Tento postup tedy urychli
i Newtonovu metodu.

5.3.1 Steffensenova metoda

Aitkenovu metodu nelze pouzit tak, jak je uvedena, jelikoz bychom potiebovali
znat celou puvodni posloupnost, dokazali bychom tedy odhadnout i jeji li-

mitu, nebylo by tedy potfeba pocitat ji znovu, byt rychleji. Nicméné kom-

binaci Aitkenovy metody s prostou itera¢ni metodou ziskame Steffensenovu

metodu, ktera zpravidla dava rychle konvergujici posloupnost. Myslenka Ste-

ffensenovy metody je prosta: ur¢ime tfi iterace prostou iteracni metodou

(pocétecni iteraci a dvé dalsi) a pak pouzijeme Aitkenovu metodu na urych-

leni vypoctu. Pak urc¢ime dalsi tii iterace prostou iteracni metodou a zase pro-

vedeme urychleni, coz opakujeme, dokud nedosdhneme pozadované presnosti.

Cely postup muzeme zapsat tieba takto (pro pocateéni iteraci zo):

(o — w0)?
= X s 0 = s T1 = Tn —
Yo = g(xo) 0= 9(w) 1 0 o — 200 + 70
a obecny krok je pak
(yr — 2x)°
= €T s 2. = s €T = X, — —.
Y = g(z) k= 9(Y) k+1 k o — 20r + Tk

Steffensenova metoda konverguje pro pocatecni iteraci z néjakého okoli pevného
bodu ¢ funkce g, jestlize ¢'(§) # 1.
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Priklad 4. Vyzkousime Steffensenovu metodu na teseni iivodniho piikladu

pro funkci g(z) = tanx — 5 7—. Jako pocatecni iteraci zvolime 2o = 1.8 a

vypocet provedeme v Matlabu:

>> g=inline (’tan(x)-pi/(2*cos(x))’);
>> x=1.8;

>> y=g(x),z=g(y)

y =

2.6274

z =

1.2392

>> x=x-(x-y) "2/ (z-2*y+x)
X =

2.1090

>> y=g(x),z=g(y)

y =

1.3894

z =

-3.2542

>> x=x-(x-y) "2/ (z-2*y+x)
X =

2.2410

>> y=g(x),z=g(y)

y =

1.2672

z =

-2.0623

>> x=x-(x-y) "2/ (z-2*y+x)
X =

2.6435

>> y=g(x),z=g(y)

y =

1.2442

z =

-1.9440

>> x=x-(x-y) "2/ (z-2*y+x)
X =

3.7379
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>>

Vidime, ze nevhodné zvolena pocatecni iterace ke konvergenci nevede. Zkusime
pocatecni iteraci ponékud zpiesnit:

>> x=1.85;

>> y=g(x),z=g(y)

y =

2.2117

z =

1.2865

>> x=x-(x-y) "2/ (z-2*y+x)
X =

1.9517

>> y=g(x),z=g(y)

y =

1.7283

z =

3.7177

>> x=x-(x-y) "2/ (z-2*y+x)
X =

1.9291

>> y=g(x),z=g(y)

y =

1.8087

z =

2.5417

>> x=x-(x-y) "2/ (z-2*y+x)
X =

1.9121

>> y=g(x),z=g(y)

y =

1.8775

z =

2.0449

>> x=x-(x-y) "2/ (z-2*y+x)
X =

1.9062
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>> y=g(x),z=g(y)

y =
1.9034

z =

1.9159

>> x=x-(x-y) "2/ (z-2*y+x)
X =

1.9057

>> y=g(x),z=g(y)

y =

1.9057

z =

1.9058

>> x=x-(x-y) "2/ (z-2*y+x)
X =

1.9057

>>

5.4 ReSeni systému nelinearnich rovnic
Meéjme systém nelinearnich rovnic

fl(l'l,...,ﬂ?n) = 0

folT1, .. xy) : 0

Miuzeme jej strucné zapsat ve tvaru

kde F' i x bereme jako vektory. Nejpozivanéjsi metodou je Newtonova me-
toda, kterou dostaneme tak, ze vezmeme Taylortuv rozvoj funkce vice proménnych

do prvniho radu.
Oznacme Jp matici derivaci vektoru funkei F', tedy

Jr(x) = (afi(x)> -

Ly
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Pak Newtonovu metodu muzeme vyjadiit podobnym zpusobem jako je to
pro funkci jedné proménné:

Xk+1 = X — JEl(Xk) : F(Xk).

Protoze ale praci s funkcemi vice proménnych jsme zatim v Matlabu ani v
Sage nezkouseli, odlozime prozatim praktické vyzkouseni Newtonovy metody.
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Kapitola 6

Funkce vice proménnych

6.1 Zobrazovnani grafi

Prvni véci, kterou si ukazeme, ¢i spise zopakujeme, pro funkce vice proménnych
je nakresleni jejich grafu. To samoziejmé dokazeme jen pro funkce dvou
proménnych. V Sage muzeme postupovat tieba takto:

sage: x,y = var(’x,y’)
sage: plot3d(sin(x+y)*exp(-(x~2+y~2)/2),(-pi,pi), (-pi,pi))

Tim dostaneme nasledujici obrazek:

3.1

0.0 0.0

3.1 -3.1

Ziskat podobny obrazek v Matlabu da ovSem o néco vic prace. Nejprve
musime definovat sif bodt, v nichZ se ma funkce vyéislit. K tomu se hod{
matlabovskd funkce meshgrid. Ukazeme jeji pouziti i vysledek, ktery dava:
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>> x=linspace(-pi,pi,31);

>> y=linspace(-pi,pi,31);

>> [X,Y]=meshgrid(x,y);

>> X(1:5,1:5)

ans =

-3.1416 -2.9322 -2.7227 -2.5133 -2.3038
-3.1416 -2.9322 -2.7227 -2.5133 -2.3038
-3.1416 -2.9322 -2.7227 -2.5133 -2.3038
-3.1416 -2.9322 -2.7227 -2.5133 -2.3038
-3.1416 -2.9322 -2.7227 -2.5133 -2.3038
>> Y(1:5,1:5)

ans =

-3.1416 -3.1416 -3.1416 -3.1416 -3.1416
-2.9322 -2.9322 -2.9322 -2.9322 -2.9322
-2.7227 -2.7227 -2.7227 -2.7227 -2.7227
-2.5133 -2.5133 -2.5133 -2.5133 -2.5133
-2.3038 -2.3038 -2.3038 -2.3038 -2.3038

>> size(X)
ans =

31 31
>>

Vidime, ze ve vysledku se opakuji vstupni vektory, v jedné vystupni matici
po sloupcich, ve druhé po tadcich. Tyto vystupni matice se pak daji pouzit
pro vypocet funkénich hodnot a vysledek si pak zobrazime

>> f=sin(X+Y) .*exp(-(X."2+Y."2)/2);
>> mesh(x,y,f)
>>
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0.4

0.2

Graf funkce je zobrazen z jiné strany, pomoci ovlddacich prostfedku Matlabu
si jej ovSsem muzeme natocit do stejné polohy jako je to na predchozim
obrazku.

0.8
0.6

0.4

0.2

-0.4 ‘{
-0.6 , - @

-0.8
-4

Kromé funkce mesh muzeme také pro zobrazeni pouzit funkci surf, ktera
graf funkce f zobrazuje pomoci plosek:
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Dalsi moznosti je zobrazit vrstevnice grafu, k tomu slouzi funkce contour:

37\ T 7]

3t i

Muzeme samoziejmeé graf funkce f zobrazit na jemnéjsi siti, abychom dostali
podobny vysledek jako u Sage. Je také mozné pouzit jiné barevné zobra-
zeni, k tomu slouzi funkce colormap, a nastavit prechody mezi jednotlivymi
ploskami. Dalsi podrobnosti je mozné ziskat v dokumentaci:

>> x=linspace(-pi,pi,51);
>> y=linspace(-pi,pi,51);

82



>> [X,Y]=meshgrid(x,y);

>> f=sin(X+Y) .*exp(-(X."2+Y."2)/2);
>> surf (x,y,f)

>> colormap(cool)

>> shading interp

>>

6.2 Vypocet parcianich derivaci

Vypocet parcidlnich derivaci je v obou nasich pouzivanych softwarech velmi
jednoduchy. V Sage pouzijeme nasledujici postup:

sage: x,y=var(’x,y’)

sage: f=sin(x+y)*exp(x-y)

sage: diff(f,x)

e”(x - y)*sin(x + y) + e”(x - y)*cos(x + y)
sage: diff(f,y)

—e"(x - y*sin(x + y) + e"(x - y)*cos(x + y)
sage:

V Matlabu je postup obdobny:
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>> f=sym(’sin(x+y)*exp(x-y)’)

f =

exp(x - y)*sin(x + y)

>> diff(f,’x’)

ans =

exp(x - y)*cos(x + y) + exp(x - y)*sin(x + y)
>> diff(f,’y’)

ans =

exp(x - y)*cos(x + y) - exp(x - y)*sin(x + y)
>>

Priklad 5. Nyni si muzeme v Matlabu ukazat, jak bychom fesili systém
dvou nelinearnich rovnic pomoci Newtonovy metody. Uvazujme rovnice

filz,y) = 2 =2z +¢y*>=0
folw,y) = 2 —y*—1=0

Hleddme vlastné prusecik kruznice a paraboly.

1

0.8

0.6

0.4




Najit v Matlabu ptiblizné feseni za pomoci Newtonovy metody muzeme tieba
takto:

>> fl=sym(’x"2-2%x+y~2’);
>> f2=sym(’x-y~2-1’);
>> flx=diff (f1,’x’)

fix =

2%x - 2

>> fly=diff(f1,’y’)
fly =

2%y

>> f2x=diff(£2,’x’)
f2x =

1

>> f2y=diff (£2,’y’)
f2y =

_2*y

>> J=[f1x,fly;f2x,f2y]
J =

[ 2%x - 2, 2xy]

[ 1, -2%y]

>> F=[f1;f2]

F =

X"2 - 2xx + y~2

-y 2+x-1

>> x=2;y=1; Ypocatecni aproximace
>> xy=[x;y]l-inv(eval (J))*eval (F)
Xy =

1.6667

0.8333

>> x=xy (1) ;y=xy(2);

>> xy=[x;y]l-inv(eval (J))*eval (F)
Xy =

1.6190

0.7881

>> x=xy(1) ;y=xy(2);

>> xy=[x;y]l-inv(eval (J))*eval (F)
Xy =
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1.6180

0.7862

>> x=xy (1) ;y=xy(2);

>> xy=[x;y]l-inv(eval (J))*eval (F)
Xy =

1.6180

0.7862

>>

Newtonova metoda i v tomto piipadé konverguje velmi rychle. Zde by sa-
moziejmé bylo mo7né najit analytické vyjadieni feseni, nebot dosazenim
druhé rovnice do prvn{ bychom dostali kvadratickou rovnici. Ctenaf tak muze
ucinit pro jeho porovnani s vyse ziskanym pribliznym feSenim.

6.3 Integrovani ve vice proménnych

Urcit primitivni funkei podle jedné ¢i druhé proménné s pouzitim Sage nebo
Matlabu je jednoduché:

sage: x,y=var(’x,y’)
sage: f=sin(x+y)*cos(x-y)"2
sage: fl=integral(f,x);f1l

sage: f2=integral(fl,y);f2
-1/12xsin(-3%x + y) + 1/12%sin(-x + 3xy) - 1/2*sin(x +
sage:

>> f=sym(’sin(x+y)*cos(x-y)~2’);

>> fl=int(f,’y’)

f1 =

cos(y - 3*x)/4 - cos(3*xy - x)/12 - cos(x + y)/2
>> f2=int(f1,’x’)

f2 =

sin(3*x - y)/12 - sin(x - 3*y)/12 - sin(x + y)/2
>>
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Pak také neni problémem spocitat urcity integral pres obdélnikovou oblast,
napiiklad pro uvedenou funkei ptes [0, | x [0, 7/2], pfitom by nemélo zalezet
na poradi integrovani:

sage: Il=integral(f,x,0,pi);I1
-1/2*xcos(3*y) + 7/6*cos(y)

sage: Ix=integral(f,x,0,pi);Ix
-1/2xcos(3*y) + 7/6*cos(y)

sage: II=integral(Ix,y,0,pi/2);II
4/3

sage:

>> Iy=int(f,’y’,0,pi/2)

Iy =

(4*xcos(x))/3 + sin(x)/3 - cos(x)"3 + cos(x) "2*sin(x)
>> II=int(Iy,’x’,0,pi)

II =

4/3

>>

Jestlize ale pottebujeme spocitat integral pres jinou oblast, nezbyva, nez
si meze oblasti vyjddiit ruéné, nebot zda se, Ze integrovat ptes obecné oblasti
zatim nami pouzivany software neumdi.

Takze pokus bychom potiebovali uréit integral z funkee f(z,y) = (x +
y)? pres kruh se stiedem v pocatku a polomérem 2, musime si pro dané
y urcit, v jakych mezich se pohybuje x. To je celkem snadné meze jsou
[—v/4 — y?, /4 — y?]. Protoze ale v mezich je obsazeno ometeni pro y, musime
ho zadat i do vypoctu:

sage: f=(x+y)~2

sage: assume (abs(y)<=2)

sage: Il=integral(f,x,-sqrt(4-y~2),sqrt(4-y~2));I1
4/3*%sqrt(-y~2 + 4)x(y"2 + 2)

sage: I2=integral(Il,y,-2,2);I2

8*pi

sage:

U jednoduchych oblasti, jako je napiiklad kruh ¢i elipsa, si muzeme nechat
hranice spocitat:
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sage: S=solve(x"2+y~2-4,x);S

[x == -sqrt(-y~2 + 4), x == sqrt(-y~2 + 4)]

sage: Il=integral(f,x,S[0].right(),S[1].right());I1
4/3*%sqrt(-y~2 + 4)x(y"2 + 2)

sage: I2=integral(Il,y,-2,2);I2

8*pi

sage:

V Matlabu se obejdeme bez predpokladu, nutno ovsem dodat, ze vypocet
posledniho integralu zde trval daleko delsi dobu, nez tomu bylo v Sage:

>> f=sym(’ (x+y)~2’);

>> ylims=solve(’x"2+y~2-4’,’y’)
ylims =

(2 - x)7(1/2)*(x + 2)7(1/2)

-(2 - x)7(1/2)*x(x + 2)7(1/2)

>> f=sym(’ (x+y)~2’);

>> ylims=solve (’x"2+y~2-4’,’x’)
ylims =

(2 -y~ 1/2)*x(y + 2)°(1/2)

-2 -y @/2)*x(y + 2)7(1/2)

>> Il1=int(f,’x’,ylims(2),ylims(1))
I1 =

(4x(y~2 + 2)*(2 - y)~(1/2)*(y + 2)7(1/2))/3
>> I2=int(I1,’y’,-2,2)

I2 =

8*pi

>>
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Kapitola 7

Reseni diferencialnich rovnic

Budeme se zabyvat zejména hledanim feSeni rovnice ve tvaru

y/ = f(xay)

pro néjakou funkei f, s pfipadnou pocateéni podminkou y(xg) = yo pak
hovoiime o poc¢atecni tloze. Zobecnénim této 1ilohy jsou rovnice vyssich radu,
z nichz velkou dulezitost maji okrajové tlohy — tedy rovnice druhého radu
se zadanymi podminkami v krajnich bodech néjakého intervalu [a, b]:

y' = flx,y,y), yla) =y, yb) =1y

7.1 Analytické reseni

Matlab i Sage obsahuji néstroje pro nalezeni analytického feseni diferencialni
rovnice. V Matlabu se pouziva funkce dsolve, které v nejjednodussi podobé
staci jeden vstupni parametr — textovy fetézec s rovnici, kde derivace je
oznacena jako D: Zakladni typy rovnic zvlada bez problému:

>> dsolve(’Dy = y’)
ans =
Clxexp(t)

>> dsolve(’Dy
ans =
C2/exp(t)

>> dsolve(’Dy =

]

|

<
~

|
ct
*
<
~
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ans =

C6%exp (t72/2)

>> dsolve(’Dy = y/t’)
ans =

C8%*t

>>

Je mozné pouzit i rovnici s parametrem a pokud Matlab rovnici nedokaze
vytesit, slusné ndm to oznami:

>> dsolve(’Dy = axy*sin(t)’)

ans =

C10/exp(a*xcos(t))

>> dsolve(’Dy = cos(t*xy)’)

Warning: Explicit solution could not be found.
> In dsolve at 161

ans =

[ empty sym ]

>>

Lze také samoziejmé oznacit jinak vystupni nezdvislou proménnou nebo
funkci, kterou hledame, ¢i zadat pocateéni podminku:

>> dsolve(’Dy = y~2’,°x’)
ans =

0

-1/(C38 + x)

>> dsolve(’Dx = -s*x72’,’s’)
ans =

0

-1/(- s72/2 + C54)

>> dsolve(’Dy = -y~2’,°y(1)=1’,"%x")
ans =

1/x

>>

Problémem nejsou ani okrajové tlohy pro rovnice druhého fadu:
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>> dsolve(’D2y = -y+cos(x)’,’y(0)=0",’y(pi/2)=1",’%")
ans =

cos(3*x)/8 - cos(x)/8 + sin(x)*(x/2 + sin(2*x)/4)

- sin(x)*(pi/4 - 1)

>>

Resen{ diferencidlnich rovnic v Sage je také snadné. Nejprve definujeme x
jako nezavislou proménnou, y jakozto funkci proménné x a pro nalezeni reseni
rovnice pouzijeme funkcei desolve. Zde se implicitné predpoklada, ze pokud
prava strana rovnice neni uvedena, je nulova. Stejnou rovnici tedy mohu
zadat dvéma zpusoby:

sage: x=var(’x’)

sage: y=function(’y’,x)

sage: desolve(diff(y,x) ==x*y, y)
c*xe” (1/2%x72)

sage: desolve(diff(y,x) -x*y, y)
cxe” (1/2%x72)

sage:

V nékterych piipadech je potieba z vysledku funkci y vyjadrit a to i pfi
zadani pocatecni podminky:

sage: desolve(diff(y,x) == y~2, y)
-1/y(x) == c + x

sage: desolve(diff(y,x) == y~2, y,[1,-1])
-1/y(x) ==

sage:

Pro rovnice vyssich radu se uvadi rad derivace jako treti parametr funcke
diff. Zkusime-li vytesit v Sage stejnou okrajovou ulohu jako v Matlabu,
dostaneme o néco jednodussi vyjadieni vysledku:

sage: desolve(diff(y,x,2) == -y+cos(x), y,[0,0,pi/2,1]
-1/4x(pi - 4)*sin(x) + 1/2*x*sin(x)
sage:
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Ctendf si jako cviceni muze zkusit ovérit, zda oba vysledky jsou totozné.
V pripadé, ze Sage néjakou rovnici nedokaze vytesit (nebo udélame chybu
v zadani), objevi se chybové hlaseni, ze kterého je vidét, ze Sage pro feseni
diferencidlnich rovnic pouziva software zvany Maxima. Vice informaci o ném
mohou zajemci zjistit na internetovych strankach http://maxima.sourceforge.net/.

7.2 Numerické reseni

Pro nalezeni numerického feseni budeme pouzivat Matlab. Numerické reseni
hleddme na néjaké siti bodu (z;)!,, takze nelze hledat obecné feseni, ale
pouze piiblizné partikuldrni feSeni néjaké pocatecéni tlohy.

V soucasné dobé patrné nejpouzivanéjsi metody jsou metody Runge—
Kutta, které patii mezi jednokrokové metody, to znamena, ze vypocet pribliznych
hodnot hledané funkce y v bodé x, 1 probiha na zakladé hodnoty v ptedchozim
bodé zj. Kromé toho zname také vicekrokové metody (pro vypocet v xpiq
se pouzije vice predchozich hodnot), ale ty jsou v zédkladnim matlabovském
baliku vyuzivédny jen velmi mélo (funkce ode113).

Nejpouzivanéjsimi metodami Runge-Kutta jsou metody ¢tvrtého tadu, v
Matlabu je jedna z nich implementovana ve funkci ode45. Napoveéda k této
funkci je pomérné obsahld a taky v ni muzeme zjisti dalsi funkce pouzitelné
pro numerické teSeni diferencidlnich rovnic. Zamétrime se jen na tuto funkci
a postaci nam zakladni pouziti.

V nejjednodussi verzi musime zadat funkci f z pravé strany diferencialni
rovnice, interval, na némz chceme priblizné feSeni spocitat a také pocatecni
podminku. Vysledkem jsou dva vektory — sit bod, a ptislugné funkéni hod-
noty. Vysledek si zobrazime:

>> f=inline(’y*sin(t)’);
>> I=[0,pil;

>> cond=[1];

>> [t,yl=o0de45(f,I,cond);
>> plot(t,y)

>>
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Protoze nas zajima, s jakou chybou je feSeni urceno, zkusime je porovnat s
hodnotami feSeni presného:

>> dsolve(’Dy = y*sin(x)’,’y(0)=1’,’x’)
ans =

exp(1)/exp(cos(x))

>> ff=inline(’exp(1)./exp(cos(x))’)
ff =

Inline function:

ff(x) = exp(1)./exp(cos(x))

>> yy=£ff(t);

>> max (abs (y-yy))

ans =

2.1830e-05

>>

Chyba je tedy pomérné velmi mald, na grafickém zndzornéni by se presné
feseni od priblizného nedalo rozlisit.

Co se tyce pocatecnich podminek, berou se automaticky v krajnim bodé
zadaného intervalu, ale je mozné jich zadat vice najednou:
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>> cond=[0.5 1 1.5 2];
>> [t,yl=o0de45(f,I,cond);
>> plot(t,y)

>>
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Kapitola 8

Statistické metody

V této kapitole se nebudeme vénovat teorii pravdépodobnosti a teoretické
statistice, zkusime se zaméfit na praktické statistické vypocty.

Co se tyce pravdépodobnosti a statistiky, je Matlab skvéle vybaven, zejména
pokud mate k dispozici statisticky toolbox. Zde jsou implementovany vsechny
bézné metody a algoritmy, ale také spousta metod a algoritmu specialnich.
Protoze popis celého statistického toolboxu je nad ramec tohoto textu, omezime
se toliko na zakladni pouziti.

Pokud chceme vyzkouset nékteré dostupné programy a nemame k dis-
pozici vhodna data, neni problém si je vygenerovat. nabizi se generator
nahodnych ¢isel, ktery umi vytvorit data s pozadovanym rozdélenim. Tak
napiiklad pro data s normalnim rozdélenim lze pouzit funkci normrnd, s
exonencialnim exprnd, s rovnomérnym unifrnd, s beta rozdélenim betarnd
atd.

Podobné pro vypocet hustoty nahodné veliciny jsou k pouziti funkce
konéici ,,pdf“ (z anglického probability density function), tedy normpdf, unifpdf,
exppdf apod., pro distribuéni funkce muzeme pozit funkce normcdf, unifcdf,
expcdf atd. (z anglického cumulative distribution function).

Pro kvantily se pouzivaji funkce norinv, unifinv, expinv apod. jako
hodnoty inverzni distribuc¢ni funkce. Co se tyce parametru uvedenych funkei,
zalezi samoziejmé na tom, jakymi parametry je uréeno konkrétni rozdéleni,
takze nejlepsi bude poradit se v kazdém konkrétnim ptipadé s napovédou.

Pokud bychom se tieba chtéli podivat, jak se méni hustota normalni
rozdéleni v zavislosti na smérodatné odchylce, staci zadat:

>> x=linspace(-3,3);
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>> 81=0.5;s82=1;83=2;
>> yl=normpdf (x,0,s1);
>> y2=normpdf (x,0,s2);
>> y3=normpdf (x,0,s3);
>> plot(x, [y1l;y2;y3])

0.8

0.7f 4

0.6 q

04f 8

0.3 ]

0.2F 4

-3 -2 -1 0 1 2 3

Kdyz uz jsem se zminili o smérodatné odchylce, pro jeji vypocet se pouzava
piikaz std, pro rozptyl prikaz var. A nesmime zapomenout na stfedni hod-
notu a medidn — mean a median.

Tyto ¢tyti funkce nejsou soucasti statistického toolboxu ale jsou jiz v
zékladni matlabovské vybavé. Jednd se samoziejmé o odhady piislusnych
charakteristik nahodnych veli¢in, nikoliv o pfesné hodnoty.

Zkusme porovnat u vygenerovanych dat teoretické hodnoty s vypocitanymi.
Pokud bychom v podobném duchu udélali rozsahlé testovani, mohou nam
vysledky leccos napovédét o kvalité generatoru nahodnych ¢isel, ktery Matlab
pouziva.

Vygenerujeme 100 norméalné rozdélenych hodnot se stfedni hodnotou 1
a rozptylem 0.25. Nesmime ovSem zapomenout, ze jako parametr zaddvame
smérodatnou odchylku:
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>> x=normrnd(1,0.5,1,100);
>> mean(x)
ans =

1.0615

>> median(x)
ans =

1.0477

>> var(x)
ans =
0.3378

>> std(x)
ans =
0.5812

>>

Vidime, ze u rozptylu je relativné nejvétsi chyba, z jednoho vzorku ovsem
nemuzeme vyvozovat zadné zavery

8.1 Intevalové odhady

Jednou ze zakladnich statistickych tloh je urceni intervalu, v némz s da-
nou pravdépodobnosti lezi néjaky parametr nahodného rozdéleni. Nejcastéji
predpokladéame, Zze méame data s normalnim rozdélenim nebo s rozdélenim s
normalniho odvozenym.

Podivame se, jak se méni interval spolehlivosti pro odhad stiedni hodnoty
normalnich dat, pokud roste jejich pocet. Nejprve predpokladejme, ze zname
hodnotu rozptylu, pak se pouzivaji kvantily standardizovaného norméalniho
rozdélent:

>> n=100;

>> mu=1;

>> sigma=0.5;

>> X=normrnd(mu,sigma,1,n);
>> M=mean (X)

M =

0.9813

>> alpha=0.05;
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>> D=M-norminv(1-alpha/2,0,1)*sigma/sqrt(n);
>> H=M+norminv(1l-alpha/2,0,1)*sigma/sqrt(n);
>> I=[D,H]

I =

0.8833 1.0793

>> n=500;

>> X=normrnd(mu,sigma,1,n);

>> M=mean (X)

M =

0.9878

>> D=M-norminv(1l-alpha/2,0,1)*sigma/sqrt(n);
>> H=M+norminv(l-alpha/2,0,1)*sigma/sqrt(n);
>> I=[D,H]

I =

0.9439 1.0316

>> n=1000;

>> X=normrnd(mu,sigma,l,n);

>> M=mean (X)

M =

1.0266

>> D=M-norminv(1l-alpha/2,0,1)*sigma/sqrt(n);
>> H=M+norminv(1-alpha/2,0,1)*sigma/sqrt(n);
>> I=[D,H]

I =

0.9956 1.0576

>>

V pripadé, ze rozptyl neni znamy, pouzijeme kvantily Studentova rozdéleni:

>> n=100;

>> alpha=0.05;

>> mu=1;

>> sigma=0.5;

>> X=normrnd(mu,sigma,l,n);
>> M=mean (X)

M =

0.9590

>> S=std(X)
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g =
0.5047

>> D=M-tinv(l-alpha/2,n-1)*S/sqrt(n);
>> H=M+tinv(l-alpha/2,n-1)*S/sqrt(n);
>> I=[D,H]

I =

0.8589 1.0592

>> n=500;

>> X=normrnd(mu,sigma,l,n);

>> M=mean (X)

M =

1.0160

>> S=std(X)

g =

0.4909

>> D=M-tinv(l-alpha/2,n-1)*S/sqrt(n);
>> H=M+tinv(l-alpha/2,n-1)*S/sqrt(n);
>> I=[D,H]

I =

0.9729 1.0592

>> n=1000;

>> X=normrnd(mu,sigma,l,n);

>> M=mean (X)

M =

1.0172

>> S=std(X)

g =

0.4930

>> D=M-tinv(l-alpha/2,n-1)*S/sqrt(n);
>> H=M+tinv(l-alpha/2,n-1)*S/sqrt(n);
>> I=[D,H]

I =

0.9866 1.0478

>>

Je jasné, ze inerval se zkracuje (délka klesd s o odmocninou n), ale rozdil
mezi obéma piripady neni patrny.
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8.2 Testovani hypotéz

Pro testovani hypotéz je v Matlabu mozné vyuzit jiz hotovych programu.
Zakladnim z nich je ttest, ktery v nejjednodussi verzi testuje, zda rozptyl
nahodného vybéru je nulovy. Hladina vyznamnosti je implicitné 5 procent:

>> n=100;

>> mu=1;

>> sigma=0.5;

>> X=normrnd(mu,sigma,l,n);
>> ttest(X)

ans =

1

Vysledek 1 znamend zamitnuti hypotézy. Pokud bychom chtéli vedét také
pravdépodobnost (tzv. p-hodnota), pFiddme vystupni parametr

>> [H,P]=ttest(X)

1.1433e-32
>>

Vidime, ze stfedni hodnota neni nulova témér jisté. Provedeme tady drobnou
Upravu:

>> M=mean (X)

M =

0.9926

>> [H,P]=ttest(X,M)
H =

0
P
1
>>

Jesté si otestujeme, jak dopadne skutecnd stfedni hodnota pouzitd pii gene-
rovani nahodného vybéru:
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>> [H,P]=ttest(X,1)

Funkce ttest se da také pouzit na testovani rovnosti stfednich hodnot dvou
nahodnych vybéru stejného rozsahu:

>> Y=normrnd(mu,sigma,1,n);

>> [H,P]=ttest(X,Y)

H =

0

P =

0.5040

>> Y=normrnd(mu-0.1,sigma,1,n);
>> [H,P]=ttest(X,Y)

H =
0

P =
0.2128
>>

K testovani rovnosti sttednich hodnot u dvou vybéru se da oouzit také funkce
ttest2, zda se ale, ze pracuje ponékud jinak nez funkce ttest:

>> [H,P]=ttest(X,Y)
H =

0

P =

0.5040

>> [H,P]=ttest2(X,Y)
H =

g O
I

0.5276
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8.3 Linearni regrese

Studenti si linearni regresi obcas pletou s konstrukei regresni piimky, coz
je ale jen specialni piipad linearni regrese. Na tuto problematiku jsme uz
narazili v prvnim semestru, kdyz jsem hovorili o pseudoinverzni matici.

V linearni regresi predpoklddame, ze pozorovand data, ktera zpracovavame,
jsou linearnimi kombinacemi funkci pfedem danych hodnot, pricemz v po-
zorovani je néjaky nahodnéd chyba. Pozorovani je tedy ndhodna veli¢ina
Y(z) = fufi(x) + -+ + Befe(z) + . Métime hodnoty Y v zadanych bodech
1, .. ,&n, n >k, tim dostavame celkem soustavu n rovnic pro k neznamych.
Matice soustavy se ve statistice nazyva matice planu a zpravidla se oznacuje
X. Pii feseni se snazime minimalizovat reziduum (rozdil mezi levou a pravou
stranou), k ¢emuz se vyborné hodi pseudoinverzni matice.

Jestlize navic predpokldddme normalitu chyby veps se zndmym rozpty-
lem, daji se spocitat i intervalové odhady pro parametry ;.

Piiklad 6. Méjme tiidici algoritmus a chceme otestovat jeho kvalitu. Dobré
tfidici algoritmy pro n dat potifebuji O(nlogn) ¢asu, horsi algoritmy potiebuji
O(n?) ¢asu. Algoritmus jsme otestovali pro ndhodné vybéry ruznych roz-
sahtl a néslednd tabulka udava prumeérné c¢asy pro jednotlivé rozsahy v mili-
sekundéach:

100 200 300 400 200
0.42.883 127.39 264.08 435.69 665.0
600 700 800 900 1000
920.24 12204 1565.8 1941.4 2348.6

~ |3+ 3

Vyrobime matici planu, pficemz predpokladame, ze vyslednd funkce muze
byt polynom druhého stupné doplnéné funkcemi logn a nlogn.

>>n

n =

Columns 1 through 5

100 200 300 400 500
Columns 6 through 10

600 700 800 900 1000
>> t

t =

Columns 1 through 5
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42.883 127.39 264.08 435.69 665.08
Columns 6 through 10

920.24 1220.4 1565.8 1941.4 2348.6
>> X1=ones(10,1);

>> X2=n’;

>> X3=(n."2)’;

>> X4=(log(n))’;

>> X5=(n.*log(n))’;

>> X=[X1,X2,X3,X4,X5]

X =

1 100 10000 4.6052 460.52
1 200 40000 5.2983 10569.7
1 300 90000 5.7038 1711.1
1 400 1.6e+05 5.9915 2396.6
1 500 2.5e+05 6.2146 3107.3
1 600 3.6e+05 6.3969 3838.2
1 700 4.9e+05 6.5511 4585.8
1 800 6.4e+05 6.6846 5347.7
1 900 8.1e+05 6.8024 6122.2
1 1000 1le+06 6.9078 6907.8

Nakonec provedeme vypocet odhadu parametri s pouzitim pseudoinverzni
matice:

>> Y=t’;

>> beta=pinv(X)*Y
beta =

-278.98

-5.6652

0.0013371

99.146

0.90803

>>

Zda se ze koeficient u druhé mocniny je zanedbatelny oproti ostatnim koe-
ficientum. Podivame se jesté, jak funkce, kterou jsme ziskali, prochézi apro-
ximuje data. Pritom ovérime rozdil mezi tim kdyz uvedeny koeficient za-
nedbame a kdyz nikoliv:

103



>> nn=100:1000;
>> fl=beta(1l)+beta(2)*nn+beta(4)*log(nn)+...
beta(5)*nn.*log(nn);

>> f2=beta(1l)+beta(2)*nn+beta(3)*nn. 2+beta(4)*log(nn)+. ..

beta(5)*nn.*log(nn) ;
>> plot(n,t,’*r’,nn,f1,’b’ ,nn,f1,’g--’)
>>

2500
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Vidime, ze koeficient zanedbat nemuzeme, protoze je sice radové daleko mensi
nez ostatni koeficienty, ale vzhledem k tomu, ze se jim nasobi velka cisla
(druhé mocniny n), nelze jej vynechat.

104



Literatura

[1] Horové, 1.; Zelinka, J.: Numerické metody. Brno: Masarykova univerzita,
druhé vydéani, 2008, ISBN 978-80-210-3317-7.

2] Kobza, J.: Splajny. Univerzita Palackého, 1993, ISBN 9788070672655.
URL http://books.google.cz/books?id=-0nXYgEACAAJ

[3] Ralston, A.: Zdklady numerické matematiky. Praha: Academia, druhé
vydani, 1978.

[4] Schumaker, L.: Spline Functions: Basic Theory. Cambridge University
Press, ISBN 9781139463430.
URL http://books.google.cz/books?id=2uZLawUhXfgC

105



