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Pro dané matice spoctéte A-B

3 2 1 7
A:(_ngi) B=| -4 0 6 1
2 11 1 -2

Petr Liska (Masarykova univerzita) Linearni algebra



4.3.Bla)

Pro dané matice spoctéte A-B

3 2 1 7
A= ( _21 (E; 1 ) B = -4 0 6 1
2 11 1 -2
Reseni:
3 2 1 7
A-B = ( _21 8 1 ) -4 0 6 1 =
2 11 1 =2

Petr Liska (Masarykova univerzita) Linearni algebra



4.3.Bla)

Pro dané matice spoctéte A-B

3 2 1 7
A= ( _21 g Z ) B = -4 0 6 1
2 11 1 -2
Reseni:
3 2 1 7
A-B:<_21 8 1) -4 0 6 1 =
2 11 1 =2

[ 2345.(—4)+72 224504711 21+56471 2.7+514+7(=2) \ _
T\ -1340(-4)+42 -124004411 —1.1406+41 —1.7+01+4-(=2) )

Petr Liska (Masarykova univerzita) Linearni algebra 1.4.-2.4.2020 2 /21



4.3.Bla)

Pro dané matice spoctéte A-B

3 2 1 7
A= ( _21 g Z ) B = -4 0 6 1
2 11 1 -2
Reseni:
3 2 1 7
A-B:<_21 g 1) -4 0 6 1 =
2 11 1 =2

2:34+5-(—4)+7-2 2-245-0+7-11 2-14+56+7-1 2:74+5147-(-2) ) _

_(—1-3+0~(—4)+4~2 —12400+411 —1-1406+41 —1.740-1+4-(—2)

/0 81 39 5
“\5 42 3 —15
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Proc¢ se to déla zrovna takto?

Linearni zobrazeni

Zobrazeni T' z R™ do R™ je pravidlo, které kazdému vektoru z R” pii-

radi pravé jeden vektor z R™. Zobrazeni 1" navic nazveme linearni,
jestlize

T(U+v)=T(u)+ T(V) a T(cti) = cT'(@)
pro kazdé u,v € R" a ¢ € R.
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Proc¢ se to déla zrovna takto?

Linearni zobrazeni

Zobrazeni T' z R™ do R™ je pravidlo, které kazdému vektoru z R” pii-
radi pravé jeden vektor z R™. Zobrazeni 1" navic nazveme linearni,
jestlize

T(u+v)=T(a)+ T (V) a T(cti) = cT'(@)
pro kazdé u,v € R" a ¢ € R.

Priklady
Zobrazeni z R? do R2, které

- zobrazi kazdy bod v osové soumérnosti s osou x

- kazdy bod kolmo promitne na osu x

- kazdy bod otoci kolem pocatku protisméru hodinovych rucic¢ek o
thel ¢

Petr Liska (Masarykova univerzita)

Linearni algebra 1.4.-2.4.2020 3/21



f r1\ _ [ax1+ bxo 21\ _ (Az1+ Bxa
xo)  \cxy + dzo g x9)  \Cz1+ Dxo
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f r1\ _ [axy+ bra T1
xo)  \cxy + dzo g 9

f 1 _f Azy+ Bzy\  [((aA+0C)z1 + (aB + bD)xs
g o)) 7 \Czi+ Dzo) \(cA+dC)z1+ (¢B+dD)xsy

Ax1 + Bxo
Cz1+ Dxo
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f T axri + bxs T1
T9 cxy + dxo g T9

1 - Azy+ Bzy\  [((aA+0C)z1 + (aB + bD)xs
f <g (:L'Q =/ Cz1+ Dzo)  \(cA+dC)zy + (¢B+dD)xs

Ax1 + Bxo
Cz1+ Dxo

a b (A B _ (aA+bC aB+0bD
F_(c d) G_<c D) H_<cA-|-dC’ cB—I-dD>

Petr Liska (Masarykova univerzita) Linearni algebra 1.4.-2.4.2020 4 /21



f r1\ _ [axy+ bra 21\ _ (Az1+ Bxa
xo)  \cxy + dxo g z2) \Cz1+ Dxo
(g 1 _f Axq + Bxo _ (aA+bC)x1 + (aB + bD)xs
9 Cz1 + Dxy (cA+dC)z1 + (¢B +dD)xo
_fa b (A B _ (aA+bC aB+0bD
r=(ta) e=(2n) m=(atie sii)

a b ' A B\ (aA+bC aB+bD
c d C D) \cA+dC c¢B+dD
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4.3.Bda)

Dokazte, ze pro kazdé prirozené n plati:

o n o
cosr —sinzx [ cosnx —sinnx
sin x COS & sin nx COosSNT
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4.3.Bda)

Dokazte, ze pro kazdé prirozené n plati:
. n .
cosx —sinz [ cosnx —sinnz
sin x cosT sin nx cosnT

Reseni: 1. Pron =1 zi'ejmé plati.
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4.3.Bda)

Dokazte, zZe pro kazdé prirozené n plati:

( cosx —sinz

n
[ cosnz
sin Ccos T
Reseni: 1. Pro n = 1 zfejmé plati.
pro n.

—sinnx
sin nx

—sinzx
sinx

n
cosx ) -

CoS X )
2. Predpoklddame, ze vztah plati pro 1,2,...n — 1 a dokdZeme, Ze plati
( COosS T




4.3.Bda)

Dokazte, zZe pro kazdé prirozené n plati:
o n o
cosx —sinx [ cosnx —sinnz
sinx cos T sin nx cosnT

Reseni: 1. Pron =1 zi'ejmé plati.

2. Predpoklddame, ze vztah plati pro 1,2,...n — 1 a dokdZeme, Ze plati
pro n.

. n . . n—1
cosr —sinx o cosx —sinx cosx —sinx o
sinx cos T - sinz cos sinz cos -
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4.3.B20b)

Dokazte, Ze mnozina matic

M:{(;; 2>|a,be(@

spole¢né s operacemi séitani a nasobené matic je télesem.
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4.3.B20b)

Dokazte, Ze mnozina matic

R

spole¢né s operacemi séitani a nasobené matic je télesem.

Reseni: 1. Je (M, +) komutativni grupa?




4.3.B20b)

Dokazte, Ze mnozina matic

R

spole¢né s operacemi séitani a nasobené matic je télesem.

Regend: 1. Je (M, +) komutativni grupa?
Matice se s¢itanim tvoii komutativni grupu (V 3.1.)

Linearni algebra 1.4.-2.4.2020

6 /21



4.3.B20b)

Dokazte, Ze mnozina matic

R

spole¢né s operacemi séitani a nasobené matic je télesem.

Regend: 1. Je (M, +) komutativni grupa?
Matice se s¢itanim tvoii komutativni grupu (V 3.1.)

ar b 4 @ by \ _ ar+az by + b
2b1 a1 2by a9 2(b1 + b2) a1 + as
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4.3.B20b)

Dokazte, Ze mnozina matic

R

spole¢né s operacemi séitani a nasobené matic je télesem.

Regend: 1. Je (M, +) komutativni grupa?
Matice se s¢itanim tvoii komutativni grupu (V 3.1.)

ar b az by ar+az by + b
= M
< 2b1 a1 ) + < 2by a9 > ( 2(b1 +b2) a1 + as ) <
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4.3.B20b)

Dokazte, Ze mnozina matic

R

spole¢né s operacemi séitani a nasobené matic je télesem.

Regend: 1. Je (M, +) komutativni grupa?
Matice se s¢itanim tvoii komutativni grupu (V 3.1.)

ar b az by ar+az by + b
= M
< 2b1 a1 ) + < 2by a9 > ( 2(b1 +b2) a1 + as ) <

2. Je (M, ) pologrupa s jedni¢kou?
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4.3.B20b)

Dokazte, Ze mnozina matic

R

spole¢né s operacemi séitani a nasobené matic je télesem.

Regend: 1. Je (M, +) komutativni grupa?
Matice se s¢itanim tvoii komutativni grupu (V 3.1.)

ar b az by ar+az by + b
= M
< 2b1 a1 ) + < 2by a9 > ( 2(b1 +b2) a1 + as ) <

2. Je (M, ) pologrupa s jedni¢kou?
Jednicka je < 1

0 (1) ) € M. Nasobeni matic je asociativni (V 3.3.)
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Dokazte, Ze mnozina matic

R

spole¢né s operacemi séitani a nasobené matic je télesem.

Regend: 1. Je (M, +) komutativni grupa?
Matice se s¢itanim tvoii komutativni grupu (V 3.1.)

ar b az by ar+az by + b Vs
=
<2b1 a1)+<2b2 CL2> (2(b1+b2) a1+a2)€
2. Je (M, ) pologrupa s jedni¢kou?

Jednicka je < (1) (1) ) € M. Nasobeni matic je asociativni (V 3.3.)

al bl ) a9 bg . aias + 2b1b2 a1b2 + agbl
2b1 ap 2by a9 o 2a1by + 2a9b1  ajas + 2b1boy
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3. Plat{ distributivni zakony?

Linearni algebra



3. Plat{ distributivni zakony?
Ano (V 3.4.)




3. Plat{ distributivni zakony?
Ano (V 34.)

4. Jedné se o netrividlni komutativni okruh?
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3. Plat{ distributivni zakony?
Ano (V 34.)

4. Jedné se o netrividlni komutativni okruh?
ar b1\ [ a2z bz | _ araz + 2b1ba  a1ba + azb;
2[)1 al 2b2 a9 o 2@1[)2 + 2a2b1 aias + 2[)11)2

as bg . al bl - ajas + 2b1()2 a1b2 + agbl
2by a9 2b1 a1 o 2a1by + 2a0b1  ajas + 2b1boy

Petr Liska (Masarykova univerzita) Linearni algebra 1.4.-2.4.2020 7/ 21




3. Plati distributivni zékony?
Ano (V 34.)

4. Jedné4 se o netrivialni komutativni okruh?
ar b1\ [ a2z bz | _ araz +2b1by  a1bs + azby
2b1 a1 2by a9 o 2a1by + 2a9b1  ajas + 2b1by

a9 bg . ay bl i ajas + 2b1()2 albz + CLle
2by a9 201 a1 o 2a1by + 2a2b1  ajas + 2b1by

5. Existuje ke kazdému nenulovému prvku prvek inverzni?

G ) (o e)-(0 %)
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3. Plati distributivni zékony?
Ano (V 34.)

4. Jedné4 se o netrivialni komutativni okruh?
ar b1\ [ a2z bz | _ araz +2b1by  a1bs + azby
2b1 a1 2by a9 o 2a1by + 2a9b1  ajas + 2b1by

a9 bg . ay bl i ajas + 2b1()2 albz + CLle
2by a9 201 a1 o 2a1by + 2a2b1  ajas + 2b1by

5. Existuje ke kazdému nenulovému prvku prvek inverzni?

a b 71 T 10 TR w
. = - —2b a GM
20 a T3 T4 01 o aTeon?
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3. Plati distributivni zékony?
Ano (V 34.)

4. Jedné4 se o netrivialni komutativni okruh?
ar b1\ [ a2z bz | _ araz +2b1by  a1bs + azby
2b1 a1 2by a9 o 2a1by + 2a9b1  ajas + 2b1by
a9 bg . ay bl i ajas + 2b1()2 albz + CLle
2by a9 201 a1 o 2a1by + 2a2b1  ajas + 2b1by
5. Existuje ke kazdému nenulovému prvku prvek inverzni?
(22)(22)-( )~ (g 7)o

9% =a?— 20> #£0 = existuje prvek inverzni

5l
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4.3.B24a)

Rozhodnéte, zda dané matice tvoii bézi vektorového prostoru

Maty, (R):
G5 G (he) Los)
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4.3.B24a)

Rozhodnéte, zda dané matice tvoii bézi vektorového prostoru

Maty,, (R):
10 0 1 12 11
11 2 3 30 0 2
Reseni:
10 0 1 12 11 00
tl(l 1>+t2<2 3>+t3<3 0>+t4<0 2>_<0 0
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4.3.B24a)

Rozhodnéte, zda dané matice tvoii bézi vektorového prostoru

Maty,, (R):
10 0 1 12 11
11 2 3 30 0 2
Reseni:
10 0 1 12 11 00
tl(l 1>+t2<2 3>+t3<3 0>+t4<0 2>_<0 0

t1 + t3+ t4=0

to +2ts+ t4 =0
t1 + 2ty + 3i3 =0
t1 + 3t2 +2t4 =0
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—2 -3
0 15

o= O =
w N = O
S W N =
N O ==
o O o o
2
2
o OO
S O = O
o O O O
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101 1]0 10 1 1]0
01210 01 2 1]0
1 230/0|l 777l oo0o -2 -3|0
13020 00 0 15|0

Existuje jedno feseni = LN — Béze
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4.3.B25a)
Rozhodnéte, zda

W = {A = (ai;) € Matp,(R)|a;; =0 pro i#j}

je podprostorem vektorového prostoru Mat,,, (R), pfipadné urcete jeho
dimenzi.
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4.3.B25a)
Rozhodnéte, zda

W = {A = (aij) € Matnn(R) |az~j =0 pro 1 75 j}

je podprostorem vektorového prostoru Mat,,, (R), pfipadné urcete jeho
dimenzi.

Resent:
a1 O 0 0
0 ago 0 0
A= : :
0 o - an—-1,n—1 0
0 o --- 0 nn

Ziejmé VA, B€ W mame A+ Be€ W aVec € Rméame (c-A) e W =
W je podprostor
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4.3.B25a)
Rozhodnéte, zda

W = {A = (aij) € Matnn(R) |az~j =0 pro 1 75 j}

je podprostorem vektorového prostoru Mat,,, (R), pfipadné urcete jeho
dimenzi.

Resent:
a1 O 0 0
0 ago 0 0
A= : :
0 o - an—-1,n—1 0
0 o --- 0 nn

Ziejmé VA, B€ W mame A+ Be€ W aVec € Rméame (c-A) e W =
W je podprostor

dimW =n
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4.3.B25d)
Rozhodnéte, zda

W = {A = (aij) € Matm(R) |CL11 +ax+---+ap, = 0}

je podprostorem vektorového prostoru Mat,,, (R), pfipadné uréete jeho
dimenzi.
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4.3.B25d)
Rozhodnéte, zda

W = {A = (aij) € Matnn(R) | a1l +agg + -+ app = 0}

je podprostorem vektorového prostoru Mat,,, (R), pfipadné urcete jeho
dimenzi.

Resent:
a11 ai2 T a1,n—1 A1n
a1 a22 T azn—1 a2n
A=
an—-1,1 Qan-12 **° Gp-1n—1 an—1,n
an1 an?2 te Gn.n—1 —a11 —a22 — - — Gp—1,n-1

Ziejmé VA, B € W mame A+ B €W a Ve € Rméame (c- A) e W =
W je podprostor
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4.3.B25d)
Rozhodnéte, zda

W = {A = (aij) € Matnn(R) | a1l +agg + -+ app = 0}

je podprostorem vektorového prostoru Mat,,, (R), pfipadné urcete jeho
dimenzi.

Resent:
a11 ai2 T a1,n—1 A1n
a1 a22 T azn—1 a2n
A=
an—-1,1 Qan-12 **° Gp-1n—1 an—1,n
an1 an?2 te Gn.n—1 —a11 —a22 — - — Gp—1,n-1

Ziejmé VA, B € W mame A+ B €W a Ve € Rméame (c- A) e W =
W je podprostor
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4.3.A5
U.p. dvou regularnich matic A, B, které jsou déliteli nuly v okruhu
Mat33 (R)v =+, )
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4.3.A5

U.p. dvou regularnich matic A, B, které jsou déliteli nuly v okruhu
Matgg(R), = )

Reseni: Pokud by matice nemuseli byt regularni, tak pak by spravna
odpoved byla napiiklad

1 00 000 000
000 100 ])=1020020
0 00 000 0 00
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4.3.A5

U.p. dvou regularnich matic A, B, které jsou déliteli nuly v okruhu
Matgg(R), = )

Reseni: Pokud by matice nemuseli byt regularni, tak pak by spravna
odpoved byla napiiklad

100 000 0 00
000 ])]-11TO0OO0O]|=1000
000 000 000

V naSem piipadé, ale zadny takovy piiklad neexistuje, jelikoz

Cauchyova véta tika, Ze

|Al-|B] = |A- B|.

A matice A a B maji byt regularni, tj. |[A| #0 a |B| #0, ale A- B ma
byt nulova matice, pro kterou plati |[A - B| = 0.
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4.3.A4

U.p. generatoru vektorového prostoru Matgs(R), které nejsou bézi to-
hoto prostoru.
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4.3.A4

U.p. generatoru vektorového prostoru Matgs(R), které nejsou bézi to-
hoto prostoru.

o) (o) (o) (1) (5o)
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Nékteré aplikace matic

Grafem rozumime koneénou mnozinu boda (t&m fikame vrcholy) a kone¢nou mnozinu hran,
kdy kazda z nich spojuje dva vrcholy (ne nutné rizné).

Stejny graf mizeme ale také popsat pomoci tzv. matice sousednosti. Pro graf o n vrcholech
se jedné o ¢tvercovou matici n X n definovanou takto

1 je-li hrana mezi vrcholy 7 a j,
P
“ 0  jinak.
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Pro nas graf dostaneme matici

b

Il
HOoOrR,RFRO
OO O
_ O RO
_ oo~ O
O = O
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Cestou v grafu rozumime posloupnost hran, kter4a ndm umozni cestovat z jednoho vrcholu
do jiného. Jeji délka je pak &islo uréujici pocet hran, které obsahuje.

UvaZzme matici

b

v

b

b

I
=N NO W
NO = NO
N =W =N
OoON - ON
WONNF

Co reprezentuji ¢isla v této matici? Z definice nadsobeni matic vime, Ze

2
(A )13 = a11@13 + @12023 + a13a33 + a14043 + 15053 -

Tento vyraz bude nenulovy, kdyz alespon jeden ze sou¢int ajaxs bude nenulovy, coz ale
nastane jen tehdy, kdyZ oba ¢leny a1 i ap3 budou nenulové. To ale znamena, Ze existuje
hrana mezi prvnim a k-tym vrcholem a taky hrana mezi k-tym a tfetim vrcholem, tedy
existuje cesta délky 2, ktera spojuje prvni a tfeti vrchol.
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Tyto myslenky muZeme ilustrovat na celé fadé prikladi. Uvazme napiiklad nasledujici graf
a pfislusnou matici sousednosti, které zobrazuji primé letecké spoje mezi Brnem,

Edinburghem, Lisabonem, Mnichovem a Parizi.

B E L M P

B 0o 0 0o 1 1

E 0O 0 O 1 1
A=1L 0 0 0 1 1
M 1 1 1 O 1

P 1 1 1 1 0

o = E E E
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Nyni mtzeme napfiklad snadno odpovédét na otézku, kolik existuje rtznych letd z Brna do
libovolného mésta s dvéma prestupy:

4 4 4 9 9
4 4 4 9 9
A4+ A24+43=| 4 4 4 9 9
9 9 9 10 11
9 9 9 11 10
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Nyni mizeme naptiklad snadno odpovédét na otazku, kolik existuje raznych lett z Brna do
libovolného mésta s dvéma prestupy:

4 4 4 9 9
4 4 4 9 9
A+A24+A3=| 4 4 4 9 9
9 9 9 10 11
9 9 9 11 10

Odpovéd dava prvni fadek nasi matice. Vidime, Ze napiiklad z Brna do Edinburghu existuji
CtyTi rizné cesty s dvéma prestupy a do PafiZe je jich uz devét. Ktera z téchto cest by byla
nejkratsf nebo nejrychlejsi je jiz ale jiny p¥ib&h (i kdyZz stale z teorie grafa).
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V mnoha aplikacich neni vztah mezi dvéma objekty obousmérny. Napiiklad hrany
reprezentujici jednosmérnou cestu v grafu popisujicim dopravni sit, nebo vztahy mezi
jednotlivymi druhy v ramci ekosystému. Snaha o zachyceni téchto vztaht nas vede k tzv.
orientovanému grafu, kde mame orientované hrany (tj. Sipky). Pro ngj mtiZeme samozfejmé
opét zavést matici sousednosti:

{1 vede-li hrana z ¢ do j,
ajj = ..
0 jinak.
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Predstavme si napriklad pétici hraci, ktefi hraji turnaj ve stylu kazdy s kazdym. Vysledky
miuzeme snadno zachytit pomoci grafu, kdy hranu od prvniho hrac¢e k druhému vedeme
tehdy, kdyz prvni druhého porazi. Dostaneme tak naptiklad nésledujici graf a pfislusnou
matici sousednosti

A
B E 0 1 0 1 1
0 0 1 1 1
A= 1 0 0 1 O
0 0 0 0 1
0 0 1 0 O

>

C D
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Dejme tomu, Ze chceme sefadit hrace podle poctu jejich vitézstvi. Pro tento tcel nam staci
samoziejmeé jen seéist, kolik jednicek je v kazdém radku. Tento vypocet mizeme také
nahradit nasledujicim nasobenim:

b

<

Il
[=Nel o No)
S o oo
oo+~ Oo
OO =K KF
OO
e e

Il
=N W W

Vidime, Ze n&ktefi hraéi (A a B, C' a D) maji stejny pocet vyher. Pokud bychom chtéli
rozhodnout, ktery z nich je lepsi, mazeme napiiklad pouzit kritérium nepfimych vitézstvi,
tj. kolik hraca porazili hradi, které dany hra¢ porazil. Ve slovech matic (po pfedchozim
piikladu je snad jasné pro¢) dostaneme

(A+A%)-J=

8
7
6
2
3

Hra¢ A je tedy lepsi nez B a E je lepsi nez D. Poznamenejme, Ze nanestésti tento pfistup
neumi rozhodnout v8echny ,remizy*.
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Domaéci ukol — termin odevzdani 10.4.2020
Prvni priklad

U. p. matic A, B, které nejsou ¢tvercové a pritom existuji oba souciny
A-BiB-A.

Druhy priklad
Spoctste A- B - C.

I = 0 2 11 0 3 1
A= 2 1 -3 B=[3 2 0 C=|10 -2
0 2 1 1 -1 0 2 1 0

Treti priklad

Rozhodnéte, zda dané matice tvoii bazi prostoru Mat,,, (R):

() G2) (o) GA)
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