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PREDM L UVA

Mnozinové-logicky jazyk matematiky je dnesjiz zcelabézny od 1. tfidy z&kladni 3koly. Proto
musi byt pro budouci ucitele matematiky jeho dokonalé zvladnuti — vEéetné nezbytného nad-
hledu — naprostou samozfejmosti.

Cile tohoto textu |ze shrnout nasledovné:

1. vysvétlit nutnost formalizace matematickych teorii a nastinit zakladni metody této for-
malizace;

2. vylozit z&kladni pojmy teorie mnozin, predevsim pak popsat zakladni viastnosti kardi-
nanich aordinalnich Cisel;

3. popsat vyvoj teorie mnoZin avliv této teorie na matematiku 20. stoleti.

K pochopeni probiranélatky neni potfebazadnych hlubSich pfedb&Znych znalosti. (Strucny
prehled nejpotiebngSich elementarné-mnozinovych pojmi je uveden v dodatku na konci této
¢asti CD).

Rada téchto pojmll je dnes jiz sougasti stredoskol ské matematiky a vdechny jsou podrobné
probirany v zakladnich matematickych prednaskach. Jejich dokonal &€ zvliadnuti — ato v rozsahu
vyrazné prevysujicim zminény dodatek — je proto mozno povazovat za samoziejme.

Teorie mnozin sehréla ve vyvoji matematiky roli zcela zasadni. Proto je historii teorie
mnozin a diisledklim této teorie pro matematiku 20. stoleti vénovana cela 4. kapitola. V této
kapitole jsou rovnéz uvedeny autentické ukazky z kliGovych textli B. Bolzana a G. Cantora.

Zv1&8tni pozornost si zaslouzi tacast 4. kapitoly, kteraje vénovanadilu K. Godela. Vyznam
jeho ,véty o neliplnosti* dnes jiz presahuje ramec matematiky samotné. Pfesné odvozeni této
véty acharakterizaceejich dlisledkl pfitom neni soucasti ucitel ského studia matematiky, nebot
k tomu nemaji vybudovan dostateCny logicky aparat. Forma zpracovani této problematiky ve
4. kapitole by vsak méla ¢tenarlim umoznit alespon pochopeni zakladnich ideji Godelova
dbikazu.



Symbolika uZivana v textu je bézna a vyznam vSech symbolll je v textu (respektive v pri-
pojeném dodatku) definovan. Upozornéme pouze, ze — na rozdil od stfedoSkolské praxe —
rozliSujemeinkluzi € ac. Symbol A C B tak znai, ze A jevliastni podmnozinou mnoziny B.

B&zné mnoZziny Cisel oznacujeme nasledovné:
. mnoZzina vSech pfirozenych €isel

. mnoZinavsech celych Cisel

. mnozina vSech racionanich Cisel
. mnozina vsech realnych Cisal.

FONZ



Kapitola 1

For malni vystavba matematiky

1 Axiomatickateorieajgi model

Citite-li se skvéle,
budte bez obav.

To prejde.

BOLINGUV POSTULAT.

S rychlym rozvojem matematiky — zejména pak matematické analyzy — vzniklav 19. stoleti
naléhava potieba fadné vystavby zakladli matematickych teorii. Vhodnou zakladnou se stala
teorie mnozin, kterou poCal v 70. letech minulého stoleti systematicky budovat némecky
matematik Georg Cantor. (Podrobné historii vzniku teorie mnozin popiseme ve 4. kapitole.)

Zakladni mnozinové pojmy jsou natolik jednoduché, nadzorné a pro matematiku potfebné,
ze dnes uz pronikly i do 3kolské matematiky na té nejz&kladngsi rovni. | malé déti snadno
chapou , mnoziny” jako oznaCeni toho, co sev béznéfeti nazyva, soubor”, ,souhrn“ apodobné
abez problémi zvladaji zakladni mnoZinovou a gebru.

Na prvni pohled jisté neni ziggmé, ze by se v takto budované teorii mohly objevit tézkosti
zasadniho razu. Velmi snadno v&ak Ize ukazat, Ze nelze beztrestné predpokladat, ze kazdy
souhrn ngjakych objektll vytvari mnozinu. Stadi pfipustit, Ze existuje mnoZzina véech mnoZzin,
které nejsou svym vlastnim prvkem, tj. mnozina

A ={X; Xjemnozina X ¢ X}.
Z definice mnoziny 4 okamZzité vyplyva, Ze nemlze platit ani vztah A € 4 (podle definice
mnoziny ~A odtud totiz plyne A ¢ «4), ani vztah A ¢ A (odtud zase naopak plyne A4 € 4,

nebot pravé z takovych mnozin jsme mnozinu 4 vytvorili). V tomto okamziku jsme se vsak
ocitli v nefesitelné situaci, nebot z intuitivni pfedstavy mnoziny je okamzité zfieimé, Ze pro

6



1. Axiomaticka teorie a jgji model 7

kazdy objekt x a kazdou mnoZinu A nutné plati praveé jeden ze vztahll x € A, respektive
x ¢ A. (I kdyz samoziejmé nemusime vzdy védét, ktera z téchto situaci v daném pripadé
nastava.)

Pravéjsmezformulovali nejznamgsi z tzv. antinomii teoriemnozin, antinomii Russellovu.
Antinomii, tj. tvrzeni vedoucich ke sporu, se na prelomu 19. a 20. stoleti objevila cela fada;
podrobné o nich budeme hovorit v kapitole IV, §3. Jgjich diisledky pro moderni matematiku
byly dalekosahlé, nebot presvédCive prokazaly, Ze celou matematiku je nutno budovat jinymi
metodami, kdyZz dosavadni postupy totélné selhaly. V teorii mnozin samotné pak antinomie
ukazaly, ze je neudrzitelné Cantorovo plivodni stanovisko, Zetotiz mnozinaje souhrn jakych-
koliv objektll, chapanych jakozto jeden celek. (Takto pojimané teorii se dnes Fika naivni
nebo intuitivni teorie mnozin.)

Nalezeni vychodisek z této situace nebylo viibec jednoduché a jak uvidime, nebylo véeo-
becné prijaté feSeni vlastné nalezeno dodnes. Nejobvyklej$im zplisobem vystavby matematic-
kych teorii je dnes axiomaticka metoda.

Ctenar jisté dobre vi, v &em tato metoda spo&iva. Kazdou matematickou teorii |ze chapat
jako systém ngakych tvrzeni o objektech z urcité oblasti. Napriklad aritmetika je v tomto
smyslu mnoZinou vyrokl o €islech, geometrie mnoZinou vyrokd o ,,vhodnych* podmnoZinach
daného prostoru a podobné.

Je zigjmg, Ze pri deduktivni vystavbé (amatematikaje ve své podstaté nesporne deduktivni
védou) neni moznékazdétvrzeni odvodit z tvrzeni jednodusSich akazdy pojem definovat pomoci
jednodusSich pojmdi. Proto je nutné o nékterych nedefinovanych pojmech, tzv. primitivnich
pojmech dané teorie, vyslovit tvrzeni — axiomy, povazované za pravdivé bez dikazu. Podle
predem stanovenych odvozovacich pravidel se pak z téchto tvrzeni odvozuiji dal3i.

V této kapitole se budeme zabyvat formalni strankou takto budovanych matematickych
teorii.

V zavéru tohoto paragrafu s v&ak vyjasnéme jesté jednu véc. Uvedli jsme, Ze Cantorova
intuitivni teorie mnozin je ve svétle antinomii neudrZitelna. Pfitom vsak i dnes uCime déti ve
8kolach, Ze mnozina je totéz jako souhrn, systém, soubor a podobné. Znamena to tedy, ze na
8kolach védomé ucime ,, Spatnou” teorii?

Uvedli jsme, e pfi axiomatické vystavbé se o jistych nedefinovanych objektech (napfiklad
v eukleidovské geometrii jsou to pojmy , bod”, , pfimka‘ atd.) vyslovi nedokazovana tvrzeni
(v eukleidovské geometrii je to 5 znamych postulattl). Podle pfedem dohodnutych pravidel
se pak na tomto z&kladé deduktivné buduje cela teorie. Takto budovanou teorii (napfiklad
geometrii) miiZze chapat a rozumét ji kazdy, kdo uZiva stejna odvozovaci pravidla jako tvlrce
danéteorie, i kdyz si nedefinované pojmy miize predstavovat zcelajinak (nebo s je eventualné
nepredstavuje viibec). (Axiomatickou geometrii tedy miize zvladnout i ten, kdo si viibec nic
konkrétniho nedovede pfedstavit pod pojmy ,, bod“, , pfimka‘ apod.) Jakmile si takovou pred-
stavu vytvorime, jakmile si nedefinované pojmy ngak interpretujeme, vytvafimetim tzv. model



8 |. FORMALNI VYSTAVBA MATEMATIKY

dané axiomatické teorie. | kdyZ je zigimé, Ze tento model si nelze vytvorit zcela libovolng, je
snad jasné, Ze obecné |ze k dané teorii vytvorit model vice.

V tomto smyslu se napriklad u¢ime nadkol ach pouze jeden z moznych model i eukleidovské
geometrie. Je to ovsem model vytvoreny tisiciletou zkuSenosti lidstva, model, ktery nejvérngi
odraZi nas makrosvét. (Ctenar se vdak jisté setkal i sjinymi modely, které jsou zvladt vyhodnée
pri vykladu neeukleidovské geometrie.)

A jak je to tedy s teorii mnozin? Standardni model axiomatické teorie mnozin obdrZzime
tak, Zze si primitivni, tj. nedefinovany pojem ,mnozina’ interpretujeme jakozto synonymum
slova soubor. Intuitivni teorie mnozin — lépe FeCeno jgi jista modifikace — se tak stéava
modelem axiomatické teorie mnozin. (Pozdgi uvidime, Ze ve 3kolach uime model tzv. teorie
Zermelo-Fraenkelovy). V modelu danéteorie lze ovSem, narozdil od intuitivni teorie, provadét
jen ty konstrukce a zavadét jen ty pojmy, které jsou odrazem konstrukci a pojmii pripustnych
v axiomatickeé teorii.

Proto napriklad nemlize byt mnoZinou jakykoliv souhrn ngjakych objektl (napfiklad souhrn
vSech mnozin) a proto nemtizeme dospét k antinomiim, které se objevily v Cantorové teorii.

2 Jazyk matematickych teorii

VSechno |ze udélat snaz.
ILESUV ZAKON

Pfi popisu matematickych jazykll zahy vypozorujeme Fadu analogii s jazyky pfirozenymi
(hovorovymi). | s nematematiky se jisté shodneme na nasledujicich skuteCnostech:

() K popisu kazdého jazyka (Gedtiny, rustiny, anglictiny apod.) se uZiva jistych znakd,
jgjichz souhrn nazvéme abecedou.

(b) Z prvkl této abecedy se tvori vétsi celky, nazyvané slova, respektive véty. Pritom jen
néktera formalné utvorena , slova* z danych znakll jsou slovy daného jazyka. Tak napriklad
slovo,,vhpaimple" jesice utvorenaze znakl Ceské abecedy, zcelajisté to vsak neni ceské slovo,
»window" sice neni ¢eské slovo, ale je to dovo anglického jazyka a podobné.

(c) Jen nékteré v predchazejicim smyslu ,, spravné” vytvorené véty maji smysl, respektive
jsou pravdivé. Napfiklad , véta' ,, Jan aslunce vCeraprdi“ je gramaticky spravné utvorena, jisté
se v&ak shodneme, Ze je to naprosty nesmysl. Véta,, Molekula kazdého prvku je slozena z péti
atomi* je utvorenagramaticky spravng, je smysluplna, avsak kazdy, kdo maalespoi minimalni
znalosti chemie vi, Ze je nepravdiva

Slova daného jazyka (at' prirozeného nebo matematického) miizeme posuzovat ze dvou
hledisek. Studujeme-li jazyk, aniz pfihlizime k tomu, co jednotlivée znaky, slovaatd. znamengji,
studujeme-li tedy pouze zakonitost sdruzovani znakd, zavislosti tvaru slov apod. natvaru jejich
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Cadti a podobnég, fikame, Ze jazyk studujeme z hlediska syntaktického. Jestlize nam jde o to,
jaky je vyznam jednotlivych znaki, slov atd., studujeme jazyk z hlediska sémantického.

V této kapitole nam plijde témé& vyhradné o studium matematickych jazykll z hlediska
syntaktického.

Konetné si ujasnéme posledni véc, nez budeme hovofit 0 matematickych jazycich po-
drobngji. Zadavame-li ur€ity jazyk S, uZivame pfi tvofeni tohoto jazyka ngaky jiny jazyk,
odlidny od S. Tento jazyk nazyvame metajazykemt jazyka S. Prvky abecedy tohoto metajazyka
nazyvame metaznaky, tuto abecedu nazyvame metaabecedou a podobné.

K onetné zdliraznéme, Ze hlavnim cilem této kapitoly je popsat formalizaci matematickych
teorii, vyjasnit zakladni principy této formalizace ananékterych pfikladechji ilustrovat, nikoliv
provedeni formalni vystavby jako takové.

* * *

Symboly, které jiz nedélime na symboly jednodussi, nazvéme znaky. Za znaky obvykle
volime pismena (latinskd, feckd), Cidlice, zavorky, carky, ale Castoi jiné symboly, jako napfiklad
U, N, Vv, A, +,V, 3 apodobné. Pfitom pfedpokladame, Ze pozname, kdy jsou dva znaky totozné
(kdy je napfiklad na dvou mistech napsan stejny znak). Neobsahuje-li abeceda zadny znak,
nazyva se prazdna. My vsak v dalSim, kdykoliv fekneme abeceda, budeme mit na mysli
abecedu neprazdnou.

Skupinam znakli napsanym zleva doprava budeme fikat slova (vytvorenav dané abecedg).
Je-li napriklad dana abeceda

jsou slova napriklad napisy
xab A A nebo xx+xbAa

nikoliv véak napis a x vb A Ac (symbol v nepatfi do nadi abecedy). Ugelné je definovat tzv.
préazdné dovo, které neni tvoreno zadnym znakem. Prazdné slovo je zigijmeé slovem v kazdé
abecedé. Za dovo povazujeme také jednotlivé znaky.

Nyni je rovnéz zigimé, co rozumime posioupnosti slov. Doplnime-li zvolenou abecedu
0 novy znak, ktery nazveme odd&ujicim znakem, nazyvame kazdé dovo v této rozSifené
abecedé posloupnosti slov v abecedé plivodni. Casto oddélujici znak nepiseme a misto ného
udélame mezi slovy mezeru.

Abychom si nyni usnadnili popis studovaného jazyka, zvolime si ngjaké znaky, kterymi
budeme oznatovat slova vytvorena v nadi abecedé. Ctendfi je jisté zfgjmé, Ze to nemohou byt

IMeta (z Fettiny), v slozenych slovech prvni &ast s vyznamem ,za‘, ,po“. Napriklad metateorie je teorie
zkoumgjici jinou teorii. Podrobng je studovana zejména metamatematika.
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znaky nasi abecedy, ale Ze to budou metaznaky. Dohodnéme se, Ze za metaznaky oznaCujici
slova, zvolime mala pismenafecké abecedy (eventualné s indexy; tyto indexy v&ak nepovazu-
jeme za samostatny znak).

Oznatuji-li «, B totéz slovo, napisemea ~ B. Je-li napriklad ¢ znak oznatujici slovo xba+,
piseme ¢ ~ xbat+. Prazdné slovo oznalime symbolem w.

Jsou-li o, B dvé slova a napiseme-li je bez oddé ovaciho znaku tésné za sebou, dostaneme
Opét slovo, které nazyvame slovem sozenym ze dov «,8 aznacime je of.

V dal&im budeme bézné uzivat fady zfejmych tvrzeni nasedujiciho typu, z nichZz néktera
ani nebudeme vyslovné formulovat.

2.1 Vé&a.
(@) Prolibovolnéslovo ¢ plati wg ~ ¢, pw ~ ¢.

(b) Prolibovolnaslovaa, 8, y je dovo slozené ze slov a8, y totozné se slovem slozenym ze
dova, By (tj. skladani slov je asociativni).

2.2. Definice. Slovo o se nazyva podslovem slova 8, jestlize existuji slova y, § takova, ze
B ~ yas.

2.3. Poznamka. ( Je zigmé, Ze prazdné dovo je podslovem kazdého slova a kazde slovo je
podslovem sebe sama. (Stai totiz, aby y ~ w, § ~ w v definici [2.2).

2.4. Priklad. Je-li 3098114 dovo v ngaké abecedg, jsou napfiklad 309, 811 nebo 4 jeho
podslova, avsak slovo 814 neni jeho podslovem.

Ponévadz znaky povazujeme za slova, je ziejma nasledujici definice:

2.5. Definice. Rekneme, e znak & se vyskytuje ve slové o (nebo Ze slovo o obsahuje znak
&£), je-li € podsovem dovaa.

| laik pfi pozorovani matematikovy €innosti brzy postfehne, Ze matematik podle ngjakych
pravidel umi néktera slova nahrazovat slovy jinymi. Vyuka pottt na zakladni $kole napriklad
spocivav tom, naucit déti nahrazovat slova utvorenav abecedé 0123456789 + x dovy jinymi.
(Slovo ,4 + 17" nahradime slovem ,, 21", slovo ,,4 x 9“ slovem ,, 36" a podobné.)

Nyni s tento pfipad zobecnime.

Pojem funkcejenam znam. Jetedy zfemé, ze kdyz udame pfedpis, jak slovautvofenayv dané
abecedé nahrazujeme jednoznatné slovy jinymi, zadavame tim ngakou funkci na slovech této
abecedy.
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Je-li f takovafunkceaa slovo, znati f (o) slovo, které funkce f pfifazuje slovu a. ( f ()
musi byt tedy ureno jednoznatng; je pfitom zigimé, ze f je opét metaznak.)

Mezi funkcemi definovanymi na slovech v3ak mohou byt podstatné rozdily v tom, jak
obtiznéjenalézt k danému slovu slovo pfifazené. Dokumentujmeto nanasl edujicich prikladech.

2.6. Priklad. Bud dana abeceda
123456789 + .

Definujme na slovech této abecedy funkce f, g, h takto:
Bud o dovo vytvorené v této abecedé. Necht o ~ B + y, kde B ani y neni prazdné a obé
oznaCuji ngjaké prirozené €ido. Pak je:

(@ f(x) dovo oznatujici soucet dlov 8, y (napfiklad f (2 +3) ~ 5).

(b) g(x) dovo, které ziskame takto: €ido T umocnime na racionani exponent, jehoz Cita-
telem je pfirozené Cislo oznatené slovem B, jmenovatelem Cislo oznatené slovem y,
v dekadickém rozvoji takto vzniklého &isla vezmeme cifru stojici na 10%-tém misté, kde
k je pfirozené Cislo, které je soucinem Cisel oznaCenych slovy B8 ay. Tato cifra je pak
slovem, které oznatime g(«). (Napfiklad g(2 + 3) je milionta cifra dekadického rozvoje
cidan?/3)

(©) h(x) je slovo, které oznatuje priimérnou teplotu v Praze ve °C zaokrouhlenou na celé
stupné ¢-ty den po 1. 1. 2100, kde ¢ ~ f (a) (napfiklad h(2 + 3) je primérnateplotave
°C dne6. 1. 2100).

Neni-li « dovo uvedeného tvaru, polozme f (@) ~ w, g(a) ~ w, h(a) ~ .

Jezigmé, zefunkce f ag sevyraznélidi odfunkceh. U funkci f, g 1ze popsat navod, podle
néhoz zcela mechanicky dovede ke slovu « pfifadit dovo f («) (alespon teoreticky) i stroj. Ta
kové funkce nazveme algoritmizovatel né. Funkce h vsak zcelaprokazatel né algoritmizovatelna
neni.

| algoritmizovatelné funkce se v&ak mohou podstatné lisit. Mame-li zadanu néjakou funkci
a udame-li stroji slovo «, vypogita stroj prisludnou funkéni hodnotu a po ngake dobgé. Cas,
ktery stroj k vypoctu potfebuje, viak nedovedeme vzdycky pfedem odhadnout. U funkce f
z pfikladu [2.6) nam hodnotu f («) — alespon v , bé&nych* pfipadech — udava i kapesni
kalkulatka prakticky okamzité. Hodnotu g(«) by asi i ten nejvykonnéjsi poCitac pocital obecné
velmi dlouho. Je tedy jasny smysl nasledujici definice?.

2Ani tato definice neni zcela vystizna Kdybychom u n&ake funkce sice potfebny &as umali odhadnout, byl by
v&ak Fadové v milionech rokl — nebo snad jesté del$ — vyhovovala by prisludnafunkce pravé vyslovené definici,
evidentné by v&ak nespliiovala pozadavek jisté , jednoduchosti“, kterou chceme touto definici postihnout. Spise nez
o ,predem odhadnutelny” €as nam jde o vypocCet v ,,rozumnem” Case. Tento pojem je vSak nemoZné precizovat.
Ctenafi je soutasnd jisté ziejmé, ze pravé definovany pojem mechanické potitatelnosti se v &ase vyrazné méni.
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2.7. Definice. Rekneme, Ze funkce f je mechanicky pogitateln, je-li algoritmizovatelna a
obdrzime-li pro kazdé slovo o hodnotu f () v Case, ktery |1ze predem odhadnout.

Uvedme si nyni nékteré jednoduché mechanicky pocitatelné funkce.

2.8. Definice. Bud & ngjaky znak. Definujme funkce f, g takto

fa) = §a, g(a) = aé.

Funkci f nazyvame pfipsanim znaku & Zleva, funkci g pfipsanim znaku & zprava.

2.9. Definice. Bud « libovolny znak, B libovolné slovo. Bud f funkce, splfiujici nasledujici
tfi pozadavky:
(i) pro kazdadvé dlova g, v plati

floy) ~ flo) f (),
(i) f(e) ~ B,

(i) je-li & znak, ktery neni totoZzny se znakem «, je f (&) ~ &.
Pak se f nazyvasubstituce slova 8 za znak «. Tuto substituci oznatime symbolem

[ — B].
Zcela analogicky smysl ma oznaceni

[y = B1,...,an = Bnl.

Rozumime jim substituci slov 8 zaznaky «;, i =1, ..., n (viz nasledujici pfiklady).

2.10. Priklad. Zvolme abecedu jako v prikladu[2.6] Necht f je substituce:
(@ [1— 04
b[1—>2 2—3 +—> w]
©H+—>10—-2 9— +].
Pak f pfifazuje slovu ,,21 + 4890" dovo:
(a) 204 + 4890
(b) 324890
(c) 21148 + 2.



3. Wrokovy kalkul 13

Prozatim jsme popisovali viceméné mechanicky préaci se znaky. Dobre vSak vime, ze
v matematickém jazyce — stejnéjako v jazycich prirozenych — nepovazujeme zaslovo kazdé
seskupeni znakll ze zvol ené abecedy a slovaneskladame do posloupnosti zcelanahodile. Vime,
Ze napriklad pri stitani Cisel uvazujeme slovatypu, 48 + 290 anikaliv slova,, + + +01“ nebo
»28+42+" apodobné. Pfi odvozovani ngakého vzorce nepiSeme za sebou slova naméatkou, ale
podle jistych predem stanovenych pravidel.

Souhrnu pravidel, kterymi se matematik fidi ve své Cinnosti, fikame kalkul. Pojem kalkulu
zde v3ak nebudeme definovat. Je snad ale jasné, Ze kalkulll je cela fada; kazda matematicka
teorie ma svlij specificky kalkul. Prakticky vSechny kalkuly viak maji ,,néco“ spolecného.
V nadedujicich dvou paragrafech budeme precizovat vyrokovy kalkul, ktery v intuitivnim
smyslu bé&zné uzivame.

3 Vyrokovy kalkul
Dobry Gsudek si vytvorime diky Spatné zkuSenosti.

Zkusenost nabudeme diky Spatnému Usudku.
HIGDONUV ZAKON

3.1. Definice. Abeceda vyrokového kalkulu je tvofena nasledujicimi znaky:

1. Velkymi pismeny latinské abecedy A, B, ..., X, Y, Z pfipadné opatfenymi indexy.
Tyto znaky nazyvame vyrokovymi proménnymi (nebo t&Z proménnymi pro virroky).

2. Znaky —, v, A, =, < nazyvanymi logické spojky.

3. Znaky (a) (levaaprava zavorka).

3.2. Poznamka. Oznafime-li proménnou pro vyroky symbolem A, Ps, Z;9 apodobné, nezna-
mena to, Ze nadi abecedu de facto rozsifujeme o znaky oznaCujici pfirozena Cisla. Na uvedené
znaky, jednoduse Feeno, pohliZzime jako najediny symbol.

Pfi pocitani svyroky samoziejmé neberemev Gvahu vsechnaslova, kteralze v dané abecedé
vytvorit. Za spravné utvorené sovo jisté nepovazujeme slovo A— v B nebo (A)—(B) v (C—).
Na prvni pohled ovSem neni jasng, jak popsat ta sova, ktera ve vyrokovém kalkulu budeme
povazovat za spravné utvorena. Spravna slova, ktera popiSeme nasledujici definici, budeme
nazyvat vyrokove formule nebo strucné jen formule, pokud nebude moci dojit k nedorozumeni.
(Ve shodé s 82 budeme k oznaCovani formuli a obecné slov v abecedé vyrokového kalkulu
uzivat metaznakl o, B, y, .. ., eventuané sindexy.)
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3.3. Definice.
(1) Kazdavyrokova proménnaje vyrokovou formuli.

(2) Jsou-li @, ¥ vyrokoveformule, jekazdézeslov —(¢), () vV (¥), (@) A(¥), (¢) = (¥),
() & () vyrokovou formuli.

(3) Zadné slovo, které nelze ziskat pomoci (1) a (2) neni vyrokovou formuli.

3.4. Poznamka. Definice samozigimé neni a nemlize byt vy&tem vech vyrokovych
formuli, nebot téch je evidentné nekonetné mnoho. Definice je pouze rekurentnim navodem ke
tvorbé vyrokovych formuli. UkaZme alespon na nékolika pFikladech, jak |ze podie definice[3.3
konstruovat komplikovang si formule ajak pozname, zda zadané slovo je nebo neni vyrokovou
formuli.

Jsou-li napriklad A, B, C, D vyrokové proménng, jsou podle (2) slova

(A) = (B), ©) Vv (—~(D))
vyrokovymi formulemi. Opét podle (2) jsou pak vyrokovymi formulemi i slova
(~(w=®)) e @ @A (C)V (D))
takze je vyrokovou formuli i slovo

(~(w = ®)) & @) = (A A(©C) v (~D)) ()

atd.
Je vidé&t, ze definice[3.3 nam umoziiuje vytvaret dostatetné komplikované formule.
Zcelaanalogicky postupujeme, kdyz chceme zjistit, zda je dané slovo vyrokovou formuli.
Necht napriklad je

@~ (ﬂ(ﬂ(A))) = ((ﬂ(B) v (O) & ((D) v (—|(A)))).

Zji%ujeme, zda ¢ je formule.
K tomu, aby ¢ bylaformule, je podle[3.3 nutné, aby slova

~(=(A) a (=(B)v(©) & () v (=(A))
bylaformulemi. Aby druhé z téchto slov bylo formuli, je nutng, aby bylaformulemi slova

~(B)v(C) a (D)Vv(=(A).
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Nyni jiz vidime, Ze ¢ neni formule, nebot —(B) Vv (C) neni formule. V tomto slovu totiz chybi
jedny zavorky; spravné by méla vypadat takto:

(=(B)) v (C) nebo —((B)V (C)).

Podle definice 3.3 tedy pozname, zda dané slovo je nebo neni formuli a soucasné nam

vvvvvv

dovedeme v jistém slova smyslu sestavit libovolné komplikovanou formuli —viz vétu[3.19)

| z nékolika mala dosud uvedenych formuli je vaak zieimé, Ze zapisy vyrokovych formuli
jsouleckdy priliSkomplikovang, zejménapokud jde o uzivani zavorek. Napfiklad slova—Av B,
respektive A A B nejsou podle definice[3.3formule, i kdyZ je nam naprosto zigjmé, jaky smysl
témto slovlim prikladame. Proto uzavieme nasledujici dohodu, kteranam umozni zjednoduseni
zapisti vyrokovych formuli.

3.5. Umluva. Zapisy vyrokovych formuli Ize zjednodugit pomoci nasledujicich tfi pravidel.
Jejich dodrZovani vsak nebudeme striktné vyZadovat, budeme se Fidit tim, jaky z povolenych
zapist bude v dané situaci nejucelngjsi.
1. Je-li podslovem dlova ¢ slovo (v), kde v je libovolna vyrokova proménna, budeme
misto (v) psét pouze znak .
2. U logickych spojek stanovime nasledujici poradi ,, pfednosti®:

(@) znak — ma pfednost pred viemi ostatnimi logickymi spojkami;
(b) znaky A, Vv jsou rovnocenné a maji pfednost pred rovnocennymi znaky =, <.

Zavorky, které nam zgjistuji realizaci uvedenych prednosti, pfi psani formuli vynechame.

3. Pri kumulaci vétsiho poctu zavorek uzijemei zavorek hranatych [, 1, resp. slozenych {, },
které vsak nezméni vyznam formule.

3.6. Priklad.

(@ Slovo ((A) % (B)) = (C) Izepodle (1) zapsat vetvaru (A v B) = C. Podle (2) 1zetoto
slovo jesté zjednodusit natvar Av B = C.

(b) Slovo
(=(A) v (ﬁ(ﬁ((C) A (D))))
Ize podle (1) a(2) zjednodusit takto:
=Av —-—(CAD).
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Podle (4) v&ak mlizeme totéz slovo napsat takée napriklad takto:

=AV =(=(C A D))

nebo
(=A) v [ﬂ(ﬂ(c A D))].

(c) Formuli (x) v poznamce[3.4]|ze prepsat takto:

[(~A= B) & D] = [AA(CV-D)].

Pfi konstrukci vyrokovych formuli |ze svyhodou Casto vyuZivat nésledujiciho tvrzeni, které
vyplyva bezprostfedné z definice vyrokové formule.

3.7. V&ta. Budte o, B vyrokové formule, & libovolna vyrokova proménna. Bud' f substituce
[ — B]. Pak je f(a) vyrokova formule. (Tzn., Zze kdyz ve vyrokové formuli nahradime
proménnou formuli, dostaneme opét formuli).

3.8. Pfiklad. Bud f substituce[A — —(BVv C) = D AC]a
9o~ A= (BA-C)V (~An B).

Pak je ¢ zZfggmé formule a podie[3.7]je vyrokovou formuli slovo
(~(BVC)= DAC) = {(B/\—|C)\/ [ﬁ(ﬁ(svc) = DAC)A B]}.

Ve vyrokovém kalkulu nam ov3em nejde o to, psat vyrokové formule nebo zjistovat,
zda dané slovo je vyrokovou formuli. Dobfe vime, co rozumime vyrokem; smyslem nami
popisovanych vyrokovych formuli je to, ze pokud vyrokové proménné chapeme jako oznaeni
pro vyroky, pak jsou vyrokové formule rovnéz zapisy (slozenych) vyrokl. Vime take, ze
charakteristickou vlastnosti vyroki je jejich pravdivost, respektive nepravdivost. Hlavnim
cilem vyrokového kalkulu je pravé studium toho, jak pravdivost Ci nepravdivost slozeného
vyroku zavisi napravdivosti ¢ nepravdivosti vyroku, z nichz byl tento vyrok pomoci logickych
spojek utvoren®.

3V této chvili je Etenafi jisté zcela zFgjmy rozdil mezi semantickym pristupem k vystavbé vyrokového kalkulu,
jak ho zna napriklad ze stfedni Skoly, a syntaktickym pristupem, ktery demonstrujeme nyni. Pri stfedoSkolské
vyuce se nejdfive zavede, ¢i — |épe FeCeno — vysvétli pojem vyrok jako oznaeni pro tvrzeni, o némz ma smysl
prohlasit, Ze je pravdive, respektive nepravdivé a pak se intuitivné buduji dalSi potfebné pojmy. Pri syntaktické
vystavbé se pojem vyrok vilbec nedefinuje, je to primitivni pojem. Zato jsme v3ak presné popsali, jak vypadaji
formule, coz pfi semantické vystavbé pouze mimochodem vyplyva z toho, jak zavadime formalni oznaCeni. Ffi
semantické vystavbé je tedy pravdivost ¢i nepravdivost vyroku zabudovana pfimo v jeho ,, definici”, my vaak timto
atributem musime vyrokovy kalkul teprve opatfit.
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Vyrokovy kalkul ndm neumozni zjistit, zda jednoduché tvrzeni néjaké teorie je pravdive Ci
nikoli; tojsmenuceni zji¥tovat jinym zplisobem. (Pomoci vyrokového kalkulu napriklad nejsme
schopni Zjistit, zda je pravdive tvrzeni ,2'3 — 1 je prvotislo®; Ze je toto tvrzeni pravdive, je
mozno dokazat v teorii Cisal.) Vyrokovy kalkul nam jen upfesni, jak spravné tvorit z vyrokd
prisludnych vyrokt jednodusSich. (Z vyrokového kalkulu | ze napriklad zjistit, kdy je pravdivée
tvrzeni: , Je-li 213 — 1 prvotislo, jetaké 217 — 1 prvogisio.)

Vyrokovy kalkul je tedy natolik obecny, Ze nepostaCuje k vytvoreni speciélnich matema-
tickych teorii. Na druhé strané je ovsem natolik univerzalni, Ze je soucasti prakticky kazdého
matematického jazyka. Proto vénujeme vyrokovému kalkulu takovou pozornost.

3.9. Definice. Roz&fme abecedu vyrokového kalkulu o znaky 0, 1. Bud p funkce naslovech
utvorenych v této rozsifené abecedeé takova, ze plati:

(1) neni-li slovo ¢ vyrokovou formuli ve smyslu definice[3.3, je p(¢) ~ o (prazdnésiovo);
(2) jeli dovo ¢ vyrokovou formuli, je p(¢) ~ 0 nebo p(p) ~ 1,

(3) jsou-li ¢,y libovolné vyrokové proménné, pak jsou hodnoty p(—¢), p(e V ¥), p(e A
AY), Ple = V), ple & ) zadany nasledujici tabulkou.

Plp) | PW) | P(=¢) | PlenY) | PloVy) | plo=V) | Ple < ¥)
1 1 0 1 1 1 1
1 0 0 0 1 0 0
0 1 1 0 1 1 0
0 0 1 0 0 1 1

Pak sefunkce p nazyva pravdivostni hodnota ahodnota p(¢) se nazyva pravdivostni hodnota
dova . Je-li p(e) ~ 1, fikame, Ze virok oznaceny formuli ¢ je pravdivy (nebo strucné vyrok
@ je pravdivy), je-li p(e) ~ 0, fikame, Ze vyrok oznateny formuli ¢ je nepravdivy (nebo
strucné wrok ¢ je nepravdivy).

3.10. Poznamka.

(@ Podminky (1) a(2) nam zarucuji, ze funkce p pfifadi hodnotu 0 nebo 1 jen vyrokovym
formulim. Uvédomme si pfitom, Ze zadna vyrokova formule neobsahuje znak 0 ani znak
1. Z podminky (2) soucasné plyne, ze kazdé vyrokové proménné je prifazena hodnota O
nebo 1.

(b) Funkce p neni mechanicky poCitatelng, dokonce ani algoritmizovatelng, nebot pro vyro-
kovou proménnou ¢ nemtizeme Gisté syntakticky urcit, zdaje p(¢) ~ 0 nebo p(p) ~ 1.
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Tabulka 1.1:

(c) Podminka (3) v definici [3.9 nam zarucuje, Ze logické spojky ve vyrokovém kalkulu maji
b&zny* vyznam.

(d) Z definic a[3.9 plyne, ze kdyz ¢ je libovolna vyrokova formule, 1ze urcit hodnotu
p(¢) zcelamechanicky, pokud jsou uréeny pravdivostni hodnoty p(«) vsech vyrokovych
proménnych «, které slovo ¢ obsahuje.

3.11. Priklad. Urceme pravdivostni hodnotu formule
¢ ~[(-A=B) & D] = [AA(CV-D)]
z prikladu[3.6(c).

Oznatme pro jednoduchost ~ —-A = B, ~a < D,y ~Cv =D, ~ AAny.Pakje
@ ~ B = §. Hodnoty p(¢) jsou uvedeny v tabulce[L.1t

4Slovem , bézny* samoziejmé rozumime bézny v matematice. DobFe vime, Ze tyto spojky, byt jsou do mate-
matiky pfeneseny z hovorového jazyka, maji v matematice prece jen vyznam odlisny. Vzhledem k tomu je proto
zasadné nevhodné pri vyuce téchto partii demonstrovat smysl logickych spojek na pfikladech ze Zivota.
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3.12. Priklad. Urcime pravdivostni hodnotu formule

¢~ (P=Q) < —=(PA-Q).

(Viz tabulku[L.2)
p(P) | p(Q) | p(=Q) | pP(PA—=Q) | p(—~(PA=Q)) | p(P = Q) | p(p)
1 1 0 0 1 1 1
1 0 1 1 0 0 1
0 1 0 0 1 1 1
0 0 1 0 1 1 1
Tabulka 1.2:

Mezi formulemi, jejichz pravdivostni hodnoty jsme zjistovali v prikladech[3.11a[8.12, je
naprvni pohled zigimy jeden rozdil. Zatim co pro formuli z pFikladu[3.11]je né&kdy p(¢) ~ O0a
nékdy p(¢) ~ 1, je vyrok oznateny formuli ¢ z pfikladu[3.12 vzdycky pravdivy. Uvidime, ze
takové vyroky budou hrat v dalich Gvahach dlleZitou roli.

3.13. Definice. Vyrokova formule ¢ se nazyva tautologie, jestlize p(¢) ~ 1 pfi jakékoliv
volbé pravdivostnich hodnot vyrokovych proménnych, které se vyskytuji ve formuli ¢.

Tzn., zeformule ¢ z piikladu[3.11] neni tautologii, formule z prikladu[3.12)je tautol ogii.
Tautol ogii vyrokového poctu je nekonecné mnoho. My zde uvedeme jen nejbézngjsi. Jeste
pred tim si v&ak uvedme jedno tvrzeni, které nam umoziuje z jakékoliv tautologie vytvaret

fadu dalSich tautol ogii.

3.14. V&ta. Bud f libovolna substituce vyrokovych formuli za vyrokové promeénné. Je-li ¢
libovolna tautologie, je f (¢) rovnéz tautologie.

Dilkaz. Je-li f substituce a ¢ tautologie, je podle véty f (¢) vyrokovaformule. Ze je viak
f (p) tautologie, je okamZité zigjmé. °

Nyni tedy uvedme prehled negjznaméjSich tautologii vyrokového poctu, nazyvanych téz
zakony vyrokového pottu. Dlikaz tvrzeni, Ze vsechny uvedené formule jsou tautologiemi, pre-
nechame Ctenari.

3.15. Véta. VSechny formule (1) az (15) jsou tautologiemi vyrokového pottu:
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1 —(PA—=P)

@ Pv-—P (zakon vylougeného tietiho)

@ PsP (zakon totoznosti)

4 —-—P&P (zakon dvoji negace)

5 P=P)=P (zAkon Clavilv, téZ reductio ad
(P=-P)=—-P absurdum)

6 PAP)P,(PVP)& P

M (P=Q& (+-Q=-P)

B8 [(P=QA(Q=R]=(P=R) (zakon hypotetického sylogismu)
@ (PeOAQ&RI=((P=R

(100 (PA=-P)=Q (zAkon Dunse Scota)
(1) (PAQ =P

(120 =(PAQ) & (=PVv—-Q) (de Morganovo pravidio)
(13 =(PvQ & (=PA=Q) (de Morganovo pravidlo)
(14 [(P=Q=P]=P (Peircefiv zakon)

(15 P=[Q=(PAQ)]

V poznamce [3.10(d) jsme uvedli, ze pro libovolnou vyrokovou formuli Ize mechanicky
sestrojit tabulku pravdivostnich hodnot této formule, tj. tabulku, ktera udava zavis ost hodnoty
p(¢) nahodnotach p(«) vyrokovych proménnych, které se ve formuli ¢ vyskytuji.

Nyni se pokusme zodpovédét opacnou otazku, zda k pfedem zadané tabul ce pravdivostnich
hodnot |ze sestrojit vyrokovou formuli, jgiz tabulka pravdivostnich hodnot je totozna s touto
pfedem zvolenou tabulkou. Pfesné si tento problém zformulujeme nasledovné.

3.16. Problém. Bud n pfirozené ¢ido. Pak existuje 2" navzagem rliznych
n-Clennych posloupnosti utvofenych z nul a jednicek. Usporadejme vSechny tyto posloup-
nosti do tabulky o 2" fadcich a n doupcich a pfidgime k takto vzniklé tabulce jesté jeden
sloupec utvoreny z nul a jednicek. Znak stojici v priiseciku i-tého fadku a j-tého sloupce
oznaCmecjj. (Jetedy ojj ~Oneboos; ~1proi =1,2,...,2"aj=1,...,n+1).

Nyni chceme zjistit, zda:

(1) existuje vyrokova formule ¢, v niz se vyskytuje pravé n vyrokovych proménnych
Aq, ..., A, takova, zeprokazdei =1, 2,..., 2" plati: je-li p(Aj) =ajj proj =1,...,n, pak
P(@) = i n+1;

(2) v pripadé, ze takovaformule ¢ existuje, je urCenajednoznatné.

3.17. Priklad. Pron =1 je situace jednoducha, nebot vychozi tabulku je mozno zadat pouze
Ctyfmi zplisoby:

Jevsak evidentni, zelzevolit napfiklad v pfipadé (a) formuli ¢ ~ Av —A, v pfipadé (b) formuli
@ ~ A, v pfipadé (c) formuli ¢ ~ —A av pripadé (d) formuli ¢ ~ AA —=A.V kazdém z téchto
Ctyr pripadl véak bez obtiZi |1ze zkonstruovat i jiné vyrokové formule se stejnou pravdivostni
tabulkou, napriklad takto:
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Alg Alg Alg Alg
1)1 11 1/0 1/0
0|1 0|0 0|1 0|0
@ (b) (© (d)
Tabulka 1.3:
A| Bl o1| g | 93| a|os| ws| 07| @8
1|1 111110111
1|0 1/1}1]0|1(1]0]O0
0|1 i1/1]0(1,1/0]1]|0O0
0|0 1/70(1/1|1|0]0]|1
A| Bl @9 | @10 | ¥11 | 912 | 913 | Y14 | Y15 | P16
1|1 0 0 0 1 0 0 0 0
1]0 1 1 0 0 1 0 0 0
01 1 0 1 0 0 1 0 0
0|0 0 1 1 0 0 0 1 0
Tabulka 1.4:

@ ¢ ~—=(Arn=A)

(b) o ~——A

C©e~A=-A

@~ —(——As A).

Dokéazali jsme tak, Ze v pripadé n = 1 je odpovéd na problem (1) kladna, na pro-
blém[3.16(2) z&aporna.

3.18. Priklad. Bud n = 2. Pak |ze tabulku podie[3.16 sestavit celkem 16 zplisoby, které jsou
souhrnné uvedeny v tabulce[1.4,
Porovnanim s tabulkou v definici [3.9 je okamzité vidét, které sloupce v tabul ce[1.4 odpovidaji
tabulkam logickych spojek. Zfgimeé lze volit ¢, ~ AV B, ¢4 ~ A = B, g ~ A & B,
o12 ~ AN B.

Evidentni je v&ak skutetnost, ze Ize velmi jednoduSe zkonstruovat vyrokovou formuli
s pozadovanou vlastnosti v kazdem ze zbyvajicich dvanacti pripadll. Za ¢, |ze napriklad zvolit
libovolnou tautologii ve dvou proménnych (napfiklad formuli (7), (10), (11), (12), (13), (14) ve
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vete[3.15), za 16 negaci libovolné z téchto tautologii. Urcit zbyvajici formule je jednoduchym
cvienim pro Gtenare. Mechanicky navod pro jejich konstrukci véak plyne z diikazu véty

3.19. Véta. Bud'n libovolné prirozené €idlo. Pak | ze v kazdém pripadé zkonstr uovat vyrokovou
formuli s viastnostmi pozadovanymi v problému [3.16(1), pficemZ tato vyrokova formule neni
urena jednoznacné.

Diikaz provedeme indukci vzhledem k pottu vyrokovych proménnych, které se v hledané
vyrokove formuli vyskytuji.

Pron = 1 jsme tvrzeni dokazali v pfikladu 3.17, K diikazu dalSiho indukéniho kroku
vyuzijeme vyrokové formule

t~(—AAB)V(AAC).

Sestrojme tabulku pravdivostnich hodnot formule z:

P(A) | p(B) | p(C) [ p(=AAB) | p(AAC) | p(7)
1 1 1 0 1 1
1 1 0 0 0 0
1 0 1 0 1 1
0 1 1 1 0 1
1 0 0 0 0 0
0 1 0 1 0 1
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0

Tabulka 1.5:

Z tabulky[1.5jeihned vidét, Ze plati nasledujici tvrzeni.
Lemma. Je-li p(A) ~ 1,je p(t) ~ p(C), je-li p(A) ~ 0, je p(r) ~ p(B).

Predpokladejme nyni, ze pro pfirozené n je véta[3.19 dokéazana. Dokazeme, ze tvrzeni plati
i pro n + 1. Necht tedy je zadana tabulka o 2"** ¥adcich a n + 2 sloupcich. Rozd&me nyni
tuto tabulku na dvé Casti nasledovné: vyskrtnéme z tabulky pfedposledni sloupec (odpovidajici
pravdivostnim hodnotam p(An+1)) ado prvni ¢asti zafadmety fadky, v nichz je ve vyskrtnutém
sloupci 0, do druhé ¢asti zafadme zbyvajici fadky. Kazda ¢ast je nyni tabulkou pravdivostnich
hodnot n&aké vyrokove formule, v niz se vyskytuji pouze vyrokové proménné Ay, ..., An.
Podl e predpokl adu vSak dovedeme zkonstruovat vyrokovéformule ¢4, ¢, tak, Ze prvni ast nasi
tabulky je tabulkou pravdivostnich hodnot formule ¢; a druha ¢ast tabulkou pravdivostnich
hodnot formule ¢,.
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Definujme nyni
@~ (=An A1) V (An A @2).
Vyrokovaformule ¢ vzniklaz formule T substituci

[A— An1, B— ¢1,C — ¢2].

Z lemmatu vak nyni plyne:

Je-li p(Ans1) ~ 0,je p(e) ~ plpa), je-li p(ans1) ~ 1,je pp) ~ plg2), takze nase tabulka
je skutecné tabulkou pravdivostnich hodnot vyrokové formule ¢.

Dokazali jsmetedy, Ze pro kazdé pfirozené n | ze mechanicky zkonstruovat k pfedem zadané
tabul ce pravdivostnich hodnot prisludnou vyrokovou formuli. Nejednoznatnost této konstrukce
plyne ztoho, Ze iz pro n = 11ze ke kazdé tabul ce pravdivostnich hodnot najit vice vyrokovych
formuli (viz priklad[3.17). Tim je véta dokazana. o

3.20. Priklad. Zkonstruujme formule g3 a¢14 z pfikladu[3.18
(a) Tabulku pro p(¢3) S zapidme nasledovné:

P(A) | p(B) [ plga3)
1 0 1
0 0 1
1 1 1
0 1 0
Tabulka 1.6:

Nyni vySkrtneme sloupec p(B) a zbyvajici sloupce rozdélime do dvou tabulek takto:

1|1 1)1
0|1 0|0
prvni Cast druha cast
Tabulka1.7:

K témto pravdivostnim tabulkdm vSak dovedeme zkonstruovat prislusné vyrokove formule
podle[3.17 napriklad takto:
o1~ Av —A, @2 ~ A

Podle dilkazu véty [3.19 je nyni
g3~ ["BA(AV=A]V(BAA).
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Podle prikladu[3.17 vSak |ze k tabulkam 8 zvolit formule ¢4, . i takto:
g1~ ~(AN—A), @2 ~ 7A
apak lze g3 pfepsat do tvaru
g3~ [-"BA=(AA=A)]V (BA-—A).

(b) Pravdivostni tabulku pro @14 rozdélime na dvé Casti takto:

1|1 1)1

0|1 0|0

prvni Cast druha cast
Tabulka 1.8:

Podle pikladu[3.17]1ze nyni volit
(pl’\“A/\—'A, (pzN—'A,

takze
p1a ~ ["BA(AA=A)]V (BA-A).

Zvolime-li vSak (opét podle prikladu[3.17)
1~ (A& A), g2~ A= A,

dostaneme
pu~[-BA=(——A & A]V[BA (A= —A).

3.21. Poznamka. Z véty[3.19 plyne, Ze logické spojky —, v, A, =, < nam umoziuji zkon-
struovat libovolné komplikované vyrokové formule. NevyfeSena je prozatim otazka, zda neni
mozné vybudovat vyrokovy kalkul s menSim poctem logickych spojek; toho by bylo mozno
dosadhnout jednak vypustenim nékteré z péti uvedenych spojek (dobre vime, ze to fakticky
mozné je, nebot napriklad spojku < |ze vyjadfit pomoci spojek =, A), jednak zavedenim
novych spojek, které by eventualné mohly byt pfi tvorbé vyrokového kalkulu vyhodnéjsi.

K tomuto Ucelu je vhodné zavést pojem logické ekvivalence vyrokovych formuli, jehoz
uziteCnost vyplyva bezprostfedné z véty [3.19, podle které ke kazdé tabulce pravdivostnich
hodnot existuje vice vyrokovych formuli.
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3.22. Definice. Rekneme, Ze vyrokové formule ¢, ¥ jsou logicky ekvivalentni, kdy? plati:

() Kazdavyrokovapromenna, kterasevyskytujevep, sevyskytujei v v akazdavyrokova
proménna, ktera se vyskytuje v ¢, se vyskytujei ve ¢.

(b) Zadame-li libovolné pravdivostni hodnoty vSech vyrokovych proménnych, které seve
formulich ¢, ¥ vyskytuiji, plati p(e) ~ p(¥).

Jsou-li formule ¢, v logicky ekvivaentni, piSeme ¢ = v (= je zigimé metaznak).

3.23. Poznamka. (a) Zfgmeétedy ¢ =  plati pravé tehdy, kdyz maji formule ¢, v stejnou
tabulku pravdivostnich hodnot.

(b) Zfgméje ¢ = y pravétehdy, kdyz formule ¢ < 1 jetautologie.
Primo z definice[3.22 plyne
3.24. Vé&ta. Budtea, B, y libovolné vyrokove formule. Pak plati:
(i)  =a,
(ii) je-lia = B, pakje B = «,
(iii) jelia=pap =y, pkjea =y.

Nyni si ukéZzeme, Ze misto péti logickych spojek —, v, A, =, < vystatime pouze s vhod-
nymi dvojicemi.

3.25. Véta. Bud ¢ libovolna wyrokova formule. Pak existuji formule o, 8, y takove, ze ¢ =
=« = B = y apritomplati:

(@ veformuli o se nevyskytuji jiné logické spojky nez A, — ;
(b) veformuli B se nevyskytuiji jiné logické spojky nez v, — ;
(c) veformuli y se nevyskytuji jiné logické spojky nez =, — .

Diikaz této véty nebudeme podrobné provadét. (Je napriklad v [3]). Ukazeme si pouze, jak |ze
nalézt napriklad formuli «. V nasledujici definici zadame rekurentné mechanicky poc€itatelnou
funkci h na slovech vyrokového kalkulu, ktera nam umozni k libovolné vyrokove formuli najit
logicky ekvivalentni vyrokovou formuli, v niz se nevyskytuji jiné logické spojky nez A a—. e
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3.26. Definice. Funkci h na slovech vyrokového kalkulu definujeme takto: neni-li slovo ¢
vyrokovou formuli, klademe h(¢) ~ w (prazdné slovo). Jsou-li ¢, ¥ libovolné vyrokové
formule, klademe:

() h(p) ~ ¢, je-li ¢ vyrokova proménng;
(i) h(=g) ~ —h(e);
(i) h(e A ¥) ~ hip) Ah@);
(iv) h(g v ¥) ~ =[=h(p) A =h@)];
(v) hig = ¥) ~ =[h(p) A =h)];
(vi) h(¢ & ¥) ~ =[h(p) A =h¥) ] A =[h@) A =h(p)].

3.27. Poznamka. Z definice vyrokové formule plyne, Ze definice[3.26 nam vskutku umoZziuje
prevést libovolnou vyrokovou formuli postupné natvar, v nemz se nevyskytuji znaky v, = a
<. Pfitom je opravdu ziejmé, Ze funkce h je mechanicky pocitatelna.

Nyni bychom, pfesné vzato, méli dokazat, ze formule, kterou obdrZzime postupnym uzitim
definice[3:26, je logicky ekvivaentni s vychozi vyrokovou formuli. Dlikaz v&ak ponechame
Ctendfi. (Je veelku zigime, ze podminky (i) — (iii) zajistuji, ze funkce h neméni formuli, ktera
je jiz napsana ve vhodném tvaru a podminky (iv) — (vi) vyuzivaji vhodnych elementarnich
tautologii. Tak napriklad (iv) zfejmé vyuZziva de Morganova pravidla.)

3.28. Priklad. Najdéte k formuli ¢ z prikladu logicky ekvivalentni formuli, v niz se
nevyskytuji znaky v, =, <.
Je tedy
¢ ~[(-A=B) & D] =[AA(CV-D)].

Pak:

h(=A = B) ~ =[h(=A) A =h(B)] ~ =(=AA —=B)

h(C v =D) ~ =[=h(C) A =h(=D)] ~ =(=C A ==D)

h[AA (C Vv =D)] ~h(A) Ah(CV =D) ~ AA=(=C A ==D)

h[(=A= B) & D]~ —[h(=A= B) A=h(D)] A =[h(D) A =h(=A = B)] ~
~ =[=(=AA=B) A=D] A =[D A ==(=AA —B)]

h(g) ~ ﬂ{h[(—'A:> B) & D] A=h[AA (CV —|D)]} ~

~ —|{—-[—|(—|A/\—-B) A=D]A=[DA=—~(=AA—=B)] A=[AA—=(=C /\—|—|D)]}.
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3.30. Definice. Definujme logické spojky, |“ a,,|“ nasledujicimi tabulkami pravdivostnich
hodnot:

ple) | P(Y) | Plely) | Pl | ¥)
1 1 0 0
1 0 1 0
0 1 1 0
0 0 1 1
Tabulka 1.9:

(Spojka | se nazyva Shefferova).

3.29. Poznamka. Z véty[3.25tedy plyne, Ze vyrokovy kalkul Ize vybudovat pomoci tfi riznych
dvajic logickych spojek. Jiz v [3.21] jsme se vSak zminili, ze je otazkou, zda nelze ngjit jiné
logické spojky, které by byly , efektivngsi“, nez jsou logické spojky bézné uzivané. Ukazeme,
Zeto opravdu moznéje. Uvedeme dvélogické spojky, z nichz kazda sama o sobé nam umoziuje
vybudovat vyrokovy kalkul.
3.31. Véta. Budte A, B libovolné vyrokové proménné. Pak plati:

(1) ABB=—(AAB)

(2 AIA=-A

(3) AB=—-Av-B

(4) Al B=—(AVB)

(5) Al B=—-AA—B
Diikaz jetrivialni a prenechame jg Ctenari. o

Z vét[3.25a[3.31 plyne

3.32. Dlisledek. Bud ¢ libovolna formule vyrokového kalkulu. Pak existuji formulec, S takové,
Ze ¢ = o = B aformule o neobsahuije jinou logickou spojku nez | a formule 8 jinou logickou
spojku nez |,
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4 Predikatovy kalkul

Nékteré véci nelze védét —
nevime viak, o které véci jde.
JAFFOVA POUCKA

Vyrokovy kalkul, ktery jsme podrobné probrali v 83, zkouma zavidost pravdivosti slozenych
vyrok{ na pravdivosti ¢ nepravdivosti jednodusSich vyrokd, z nichz je slozen.

Uvedli jsme v&ak jiZ, Ze v jeho obecnosti je souCasnéi jeho omezeni. Pravidly vyrokového
kalkulu by se mély fidit Uvahy v matematice stejné jako v biologii, v lingvistice stejné jako
vV meteorologii.

Vyrokovy kalkul je v&ak v jistem slova smyslu jen prvnim pfiblizenim k naSemu cili, tj.
k popisu formalizace matematickych teorii. Vimejiz, ze vyrokovy kalkul nam vlibec neumoz-
fuje rozhodovat, zda jednoduché — atomarni — vyroky dané teorie jsou pravdivé ¢i nikaliv,
ani nam neumoziuje rozhodnout, které formule v dané teorii jsou spravné utvorené a podobné.

V tomto paragrafu nam plijde pouze o syntakticky popis studované problematiky. Narozdil
od vyrokového kalkulu nam vsak predikatovy kalkul umozni i syntakticky popis atomarnich
vyrokd.

Vime jiz, ze rlizné matematické teorie maji navzajem odlidné jazyky, uZivai rtiznych
symbol{, tvofi se v nich formule odlisnymi zplisoby. Presto v&ak maji mnoho véci spolecnych.
A pravé tento , spolecny zaklad“ nyni popiSeme.

V jistém dova smyslu budeme postupovat obdobné jako v 83. Nejprve popiSeme abecedu,
pak ur€ime, ktera slova v této abecedé budeme povaZzovat za spravné utvorena (ta budeme
nazyvat predikatové formule), budeme definovat tautol ogie predikatového kalkulu a podobné.

Nejprve tedy k abecedé predikéatového kalkulu. Vzhledem k tomu, Ze jiZ budeme studovat
i syntaktickou strukturu atomarnich vyrokt, musi nade abeceda nutné obsahovat znaky, které
jsou specifické pro danou teorii (napfiklad v teorii mnozin jeto znak €, v aritmetice znaky +, <
apod.). Kromé logickych spojek je do naSi abecedy nutno zafadit i znaky Vv a 3 (kvantifika-
tory). Samozifejme abecedu vytvorime tak, aby neobsahovala metaznaky, jichz budeme uZivat
analogicky jakov 882 — 3.

4.1. Definice. Abeceda predikatového kalkulu je tvofena nasledujicimi znaky:

1. Znaky pro proménné pro objekty (obvykle jsou to pismena latinské abecedy, pfipadné
sindexy).

2. Znaky —, v, A, =, <, 'V, 3 pro logické spojky a kvantifikatory.

3. Foecifické znaky pro popisovanou teorii (napfiklad v teorii mnozin znak €).

4. Zavorky (a).
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4.2. Poznamka. V tomto paragrafu budeme proménné pro objekty oznatovat malymi pismeny
a,b,c, ..., x,y, zad. Velkapismenas prozatim rezervujeme pro vyrokové proménnég, které
budeme jesté potiebovat k zapisu vyrokovych formuli. O uZiti indexti v nasi abecedé plati totéz,
co jsmejiz uvedli v poznamce[3.2

4.3. Definice. Rekneme, Ze proménna x je vazana ve slové ¢, je-li slovo ¥x nebo slovo 3x
podslovem slova ¢.

Kazda proménng, ktera ve slové ¢ neni vazana, se nazyvavolna proménna ve slove ¢.
Proménna, ktera se ve dové ¢ vyskytuje a je volnou proménnou ve ¢, se nazyva podstatné
volnave g.

4.4. Priklad. Bud
p~(xv(y=32) & (VtVvw)
Pak jsou zfgimé:
X, Y, w podstatné volné proménnéve ¢
Z, t vazané proménnéve ¢
u,v, p, I, ... volné proménnéve ¢.

4.5. Definice. Rekneme, Ze slova ¢, ¥ jsou slugitelna, jestlize 7adna podstatné volna pro-
meénna v jednom z téchto slov neni vazana ve druhém slové.

4.6. Priklad. Necht
o ~3IX(y=>2 VvVt

Y~ VXu(vw)
o~t& (3AXV 2.

Pak jsou dlova ¢, ¢ ducitelng, slova v, o jsou také ducitelng, ale slova ¢, ¢ suCitelna
nejsoul.

Jezieimé, ze v z&dnéteorii nemasmysl uvazovat vsechnamoznaslovavytvorenav abecedé
definované v [4.1] , Spravng* vytvorena slova budeme, podobné jako v 83, opét definovat

v&ak predevSim nutné mit k dispozici ,,zakladni“, nejjednodussi formule, které jiz nevznikaji
z formuli jednoduSSich. Ve vyrokovém kalkulu roli téchto formuli plnily pfimo vyrokové
proménné. V predikatovém kalkulu tuto Glohu zastévaji tzv. primitivni predikaty.
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Definovat primitivni predikaty véak v této chvili nemiizeme. Ctenar si jiZ jisté uvédomil, ze
kazda matematicka teorie nutné masvé vlastni primitivni predikéaty. (Pfedstavime-li si totiz, co
po primitivnich predikatech pozadujeme, snadno si uvédomime, Ze to zfejmé budou formule,
Z nichZ se po dosazeni konstant za proménné stanou atomarni vyroky dané teorie; v aritmetice
jsou to napriklad dlova , x < y*, , X +y < z* apod., v teorii mnoZin lovo , x € y* atd.).

Shrneme-li tedy uvedené vahy, znamenato, ze pfi budovani kazdé teorie je nutno, kromé
jiného, po zadani abecedy stanovit primitivni predikaty, presngji feCeno: prohlasit néktera
slova za primitivni predikaty. V kazdé teorii jsou pritom tyto primitivni predikéaty stanoveny
jinak ajetak do znatné miry na vl toho, kdo teorii tvori, ktera slova za primitivni predikaty
prohlasi. Pi jejich volbé je v&ak uzitetné dodrzovat jista pravidla.

Predevsim je vhodng, aby primitivnich predikatli bylo co nejméné. Ponévadz primitivni
predikaty hraji roli nejjednodusSich formuli, nesmi se v nich vyskytovat logické spojky a
z mnoha diivodll predpokladame, Ze se v nich nevyskytuiji ani kvantifikatory. (Pozdgji uvidime,
7e teorii mnozin Ize vybudovat pomoci jediného primitivniho predikatu ,x € y*.) Casto jsou
primitivni predikaty stanoveny tak, zejsou zaprimitivni predikaty prohl&Senajistaslova, z nichz
Ize vSechny ostatni primitivni predikéaty obdrzet substituci proménnych za proménné.

Vlastnosti primitivnich predikatdi shrneme do nasledujici Gmluvy.

4.7. Dohoda.
1. Jeli ¢ primitivni predikéat, pak seve ¢ nevyskytuje zadny ze znakli —, v, A, =, <, V, 3.

2. Je-li @ primitivni predikat a f libovolnasubstitucetvaru[§ — 5], kdeé&, n jsou proménné
pro objekty, pak je f (¢) primitivni predikat.

Nyni jiz mbizeme pristoupit k definici formuli.

4.8. Definice.
1. Kazdy primitivni predikét je predikatovou formuli.
2. Je-li ¢ predikatovaformule, je také slovo —(¢) predikatovaformule.

3. Jsou-li ¢, ¥ ducitelné predikatové formule, jsou také dova (¢) v (¥), (@) A (¥),
(p) = (Y¥) a(p) & (¥) predikétovymi formulemi.

4, Je-li ¢ predikatova formule a proménna x neni ve slové ¢ vazana, jsou slova (3x)(¢)
a (Vx)(p) predikéatovou formuli.

5. Slovo, které nelze vytvorit pomoci (1) — (4), neni predikéovou formuli.
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4.9. Priklad. V teorii mnoZzin je slovo x € y primitivnim predikatem. Podle definice[4.8 jsou
tedy nasledujici slova predikatovymi formulemi:

@ (xey Vv(yez),
(b) —~(xVvy) Vv(yV2),

© xe2 & (~(xey v (ye)),

(@ (VX)(<x ez e (~(xeyvye z))))

atd.
Predikatovou formuli vsak neni slovo

¥0((x e y) = (@0(x € 2)),

nebot ve formuli (x € y) = ((Hx)(x € z)) je proménna x vazana a proto nelze této formuli
predradit slovo Vx.

4.10. Poznamka. | v predikatovém kalkulu, pokud to bude mozné, budeme zjednoduSovat
zapis predikatovych formuli. Z imluvy [3.5 pfevezmeme v3echna pravidla, ktera doplnime
navic o dohodu, Ze kazdy z kvantifikatorll vV, 3 ma prednost pred kteroukoliv z logickych spojek
V, A, o, =, &, takze napriklad (3x)e Vv ¥ znati ((Elx)(<p)) Vv (¢) anikoliv (3x) (¢ V ¥).

4.11. Definice. Rekneme, Ze predikatovaformuleje uzaviena, nevyskytuje-li sev ni podstatné
volna proménna.

4.12. Poznamka. Kazdé dve uzavienéformulejsou slucitelné. Uvédommesi rovnéz, ze kazdé
tvrzeni matematické teorie je nutné uzavienou formuli, coz vsak zdaleka neznamena, ze
by kazda uzaviena formule méla byt pravdivym vyrokem. Je-li ¢ predikatova formule v niz
se vyskytuji podstatné volné proménng, neni ¢ zfgimeé vyrok. Vyrok vk z ¢ utvorime,
dosadime-li za podstatné volné proménné do ¢ konstanty, tj. konkrétni objekty dané teorie.
Obecné tak miizeme z ¢ utvorit vyrok pravdivy i nepravdivy.

4.13. Definice. Rekneme, Ze predikatovaformule ¢ jetautologii predikatoveho kalkulu (nebo
struéné jen tautologii), jestlize po kazdém dosazeni konstant za podstatné volné proménné ve
¢ obdrZzime pravdivy vyrok. (Trivialné je tedy tautologii kazda pravdiva uzaviena formule.)
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4.14. Priklad. Tautologii v teorii mnozin jisté je napriklad formule
p~(VY((xey) vo(xey)
s jedinou podstatné volnou proménnou X.

Je evidentni, ze vySetfovani tautologii predikatového kalkulu je podstatné komplikovangjsi
nez popistautol ogii vyrokového kalkulu. Nyni vsak ukézeme Sest jednoduchych pravidel, ktera
umoziuji vytvaret tautologie predikatového kalkulu. DileZitost téchto pravidel bude zigima
z definice, kterou uvedeme pozdgji (definice[4.29).

4.15. Pravidlo 1. Bud ¢ libovolnatautologie vyrokového kalkulu, budte Aq, . . ., A, vSechny
vyrokové proménné vyskytujici se ve ¢. Budte vq, ..., ¥, libovolné navzgem ducitelné
formule. Bud konecné f substituce

[A1 = VY1, ..., An = Yn].
Pak je formule f (¢) tautologii predikatového kalkulu.
Dilkaz tvrzeni, Ze popsanym zplisobem opravdu vzdy vznikne tautologie, je jednoduchy a
pfenechame jg Ctenafi. °
4.16. Poznamka. Je ziggmé, ze f(p) je uzaviena formule, pokud jsou vdechny formule
Y1, ..., Yn Uzaviené.
4.17. Priklad.
(@) Podlevéty[3.15(8) je
[([P=QAQ=R]=FP=R
tautologie vyrokového kalkulu. Slova
Y1~ (Xey)=(zey)
Yo~ (VO(X €t)
Y3~ Aw)[(X € w) A (w € 2)]
jsou zfejmée slucitelné formule. Podle pravidia/d.15 je tedy

{{[(x ey) = zey]=[vxen]}a
/\{[(Vt)(x ev] = {@m[xew rwe z)]}” =

= {[(x cey)=zeyl|= {(Elw)[(x ew)A(we z)]}}
tautologie predikatového kalkulu.
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(b) Podle véty 3.15(10) je tautologii formule
(PA—-P)= Q.
Je tedy tautologii predikatového kalkulu napriklad formule
[(xey) A=(xey]= (VD)(X € 2)
nebo formule

[[xen=@ey]r-{xey=aey]l=mxen.

Z prikladu [4.17) je vidét, ze kazda tautologie vyrokového kalkulu je vlastné navodem
k vytvéreni tautologii predikatového kalkulu. Lehce se vSak ukéze ze pravidlo[4.15 nam jesté
neumoznuj e odvaodit viechny tautol ogie predikatového kalkulu.

DalSi pravidlo k ziskavani tautologii uvedeme nyni.

4.18. Pravidlo 2. Je-li (Ax)¢p predikatovaformule, jsou formule

1L 3¢ & =(VX)(—¢)

2. (VX)¢ < =(3X)(—¢)
tautologie predikatového kalkulu.

Uvedené pravidlo vlastné formalizuje to, jak negujeme vyroky s kvantifikatory, coz zname
jiz ze stfedni Skoly.

4.19. Priklad. Pon&vadz ¢ ~ (IX)[(x € y) = (x € 2)] je predikatova formule, jsou tautolo-
giemi formule

{(Elx)[(x cy)= (x e z)]} N —'{(VX)—l[(X cy) = (x e z)]}

{volxey = xea]} & ~{@-[xey = xea]}.

4.20. Pravidlo 3. Bud (Vx)¢ predikatova formule, v niz neni proménna y vazana. Bud f
substituce [x — y]. Pak je (VX)¢ = f(¢) tautologie.

421. Poznamka. Jestlize je formule (VX)¢ nepravdiva, je formule
(VX)¢ = f(p) tautologii triviadlné. Pravidlo rovnéz neni zajimavé v pripadé, kdy se
proménna x ve slové ¢ nevyskytuje. Smysl pravidial4.20 spociva v nasledujicim: vyskytuje-li
seve dovu ¢ proménna x a (Vx)g je pravdiva formule, je ¢ pravdivou formuli po dosazeni
libovolné proménné (ktera ovsem nesmi byt ve ¢ vazana) za x.
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4.22. Priklad. Podle pravidla4.20 je tautologii napriklad predikatova formule

W[xey)vixe]=[tey Vvted]

4.23. Pravidlo4. Bud ¢ predikatovaformule, v niz je proménnax vazanaav niz se promeénna
y nevyskytuje. Bud f substituce [x — y]. Pak je

9 < flo)
tautologie.

4.24. Priklad. Bud ¢ ~ (3x)((x € y) < (x € 2)), f bud substituce [x — u]. Pak je
A0[(xey) & (xe ] & @Au[uey) < (UEe )]
tautologie. Vidime, ze podle pravidla4.23 nezélezi na oznaCeni vazané promeénné.

4.25. Pravidlo 5. Jsou-li nasledujici dvé slova predikatové formule, jsou to tautologie:
@ (YX)(p & ¥) = [(YX)e & (YX)¥]
(b) @) (¢ & ¥) = @9 & AV ].

4.26. Priklad. Formule
(V)[(x e y) & (X € 2)] = [(V)(X €Y) & (VX)(X € 2)]
A0[(xey) & xe ] = [@N(Xey) & @) (X € 2)]
jsou tautologie.

4.27. Pravidlo 6. Bud ((3x)¢) A ¥ predikéatova formule anecht se proménna x nevyskytuje
ve slovu . Pak jsou nasledujici formule tautologie:

@ (@p) Ay & @)@ AY)
(b) (VX)) A < (VX)) (9 A V)

© [(%09) = ¥] & 0@ = ¥).

4.28. Priklad. Bud ¢ ~ x € z, ¥ ~ —(y € 2). Pak jsou podle pravidla [4.27 viechny
nasledujici formule tautologiemi:

() [@0Xxey) A—(yed] & @)[(Xey) A—(yeD)]
(i) [(WOX ey A=(Yy €] & (VO[(X€y) A—(Y € D]
(i) [V (xey) = =(ye ] & (VO[(xey) = —(y € 2]
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4.29. Definice. Tautologie utvorenapomoci nékterého z pravidel 1 —6 se nazyvaelementarni
tautol ogie predikéatovéeho kalkulu.

L ze dokazat, Ze existuji tautologie, které ngjsou el ementarni. Proto si nyni stanovime dalSi dvé
jednoducha dopliujici pravidla pro odvozovani tautologii.

4.30. Doplnujici pravidla.

(DP 1) Jsou-li ¢ a9 = v tautologie predikatového kalkulu, je i  tautologie predikatového
kalkulu.

(DP 2) Je-li x volnaproménnayv tautologii ¢, je (VX)¢ tautologie predikatového kalkulu.

Vyznam elementarnich tautologii a doplnujicich pravidd je zfejmy z nasledujici definice.

4.31. Definice. Dilkazem v predikatovém kalkulu nazyvame takovou posloupnost formuli, Ze
kazdy ¢len této posloupnosti je budto elementarni tautologii nebo je odvozen z nékterych
predchozich ¢lenl této posloupnosti pomoci pravidel (DP 1) a (DP 2).

Diikazem formule ¢ je posloupnost, ktera je dilkazem a jejimz poslednim ¢lenem je formule
¢. Rekneme, 7e formule ¢ je dokazatelna v predikatovem kalkulu, kdyz existuje jeji dilkaz.
Je-li ¢ dokazatelng, piseme - ¢. (- je tedy novy metaznak).

4.32. Poznamka. Podle definice[4.3]] je kazda dokazatelna formule tautologii. Neznamena
to vak, Ze ngjit dilkaz dané formule je obecné snadnou zaleZitosti. Stejné tak je evidentni, Ze
jedna ataz formule miize mit nékolik diikazd.

4.33. Priklad. UkaZeme, Ze predikatovaformule
{(az)[(y €DV (we z)]} - {(Elx){[(x ey) = ~(xey)]=—(xe y)} N

& ﬂ(VX)ﬂ{[(x €y)=-(xey]=-(xe y)}} (%)

je dokazatelna.
Podle véty [3.15je vyrokovaformule

(P=-P)=-P
tautol ogie vyrokového kalkulu. Podle pravidia[4.15 je tedy predikétovaformule

p~[xey) = -~(xey]=(xey) (i)
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elementéarni tautologii predikéatového kalkulu. Podle pravidia[4.18(1) je pak ale elementarni
tautologii predikatového kalkulu i formule

Yo~ (Elx){[x €y)=-(xXey)]=-(xe y)} & ﬁ(Vx)ﬁ{[(x €y =

= -(Xey)]=-(xe y)}, (i)
ti. v ~ @X)¢ & —(VX)(—¢). Ponévadz je vyrokova formule

P=Q=P)

zfejmé tautologii vyrokového kalkulu, je opét podie pravidiai4.15 formule
v = {{(HZ)[(yEZ)A(wEZ)]}=>W} (iii)
elementarni tautologii. Pak ale podle (DP 1) je elementarni tautologii i formule

{(Elz)[(y eDA(we z)]} =,

coz je ovsem formule (x), kterou chceme dokazat.
Jinak feceno, posloupnost formuli

AR {{(ﬂ)[(ye DAwed]}= w},m

je dlikaz formule ().

4.34. Véta. Budte g, v dokazatelné slucitelné formule predikatového kalkulu. Pak jei formule
@ A dokazatelna.

Diikaz. Podle predpokladu existuji dikazy formuli ¢, . Oznaéme tyto diikazy
®1, 92, ..., @
V1, Vo, ..., Y.

Podle pravidia[4.15 a véty [3.15(15) je tedy

o~9=[Y=(@Ay)]
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elementéarni tautologie. Podle (DP 1) je pak elementarni tautologii formule

T~y = (e AY).

Opét podle (DP 1) je de elementarni tautologii i formule ¢ A .
Tim je tvrzeni dokazano, nebot’ posloupnost

(pla(pZa"'a(pvwlalp?’"'91#70—91’7§0/\w
je dlikazem formule ¢ A . .

4.35. Poznamka. Tvrzeni[4.34)je dalSim navodem navytvareni dokazatelnych formuli (atedy
tautologii) predikatového kalkulu. Je pfitom zigimé, Ze pravidla pro vytvarfeni elementarnich
tautologii spolu s pravidly (DP 1) a(DP 2) nam umoziuji zformulovat takovych navodt celou
fadu. Ctenaf necht si promysli, ze dilkaz dokazatelnosti formule (x) v prikladu[4.33je zalozen
na néasledujicim navodu:

Je-li =y adlovo ¢ = ¢ jeformule, jetakét ¢ = .

5 Axiomatickateorie

Pokusy musi byt opakovatelné —
jen tak mohou naprosto stejnym zplisobem vzdy selhat.
PATA FINAGLOVA ZASADA

Ukazali jsme si rozdil mezi vyrokovym a predikatovym kalkulem a vime jiz, jak uzitecny je
predikatovy kalkul pfi popisu a zkoumani teorie ze syntaktického hlediska. Predikatovy kalkul
nam umoznil precizovat syntaktickou strukturu atomarnich vyroki a definovat dokazatel nost
formule (v predikatovem kalkulu). V prikladu[4.33 jsme si ukézali, ze pomoci predikétoveho
kalkulu mtizeme dokazat i pomérnékomplikovanéformuleaje ziejme, ze naspriklad byl pritom
zvolen velmi jednoduSe. SouCasnéz 84 plyne, ze dokazatel nych formuli v predikatovém kalkulu
je nekonetné mnoho.

Ctendli je v&ak jisté zfgime, ze ani predikatovy kalkul neni dostate&nym nastrojem k vy-
budovani konkrétni matematické teorie. Vime totiZ, Ze dokazatelné formule v predikatovém
kalkulu nemohou vypovidat nic o tom, &im se dvé rlizné matematicke teorie odlisuji. Predika-
tovy kalkul je poféad jen ,, spoleCnym zakladem® téch teorii, pri jejichz vystavbé tohoto kalkulu
pouzijeme. Navic je podle poznamky kazda dokazatelna formule predikatového kalkulu
tautologii, jinak feCeno, dosadime-li do dokazatelné formule za podstatné volné proménné li-
bovolné konstanty dané teorie, obdrzime vzdycky pravdivé tvrzeni. Vime v&ak, zZe pfi vystavbé
matematické teorie nam nejde o hledani tautol ogii, ale praveé naopak, chceme vétSinou dokazat
pravdivost uzavienych formuli, které povazujeme za zapisy vyrokdl.
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My v3aK jiz vime, co je nutno v této situaci provést. Jisté formule prohlasime za pravdivé
bez diikazu.Tyto formule nazveme axiomy dané teorie az téchto axiomil pak odvozujeme dalSi
tvrzeni. Jak |ze takto vybudovat ngakou teorii prakticky, uvidime v 86. Nyni s jen strucné
uvedeme nékteré zakladni vlastnosti spoletné vsem axiomatickym teoriim.

K vytvoreni axiomatické teorie je tedy nutno: (a) stanovit konkrétné primitivni predikaty
(atim tedy vlastné zadat predikatovy kalkul), (b) udat soupis axioml.

Pfi vystavbé axiomatickeé teorie uvidime, Zze axiomy jsou, zhruba feceno, dvojiho druhu.
Neékteré axibmy pouze upfesiuji jazyk matematické teorie, nejCastgji tak, ze zadavaji jisté
vztahy mezi primitivnimi predikaty. Jiné axiomy naopak postuluji zakladni vlastnosti objektd,
které v dané situaci studujeme. Po formalni strance je nejjednodussi systém axiomil zadat tak,
Ze udamejegjich soupis. To v&ak neni vzdycky mozné— napriklad proto, Ze axiomt danéteorie
je nekonetné mnoho. (Tak je tomu napfiklad u Zermelo-Fraenkelovy teorie mnozin — viz
g§6) V takovém pripadé je obvykle udavan alespon tvar formuli, které za axiomy povazujeme.
V kazdém piipadé je vsak prirozené pozadovat, aby bylo o kazdé formuli mozno mechanicky
rozhodnout, zda je nebo neni axiémem.

Nyni jiz predpokladejme, ze jsme stanovili primitivni predikéaty a axiomy teorie 7.

5.1. Definice. Dlkazemvteorii 7 nazyvame takovou posloupnost formuli, ze kazdy ¢len této
posloupnosti:

(a) jeaxiébmem teorie 7, nebo
(b) je elementarni tautologii, nebo

(c) je utvoren z nékterych predchazejicich ¢lenti diikazu uzitim pravidel (DP 1) a (DP 2).

5.2. Definice. Rekneme, Ze formule ¢ je dokazatelna v teorii 7, existuje-li diikaz v teorii
T, jehoz poslednim Clenem je formule ¢. Je-li ¢ dokazatelnav 7, piSeme 7 + ¢. Uzaviena
dokazatelnaformule ¢ v teorii 7~ se nazyva véta (nebo teorém nebo téz v nékterych pripadech
lemma) teorie 7.

Bezprostredné z definic[5. 1 a[5.2 plyne
53. Vé&ta. Jelit ¢, jetaké T + ¢.

Pri axiomatické vystavbé ngjaké teorie je obvyklé, Ze stanovenim pocatetnich axiomi
vytvofime teorii 7~ a tu pak postupné dopliiujeme o dalSi axiomy. Analogii véty 5.3 je pak
nasledujici zfejmé tvrzeni:

5.4. Véta. Necht teorie 77 vznikla z teorie 7 pridanim dalSich axiomi. Pak ze vztahu 7 F ¢
plyne 71 F ¢.
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V dalSim bude uziteCné pfijmout nasledujici oznaCeni: teorii 77, ktera vznikne z teorie T
pridanim jediného axiomu z, oznatime (7, t). M&li teorie 7 jen konetné mnoho axiomd
01, ..., ¢n, 0ZNACIMEji (p1, ..., @n).

Jednou ze z&kladnich vét (pfesngji FeCeno metavét) je nasledujici tvrzeni:

5.5. Véta o dedukci. Budte ¢, ¢ ducitelné formule, ¥ necht je uzaviena. Pak je formule ¢
dokazatelnav (7, ) pravétehdy, kdyzjev 7 dokazatelnaformule v = ¢.

Dilkaz. Tvrzeni jeintuitivné zcela zigmé. Formalni diikaz je rovnéz pomérné jednoduchy.
Z jedné strany je diikaz trividni: je-li 7 - ¢ = ¢, existujev 7 dikaz ¢1, ..., ¥ = ¢.
Aley jeaxiomv (T, ¢), takZe ¢ je podle (DP 1) tautologie v (77, ). Posloupnost

oL, =0, Y, 0

je tedy dikazem formule ¢ v (77, ¥).
Dikaz tvrzeni, ze z (T, %) F ¢ plyne T + ¢ = ¢ nebudeme provadét. Je uveden
napriklad v [3]. °

V (vodu tohoto paragrafu jsme uvedli, Ze axiomaticka teorie miize obsahovat nekonecné
mnoho axioml. Z nasledujiciho tvrzeni viak plyne, Ze k dilkazu jednotlivych formuli by stacila
teorie s konecné mnoha axiomy. Je totiz ziejmé, ze plati

56. V&ta. Bud 7 F ¢ abudte ¢, ..., ¥, viechny axiomy, které se vyskytuji v nékterém
diikazu ¢. Pak je
Y1, ..., ¥n) E o

Z nasledujici véty pak plyne, ze kazdou teorii s konetné mnoha axiomy |ze povazovat za
teorii sjedinym axiomem.

5.7.Véta. [(Y1,....¥n) F o] & [WiA...AYn) o]
Dlkaz. I. Necht (1, ..., ¥n) F ¢. Podle pravidlaj4.15 a véty [3.15(11) je
ar~ [ViA WA A Y] = Y
elementarni tautologie. Formule
Pr~ ViAW A AYn)

jeaxiomv (Y1 A ... A Yp), takZe yr; miize byt Elenem dilkazu podle (DP 1). Posloupnost

o1, ﬁl’ wl
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je tedy dikazem formule yr1 v teorii (Y1 A ... A Yrp).
Analogicky |ze sestrojit diikazy
i, Bi, ¥i
proi =2,...,n.
Je-li nyni
01,02, ..., @

diikaz formule ¢ v teorii (1, ..., ¥n), je

al’ ﬂl’ le ---»Olna,Bn, wl’h §017 §027 »(P

diikaz formule o v (Y1 A Yo A ..o A ).
I1. Necht (Y1 A ... A Ym) - @. Dlikaz formule ¢ v této teorii je podle véty [4.34]i dikazem
v teorii (Y, ..., ¥n). °
Nyni jiZ lehce zformulujeme vztah mezi diikazem formulev 7 a diikazem vhodné formule
v predikatovem kalkulu.

5.8. Véta. 7 + ¢ prave tehdy, kdyz existuji axiomy v1, ..., ¥n VT takove, Zet (Y1 A ... A
A Yn) = @.

Dilkaz. I. Necht 7 F ¢. Budte vy, ..., ¥, axiomy, které se vyskytuji v dilkazu formule ¢.
Podleb.§je (V1, ..., ¥n) b ¢, takZze podie5.7je (Y1 A ... A Yn) F ¢. Podleb.5je pak ae
E W1, .. ¥n) = @
1. Obréacené tvrzeni plyne opét z vét[5.5, 5.6 a/5.7 .
V 81 jsme uvedli, Ze teorie, v niz se objevi antinomie, je prakticky bezcenna Nyni jiz
mUzeme ukazat z jakého diivodu.

5.9. Definice. Rekneme, Zeteorie 7 je sporna, existuje-li takova formule ¢, ze

T ko [ T E —e.

Neni-li teorie sporna, Fikame, Ze je bezesporna.

5.10. Vé&ta. Ve spornéteorii je dokazatelna kazda formule.

Dikaz. Necht v 7 plati 7 - ¢, T F —¢ abud v libovolna formule. Je-li v ~ ¢, neni co
dokazovat. Necht tedy vy neni totoznas ¢.
(@) ¥ jeducitelna s ¢: Necht
o1, 02, ..., Q
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jedlkaz o v T,
B, B2, ..., —p
dikaz —¢ v 7. Podle véty [4.34je ¢ A —¢ v T dokazatelna. Existuje tedy dilkaz
Vi, V25 ooy @ N\ Q.
Podle pravidiald.15 a véty [3.15(10) je
(pA=p) =Y
elementarni tautologie, takZe v je dokazatelna podie (DP 1). Dlikazem v v 7 je posloupnost

alaOlZ,---»(P,ﬁl,ﬁZ,---aWa)/l»yz,---’@/\_‘(p’(w/\_‘(ﬁ):waw-

(b) Necht' ¢, ¥ nejsou slucitelné. Bud t libovolna formule slucitelnas ¢ i s . Podle (a)
jsou tedy dokazatelnéformule T i —7. Z dokazatel nosti téchto formuli vsak opét podle (a) plyne
dokazatelnost formule . °

Dokézat bezespornost zadané axiomatickéteorieje nesmirné komplikovanazalezitost, iz
rozbor presahuje naSe moznosti. Uvedme si alespon jedno kritérium bezespornosti.

5.11. Definice. Rekneme Ze ¢ je nerozhodnutelna formule teorie 7, jestlize v 7 neni doka-
zatelnaani ¢ ani —g.

5.12. Vé&ta. Existuje-li vteorii 7 nerozhodnutelna formule, je 7 bezesporna.
Dilikaz. Tvrzeni plyne z véty [5.10 .

5.13. Dusledek. Je-li ¢ nerozhodnutelna formule teorie 77, jsou teorie (7, ¢) i (T, =)
bezesporné.

Dlikaz. Bud ¢ nerozhodnutelnaformule v 7~ apfipustme Ze (7, ¢) je sporna. Podle véty [5.10
jepak (T, ¢) = —¢. Podle véty 5.5 je pak dle 7 F (¢ = —¢). Existujetedy v 7 diikaz

1,02, ..., = Q@
formule ¢ = —¢. Podle pravidia4.I§a (DP 1) je pak ale
01,02, ..., 0 = —@, (¢ = —¢) = ¢, —¢

diikaz formule —¢ v 7~ ato je spor s predpokladem, Ze ¢ je nerozhodnutelna. To znamena, Ze
teorie (77, ¢) je bezesporna
Dikaz bezespornosti teorie (7, —¢) |ze provést zcela anal ogicky. °

5.14. Definice. Rekneme, Ze teorie 7 je Uplna, jestlize v 7 neexistuje nerozhodnutelna
formule (tj. pro kazdou formuli ¢ je T - ¢ nebo 7+ —¢).
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5.15. Poznamka. Pri konstrukci axiomatické teorie se zda samozigimy pozadavek takové
volby axiom, aby teorie bylabezespornaalplna. Jak uvidimev kapitole 1V, 85, nelze takovou
teorii mnozin sestrojit.

6 Axiomatickateorie mnozin

KdyZz vse vysvétlite tak, aby to v3ichni pochopili,
naj de se nékdo, kdo to chapat nebude.
DUSLEDEK KRANSKEHO ZAKONA

Nyni jiz mlizeme bez potiZi hovorit o axiomatickych teoriich mnozin a miizeme predvést, jak
je ngakateorie axiomaticky budovana.

Prvni Gsp&Snou axiomatickou teorii mnozin predlozil v roce 1908 némecky matematik
Zermelo. Pozdgji tuto teorii doplnil Fraenkel avznikla axiomaticka teorie, tak zvana Zermelo-
Fraenkelova teorie mnozn, patfi dodnes k nejuzivangsim. (Nadale ji budeme oznaCovat ZF.)
Podstatnym rysem ZF teorie je to, Ze je omezena moznost vytvaret mnoziny ze vech objektl
danych vlastnosti. (Nelze hovorit 0 mnoziné viech mnozin, o mnoziné vsech grup a podobné.)

Pri zadani mnoZziny vSech objektli danych vlastnosti musi byt pfedem stanoveno, ze které
mnoziny (predem zadané) tyto objekty vybirame. Nyni jetedy ziejme, Zetak Casto zdlirazhovana
nutnost vzdycky zvolit ,, zakladni“ mnoZinu pfi vyuce mnoZinovych pojmll na stiedni Skole de
facto znamenala, Ze teorie mnozin byla na stfedni 3kole fakticky budovana (i kdyz se o tom
nikde nehovorilo) v ramci ZF teorie. Pfesngi feCeno (ve smyslu §1), nastfedni 3kole sevyucuje
model Zermelo-Fraenkelovy teorie.

V moderni matematicejevsak dnesCastéji nez teorie Zermel o-Fraenkel ovauzivanajinaaxi-
omaticka teorie, na jegimz vybudovani maji nejvetsi podil
J. von Neumann, P. Bernays a K. Godel. Tato teorie je nazyvana Godel-Bernaysova teorie
mnozin. (Budeme ji oznatovat GB). Na prvni pohled je mozna GB teorie komplikovangsi nez
teorie ZF. (Uvedli jsme vSak jiz v 85, Ze ZF teorie obsahuje nekonetné mnoho axiom, zatim
co GB teorii 1ze vybudovat na zakladé konetné mnoha axiomdl.)

Hlavnim pfinosem GB teorieje skuteCnost, Ze v ni |ze bez obtiZi hovofit i o téch systémech,
kterév ZF teorii netvori mnozinu. Primitivnim (tj. nedefinovanym) pojmemv ZF teorii je pojem
»,mnozind'. Primitivnim pojmem GB teorie je ,tfida", jeiz intuitivni smyd je nasledujici.
TFidou nazyvame systém véech objektl, patficich do oboru pravdivosti néaké vyrokove formy.
Nékteré tridy se pak nazvou mnoziny, ukéze se vsak, ze nékteré tfidy mnozinou nejsou.
Takoveé tfidy se nazyvaji vlastni (to je pak napriklad tfida vdech mnozin, tfida vSech grup a
podobnég).

V naSich moznostech samozfejmeé neni budovat systematicky néjakou axiomatickou teorii
mnozin. Ukazme s v3ak alespon, jak 1ze v ramci ponékud upravené GB teorie vybudovat
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nékteré bé&Zzné mnozinove pojmy. Ctenar tim ziska predstavu o postupech uZivanych v axioma-
tické teorii a dovede si zrekonstruovat formalizaci teorie, kterou budeme v kapitolach 11 alll
probirat neformalné.

Presny popis ZF a GB teorie pak mohou ¢tenéfi ngjit napfiklad v [4] nebo v [5].

6.1. Definice. Abecedu teorie tfid tvori nasledujici znaky:
1. Velkapismenalatinské abecedy (eventualné sindexy) ozna€ujici proménné pro objekty.
2. Znaky —, v, A, =, &, 'V, 3 pro logické spojky a kvantifikatory.
3. Specificky znak €.

4. Zavorky (a).

6.2. Poznamka. (a) Abecedu definovanou v definici[6.1]nazyvame zakladni abecedou teorie
tfid. Pozdgji bude vhodné tuto abecedu rozsifit o dalsi znaky.

(b) Definice[6.1]je v naprosté shodeé s definici [4.1]
(c) Objekty nasi teorie, oznatovanéznaky A, B, C, ..., X, Y, Z apodobné nazyvametridy.
(d) Specificky symbol € cteme slovy ,je prvkem®.

(e) K oznatovani slov v nasi abecedé budeme uzivat opét metaznakll ¢, v atd. Z praktickych
dbivodi pfitom uzavieme nasledujici dohodu: kdyZ nékteré slovo nasi abecedy oznalime
metaznakem

(p(xla~~',xn)’

rozumime tim skute€nost, ze Xy, ..., X, jsou pravé vdechny podstatné volné proménné
v tomto slove.

Jak jsme jiz uvedli v 85, Ize teorii mnoZzin i teorii tfid vybudovat na z&kladé jediného
primitivniho predikéatu. Uvédomme si, ze nasledujici definice je ve shodé s dohodou 4.7

6.3. Definice. Primitivnim predikatemteorietfid nazyvameslovo X € Y akazdé slovo, které
Z ného vznikne substituci proménnych za proménné.

6.4. Poznamka. Uvadét definici formule v teorii tfid neni nutné, nebot to bychom jen opsali
definici Bezezmeény Izenyni nateorii tfid aplikovat vSechny dal&i pojmy z 84, jako napriklad
uzaviena formule, tautologie, slucitelné formule, dokazatelna formule atd. V prikladech v 84
jsmesi vdechny tyto pojmy naformulich teorie tfid demonstrovali.
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Vime jiz, ze pomoci predikétového kakulu je dokazatelnych nekonetné mnoho formuli
v teorii tfid. Chceme-li v3ak obdrzet vysedky specifické pro teorii tfid, musime za axiomy
prohlasit nékteré uzaviené formule.

Zaprvni axiom, zvany existencni, zvolime formuli, kteranam zarudi, Ze se alespon jednou
realizuje vztah, ktery oznacujeme symbolem €.

Axiom 1 3X)@AY)(X €Y)

Vyznam axiomu 1 bude zvl&&té patrny po vysloveni nasledujici definice:

6.5. Definice. Rekneme, Ze tfida X je mnozina, jestlize existujetfidayY tak, ze X € V.

6.6. Poznamka. Z axiomu 1 plyne, Ze existuje alespori jedna mnozina Ctenaf nyni miize
namitnout, Ze definici [6.5 nelze takto vyslovit ve formalizovaném jazyku. Striktné vzato by
bylo nutno postupovat nasledovné: zavedme novy metaznak .M adohodnéme se, ze symbolem
M (X) budeme oznaCovat dovo (3Y)(X € Y), tj.

M(X) ~ 3@Y)(X €Y).

(Vzhledemk pravidlu[4.23 nam pfitom ve slové M (X) nezél eZi naoznaCeni vazané proménné.)
Slovo M (X) pak Cteme: X je mnoZina.

Metaznak M nam sice umoziuje strucné vyjadieni toho, Ze danatfida je mnozinou, presto
s v&ak toto vyjadreni jedté zjednoduSime nasledujici dohodou:

6.7. Dohoda o rozSifeni zakladni abecedy. Zakladni abecedu definovanou v doplnime
0 mala pismena latinské abecedy (event. s indexy), kterymi budeme rovnéz oznaCovat tfidy.
Budeme vSak striktné dodrzovat pravidlo, Ze malym pismenem oznacimejen ty tfidy, kteréjsou
mnoZnami.

6.8. Poznamka. (@) Znak ,x“ tedy ¢teme ,mnozina x“, znak , X“ ¢teme ,tfida X“. MUze se
ovsem stét, Ze tfida X je souCasné mnoZzinou. Podle dohody [6.7]je tak moZno mnoziny oznaCit
malymi i velkymi pismeny, tfidu, kter& neni mnoznou, vsak malym pismenem oznacit nesmime.

(b) Stejného faktu by bylo mozno ovsem dosahnout i bez doplnéni zakladni abecedy. Mala
pismena bychom mohli povaZzovat za metaznaky a slovo , x“ povazovat za jiny zapis formule
w M(X)".

V dal&im textu budeme b&zné postupovat zplisobem uvedenym v poznamce [6.6, Nové
pojmy budeme béZzné zavadét tak, Ze je popiSeme ngakou formuli v nadi abecedé. K jednodu-
chému popisu téchto situaci zavedeme metaznak :=, ktery znaci, Ze nalevé strané stoji symbol
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nebo formule definovany formuli (nebo slovem) na pravé strané. Na priklad definici mnoziny
mUZzeme zapsat takto:
M(X) = @Y)(X eY)
popripadé
X =@3aY)(Xey).

Nyni jizZ mlizeme definovat rovnost tfid.

6.9. Definice. X =Y = (VZ)(Z € X & Z € Y). Slovy: dveé tfidy se rovnaji, kdyz maji
stejné prvky.

Nékdy se znak = povazuje za znak za&kladni abecedy a dovo X = Y se povazuje za
primitivni predikat. Aby vSak rovnost mélasmysd, ktery ji intuitivné pfipisujeme, je nutng, aby
mélanasledujici tfi vlastnosti, které nyni z axiomu 1 odvodime. (Uvédomme si, ze kdybychom
slovo X =Y povazovali za primitivni predikat, museli bychom nasledujici formule prohlasit
zaaxiomy.)

6.10. Véta. Plati:
(1) (YX)(X =X)
2 (VX)X =Y) = (Y =X)]

©) (VX)(VY)(VZ){[(X =V)A(Y=2)] = (X = Z)}.

Dilkaz. (1) a(2) plyne bezprostfedné z definice.
(3) Necht (X =Y) A (Y = Z) abud W libovolnatfida Podle definice6.9je

[(WeX) & WeV)|A[WEeY) & (We 2Z),
f.WeXeWeZt.X=2Z °

6.11. Poznamka. V kazdé teorii, v niz je zavedena rovnost, Ize zavést novy kvantifikator
zpravidla oznaceny symbolem ,3!“, ktery Cteme , existuje prave jeden”. Tento intuitivné zcela
zigimy pojem Ize formalizovat nasledovné: Bud ¢ formule s volnou proménnou X, v niz se
nevyskytuje Y. Bud f substituce [X — Y]. Pak klademe

@X)p = @X)g A (O (9 A ) = (X=Y)]

(tato formule znamena: existuje prave jedno X tak, ze ¢).
Symbol 3! miizeme opét budto povazovat zametaznak nebo o tento symbol miizeme doplnit
zakladni abecedu a odpovidajicim zplisobem pak rozsiFit definici formule.
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Prozatim jsmeuvedli jen jeden axiom. Nyni v3ak jiZ budemenuceni zavést dal&i. Promyslime-
li i totiZ, co intuitivné rozumime rovnosti dvou objekti, zjistime, Ze kromé vlastnosti (1) — (3)
z véty [6.10 musi byt spinén pozadavek, ze dva sobé rovné objekty maji stgjné vlastnosti, tj.

N PR

v jakékoliv situaci Ize jeden z nich nahradit druhym. Pfesné FeCeno, po rovnosti pozadujeme,
aby bylo splnéno nasledujici tvrzeni:

6.12. Metavéta. Bud'g(Xy, ..., X;,) libovolnaformule, vniZsenevyskytuji proménnéYs, . . ., Y.
Pak je dokazatelna formule

(VX1) ... (VX)) (VY1) . .. (VYn){[(Xl =YDAX1=Y) A

.../\(Xn=Yn)/\(p(X1,...,Xn)]:>(p(Y1,...,Yn)}.

Prozatim nemUZzeme tuto metavétu demonstrovat v teorii tfid. To nam umozni az zavedeni
tzv. axiobmu invariance:

Axiom 2. (VX)(VY)(VZ){[(X =Y)A(XeZ)]=(Ye Z)}

6.13. V&ta,
(VX)(VY)(VZ)(VW){[(X =Y)A(Z=W)A(Xe2)] = (Ye W)} .

Diikaz. Tvrzeni plyne bezprostfedné z definice[6.9a z axiomu 2. .

6.14. Poznamka. Je zfgimé, Ze [6.13 je zvl&Stnim pripadem metavéty [6.12 Staci totiz do
véty [6.13 zaformuli ¢(Xy, ..., X,) dosadit formuli X € Y.

Nasledujici schéma axiom (tj. obecny navod, které uzaviené formule je nutno povazovat
za axiomy) €ini teorii tFid tak nadmiru v matematice uziteCnou. Postuluje nam totiz existenci
tFidy, jejimiz prvky jsou pravé vsechny mnoziny s néjakou predem zvolenou vlastnosti.
Schémaaxiomi 3. Bud ¢ (X, X1, ..., Xp) libovolnaformule, v niz se nevyskytuje znak Y. Pak
jeformule

(VXD (YX2) ... (VX)) @AN(YX)[(X € Y) & (X, X1, ..., Xn)]
axiom.

Uvedené schéma axiomil nam umoziuje uvést nasledujici definici:
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Y = {X;0X, X1, ..., Xn)} =[x €Y & o(X, X1, ..., Xn)].
(Slovné: {x; ¢(X, X1, ..., Xy} jetfidavSech mnozin x, pro které plati
(p(xa Xla LR ] Xn) )

coz souhlasi s bézné uzivanym oznacenim).

6.15. Definice. Bud (X, Xy, ..., Xp) libovolnaformule, v niz senevyskytujeY . Pak klademe

6.16. Definice. OznaCme

V={xx=x}, @={X;xX#x}.

Konstantu V nazyvame univerzalni tfida, konstantu @ nazyvame prazdna tfida.

6.17. Poznamka. Symbol # definujeme (zcela obvykle) takto:
XZY i ==(X=Y).
Analogicky
X¢gY:==(XeY).
6.18. Véta.
(1) (¥X)[(X € V) & M(X)]

(2) (V) (X ¢ D).

Dilkaz. (1) (8) =M(X) = —=[@Y)(X e V)] = X ¢ V
(b) Podle véty [6.10je (VX)(Xx = x), fj. x € V.
(2) (VX)~(X ZX) = x ¢ 0.
Podle véty [6.18 je univerzalni tfida vV préaveé tfidou viech mnozn.

6.19. Definice.

XUY ={x;xe XVvXxeY}

XNY ={x;xe XAXxeY}

X=Y ={x;xe XAX &Y}

X' :={x; x ¢ X}
XCY:=(VD)[(ZeX)=(ZeY)]
XCY =(XCY)AXZY)

P(X) :={x; x C X}.
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6.20. Poznamka. Na z&kladé schématu axiomi 3 je definice[6.19 korektni. Dilkaz obvyklych
vlastnosti operaci U, N, — je jednoduchym cvicenim.

Trida £ (X) se nazyva potencni tfida tfidy X. Pozor nato, Ze prvky £ (X) jsou mnozny!
Axiomatika nam nedovoluje definovat objekt {X; X C Y} !

6.21. Poznamka. Definovali jsmetedy pro tfidy operace sednoceni, priiniku arozdilu. Zfejmé
Ize bez obtizi definovat i symetrickou diferenci. Pro tyto operace evidentné plati vSsechna bézna
tvrzeni. Ngjasnazlistava pouze nasledujici otazka. Jsou-li X,Y mnoziny, jei XUY (aanaogicky
XNY, X =Y, (X)) mnozna? Intuitivné se zda samoziejmé, Zze odpovéd na tuto otazku je
kladné. Vcelku bez potizi viak 1ze ukazat, Ze tomu tak neni; pfesngji Feceno, bez dodateCnych
axiomll nelze dokazat, Ze sednoceni dvou mnozn je mnozina a podobné pro dal$i operace.
Proto jsou v GB teorii axiomy nasledujiciho typu:

Axiom 4. (VX)(VY)(AZ)(x Uy € Z)

Pomoci metaznaku M |ze tento axidom strucné napsat takto:
MXUY).

Analogicky smysl maji axiomy
AXiom 5. M(XxN'y)

AXiom 6. M(X — Y)
AXiom 7. M (P (X))
Axidbm 8. M ()

Schéma axiomu 3 nam umoziuje vyslovit i nasledujici definici:

6.22. Definice.

{x} ={t;t =x}

X, y} ={tit =xvt=y}

Trida {x} se nazyva jednoprvkova tfida, tfida {X, y} se nazyva neusporadana dvojice (nebo
struéngji dvojice) prvkll X, y.

Z analogickych diivodl jako u axiomi 4 — 8 je nutno prijmout nasledujici axiom:
Axiom 9. M({X, ¥})
6.23. Lemma. (VX)M({X}).
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Dilkaz. Tvrzeni plyne z axiomu 9 a ze vztahu {x, X} = {x}. °
Rada predchazejicich axiomti nam umoziuje prohlasit nékteré tfidy za mnoziny. Je tedy
prirozenaotazka, zdanel ze prijmout axidm, ktery by nam zaruoval, Ze kazda tfida je mnoznou,
tj. axiom
vX)AY)(X €Y).
Z nasledujici véty plyne, Ze prijetim tohoto axiomu bychom obdr Zeli spornou teorii.
6.24. Véta. Existujetrida, ktera neni mnoznou.

Dukaz. Podle axiomu 3 |ze definovat tfidu
B ={Xx; X ¢ x}.

Pfipustme, Ze B je mnozina. Pak je budto B € B nebo B ¢ B. Necht tedy B € B. Podle

definice tfidy B to v&ak znamena, ze B ¢ B: spor. Musi tedy platit B ¢ B. Protoze v&ak je B

mnozina, plyne odtud B € B: spor. Vychozi pfedpoklad, tj. pfedpoklad, ze B je mnozina, je

tedy nespravny. °
Matedy smysl nasledujici definice:

’6.25. Definice. T¥ida, ktera neni mnozinou, se nazyva viastni.

6.26. Poznamka. (@) Lze ukéazat, Ze vlastni tfidou je napfiklad také univerzalni tfida V.
Diference tfid amnozin je tedy v GB teorii podstatna

(b) Ctenar s pi dikazu véty [6.24]jisté uvédomil, Ze vlastné opakujeme Russel|&iv paradox
z 81. Z tohoto diikazu tedy plyne, Ze v GB teorii nelze Russellliv paradox viibec zformulovat,
nebot mnozina, ktera nam tento paradox v intuitivni teorii mnozin realizovala, je v GB teorii
vlastni tfidou. Zcela anal ogicky je tomu v axiomatickych teoriich mnoZin s ostatnimi paradoxy
intuitivni teorie mnozin.

(c) Vimejiz, ze bychom dostali spornou teorii, kdybychom pfipustili, Ze V je mnozina (1.
Ze existuje ,mnozinavsech mnozin“). Nyni je ovsem otazkou, zda nelze anal ogické antinomie
v teorii tfid obdrzet, kdybychom uvazovali objekt ,tfida vSech tfid“ a podobné. Uvédomme
si v&ak, Ze takovy objekt v nasi teorii viibec neexistuje. Ve schématu axiomil 3 je podstatné,
Ze X je mnozinova proménna. Kdybychom tento axiom , zobecnili“ tak, Ze bychom znak ,, x“
nahradili znakem ,, X", dostali bychom spornou teorii !!

* * *

Natomto misté miizeme demonstraci axiomatické vystavby teorie mnoZzin ukongit. Podstata
axiomatické teorie je snad nyni jasna. Budeme-li v nasledujicich kapitolach budovat teorii
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mnoZin neforméané, dovede si jiz Ctendr jisté zrekonstruovat, jak by se tato teorie formané
precizovala.

Nebudeme-li v dal&im ani napriklad dilkazy provadét presné tak, jak jsme je formalizovali
v této kapitol e (ostatné takto to probiha teméf ve vSech partiich matematiky), neznamenato, ze
formalizace v této kapitole popisovana je zbyteCna. Podstatné je to, Ze Gvahy, které v dalsim
budeme provadét, formalizovat |ze a ze vime, jakym zpUisobem.

Cviceni ke kapitole 1

JestliZe pokus vyjde,
stala se nékde chyba.
PrRVNI FINAGLUV ZAKON

1. Urcete vSechna podslovaslov ,, 383 + 4081“, ,, 3333", ,, 1056 — 1056".
2. Dokazte, ze pro kazdou substituci f plati f (w) ~ w.

3. Dokazte, Zze kdyz f je ngaka substituce slov za znaky a « je libovolné slovo, stati
k urCeni slova f («) znéat, jak se transformuiji znaky, které se ve dové a vyskytuji.

4. Bud dana abeceda jako v prikladu Najdéte ngjakou substituci f slov za znaky
takovou, Zev zadném dovu f («) se nevyskytuji znaky , 1, ,2“ a,,3".

5. Dokazte, Ze nasledujici vyrokove formule jsou tautologie:

a [(P=QAr—-Q]=-P
b) PAQ=R & [P=(Q=R)]
0 [P=Q=>R]=>[(P=>Q=(P=R]
d [(P=QAP]=0Q
& [(PvQA-P]=Q
) [(P=QAR=9]=[(PAS = (QV R)] (Navod: Urtete, kdy p(Q v
vV R) ~0, p(P A S ~ 1. Pravdivost implikace pak bude ziggma.)
6. Dokazte, Ze nadledujici vyrokove formule jsou tautologie:

a [(PvQ = (Pv-Q)] = (=PVv Q) (Navod: Vy3etfete pfipad p(P) ~ 1,
pP(Q) ~0,)
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b) {[(P AQ) = RIA[(PAQ) = —|R]} — (=P A—=Q A =R)
(Navod: Vysetfete pripad p(P) ~ p(Q) ~ 0, p(R) ~ 1. Uvédomte si, Ze lze
pritom volit pravdivostni hodnoty tak, ze p(P A Q) ~ 0, p(R) ~ 1.)

7. Vyjadrete formule ze cviceni 6 pomoci spojek —, v, respektive —, =, respektive —, A.

8. Kformulim A= B,AAB, (A= B)VvC,(A& B)Vv [C ANA= B)] najdéte logicky
ekvivalentni formule, v nichz se vyskytuji pouze logické spojky |, respektive | .



Kapitola 2

Zakladnit mnozinove pojmy

1 Zakladni operace na systémech mnozin

Praveé o téch negjjednodussich vécech
nevime vibec nic.
DE NEVERSUV ZAKON SLOZITOSTI

1.1. Definice. Bud | # @ libovolna (tzv. indexovd) mnozina. Bud A; mnoZina pro kazdé
i € |.S§ednocenimmnozin A;,i € |, nazyvame mnozinu

U A = {x;3ig € | takove, Zex € Aj,}.
iel
PrinikemmnoZin a;, i € |, nazyvame mnozinu
ﬂAi = {x;Vi € | plati x € Aj}.
iel
Je-li .ﬂ A = @, fikame, Ze systém A, i € |, jedigunktni. Plati-li pro kazdéi, j € 1,i # |,

iel
A N Aj =0, fikame, Ze mnoziny A;, i € 1, jsou po dvo disjunktni

Nyni ukazeme, Ze gednoceni a priiniky libovolnych systémt mnoZzin maji zcela anal ogicke
vlastnosti jako odpovidajici operace s konetné mnoha mnozinami. Nasledujici tvrzeni jsou
zZigma
1.2. V&ta. Budte| # @, M libovolnémnoziny, A, B; budte mnoziny prokazdéi < | . Pak plati:

52
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@ NACA E.UAi pro kazdéi € I;

iel icl
(b) iﬁI(Ai N Bp) =iﬂ| A ﬂiﬂl Bi;

(© iUI(Ai UB) :iul A UiUI Bi;

(d) iDl A Uig B; =Q(Ai UBj) C DI(A@ UB);
(e iLeJI A miLEJI B = H(Ai NBj) 2 iLEJI(Ai N B);
®) iDI(MUAi)=MUiDIAi;

(9) iLEJI(I\/IFWP\a):l\/lﬂiLeJIAa;

(h) M C A prokazdé i e | = M C N A;
iel
(i) AACM prokazde i € | = [JA S M.
iel
Distributivni zakony (f), (g) ve vété[1.2)1ze zobecnit nasledujicim zplsobem.

1.3. Véta. Bud' | # @ libovolna mnoZzina, bud T; # @ mnozina pro kazdéi € |. Polozme

M=[JT. K={X; XS Maprokazdei e | platiXn T, ##}.
iel

Bud' konetné A; mnozina pro kazdét € T;,i € |. Pak plati:

O NUA=UNA;

iel teT; XeK teX

) .UﬂAt: N U A.
iel teT XeK teX

Diikaz. Dokazeme napriklad tvrzeni (2). Dlkaz vztahu (1) je zcela anal ogicky.
I.Bud x € |J [ A: libovolny prvek. Pak existujeip € | tek, zZex € [ A, tj. x € A

iel teT; teTiO
pro kazdét € Ti,. Bud X € K libovolna mnoZina. Podle definice mnoziny K je X N T, # &,
tj. existujeto € X N Tj,. Podle pfedpokladu plati x € Ay, atedy tim spiSex € | A:. Protoze

teX

posledni vztah nastéva pro kazdou mnozinu X € K, plyne odtud x € () | A:. Dokazali

XeK teX
jsmetak,ze| J N A< N U A

iel teT; XeK teX
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I1.Nyni zvolmelibovolnéx € () [J A:. Pak prokazdoumnoZinu X € K platix € | A,
XeK teX teX
takZzev kazde mnoziné X € K existujet € X tak, Zzex € A;. PoloZzmeY € {t;t € M, x ¢ A}

Pak zigmeéY ¢ K, takze existujeip € | tak, ze Y N T;, = @. To vSak znamena, ze pro kazdé

teT,platixeA,tj.xe [ AratimspiSex € |J () A:.. Dokézali jsme tak i opatnou
teTiO iel teT;

inkluzi  UA<SU N A o
XeK teX iel teT;
Formulace zobecnéného komutativniho i zobecnéného asociativniho zékona je podstatné
jednodussi. Dlikazy jsou snadné a proto je prenechame Gtenafi.

1.4. Vé&ta. (Zobecnény komutativni zékon) Bud' | # ¢ libovolna mnozina, A; bud mnozina pro
kazdéi € |.Bud f: | — | bijekce. Pak plati:

Ua=1JAw. A=A

iel iel iel iel
1.5. Véta. (Zobecnény asociativni zakon) Bud | # @ libovolna mnozina, bud' {J; k € K}
rozklad namnoziné | . Bud' Aj mnozina pro kazdéi € |. Pak plati:

Ja=UUAa  Na=NNA

iel keK ieJk iel keK ieJk
Pro systémy mnozin |ze snadno uvést i de Morganova pravidla

1.6. Véta. (De Morganova pravidla) Bud' A libovolna mnozina, bud’ B; mnoZna pro kazdé
i €l,kdel #@. Pakplati:
@A-UB =N(A-B);
iel iel
(b)) A= B =U(A-B).
iel iel
Diikaz. Dlkazy obou tvrzeni jsou zcela anal ogické. Dokazeme proto jen tvrzeni (a):
xe A-UB & [xe Arx ¢ |JB] & [xe Aaprokazdei € | jex ¢ B] & Vi €
iel iel
€|ZX€A—Bi<=>X€ﬂ(A—Bi). °
iel
Ponechame ctenéri, ateJy si promyslel, jak pravé uvedena de Morganova pravidla souviseji
s pravidly (12) a(13) ve véte[3.15
Nyni zobecnime pojem kartézského soucinu konetného pottu mnozin.

1.7. Definice. Bud | # ¢ libovolna mnoZina, A; bud mnozina pro kazdéi € |. Kartézskym
souCinemmnozin A;, i € |, nazyvame mnozinu

®Ai ={f; f:1 _>UA" f(i)e A prokazde iel}.

iel iel
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1.8. Poznamka. (&) Je-li v definici | mnoZinav&ech pfirozenych Cisel, piSeme misto Q) A
ieN

symbol ) A;. Podle definice je tento kartézsky sou€in mnozina vSech posloupnosti (& ),

i=1

takovych, Zea € A prokazdéi € 1.

(b) Necht' | = {1, 2}. Kartézské souciny X A a A; x A, nejsou formalné totozné, nebot

iel
prvky soucinu @ A; jsou néktera zobrazeni mnoziny | do mnoziny A; U Ay, prvky A; x A,
el
jsou vechny usepofé\dan'e dvojice [X, y] takové, Ze x € Ay, Y € A Je vk Zigimé, Ze kdyz
kazdemu prvku [x, y] € A; x A, pfifadimeto zobrazeni f € Q) A, pro kteréplati f (1) = x,
il

f (2) = y, dostavame hijekci mezi obéma kartézskymi souciny. eRozd’ll mezi témito formanimi
zapisy kartézského soucinu neni tedy podstatny a budeme jg nadale zanedbavat.

(c) Necht jsou s v definici [1.7 vSechny mnoziny A; navzgem rovny, tj. A = A pro kazdé
i € |.Z definice pak plyne, zZe @ Al = ) A je mnozina vSech zobrazeni mnoziny | do

iel iel

mnoziny A, tj. mnoZzina, kterou znatime A'.

Z definice kartézského soutinu je zigimé, ze plati:
1.9. Véta. Bud' | # @, A; bud mnoZina pro kazdéi € |. Pakje Q) A = @ prave tehdy, kdyz

iel

A = pro nékteréi < |. -
Dilkaz. Vzhledem k tomu, Ze je diikaz jednoduchy, pfenechame jegj Ctendfi. Poznamenegime

pouze, Ze k dikazu tvrzeni, Ze z neprazdnosti mnozin A; plyne neprazdnost kartézského
soucinu, je nutno uZit axiomu vybéru (viz 84). o

1.10. Véta. (Distributivni z&kon) Bud' A # # mnozina, B, # @ bud mnozina pro kazdé o € A.
Prokazdéa € A, B € B, bud C,s mnozna. Pak plati

@ U Cur = & Corewn

acA BeBy yell aeA

kdel = ® Bs.

aeA

Dikaz. ¢ € @ U Cup < [90: A —> U U Cus apro kazde o € A plati (o) €
acA BeB, acABeBy
€ U Aup] < [Va e A 38 € B, tak, Ze (@) € Cpp] <= [Va € A () € Cqy (o), kde
BeBq
y € I' = Q) B, jeto zobrazeni AdolJ B,, pro které y («) = B je néktery prvek, pro ktery
acA acA
p(a) € Ca,g] < 3Jy eltakove zep € Q Coyy = v € U & Coy(w- °
acA yell aeA
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Cviceni k 81

Nevér na zazraky —
spoléhej na né.
SESTA FINAGLOVA ZASADA

1. Budte X, Y, T mnoziny, F:T — £(X), f:X — Y. Dokazte, ze plati:

3 f (U F(U) =U f[FOJ;

teT teT

b) f (ﬂ F(t)) c N f[FO].

teT teT

2. Dokazte, zekdyz jezobrazeni f injektivni, |zevecviceni 1(b) psat misto inkluze rovnost.

2 Daobre usporadané mnoziny

Nikdy predem nezdlraziujte,
Ze se chystate fici néco vyznamného.
ROssUV ZAKON

Jak v dal§im uvidime, budou hréat dobfe usporadané mnoziny v dalSim textu vyznamnou roli.

2.1. Definice. Usporadana mnozina se nazyva dobre uspofadana, kdyz kazda jeji neprazdna
podmnoZina obsahuje ngimensi prvek.

2.2. Véta. Bud' A dobre usporadana mnozina. Pak plati:
(a) Ajeretézec;
(b) je-li A # @, obsahuje A nejmenSi prvek;
(c) je-li B C A, je B (sindukovanym usporadanim) dobfe usporadan;
(d) jelli B = A, je B dobfe usporadans;

(e) bud x € A libovolny prvek. Neni-li x ngjvétSi prvek v A, existuje v A prvek y, ktery
pokryva prvek x (tj. y je bezprostiedni nasledovnik prvku x).

Dukaz.
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(a) Budtex, y € Alibovolné. Podle definice obsahuje mnoZina {x, y} neimensi prvek, takze
prvky X, y jsou srovnatelné.

(b) Tvrzeni plyne z definice[2.1,

(c) Bud B C Alibovolna. Jeli @ # X € B libovolng, je X € Aapodledefinice X obsahuje
nejmensi prvek. Je tedy B dobfe usporadana.

(d) Tvrzenijezigmé.

(e) Prolibovolny prvek x € A oznatme E(X) = {t;t € A, t > x}. Neni-li X ngjvé&tsi prvek
v A je E(X) # ¥ (nebot podie (a) je A Fetézec), takze E(x) obsahuje ngimensi prvek to.
Nyni je zfggmé, ze prvek tp pokryva prvek x.

2.3. Véta. Retézec A je dobfe usporadany pravé tehdy, kdyz kazdy jeho klesajici Fetézec je
konecny, tj. kazda mnozina {Xy, X, ...} € Atakova, ZeX; > Xp > -+ > Xp > ..., jekonetna.

Diikaz. I. Necht kazdy klesgjici fetézec v A je konetny. UkaZeme, Ze A je dobre usporadana

Bud ¥ # B C A libovolna. Potfebujeme dokéazat, Ze B obsahuje ngjmensi prvek. Zvolme
X1 € B libovolné. Je-li x; negimendi prvek B, je dilkaz hotov. Neni-li x; nejmendi, existuje
X2 € B, Xo < Xp, nebot' A je fetézec. Neni-li X, nggmensi v B, existuje x3 € B, X3 < X
atd. Indukci 1ze takto v B definovat klesgjici fetézec x; > Xo > X3 > ..., ktery vSak podle
predpokladu musi byt konecny. Odtud jiZ plyne, Ze B obsahuje ngfmensi prvek.

[1. Necht v fetézci A existuje nekoneCny klesgjici fetézec x; > X, > ... . Pak mnozina
@ #Z {X1,X2,...%n, ...} € A neobsahuje nggmendi prvek, takZze A neni dobfe usporadana
mnozina. °
Z véty [2.3 okamZité plyne

2.4. DGdedek. Kazdy konetny Fetézec je dobre usporadany.

2.5. Véta. Bud A dobre usporadana mnozina, bud B € A takova, Ze existuje izomorfismus
f: A— B. Pakpro kazdy prvek x € Aplati x < f(x).

Dilkaz. Oznatme K = {x;x € A, f(x) < x} apfipustme, ze K # . Pak K obsahuje
ngimensi prvek Xq. Polozme x; = f(Xg). ProtoZzeje xg € K, je f(xg) = X1 < Xo. Protoze je f
izomorfismus, je f(x1) < f(Xp) = X1, tj. X3 € K. To je vSak spor, nebot X, je ngimensi prvek
mnoziny K. Jetedy K = @. °
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2.6. Definice. Bud A libovolna uspofadana mnozina. Mnozina X C A se nazyva zacatek
mnoziny A, kdyz pro kazdy prvek t € X plati

{u;ue A, u<st}cCc X

Zatatek X € A senazyvavlastni zacatek mnoziny A, je-li X # A.

2.7. V&a. Dobre usporadana mnozina neni izomorfni s zadnym svym vliastnim zaCatkem ani
s jeho Zadnou podmnoZznou.

Dukaz. Bud A dobfe uspofadana mnozina, B bud vlastni zatatek v A. Pak je B C A, takze
A—B # (. Mnozina A— B obsahujenegjmensi prvek ag. Je zfejmé, Ze ag je horni z&voramnoziny
B, ap ¢ B. Pfipustme, Ze existuje X C B tak, ze A = X. Bud f: A — X izomorfismus. Pak
je f(ag) € X € B, tj. f(ap) < ap, coz podle véty [2.5 neni mozné. °

2.8. Didedek. Bud' A dobre uspofadana mnozina, budte B, C zatatky v A. Je-li B = C, pak
jeB=C.

Dlkaz. Je-li B = A, B = C, je B = C podle véty[2.7] Budte B, C vlastni zatatky v A. Je-li
B # C, je budto B vlastni zatatek v C nebo C vlastni zatatek v B. Pak ale B, C nemohou byt
podle véty [2.7/izomorfni. .

2.9. Oznaceni. Bud A usporfadana mnozina, x € A bud libovolny. Klademe
AX)={t; te A, t <x}.

Je Zfgimé, Ze pro kazdy prvek x € Aje A(X) Z Aa A(x) je zaCatek v A. Déle je zfgimé,
ze plati:
2.10. Lemma. Bud A dobreusporadanamnoZzina, B € A bud vlastni zatatek v A. Pak existuje
X € Atak, ze B = A(X).

2.11. Véta. Budte A, B dobre usporadané mnoziny. Je-li A = B, existuje prave jeden izomor-
fismus f: A— B.

Dilkaz. Budte f: A — B, g: A — B izomorfismy a pfipustme, ze f # g. Pak existuje
Xo € Atak, ze f(Xo) # g(Xo). ProtoZe je f izomorfismus, je A(Xg) = B(f (xo)); protoZe je g
izomorfismus, je A(Xo) = B(g(Xo)), takze B( f (o)) = B(g(Xo)). Podle d&sledkuje pak
ale B(f(x0)) = B(9(x0)), tj. f(X0) = g(Xo): spor. .
2.12. Poznamka. Z predchazejiciho je jiz zfgjmé, ze dobre usporadané mnoziny jsou fetézce
sjistymi vlastnostmi. Podle diisledku [2.4] je kazdy konetny Fetézec dobre usporadany, neko-
necny fetézec je v3ak dobre usporadany jen v nékterych pripadech. Napriklad Fetézec N viech
prirozenych Cisel je dobfe usporadany, alefetézce Z, Q, respektive R dobre usporadané nejsoul.
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Nasledujici véta udava, Ze struktura dobre usporadanych fetézcll je dokonce v jistém slova
smyslu jednoznatné predepsana.

2.13. Véta. Budte A, B dobie usporadané mnoziny. Pak nastane pravé jedna z nasledujicich
moZnosti:

(1) A= B;
(2) A= B(x) provhodny prvek x € B;
(3) B = A(x) provhodny prvek x € A.

Dilkaz. Budte A, B dobre uspofadané mnoziny. Rekneme, Ze prvek x € Ajenormalni, jestlize
existuje prvek y € B takovy, ze A(X) = B(y). Oznalme G = {x; x € A, X je normani}.
Zcelaanalogicky definujeme mnozinu H = {x; X € B, x je normalni}.

Jeli A =@ nebo B = @, je tvrzeni véty trividlni. Necht tedy A # # # B. Pak je také
G # ¥ # H, nebot negimensi prvek mnoZiny A, respektive B je evidentné norméni. Dale je
Zfejmé, ze G je zaCatek v A a H je zaCatek v B. Podle lemmatu[2.10 to vSak znamena, Ze je
G = Anebo G = A(ap) pro vhodny prvek ap € A aanalogicky H = B nebo H = B(bp) pro
vhodny prvek by € B.

Nyni dokazeme, ze je G = H. Definujme zobrazeni f: G — H takto: pro x € G bud
f(x) = ytenprvek v H, pro ktery plati A(x) = B(y). Pak je zfggmé f izomorfismus G na H.
Nyni mohou nastat ¢ty¥fi moznosti.

(@ G=A H=B.Pakjevsk A= B, takzeplati (1).

(b) G = A H = B(hp). Pak je A = B(bp), tj. plati (2).

(c) G = A(ag), H = B. Pak je B = A(ap), tj. plati (3).

(d) G = A(ap), H = B(by).

Je v&ak zigime, Ze posledni pfipad ve skutetnosti nastat nemiize. Ze vztahu G = H totiz
plyne A(ag) = B(by), takzeag € G, by € H ato neni mozné. °

2.14. Poznamka. Je-li A konefna mnozina, Ize na ni jednoduSe definovat usporadani < tak,
aby (A, <) byladobre usporadana Podle diisledku[2.4 stati zarelaci < zvolit jakékoliv Uplné
usporadani. Je tedy pfirozena otazka, zda |ze dobré usporadani definovat na kazdé mnoziné.
Odpovéd na tuto otazku dal Ernst ZERMELO (viz vétal4.7). Vzhledem k potiZim spojenym
s diikazem Zermelovatvrzeni tento stav objasnime v &4.

vvvvvv

mnozin, tak zvany princip transfinitni indukce.

Ze stredni $koly zname diikazovou metodu nazyvanou Gplnaindukce (nebo téz matematicka
indukce). Touto metodou se nejCastgji dokazuji vzorce, formule apod., které maji byt pravdivée
pro vSechna prirozena isla. Pfipomelme si, Ze diikaz Uplnou indukci spocivav tom, Ze diikaz
vyroku (Yn € N)V (n) se provede ve dvou krocich:
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DV,

(2 (Y\n e N)(V(n) = V(n+1)).

Ponévadz mnozina N vech pfirozenych Cisel je dobfe usporadand, je ziggmé, ze Uplna
indukce je specidlnim pfipadem nasledujiciho tvrzeni.
2.15. Véta. (Princip transfinitni indukce) Bud' W dobre usporadana mnozina s nggmensim
prvkem xo. Bud' P (x) vyrokova funkce o jedné promenné s definitnim oborem W. Necht' plati:

(1) P(xo) jepravdivy wyrok;

(2) prokazdy prvek x € W plati: je-li P(t) pravdivy vyrok pro kazdy prvekt e W,t < x, je
také P (x) pravdivy vyrok.

Pak je P(x) pravdivy vyrok pro kazdy prvek x € W.

Dlkaz. Necht jsou splnény predpoklady Vvéty. Prfipustme, Ze mnoZina
W = {x; x € W, P(x) je nepravdivy vyrok} je neprézdna. ProtoZze W je dobfe uspora
dana, obsahuje W’ ngimensi prvek yg. Je Yo > Xo, Nebot P(Xg) je pravdivy vyrok. Pro kazdé
t e W, t < yo,je P(t) pravdivy vyrok, takze podle predpokladu je také P (yp) pravdivy vyrok:
spor. Jetedy W' = (. °

2.16. Poznamka. V kapitole 11l uvidime, Ze mnozina W pfi transfinitni indukci je obvykle
né&aka mnozinatzv. ordindnich Cisel. Uvédomme si také, ze transfinitni indukci 1ze uzit ngien
k dlikazlim, alei v definicich, respektive pri popisu konstrukci apod. Chceme-li totiz definovat
objekt f («) prokazdéo € W (W je dobfe uspofadana mnozina s nejmensim prvkem Xo), staci
podle véty [2.15 definovat objekt f (Xo) audat predpis, jak objekt f (o) definovat pomoci vSech
BeW, B <a.

3 Aritmetika usporadanych mnozin
| ta ngjjednodussi mySlenka
se da wyjadrit slozité.
MALEKUV ZAKON

Nyni jednoduSe zavedeme pocetni operace pro usporfadané mnoziny.

3.1. Definice. Budte (G, < ), (H, < y) disunktni usporfadané mnoziny. Jegjich souctem
G + H nazyvame usporadanou mnozinu (G U H, <), naniz je usporadani < definovano takto:
Prox,y € GU H plati x < y pravé tehdy, kdyZ nastane jedna z moznosti:
Dx,yeG,x<gYy,

@ x,yeH, x<ny;

B xeG,yeH.
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Relaci < definovanou v [3.1l miizeme vyjadfit takto:
<==<gU =n U (G xH).

Je v&ak tfeba dokazat, Ze uvedena definice je spravna, tj. Zze G + H je vskutku usporadana
mnoZina.

3.2. Vé&ta. Relace < definovana v[3.1]je uspofadani na mnozine G U H.

Dilkaz. Musime dokazat, Ze relace < je reflexivni, antisymetricka a tranzitivni.

(a) Reflexivita: Bud x € G U H libovolny. Je-li x € G, plati x < g X, nebot < ¢ je
usporadani na G atedy je reflexivni. Podle definice relace < vak odtud plyne x < x. Podobné
postupujeme v pfipadé x € H.

(b) Antisymetrie: Budte x, y € G U H libovolnétakové, zex < y Ay < x. Je-li x € G,
y € G, plati X < gy Ay < g X. ProtoZe je < ¢ antisymetrickd, plyne odtud x = y. Podobné
obdrzZime x = y i v pfipadg, ze x € H, y € H. Pfitom neni mozné, aby napiiklad x € G,
y € H, nebot v tomto pfipadé nemlize platit y < x (vzhledem k predpokladu, Ze G N H = ¢).
Tim je antisymetrie relace < dokazana.

(c) Tranzitivita: Budte x,y,z € G U H libovolné takove, Ze x < yay < z Jeli
X,Y,zZ € G, respektive X, y,z € H, vyplyva platnost vztahu x < z okamzité z tranzitivity
relace < ¢, respektive < . Necht tedy neleZi vechny prvky X, y, z v G, respektive v H.
Vzhledem ke (3) v definici [3.1]je okamzité zfejmé, ze nutnéplati X,y € G,z € H nebox € G,
Y,z € H.V obou téchto pfipadech vsak podle (3) plati x < z arelace < jetranzitivni. o

3.3. Priklad. Na obrazku 1 jsou hasseovské diagramy usporadanych mnozin G, H a souttd
G+HaH+G.

/\Qﬁé

Obr. 1

3.4. Poznamka. Z prikladu[3.3 je zfejmé, Ze operace + definovana v 3.1 obecné neni komu-
tativni. Komutativni zakon neplati ani v zedabenémtvaru G+ H = H + G. V dal&im vsak
ukazeme, Ze operace + je asociativni.
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Definici [3.3] nyni zobecnime nasl edujicim zplisobem:

3.5. Definice. Bud | # @ usporadana mnozina, bud G; usporfadana mnozina pro kazdée
i € |. Necht jsou mnoziny G;, i € |, po dvou digunktni. SouCtem > G; mnozin G; pres
iel
mnozinu | rozumime usporédanou mnozinu (| Gi, <) susporadanim < definovanym takto:
iel

prox,y € U Gi plati x <y prave tehdy, kdyZ nastane jedna z nasledujicich moznosti:

(@D} eX|stu1e|0 el tak, zex € Gj,, y € Gj,ax <yvGj,;
QxeGi,yeGjai<jvl.

Podobné jako ve vété [3.2] bychom nyni méli dokézat, Ze relace < definovana v 3.5 je
usporadani na mnoziné U G;. Vzhledem k tomu, Ze dlikaz vety. Ize snadno preformulovat

i pro tento obecngjsi prlpad pfenechame jeho provedeni Ctenéfi.
3.6. Priklad.

(a) Soucet definovany v [3.1]je zfejmeé specialnim pripadem definice[3.5; odpovida pripadu,
kdy | je dvouprvkovy Fetézec.

(b) Bud | = {a, b, c} uspofadana mnozina s hasseovskym diagramem na obrazku 2a,
Ga, Gy, G, budte usporadané mnoziny s diagramy na obrazcich 2b, 2c, 2d. Na obrazku
2e je hasseovsky diagram mnoziny > G;j.

iel

b c
vl oY
I Ga Gp Ge .; Gi
a) b) c) d) €)
Obr. 2

3.7. Véta. (Asociativni zakon) Bud' | # ¢ uspofadana mnozna, budte G, i € |, po dvou

disunktni uspofadané mnoziny. Necht'| = >~ Ji. Pak plati:
keK

2.Gi=) 2 G

iel keK ieJ



3. Aritmetika usporadanych mnozn 63

Dilkaz. MnoZinova rovnost obou stran dokazovaného vztahu plyne z véty Dokazeme
rovnost usporadani.
Necht tedy x,y € > Gj. Existuje-li ip € I, tak, Ze x € Gj,, y € Gj,, jeZfgméx <y
iel
v ) G pravé tehdy, kdyz x < yv ) > G;. Nechttedy x € Gj,y € Gj,i < jVvI.
iel keK ieJk
Existuje-li kg € K tak, zei, j € Jy,, jetvrzeni ziggmé. Nechttedy i € J, j € Ji, k < £ v K.
Pakjex <yv ) G pravétehdy, kdyzi < j. Avsaki < j v | pravétehdy, kdyzk < ¢ v K,
iel
ti.x<yv ) > Gi.Timjevétadokazana. o
keK ieJk
Zvolime-li ve véte[3.7/za | specidné tfiprvkovy fetézec, plyne z ni

3.8. Dlisledek. Budte A, B, C libovolné po dvou disjunktni usporadané mnozny. Pak plati:

(A+B)+C=A+(B+0C).

3.9. Definice. Budte (G, < g), (H, < n) usporadané mnoziny. Jejich sou¢inem G - H

[

rozumime usporadanou mnozinu (G x H, <) s usporadanim < definovanym takto:

X, Vil < [X2,¥2] VvV G-H <= (Dyi<nY> nebo
(Dy1=Y2, X1 < g Xo.

3.10. Véta. Relace < definovana v[3.9je usporadani namnoziné G x H.

Dikaz. (a) Reflexivitarelace < je zfgmaz definice.

(b) Necht [x1, y1] < [X2, V2] @asouCasné Xz, V2] < [X1, Y1]. Vzhledem k antisymetrii relace
< n neni mozng, aby y1 7 Yy». Pro y; = y, v&ak z antisymetrie relace < g okamzité plyne
X1 = Xo. TO znamena, Zei relace < je antisymetricka.

(c) Necht [x1, y1] < [X, Y2l alX2, Y2l < [Xs, Yal. Je-li y1 < ¥2 < Y3, plynevztah [xy, y1] <
< [Xs, y3] ztranzitivity relace < . Je-li y1 = y» = y3, plyne uvedeny vztah z tranzitivity relace
<c-Jeliyi = yz ¥2 < ys, plati y1 < yzatedy [X1, y1] < [Xs, y3]. Podobnev pfipadey; < ya,
Yo = y3. Zadny dal$i pFipad evidentné nastat nemiize, takze relace < je tranzitivni. o

3.11. Priklad. Na obrazku 3 jsou hasseovské diagramy usporadanych mnozin G, H ajgjich
soucini G- H aH - G.
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[b,d] [b, e] [d, b] [e, b]
b d e [a,d] [a, €] [c, b]
a I O\c/ [b, c] [d,a] [e a]
G H [a. c] [c. a]
G-H H-G
a) b) 0) d)
Obr. 3

3.12. Poznamka. Z prikladu[3.11] plyne, Ze ani nasobeni uspofadanych mnozin neni obecné
komutativni, ato ani v zedabenémtvaru G - H = H - G. Podobné jako pro operaci + vSaK i
pro nasobeni plati asociativni zakon.

3.13. Véta. Budte G, H, K libovolné usporadané mnozny. Pak plati
(G-H)-K=G-(H-K).

Dlkaz. MnoZinova rovnost obou stran dokazovaného vztahu je zfema. Podle definice 3.9
plati [Xq1, Y1, Z1] < [X2, Y2, 22] v (G - H) - K pravé tehdy, kdyz je z; < z, nebo z; = 2,
[X1, V1] < [X2, Y2l. AV8aK [X1, V1] < [X2, V2]V G- H pravétehdy, kdyZjey; < y. neboy; = vy,
X1 < Xp. Presné tytéz vztahy vsak plati, jestlize je [X1, Y1, Z1] < [Xo2, Y2, 22] VG - (H - K).
Odtud plyne, Ze v obou mnoZinach (G- H) - K aG - (H - K) je definovano stejné usporadani. e

3.14. Véta. (Levy distributivni zakon). Bud | # @ usporadana mnozna, budte G, H; (i € I)
uspor adané mnoziny. Necht' jsou mnoziny H; po dvou disjunktni. Pak plati

G-Y H =) G-H.

iel iel

Dikaz. MnoZinova rovnost obou stran dokazovaného vztahu je ziegjma. Dokazeme rovnost
usporadani v obou mnozinach.

Necht tedy plati [X1, y1] < [X2, Y2] V G - Y _ Hi. Pak nastane jedna z nésledujicich dvou
moznosti:

(D y1 <y2v ) Hi

(D y1=y2A%X <X VG.

Necht nastane pripad (1). Pak bud

(1a) existujeip € | tak, Ze y1, y» € Hi, ay1 < y2 v Hj,, nebo

(Ab)y1 e Hi, y» € Hj ai <jvl.

V obou pfipadech (1a) i (1b) vak dostavame tvrzeni ekvivaentni s tim, Ze [xg, y1] <
< [Xo, yz]VZG- Hi.
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Necht tedy nastane pfipad (2). Pak existujeio € | tak, ze yi1, y» € Hi,. Tvrzeni [Xy, y1] <
< [X2,¥2] v G - > H je vsk nyni ekvivaentni s tim, Ze

[X1, Y1l < [X2, Y2l VG - Hi, atedy iv ) G- H;. Tim je véta dokazana °
3.15. Didedek. Budte G, H, K, H N K = @, libovolné usporadané mnozny. Pak plati
G- (H+K)=G-H+G-K.

3.16. Poznamka. Pravy distributivni zakon, tj. tvrzeni (3_Hi) - G = ) (Hi - G) obecné
neplati. Polozime-li napfiklad G = {a}, H = {b}, pak G + H je fetézec {a < b}. Zvalime-li
nyni K = {c, d, e} tak, Ze hasseovsky diagram usporfadané mnoziny (K, <) je na obrazku 3b,
je zfeimé na obrazku 3c diagram mnoziny (G + H) - K a na obrazku 3d diagram mnoziny
G- K+ H - K. Tyto dvé mnoziny vSak nejsou ani izomorfni.

3.17. Vé&ta. Bud' | # ¢ usporadana mnozna, budte A; i € |, po dvou disjunktni usporadané
mnoziny. Necht' existuje mnozina A tak, ze Aj = Aprokazdéi € |. Pak plati

SATA-L
iel
Dlkaz. Necht prokazdei € I jegi: Al — Aizomorfismus. Definujme zobrazeni f: [ Aj —
iel
— Ax | takto: bud x € |J Aj libovolny prvek. Pak f(x) =[gi(x),i], kdei € I jeten prvek,
il
pro ktery plati x € A;. Pakejezfej meé f hledany izomorfismus. °
3.18. Véta. Bud' | # ¢ dobie usporadana mnozina. Budte A;, i € |, po dvou disunktni dobre
usporadané mnozny. Pak je Y A; dobFe usporadand mnozina.
iel
Dlkaz. Bud ¥ # B € > A libovolna. Oznatme Ig = {i; i € I, BN A # 0}. Pak je
iel
@ Zlg C |, takzelg obsaﬁujenej mensi prvek io. BN Aj, je nyni neprazdnapodmnozinav A;,,
takze B N A, obsahuje ngmenSi prvek b. Je vSak zigimé, Ze b je negjmensi prvek mnoZziny B. e

3.19. Didedek. Budte A, B disjunktni dobfe usporadané mnozny. Pak je A + B dobfe uspo-
fadana mnozina.
Z véty B.I8adlsledku[3:I9 plyne

3.20. Véta. Budte G, H dobre usporadané mnoziny. Pak je také mnozina G - H dobre uspora-
danéa.

3.21. Disledek. Budte G, H konetnéfetézce. Necht' ma fetézec G mprvkl, a fetézec H necht’
méan prvkl. Pak je G - H Fetézec obsahujici m - n prvkd.



66 I1. ZAKLADNI MNOZINOVE POIMY

4 Axiom vybéru avety snim ekvivalentni

Neodpovidaji-li fakta vasi teorii,
jetfeba sejich co ngrychlgji zbavit.
MAIERUV ZAKON

V kapitole| jsmevidéli, jak se postupuije pfi axiomatické vystavbe teorie mnozin ajak vypadaji
axiomy. V rtiznych axiomatickych teoriich jsou samoziejmé za axiomy volena odlidnatvrzeni,
vesmeésjsou vsak axiomy veelku jednoduchatvrzeni aproti jeich volbé nejsou vznaseny zadné
principialni vyhrady. Jedinou vyjimkou je pravé tak zvany axioém vybéru, nékdy t&z nazyvany
Zermelliv axiom. V tomto paragrafu si ukaZzeme nékteré tézkosti s timto axiomem spojené.
Podrobngji budeme o axidmu vybéru hovorit jesté v kapitole 1V, §4.

Nejprve si véak ukazme, jaké diivody vedly k formulaci tohoto axiomu.

4.1. Priklad. (a) Budte A, B, C, D nasedujici mnoziny: A = {a,b,c}, B = {a, f, g, h},
C={c,d,e f},D={a, f, k}.

Potfebujeme-li sestrojit mnozinu M takovou, ZeM € AUBUCU D aprlinik mnoziny M
skazdouzmnoZzin A, B, C, D jejednoprvkovy, miizemezvolit napiiklad M = {b, e, g, k}
nebo M = {a, e} apodobné.

(b) Bud | # @ libovolnamnoZina, budte A; Z @, i € |, po dvou disunktni dobfe usporadané
mnoziny. Pak miizeme bez potiZi definovat mnoZinu M s nasledujicimi vlastnostmi:

() M < UA,
(i) pro k;\;déi € | jeM N A jednoprvkova mnozina
Lze to udélat napriklad tak, Ze mnoZinu M utvorime z nejmensich prvkll viech mnozin
A
Mnozina M je v obou pfipadech definovana tak, Ze jsme z kazdé ze zadanych mnozin
vybrali jeden prvek.
4.2. Priklad. Definujme namnoziné R vSech redlnych Cisdl relaci o takto:
o:={[x,y]; xeR, yeR, x—yjeraciondni €isdo}.

Pak je zfgimé o ekvivalence naR. Utvorime-li faktormnozinu R/p, je ihned vidét, Ze R/p je
nekonetna mnozina a kazda tfida rozkladu R /o je rovnéz nekonetna mnozina.

Chceme-li nyni sestrojit mnoZinu M analogicky jako v prikladech[4.]] je ihned vidét, Zze
nelze viibec podat konstrukci této mnoziny. Chceme-li viibec tvrdit, Ze existuje mnozina M
takova, ze
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(i) M CR,

(i) prokazdy prvek x € R/p je M N X jednoprvkova mnozina,

nelze toto tvrzeni v béznych axiomatickych systémech viibec odvodit bez axiomu vybéru.

Nyni tedy axiobm vybéru zformulujeme. Nebudeme uvadét jeho symbolicky zapis, pouze
budeme tento zapis slovy interpretovat.

Axiom vybéru. Bud A # @ libovolna mnozina, bud {M,,, « € A} systém neprazdnych mnozn,
které jsou po dvou disjunktni. Pak existuje mnozina M takova, ze:

1. Mc U M,

aeA

2. M N M, jejednoprvkova mnozina pro kazdé o € A.
Z axiomu vybéru |ze lehce odvodit nasledujici tvrzeni:

4.3. Vé&ta. (Zobecnény axiom vybéru) Bud M = {M,; o € A} neprazdny systém neprazdnych
mnozn. Pak existuje zobrazeni
frM — U M,

aceA

takove, ze f (M) € M, prokazdé o € A.
Diikaz. Pro kazdou mnozinu M,, € M polozme
M, = {[My, My 5 M, € My},

tj. M, = {M,} x M,. Definujeme-li zobrazeni g: M), — M, takto:

g(IMy, me]) =m, prokazdy prvek [M,, m,] € M.,
je ziggmé g bijekce. Oznatme M’ = {M/; « € A}. MnoZiny ze systému M’ jsou zigmé
neprazdné a po dvou disjunktni, takzelze na .M" aplikovat axiom vybéru. Z kazdé mnoziny M,,
Ize tedy vybrat jeden prvek [M,, m,]. Definujeme-li nyni pro kazdé M,, € M prvek f(M,)

tak, ze f (M) = m,, je diikaz hotov. o

4.4. Poznamka. Strucnélzetedy axiom vybéru zformulovat takto: Bud .M libovolny neprazdny
systém neprazdnych mnozn. Pak | ze z kazdé mnozny systému M vybrat jeden prvek.
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4.5. Poznamka. Axiomvybérujev ,bé&znych* axiomatickych teoriich mnozin (napfiklad v ZF
nebo v GB) nezavidym axiobmem. Principialné Ize tedy vybudovat teorii mnozin i bez uziti
axiomu vybeéru. Je viak veelku zigimé, Ze bychom se tak velmi rychle dostali do znatnych a
mnohdy neprekonatelnych potizi. Jiz v diikazu véty [T.9 jsme uvedli, Ze teprve s uzitim axiomu
vybéru miizeme tvrdit, Ze @ A # ¥, pokud je | # # a Al # @ pro kazdéi € |. Bez uziti
axiomu vybéru nelze dokélz;: ani fadu jinych, stejné zdanliveé evidentnich tvrzeni (ato nejen
v teorii mnozin, aei napfiklad v analyze a podobng).

Prozatim vSak asi neni jasné, proc by proti pfijeti axiému vybéru mély byt vznaSeny néjaké
vyhrady. (Tvrzeni axidomu se samo o sobé zda jisté vcelku samozigimé.)

Hlavni potiZe spojené s prijetim axiomu vybéru si demonstrujme opét na prikladu [4.2]
Uzijeme-li axibm vybéru, 1ze ,, zkonstruovat mnozinu M tak, zZe z kazdeé tfidy rozkladu R /o
vybereme jeden prvek. Presngji FeCeno, axiom vybéru nam zaruci existenci takové mnoziny
M, presto v&ak nezname zadné pravidlo, které by nam umoznilo sestrojit konkrétni priklad
takové mnoziny. Pravé v tomto tkvi zésadni potiz spojena s axiomem vybéru: 1ze-li existenci
néjakého objektu dokazat pouze uzitim axiomu vybéru, nelze tento objekt zkonstruovat. To si
ostatné budeme jesté nékolikrat demonstrovat.

Saxiomem vybéru je ekvivalentni Fadatvrzeni. Ve vété[d. 7juvedeme nékteraz nich. K jgich
formulaci vak potfebujeme nasledujici definici.

4.6. Definice. Bud A uspofadana mnozina. Rekneme, 7e X C A je maximalni Fetézec v A,
kdyz plati:

(1) X jetetézec,

(2) je-li Y C Atakovy Fetézec, Ze X C Y, pakje X =Y.

Z celétady tvrzeni, kterajsou s axiébmem vybéru ekvivalentni, uvedeme pouze Zermelovu
vétu, Hausdor ffovu vétu a Zornovo lemma.

4.7. Véta. Nadedujici tvrzeni jsou ekvivalentni s axiomem vybér u:
(@) Zermelova véta: Na kazdé mnoZné existuje dobré usporadani.t

(b) Hausdorffova véta: Kazdy Fetézec usporadané mnoZziny je podmnoZznou nékterého ma-
ximalniho Fetézce této mnoziny.

(c) Zornovo lemma: Je-li kazdy Fetézec usporadané mnoziny A shora ohraniceny, existuje
ke kazdému prvku X € A maximalni prvek m, € A takovy, ze x < my.

1obvykle je Zermelova véta formulovana tak, Ze kazdou mnozinu Ize dobre uspofadat. Tato formulace je viak
Znatné nepfesnaa— pro toho, kdo se v popi sované problematice nevyzna— matouci, nebot jak jiz vime, konstrukci
onoho dobrého usporadani alespon v téch pripadech, kdy opravdu uzijeme axiomu vybéru, popsat nelze.
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Diikaz véty [4.7]|ze nalézt napfiklad v [[7], kapitolal, §6. My zde provedeme na ukéazku alespoi
dbikaz tvrzeni, Ze z axiomu vybéru plyne Zermelova véta. Dilkaz tohoto tvrzeni | ze sice provést
struéndi; z plivodniho Zermelova diikazu, ktery zde jen s nepatrnymi Upravami provedeme, je
v&ak |épe vidét roli axidomu vybéru. °

Nejprve viak nékteré potfebné pojmy.

4.8. Definice. Bud A Fetézec, budte G, H neprazdné podmnoZiny v A. Rekneme, Ze uspora-
danadvojice [G, H] jefezv mnoziné A, kdyz plati:

@GUH=A,

(b)) GNH =9,

(c) prolibovolnéx € G,y € H plati x < y.

Je-li [G, H] Fezv A, nazyva se G dolni tfida a H horni tfida tohoto Fezu.

4.9. Lemma. Retézec A 7 § je dobFe usporadany pravé tehdy, kdy? obsahuje nejmendi prvek
ahorni tfida kazdého fezu v A obsahuje nejmensi prvek.

Diikaz. I. Bud A dobre usporadanamnozina, [G, H] bud fez v A. ProtoZze je H # @, obsahuje
H neimensi prvek.

I1. Necht horni tfida kaZzdého fezu v A obsahuje neimendi prvek a 0, je ngimensi prvek
v A.Bud ¢ # B C A libovolna podmnozina. Oznatme

C ={x; x € A existujet € B takové, zex >t }.

Pak jezrggmé C = Aneboje[A— C, C]fezv A. V obou pfipadech viak C obsahuje ngmensi
prvek, ktery je zfefmé ngjmensim prvkem mnoziny B. Je tedy mnoZina A dobfe usporadana. e
Dlkaz Zermelovy véty.

Bud M libovolnamnozina. Je-li M konetna, 1ze ji podle poznamky [2.14] dobre usporadat,
takZe neni co dokazovat.

Bud tedy M nekonetna. Oznatme

M={X;: XM, XZ0).

Podle véty [4.3 vybereme z kazdé mnoziny X € M jeden prvek f(X). Tento prvek nazveme
vyznaCeny prvek mnoziny X. Je-li A ¢ M libovolng, nazveme pfipojenym prvkem k mnoziné
A vyznaCeny prvek mnoziny M — A aoznatimejg pa. (Tj. pa = f(M — A).) Konetné pro
kaZzdou A Cc M nazveme mnozinu

A" = AU {pa}

nasledovnikem mnoziny A. Protozeje pa ¢ A,je AC A".
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Nyni zavedeme nasl edujici oznaCeni: systém A € & (M) podmnozinv M nazvemefetézem
v M, kdyz plati:

(1) 0 € A;

(2) jeli ¥ # B C 4 libovolna podmnozinav 4, je | X € 4;

Xe8B

(jeliAec A, AC M, je A" € A.

Alespoiijedentetéz v M existuje— napfiklad 2 (M). Daleje zigimé, Ze prlinik libovolného
neprazdného systému fetézli v M je opét Fetéz v M. Odtud vak plyne, Ze mnoZzinavsech fetézli
v M, usporadanainkluzi, obsahuje nejmensi prvek s — priinik véech fetézliv M.

Bud tedy +4o nejmendi Ffetéz v M. Rekneme, e mnozina A € s je normalni, jestlize
je srovnatelna s kazdou mnozinou X € g (tj. plati A € X nebo X € A). Dok&zeme nyni
nasledujici tvrzeni:

(@) Bud A € A, A C M. Jeli Anormalni, jetaké A* normalni.

Potfebujeme dokazat, Zze kdyz je A normalni, pak pro libovolnou mnozinu
X € Ap plati X € A" nebo A* C X. Dokazeme v3ak vic nez to: dokazeme, Ze pro libo-
volnou X € Apje X € Anebo A* C X.

Oznatme

Ao(A) = {X; X € Ap, X T A nebo A* C X).

Pak je Ag(A) C Ao Doké&emeli nyni, Ze Aq(A) je Fetez v M, je nutné
Ao(A) = Ag, nebot Ag je ngimensi fetéz v M. Tim v&ak bude dokazano tvrzeni («).
Jezigmé, Zze ) € Aop(A), takZze Ao (A) spliuje podminku (1).
Bud ¥ # 8 C Aq(A) libovolna podmnozina. Jestlize pro kazdou mnozinu X € B plati
X C A paktaké | X C A takZze [ X € Ao(A). Existuje-li X € B tak, ze A" C Xo, je

XeB XeB
tim spiSe A" € |J X. Tov3ak znameng, Ze 4q(A) splfiujei podminku (2).
XeB

Zbyva jiz dokazat jen to, Ze A¢(A) splhuje i podminku (3). Bud tedy
K € A4¢(A), K C M, libovolna Pak je budto K € A nebo A" C K. Je-li v&ak A" C K, je
tim spiSe A" C K™, takze K™ € Ag(A). Necht jetedy K € A. Je-li K = A je K™ = A*, takze
A" C K" aopétje K* € Ag(A). Zbyvatedy jiz jen pfipad K C A. Dokazeme, ze pak plati
K*C A

Podle predpokladu je A normélni, takze je K¥ € Anebo A € K*. Je-li K™ C A, neni co
dokazovat. Necht tedy A € K* = K U {pk}. Protoze podie podle predpokladu je K C A, je
zZiggmé A = K*, tj. K* € A. Opét tak plati K* € Ag(A).

Jetedy Ag(A) Ffetéz v M atvrzeni («) je dokazano.

Nyni dokazeme nasledujici tvrzeni:

(B) (Ao, C) jeTetezec.

Zfegime staCi dokézat, Ze kazda mnozina X € A je normalni, nebot pak jsou kazdé dve
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mnoziny X, Y € A srovnatelné. K tomu v3ak staci dokazat, ze mnozina
N (o) = {X; X € A9, X jenormani}

jefetéz v M, nebot je N (Ag) C Ag ap je ngmensi fetézv M.
Zigiméje ¥ € N(Ap), takZze N (Ap) splhuje podminku (1).

Bud ¥ # 8 < N(+p) libovolnd podmnozina. Pak se vztah | J X € N(+Ag) dokéZze
XeB
analogicky jako obdobny vztah v dikazu tvrzeni (o). Spliuje tedy N(Ea‘\u()) i podminku (2).

Tvrzeni (o) znamenavsak prave ten fakt, Ze N (Ap) spliuje i podminku (3).
Tim je dokazano i tvrzeni (B8).
Nyni dok&zeme, Ze:

(v) Retézec (4o, ) je dobre usporadany.

Je zigimé, ze ¥ je ngimensi prvek v Aq. Podle lemmatu [4.9 staCi dokazat, Ze horni tfida
kazdého Fezu v mnoziné 4, obsahuje ngimensi prvek.

Budtedy [4, 7] fezv Aq. PolozmeS = | J X.PonévadzZje A fetézv M, plynez podminky
Xes
(2) v definici fetézu, Ze S € Ag. To vSak znameng, Zeje S S nebo Se 7. Jeli S € 4, plati

pro kazdou mnozinu X € 7 vztah SC X, pficemzje T # . Jetedy SC M. PakaeSc S,
takze S" € 7. Nyni je viak zfgimé, Ze S" je nggmensi prvek v 7, nebot mnozina S* — Sje
jednoprvkova, takze nemlize existovat W € g tak, Ze SC W C S.

Necht'tedy je S € 7. Pak jeale zFgimé, Ze Sje nggmendi prvek mnoziny 7. Pro libovolnou
mnoZinu'Y € 7 totiz plati

X CY prokazdoumnozinu X € 8 (podie definicef4.8(c)),

takzetaké S= ([ X C V.
Xed
Tim jetvrzeni (y) dokazano.

K onetné dokazeme tvrzeni:

(8) Existuje bijekce mnoziny Aq¢ — {M} namnoZinu M.

Definujme zobrazeni g: (4¢ — {M}) — M takto: g(A) = pa pro kazdou mnozinu A € g,
A C M. Ukazeme, Ze zobrazeni g je bijekce.

Budte A, B € Aq — {M} libovolnétakové, Ze A # B. Pak je AC B nebo B C A.

Necht tedy je napfiklad A C B. Pak je nutné A* C B (nebot A*, B jsou srovnatelné a
nemiize platit B C A*), tj. pa € B. ProtoZze v&ak pg ¢ B, je g(A) = pa # ps = g(B), takze g
jeinjekce.

Bud nyni a € M libovolny. Polozme

A=[_J{X: X e o, ag X).
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Alespon jednatakovamnozina X € g existuje— napriklad ¢. ProtoZe je Aq Fetéz, je A € sAg.
Nyni dokézeme, zejea = pa.

Pripustme, Zejea 7 pa. Pakjea ¢ A" O A, pficemz A" € Ao: spor, nebot’ A je sjednoceni
vSech mnozin z Ag, které neobsahuiji prvek a. Jetedy a = pa, tj. a = g(A), takzZe g je surjekce.

Tim je tvrzeni (§) dokazano.

Definujeme-li nyni namnoziné M relaci < takto:

X,yeM, x <y <<= gt(x) gy,

je zZfgimé, ze (M, <) je dobre usporadana, nebot’ g je evidentné izomorfismus.
Dokazali jsme tedy, Ze pomoci axiomu vybéru Ize dokazat Zermelovu vétu. °

4.10. Poznamka. V dikazu Zermelovy véty jsme uvedli ,konstrukci“ dobrého usporadani
na libovolné mnoZiné M. Ve skuteCnosti viak obecné nedovedeme kazdou mnozinu dobre
usporadat (nelze napriklad udat konkrétni dobré usporadani mnoziny R vSech realnych Cisdl,
byt podle Zermelovy véty takové dobré usporadani existuje). Vimejiz, Zze potiz tkvi v podstaté
axiomu vybéru. Tohoto axiomu jsme uzili jen v poCatku diikazu, kdyz jsme v kazdé mnoziné
@ # X € M vybirai jeden prvek. Pravé tato okolnost v&ak zplisobilato, ze dikaz Zermelovy
VEty je pouze , existencni“ anikoliv , konstruktivni“.



Kapitola 3

Kardinalni aordinalni ¢ida

1 Kardinalni Cislo. Spocetné mnoziny

Veda ma vzdycky pravdu.
Nenechte se zmést fakty.
FINAGLOVO KREDO

1.1. Definice. Rekneme, Zemnoziny A, B jsou ekvivalentni apiseme A ~ B, jestlizeexistuje
bijekce f: A — B.

1.2. Poznamka. Je zigimé, ze kdyz A je koneCnamnozina, plati A ~ B pravétehdy, kdyzi B
je konetna mnozina a obé mnoziny maji stejny potet prvkl.

1.3. Priklad.

(& Mnozina N vSech pfirozenych Cisel je ekvivaentni s mnoZinou S vSech sudych Cisel,
nebot zobrazeni f: N — Sdefinované vztahem f (x) = 2x je zfejmé bijekce.

(b) Budte a; < ap, by < by libovolna redna €ida. Pak jsou intervaly (a;, ap), (by, by)
ekvivalentni, nebot zobrazeni f: (a;, ap) — (b, by) definované vztahem

bz ~ bl(X —ap) +by
A — 1

f(x)=

je zfeimé hijekce.
1.4. Véta. Budte A, B, C libovolné mnoziny. Pak plati:

73



74 [11. KARDINALNI A ORDINALNI CISLA

1 A~A
(2 A~B=B~A
(3 A~BAB~C= A~C.

Dukaz. Tvrzeni jsou zigfma, nebot id 5 jebijekce, je-li f: A — B bijekce, jetaké f~1: B — A
bijekce, akonetng, jsou-li f: A— B, g: B — C hijekce, jego f: A— C hijekce. o

15. Véta. Bud'| Z¢@¥ mnozina, A, Bi (i € 1), A, B, C budte libovolné mnozny. Pak plati:

1 Jeli f:1 — | bijekce, pak @ A ~ Q) Ati), zefména (A x B) ~ (B x A).

icl icl
2. Necht'prokazdéi € | plati A ~ Bi. Pak @ A ~ @ B;.
iel iel

3. A~B= 2(A) ~ P(B).

4. Jsou-li mnoziny A; i mnoziny B; po dvou digunktni a plati-li Aj ~ B; pro kazdéi € I,

plati U Al ~ U Bi.

iel iel

UA
5. Jsou-li mnoziny A; po dvou digunktni, pak Act  ~ & AA; zefména pro digunktni
iel

mnozny B, C plati ABYC ~ (AB x AC).
6. AB><C ~ (AB)C
7. (@ A)B ~ R AB, zeména (A x B)® ~ (A® x BO).

iel iel

Diikaz. Dlkazy vztahti (1) — (4) jsou jednoduché a proto je nebudeme uvadét.
Ua o I .
(5) Pro kazdy prvek ¢ € A€ tj. ¢: |J A — A, oznatme ¢; restrikci zobrazeni ¢ na
iel
mnozinu A;. Pak je ¢; € AN . Definujme zobrazeni
U A
Frad — (X) AN

iel

takto: pro ¢ € AUA je F(p) = f to zobrazeni mnoziny | do mnoziny |_J A%, pro které plati
f(i) = ¢. Pak je zZfejmé F pozadovana bijekce.

(6) Bud f e AB*C libovolny prvek. Pro kazdy prvek ¢ € C definujme zobrazeni g.: B —
— A tj. prvek mnoziny AB, takto: g.(x) = f(x, c) pro kazdy prvek x e B. Definujeme-li
nyni F(y) = gy prokazdy prvek y € C,je F: C — AB,tj. F € (AB)C. Nyni jeviak zZigjmé, ze
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zobrazeni, které kazdemu prvku f e AB*C pfitadi takto zkonstruované zobrazeni F, je bijekce
mnoziny AB*¢ namnozinu (AB)C.

(7) Bud f € (® A)B libovolny prvek. Pro kazdy prvek b € B je f(b) prvek mnoziny

iel

QR AL tj. f(b) = fp: | — [ J A, pficemZ fy(i) € A prokazdéi e |.Definujmenyni zobrazeni
iel iel
fi: B — A takto: fi(b) = fp(i) pro kazdy prvek b € B. Zobrazeni F: (R A)B — @ AP
definované vztahem F(f)(i) = f; je pak evidentné bijekce. °

1.6. Definice. Rekneme, e mnoZina je spogetna, je-li ekvivalentni s mnoZzinou vech priro-
zenych Cisel. MnoZina, ktera je konetna nebo spocetng, se nazyva nejvyse spocetna.

1.7. Poznamka. Je-li A spofetna mnozina, existuje podle definice [1.1] bijekce f: N — A.
Takové funkce f, pronéZ je Dom f = N, se nazyvaji posloupnosti. L ze tedy fici, Ze mnoZina
A je spocetn, Ize-li jgi prvky usporadat do posloupnosti.

1.8. Véta. Kazda podmnoZna spoCetné mnoZiny je nejvySe spoCetna.

Dilkaz. Bud A spotetna mnoZina. Podle poznamky (1.7 je tedy A = (a)32,. Bud B € Alibo-
volna podmnozina Bud n; negmendi pfirozené cido takové, ze a, € B,
N, neimensi prirozené Cislo takove, ze n, > n; aa,, € B atd. Posloupnost (an,) je budto
koneCnaatedy B je konetna, nebo je nekonetna ato znamena, ze B je spocetna °

1.9. Véta. Bud'| nejvySe spocetna mnozina, bud A; nejvySe spocetna mnozina pro kazdéi € |I.
Pak jemnoZina | Ai nejvySe spocetna.

iel
Dilkaz. Je zZigimé, Ze stati dokazat, Ze kdyZ je | spocetna avsechny A; jsou spocetné, pak je
také AU A; spocetna. V tomto pripadé miizeme bez Gjmy na obecnosti predpokladat, ze | = N.

iel

Kazdou z mnozin A; |1ze podle predpokladu usporadat do posloupnosti takto:

A1 = {aig, &2, ..., ...}
Ao = {ax,axn,...,ax;, ...}
An = {anl,anZa---aann,---}

o o
Pak je dle | J A = {au1, @, a1, @13, @2, 8a1, 14, Az3, 832, 41, - - - }, takZe mnozina | J A je
iel icl
spocetna. °
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1.10. Désledek. Mnozina vSech celych Cisel je spotetna.

1.11. Vé&ta. Kazda nekonetna mnozina A obsahuje spotetnou podmnozinu B takovou, ze
mnozina A — B je opét nekoneCna.

Diikaz. Je-li mnoZina A nekonetna, existuji prvky a;, by € A, a; # by. ProtoZzeje A — {ag, by}
nekonecnd, existuji prvky ap, by, € A — {ai, b1}, a; # b, atd. Indukci 1ze zZfgimé v A sestrojit
dvé digunktni spocetné podmnoziny

B = (an)n21s C = (bn)nis-

Tim je tvrzeni dokazano. (Pozorny &tendr vaak jisté postiehl, Ze jsme v dilkazu vyuZzili
axiomu vybéru.) °
1.12. Vé&ta. Kartézsky soucin dvou spocetnych mnozin je spofetna mnozina.

Dlkaz. Podle véty [1.5(2) vime, Zekdyz A ~ C, B ~ D, pak je A x B ~ C x D. Stafi tedy
dokazat, ze N? je spotetna mnozina.

Pro kazdy prvek [p, q] € N? nazveme vyskou tohoto prvku &islo p + q. Je zZigimé, Ze pro

kazdé n € N, n > 1, existue n — 1 dvojic vysky n:
n}.PakjeN? =] P, podlevétyspoéetna .
n=2

1.13. DUsledek. Kartézsky soucin konecného (nenulového) poctu spotetnych mnozin je spo-
¢etnd mnozina.

1.14. Disledek. Mnozina Q viech racionalnich Cisel je spocetna.

Dikaz. Vime, Ze kazdé kladné racionalni ¢islor 1ze jednoznatné vyjadfit jako podil Ep nesou-

dénych prirozenych &isel. Téchto podilll je nejvyse tolik, jako viech dvajic [p, q] € N?, tj.
nejvySe spocetné mnoho. Odtud a z véty [1.9 nyni plyne tvrzeni. °

1.15. Vé&ta. Bud A spotetna mnozina. Pak je mnozina K viech konetnych posloupnosti prvkd

mnoziny A spocCetna.

Dilikaz. Bud n € N libovolné. Podle diisledku[1.13 je mnoZina A" v&ech usporadanych n-tic

z prvkll mnoziny A spoCetna. Podle véty jei mnozina K = [ A" spoCetna. °
n=1

1.16. DGsledek. MnoZina véech polynomll (jedné proménné) s racionalnimi koeficienty je

spocetna.
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N R

[ao’ ala ] an] S Qn+l- [ ]

1.17. Poznamka. Nyni s mizeme uvést jeden z prvnich dokladl toho, jak teorie mnozin
umoznila zodpovédét problém jiné matematické discipliny, v tomto pfipadé teorie Cisel.

Realné Cislo se nazyva algebraické, je-li kofenem n&akého polynomu s racionalnimi ko-
eficienty. Redlné Cido, které neni algebraické, se nazyva transcendentni. Je okamzité zfgjme,
7e kazdé racionalni &islo je algebraické, stejné tak jako napriklad Eislav/2, v/3, v/26 atd.

Teprve v 19. stoleti se v&ak podafilo dokéazat, ze napriklad ¢ido = je transcendentni.
Otéazkou vsak bylo, kolik viastné transcendentnich Cisel existuje. Teorie mnozin tuto otazku
jednoduse vyresila. Z faktu, ze kazdy polynom n-tého stupné ma nejvyse n redinych kofenll a
z dusledku okamzité plyne, ze mnoZzna v&ech algebraickych €isel je spocetna. V dalSim
uvidime, Ze to znamena, Ze transcendentnich Cisel je ,vice" nez Cisel agebraickych — viz
diisledek 211

1.18. Poznamka. Pfi formani vystavbéteorie mnozin |ze pfesné popsat, jak |ze kazdé mnoziné
A pritadit objekt card A, nazyvany kardinalni ¢islo mnoziny A. Pfitom pro kazdé dvé mnoziny
A, B plati

cad A= cad B <— A~ B. (*)

Ponévadz zde nebudemetuto formalizovanou konstrukci uvadét, spokojime se skonstatovanim,
Ze kazdé mnoziné A Ize pfifadit symbol card A tak, Ze je splnéna vySe uvedena podminka (x).
Kardinalni ¢iso mnoziny A se Casto také nazyva mohutnost mnoziny A. Podle po-
znamky maji dvé konetné mnoziny stejné kardinalni Cislo pravé tehdy, kdyz maji stejny
pocet prvkl. Matedy smys prijmout nasledujici oznateni:
méali konetnamnoZzina A n prvkill, oznaime card A = n. Zejménatedy card ¢ = 0. Kardinalni
Cislo spocetnych mnozin znacime symbolem R (X — Cti ,alef* — je prvni pismeno hebrejské
abecedy). (Dlivod tohoto oznateni uvidime v 86 — viz poznamka[6.9})

Cviceni k 81
Pouze v jediném pripadé si miizeme byt neomylné jisti:
jsme-li s jisti, ze se mylime.
HOLTENOVA POUCKA

1. Dokazte nasledujici tvrzeni:

a) Mnozinavsechintervalll v R, jejichz koncové body jsou racionalni, je spocetna

b) Bud A n&aka mnozina po dvou digunktnich intervalll v R. Pak je 4 nejvyse
spocetna. (Navod: Vyberte v kazdéem intervalu jedno racionalni €islo.)
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2. Bud f rednafunkce jedné redlné proménné. Dokazte, Ze mnozina vsech bodl, v nichz
mafunkce f ostry lokalni extrém, je ngjvySe spocetna. (Navod: Vyuzijte vydedku cviceni

1(8).)

3. Dokazte, Ze mnozina vdech bodl nespojitosti monotonni redlné funkce jedné realné
promeénné je ngvyse spocetna. (Navod: VyuZijte cviceni 1(b) a faktu, Ze monotonni
funkce mav kazdem bodg limitu zlevai limitu zprava.)

2 Nerovnost mezi kardinalnimi Cidly

Jde-li to svécmi do héje,
nikdo netudi, jak je hluboky.
HANEUV ZAKON
Nasledujici Cantor-Bernsteinova véta patfi k zakladnim tvrzenim teorie mnozin.

2.1. Cantor-Bernsteinova véta. Budte A, B libovolné mnoZiny. Existuji-li mnoziny A; € A,
B, C Btakové, ze A ~ By, B ~ Ay, plati A~ B.

Dlkaz. Je-li néktera z mnozin A, B konetna, je tvrzeni trividni. Bud tedy A nekonetna,
f: B — A; bud bijekce. Je-li A; = A, neni co dokazovat. Necht tedy je A; C A aanalogicky
B; C B. Oznatme A, = f (By). Pak plati:

A CAiCA A~A, B~A. (21)

Staci tedy dokazat, Ze je A ~ A, nebot z tranzitivity relace ~ pak plyne A ~ B.
Podle (1) existuje bijekce g: A — A,. Pak plati:

Al C A== A3 = g(Al) C Ay,
A C A= A4 = 0g(Ar) C Ag,
Az C Ar == As = g(Ag) C Ag,

Pfitom plati
gA-A)=A— A3

gAL—A) = Az — Ay
gA2—Am)=As— As

Protoze je g bijekce, plyne odtud ekvivalence nasledujicich mnozin:
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A-—A)DUA— A UA3—As)U...UAL— Ans) U ...
(Ao — AU (A4 — As) U (As— Ag) U...U (A1 — A2 U ... (2.2)
Oznatme .
D:=AN[A.
iel
Pak je zfgjme, Ze plati:
A=DUA-ADUAI—AA)UA—A3)UAz— Ay U...
Al=DUMAI —A)UA—A3)UAs— Ay U... (2.3)

Protoze pro sednoceni mnoZzin plati asociativni a komutativni zakon, Ize vztahy (2.3) pfepsat
natvar

A=[DUAI—A)UAs—APU...JU[(A=ADU (A, — Aj) U...]
AL=[DUAI—A)UAs— A U...JU[(A— AU (As— As) U... ]

V prvnich zavorkach mnozin Ai A; vSak stoji tytéz mnoziny, mnoziny ve druhych zavorkach
jsou podle (2.2) ekvivaentni. To v&ak znamena, ze A ~ A4, coz jsme chtéli dokazat. °

2.2. Definice. Budte a, b libovolna kardinalni €isla, A, B libovolné takové mnoziny, ze
a=cad A, b = card B. Pak klademe:

a<b < existujeinjektivni zobrazeni f: A — B.

2.3. Poznamka. (a) Relaci < mezi kardinalnimi €isly jsme definovali pomoci mnoZzin o pfi-
sludnych mohutnostech. Analogicky budeme postupovat i pozdgji napfiklad pfi definici arit-
metickych operaci. To v&ak znamena, Ze je nutno dokéazat, Ze platnost vztahu a < b nezévisi
na konkrétni volbé mnozin A, B, presngji feeno, je nutno dokazat, ze

kdyzje A~ A, B ~ By, pakinjekce A do B existuje prave tehdy,

kdyz existuje injekce A; do B;.
Toto tvrzeni je viak evidentni a zformulovani jednoduchého dilkazu pfenechame étendfi. V dal-
Sim pak tvrzeni tohoto typu vétSinou nebudeme uvadét.

(b) Definici[2.2]jsme mohli zformulovat i jinak. Uvédomime-li si totiz, ze zigimé
injekce A do B existuje prave tehdy, kdyz existuje B, € B tak, ze A ~ By,

miizemefici, ze

a<b < exisujeB,; € B takova ze A~ B;.
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Nyni jevSak nutno dokéazat, zerel ace < definovanav|2.2)je usporadani. V zhledem k tomu, ze
pozdé&ji uvidime, Ze neexistuje mnozna vsech kardinalnich €isel (tj. systém vsech kardinalnich
Cisel tvori vlastni tfidu), je nutno toto tvrzeni zformulovat nas edovné:

2.4. Vé&ta. Bud 4 libovolna mnozina kardinalnich Cisel. Pak je (4, <) uspofadana mnozna.

Diikaz. Reflexivitaatranzitivitarelace < je zZigima, nebot ida je injekce pro kazdou mnozinu
A adlozeni dvou injekci je opét injekce.
Antisymetrie relace < plyne z Cantor-Bernsteinovy véty [6.10, °
Nasledujici tvrzeni je dalSim ekvivalentem axiomu vybéru.

2.5. V&ta. Pro kazda dvé kardinalni Cisaa, b platia < bnebob < a.

Dilkaz. Budte A, B libovolné takové mnoziny, ze card A = a, card B = b. Podle Zermelovy
véty[4.71ze mnoZiny A, B dobfe uspofédat. Tvrzeni nyni plyne z véty [2.13 v kapitole . o

2.6. Poznamka. Podle véty [2.5tvofi kazda mnozina kardinalnich Eisel Fetézec. Zejména plati
O0<l<2<---<n<--- <N

Z véty [1.17] plyne, Ze Ro je negjmenSi nekonetné kardinalni Cislo. Prozatim v3ak nevime,
zda existuji nekonetna kardinalni ¢isla rtizna od R. V nasledujici vété dokazeme, ze takova
kardinalni ¢ida existuji. Jinymi slovy, existuji nekonetné mnoziny, které nejsou spocetné.
Takové mnoziny se nazyvaji nespocetné.

2.7. Cantorova véta. Budte X #Z ¢ # Y libovolné mnoziny, card Y > 2. Pak plati
card Y* > card X.

Dukaz. Nejprve dokazeme, Ze plati card X < card YX.
Podle predpokladu existuji prvky yi, ¥> € Y, y1 # Yo. Pro kazdy prvek x € X definujme
zobrazeni f,: X — Y takto:

[ y1 prot=x
f"(t)_{ Yo prote X, t #x.

Pak jeproxi, xo € X, X1 7 Xo, Zfgimée fy, 7 fy,, nebot napriklad fy, (X1) = y1, fx,(X1) = Yo.
Zobrazeni F: X — Y definované vztahem F (x) = f, pro kazdy prvek x € X jetedy injekce,
coz jsme chtéli dokazat.

Nyni dokazeme, Zeje card X # card YX.

PYipustme, Ze existuje bijekce ¢: X — YX. Definujme zobrazeni
f: X — Y néasledovné
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f(x)z{ yi, jestlizep(x)(x) # y1
Yo, jestlize p(x)(X) = yi.

Pakje f € YX aprokazdex € X jep(x) # f, takZe ¢ neni surjekce: spor.
Dokéazali jsmetak, ze card X < card YX. o

2.8. Poznamka. Dokéazali jsme prave, Ze ke kazdému kardinalnimu Cislu existuje kardinalni
Cislo vétsi. Proto existuji kardinalni Cisla vétsi nez R, tj. existuji nespocetné mnoziny. Uvédo-
mmesi v&ak, Ze z véty [2.7/okamZité plyne, Ze kardinalnich Cisel vé&tSich neZ je R, je nekonetné
mnoho. Zgiména to znamena, ze dvé nespotetné mnoziny ani zdaleka nemusi mit stgjné
kardinalni ciso!

Metoda, kterou jsme dokazali, ze v dlkazu véty [27] neexistuje surjekce
p: X — YX, je tzv. Cantorova diagonalni metoda. Jejim speciadlnim pripadem je dikaz
nasledujiciho tvrzeni.

2.9. V&ta. Mnozina viech redlnych Cisel x, 0 < X < 1 je nespocetna.

Dikaz. Bud x € (0, 1) libovolné. Pak Ize x napsat pomoci dekadického rozvoje ve tvaru
0,a1aa3. .., pficemz tento rozvoj je urcen jednoznatng, vyloucime-li rozvoje, v nichz se od
jistého indexu pocinaje vyskytuje pouze devitka. (TakZe napriklad &islo 0,3209 zapiSeme ve
tvaru 0,321.)

Predpokladejme nyni, Zze mnozina redlnych Cisel z intervalu (0, 1) je spoCetna. Pak Ize
tato Cisla usporadat do posloupnosti (1), akazde Cisor; 1ze jednoznatné vyjadrit pomoci
dekadického rozvoje takto:

ri = Oapapaiay...
ro = O,ayapaxgay...
r3 = 0,8318383383. ..
' = 0,818n28n3204. . .
Zkonstruujme nyni ¢idor = 0,a;a0aza4 ... takto: proi =1,2,...,n,... je
_ |1 jelig; #1
71 2 jeliai=1.

Pak jer € (0, 1) aprokazdén e N pritomr Zr,: spor. Interva (0O, 1) tedy neni spoCetny. e

2.10. Dldedek. Mnozina R vSech realnych ¢isel je nespotetna a plati
R~ (0,1).
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Dilkaz. Zobrazeni f (x) = arctg x je bijekce R nainterval (-3, ). Podle pFikladu[L.3(b) jsou
véak intervaly (—%, %) a(0, 1) ekvivalentni. .

2.11. DOsledek.
(8 Mnoznal vsech iracionalnich Cisel je nespoCetna.
(b) Mnozna vsech transcendentnich Cisel je nespoCetna.

Dlkaz. () JeR = QUI aQ je podie dusledku[1.14 spotetna Kdyby bylamnoZinal spocetna,
bylaby R spocetna podle véty [1.9 spor. Je tedy I nespoCetna
(b) Analogicky (z[1.9,[1.17]a[2.10). .

2.12. Véta. Bud X libovolna mnoZzina. Pak plati
card P (X) > card X.

Dilkaz. Je-li X = ¢, jecard X = 0acard £ (X) =card {#} =1 > 0. Necht tedy X # @. Zvolme
ve véte2.7Y = {0, 1}. Definujme nyni zobrazeni F: Y* — £ (X) takto:

prokazde f: X — YjeF(f) ={x; x e X, f(x) =0}.
Pak je zZfgjmé F bijekce atvrzeni véty nyni plyne z véty 2.7, nebot
card? (X) = cardY* > cardX.

2.13. Véta. Bud' M nespocetna mnozina, A nejvyse spocetna podmnozina mnoziny M. Pak je
card M =card (M — A).

Dlikaz. Je M = (M — A) U A. ProtoZe je A nejvy3Se spotetna mnozina, plyne z véty [L.9, ze
M — A je nespoCetna. Podle véty [1.17] existuje spofetna mnozina A; € M — A. Oznalme
P=(M-A) —A;.PkjeM—-A=AUP,t. M = (AU A UP. Protozejemnozina AU A,
spoletna, existuje bijekce f: Ay — AU A;. PoloZmeprokazdex e M — A

| fxX) proxe A
900 = i X proxe P.
Pak jeg: (M — A) — M bijekce a véta je dokazana. °

2.14. Dlsledek. Bud A libovolna nekonetna mnozina, B nejvySe spocetna mnozina. Pak
card (AU B) = card A.
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Diikaz. Je-li A spogetn, plynetvrzeni z véty[1.9 Je-li A nespotetnd, plynetvrzeni z véty[2.13
[ J

Zasadni duleZitost v teorii nekoneénych mnozin ma nasledujici tvrzeni:

2.15. Véta. Mnozina A je nekonetna pravé tehdy, kdyz obsahuje viastni podmnozinu B ¢ A
takovou, ze A ~ B.

Dikaz. I. Je-li A konetna, neni podle poznamky ekvivalentni s Zadnou svou vlastni
podmnoZinou.

II. Necht je A nekonetna. Je-li spocetnd, plyne tvrzeni z véty [1.11] je-li nespoCetnd, plyne
tvrzeni z véty .

2.16. Poznamka. Dosud jsme neuvedli, jak 1ze pfi axiomatické vystavbé teorie mnozin for-
malizovat intuitivné ziggmy pojem konetné a nekonetné mnoziny. Nyni vidime, Zze nam to
umoznuje véta[2.15 Pfi axiomatické vystavbé Ize podle této véty fici, Ze mnozina je neko-
necna, je-li ekvivalentni s ngjakou svou viastni podmnozinou. Pfitom je snad evidentni, Ze to,
zda nekoneCné mnoziny v axiomatické teorii existuji nebo ne, zavisi na tom, zda pfijmeme
nebo nepfijmeme axiom, ktery nam jgjich existenci postuluje. (V ZF a GB samoziejmé takovy
axiom je)

Cviceni k §2

Nejméné vysilujici je
spolehnout se na viastni sily.
MURPHYHO PARADOX

1. Budte (a,)52;, (bn)2, rostouci posloupnosti reélnych Cisel. Rekneme, Ze posloupnost
(bn) roste nez posloupnost (a,), kdyz plati nIim Bin = 0. Dokazte:

a) Kekazdeé rostouci posloupnosti existuje posloupnost, kteraroste rychleji.

b) Jeli A # ¢ takova mnozina rostoucich posloupnosti, Zze s kazdou posloupnosti
obsahuje vSechny posloupnosti, které rostou rychlgji, pak je mnozina A nespo-
¢etna. (Navod: Dilkaz provadéjte sporem. Predpokladejte, Ze 4 je nejvyse spotetna
a Cantorovou diagonalni metodou sestrojte posloupnost, ktera roste rychleji nez
v3echny posloupnosti z 4.)
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3 Aritmetika kardinalnich cisel

Pokud vychazeji matematické poucky ze skuteCnosti,
nejsou spolehlivé.

Pokud jsou spolehlivé, nevychazeji ze skuteCnosti.
EINSTEINUV POSTREH

Aby byl nazev kardinalni ¢islo opravnény, je pfirozené pozadovat, abychom pro kardinalni isla
zavedli obvyklé spolehlivé aze skuteCnosti vychéazejici aritmetickée operace. V tomto paragrafu
ukazeme, jak je definovan soucet, soucin a mocnina kardinalnich ¢isel. Ponechame na Gtenafi,
aby si promyslel, Ze pro konetna kardinalni ¢isla budou uvadéné definice odpovidat obvyklym
aritmetickym operacim v mnoziné nezapornych celych Cisel.

Poznamenegme jesté, Ze definici souctu a soucinu dvou kardin@nich Cisel (atedy i libo-
volného konetného poctu kardinalnich €isdl) 1ze zformulovat bez uziti axiomu vybéru. Pro
definici souctu,gf respektive soucinu nekonetného systému kardinalnich Cisel se vak uZiti
axiobmu vybéru nelze vyhnout. (Pfesngji Feceno, bez axiému vybéru nelze dokazat, ze kazda
mnozina kardina nich Cisel méa soucet a soucin.)

3.1. Definice. Budte a, b libovolna kardinalni €isla, A, B budte libovolné takové mnoziny,

zecard A = a, card B = b, AN B = ¢. Souctem kardina nich ¢isel a, b rozumime kardinalni
¢islo

a+b:= cad (AU B).
Obecngji: Bud K # ¢ libovolna mnozina, bud ay kardinalni €islo pro kazdé k € K. Budte
Ay, k € K po dvou disjunktni mnoziny takové, Ze pro kazdé k € K plati card A¢ = ax. Pak

definujeme
Zak = card U Ag.
keK keK

3.2. Poznamka. Nyni bychom pfi formané presném postupu méi dokéazat, ze:
(8 prokazdy systém ay, k € K, kardindnich Cisel souCet ) ax existuje;
keK
(b) tento soucet nezéavisi na volbé mnozin Ay, tj. jsou-li Ay, respektive B po dvou dis-
junktni systémy mnoZzin takové, Ze pro kazdé k € K plati Ax ~ B, pak card | J Ax =

keK
=card | J Bx.
keK

Dokézat bod (a) znai dokazat, ze kdyz K # ¢ je mnozina a ax, k € K, jsou libovolna
kardinalni Cida, pak existuji po dvou digunktni mnoziny Ay, k € K, takové, Ze card Ax = a
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pro kazdy index k € K. Zvolme tedy libovolné mnozZiny By, k € K, tak, Ze card By = &.
PoloZime-li A¢ := {k} x By, je zZfeimé Ay ~ By, tj. card A = ax amnoziny Ay jsou evidentné
po dvou disjunktni.

Tvrzeni (b) vyplyvaz véty [1.5(4).

Ve shodé stim, co jsme uvedli jiz v poznamce[2.3, nebudeme v dalSim Gvahy tohoto typu
opakovat a ponechame ovéFeni platnosti analogickych vztahti u dalSich aritmetickych operaci
Ctendri.

3.3. Véta. (Komutativni zékon) Bud K # @ libovolna mnoZina, bud' ax kardinalni €islo pro
kazdék € K. Bud f permutace mnoziny K. Pak plati

Zak = Zaf(k)-

keK keK
Dikaz. Tvrzeni plyne z véty .
3.4. Dlsledek. Pro kazda dvé kardinalni ¢ida a, b plati

atb=b+a.
Z véty [L.5 okamzité plyne

3.5. Véta. Bud K # ¢ libovolna mnoZzina, ax bud kardinalni ¢islo pro kazdé k € K. Bud
{Kx; X € X} rozklad mnoziny K. Pak plati

2 a=) ) A

keK xeX keKy
3.6. Dlsledek. Pro kazda tfi kardinalni ¢isla a, b, ¢ plati
(a+b)y+c=a+(b+c).
3.7.Pfiklad. (a) Z véty[L.9plyne, Ze:

(i) No+n =R pro kazdé konetné kardinalni cislo n;
(if) Rg+Rog =R+ Rg+Rg=---=Rg+Rg+---+Rg+...=RNy;

No—kr,at

(iii) je-li pro kazdé pfirozenécislon: 1 < a, < Vo, pak ) _ a, = No, napfiklad 1+ 2 +
n=1

+3...= n = V.

2

1

>
1
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(b) Je-li a > R libovolné, pak pro kazdé konetné n podle[2.14 plati

a+tn=a+¥y=a.

3.8. Definice. Budte a, b libovolna kardinalni €isla, A, B budte libovolné takové mnoziny,
Zzecard A = a, card B = b. Sou¢in kardinalnich isdl a, b definujeme takto:

a-b:= cad (A x B).

Obecngji: Bud K #  mnozina, ax bud kardinalni ¢islo pro kazdé k € K. Budte Ay, k € K,
libovolné takové mnoziny, Ze card Ax = ax pro kazdy index k € K. Pak

l_[ak:: card ®Ak.

keK keK

3.9. Vé&ta. (Komutativni zakon) Bud K # @, ax bud pro kazdé k € K kardinalni ¢islo, f bud
permutace mnoziny K. Pak
1_[ & = l_[ as -

keK keK

Diikaz. Potfebujeme dokéazat, Ze pro libovolny systém mnozin A, k € K a pro libovolnou

bijekci f: K — K plati @ A« ~ & At Bud ¢ € & A« libovolny prvek. Pak je

ot K — U Acaplati o0 € A Joi T: K — K bijekce, pak pro kazde k ¢ K plati

(po f)(k)kzefp[f(k)] € At k), takze(po f) € @ At . Definujeme-li zobrazeni F: & Ax —

— I@( At takto: F(g) = ¢ o f pro kaidgi; € k(% A, je F zZiggmeé poiadovank?ae}éijekce.
= =

.

3.10. Didedek. Pro kazda dvé kardinalni ¢isla a, b plati
a-b=b-a.

3.11. Véta. (Asociativni zakon) Budte ay, k € K (# ¥), kardinalni ¢isla.
Bud {Ky; y € Y} rozklad mnozny K. Pak plati

[Ta=TT1]a

keK yeY keKy
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Diikaz. Potfebujeme dokazat, Ze (pfi odpovidajicim oznateni)

DA~ QDA

keK yeY keKy

Bud tedy ¢ € ® Ay libovolny prvek. Pak je ¢: K — | J Ax takové, Ze pro kazdy index
keK
k € K plati f (k) e Ak Pro kazdé y € Y nyni polozme ¢y E— ¢|Ky. Definujeme-li zobrazeni

O Q A~ Q @ A« vztahem [D(p)](y) = ¢y prokazdéy € Y, je zZfgimé & potiebna
keK yeY keKy

bijekce. °
3.12. Didedek. Pro kazda tfi kardinalni ¢isa a, b, c plati

(a-b)y-c=a-(b-c).

Pro praktické potitani s kardinanimi €isly je obzvla&t dilezity nasledujici distributivni
zakon, ktery plyne bezprostiedné z véty [1.10,

3.13. Véta. (Didributivni zékon) Bud A # ¢ libovolnd mnozina. Necht
B, 7 ¥ je mnoZina pro kazdé « € A. Pro kazdé o € A a kazdé g € B, bud a,s kardi-
nalni ¢islo. Necht' I = & B, . Pak plati

[12 aw=2 [laww.

acA BeBy yell acA

3.14. DUsledek. Pro kazda tfi kardinalni ¢isla a, b, ¢ plati
a-(b+c)=a-b+a-c; (a+b)y-c=a-c+b-c.

3.15. Véta. Bud A # @ mnozina, card A = a a b, = b bud kardinalni ¢islo pro kazdé o € A.

Pak plati
> b,=) b=a-h.

aeA aeA

Dikaz. Budte B, po dvou disjunktni mnoZziny takové, Zze card B, = b pro kazdé« € A. Necht
card B = b. Dok&Zeme, Zze | J B, ~ (A x B).

aeA
Pro kazdé ¢ € A existeuje podle predpokladu bijekce f,: B, — B. Pro kazdy prvek
X € |J By existuje pravé jeden index ax € A takovy, ze x € B,,, nebot mnoziny B, jsou
aeA
po dvou disjunktni. Polozime-li f(x) = [ax, fq, (X)], je zZfegfmé f bijekce mnoziny | B, na
acA
mnozinu A x B. ) °
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3.16. Priklad.
(@) 1-a=aprokazdékardinani Cido a;
(b) 2-Ro =R+ Ry =Ry;
(©) N-Ro=Rg+Rg+---+ Ry =Ro;
(d) Rp-Rp=Rp+---+Rp+---=Ry.

3.17. Poznamka. V prikladu[3.7jsme vid&i, Ze pro libovolné nekonetné kardinéni Cislo a a
libovolné kardinalni Cislo b < Rq plati

a+b=a(=max(a,b)).
Podle prikladu[3.16 plati
a-Ng=R8y (=max(a, Vo)) prokazde 0Fa <.

V 86 odvodime , Ze tyto vztahy jsou specidnim pfipadem tzv. pohlcovacich zakond: pro
libovolna dvé kardinalni ¢ida a, b, z nichz alespon jedno je nekonetné (v pfipadé soucinu
samoziejmeé musi byt obé nenulovd) plati

a+b=a-b=max(a,b).

Aritmetika nekonecnych kardinalnich Cisel je proto velmi jednoducha
Nyni jeSté musime definovat mocniny kardinanich Cisel.

3.18. Definice. Budte a, b kardinalni ¢isla, A, B budte takové mnoziny, ze card A = a,
card B = b. Pak definujeme

a° = card AB.

Prvni otazkou, kterou nyni musime rozfesit, je to, zda operace umochovani souvisi ,, béz-
nym“ zplisobem s nasobenim. Ze tomu tak opravdu je, uvidime v nasledujicim tvrzeni.

3.19. Véta. Bud B libovolnd mnozna, card B = b. Budte a; kardinalni Cisla pro véechna
B € B.Jsou-li si viechna Cisla ag navzajemrovna, tj. plati-li ag = a pro vsechna g € B, pak

[Jas=]]a=2"

peB peB
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Dulikaz. Potfebujeme dokazat, Zekdyz Ag, B € B, jsoutakovémnoziny, ze A ~ A provsechna
B € B,pak @ Ag ~ AB.

peB
Budtedy fs: A — Ay bijekceprokazdé g € B. Prokazdégp € Q Agbud F(¢): B — A
peB
zobrazeni definované takto: [F(¢)](8) = fs[@(B)] (= (fs 0 ¢)(B)). Pak je zZfejmé F bijekce
& Az na AP .
BeB
3.20. Priklad.

(@) NG =0 Vo =Ro;
(b) R§=Rg-Vg...Npg =R prokazdé1 < n < Ro;
(c) a° =1 pro kazdé kardinalni &islo a, zejménatedy 0° = 1;
(d) 0 =0prokazdéa > O.
Cantorovu vétu[2.7 nyni miizeme preformul ovat takto:
3.21. Vé&ta. Budte a, b libovolna kardinalni &isla, a > 2. Pak aP > b.
Z dikazu véty [2.17 a z véty [3.21) okamzité plyne

3.22. Véta. Bud' A libovolna mnozina, card A = a. Pak card #(A) = 22, zeména tedy
card (A) > cardA.

3.23. Véta. Bud' | # ¢ libovolnamnoZzina, a, b, ¢, a (i € |) budte kardinalni ¢isla. Pak plati:

(1) aX@ =] a%, zgmenaa°=a"- a’;

iel
(b) (ab)c - ab»c;

(© (JTa)"=]]aP, zejména (a- b)°=a°- b".

iel iel
Dilikaz. Tvrzeni véty plyne bezprostfedné z véty [L5(5) — (7). .
O poditani s nerovnostmi mezi kardinalnimi €isly nas informuje nasledujici tvrzeni.

3.24. Véta. Bud' A # ¢ mnozina, budte m,, n, takova kardinalni ¢isla, ze pro kazdé o € A
plati m, < n,. Pak:

(1) > my <> ng,

aeA aeA
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@ T]me <[] Ne-
aeA aeA
Dikaz. (1) Budte M,, a N, takové po dvou disjunktni systémy mnoZzin, Ze pro kazdé o € A
plati card M, = m,, card N, = n,. Ze vztahu m, < n, plyne, ze M, ~ N/, € N,. Pak ae

podlevéty Aplati |J Mg~ U N, S U Ney tj. D-my < 7 n,.
acA aeA aeA aeA aeA

Tvrzeni (2) se dokéze anal ogicky. °

Z vé&t[3.24 a[3.19 okamZité plyne
3.25. Didedek. Pro kazda kardinalni &islam, n, p plati:
D n<p=m"<mP
(2 m<n=mP <nP,

3.26. Poznamka. ProtoZze z véty [3.24 zejména plyne, Ze pro kazda kardinéni €islam, n, p
takova, zem < n, platim+p < n+parovné&m- p < n- p, vidime, Ze pro pocitani snerovnosti
< plati v aritmetice kardind nich Cisel tatéz pravidlajako v aritmetice Cisel prirozenych. Jevak
Zigimé, Ze pri pocitani sostrou nerovnosti < analogicka pravidla neplati: ackoliv napriklad
2 < 3, presto 2+ R = 3+ R (anikoliv 2+ Ry < 3+ Rg) nebo 5- Ry = Rp - Rg = Ry (anikoliv
5-&0 < No-&o).

4 Mohutnost kontinua

Odbornik je clovék, ktery Uzkostlive dba nato,

aby se vyvaroval drobnych chyb,

zatim co se nezadrzitelné Fiti k jednomu velkému omylu.
WEINBERGUV DUSLEDEK ALLISONOVY ZASADY

Jiz ve vété[2.10 jsme odvodili, Ze mnoZina R vSech reélnych Cisel je nespofetna Ponévadz
¢islo card R hraje v fadé vah dlileZitou roli, budeme se jim nyni zabyvat podrobnéi.

4.1. Definice. Kardinalni ¢islo ¢ := 2% nazyvame mohutnosti kontinua.

Z vty [3.21)vime, Ze ¢ = 2% > Ro. Nyni uvedeme dal¥ viastnosti &islac.
4.2. Vé&ta. Bud'n libovolné prirozené €islo (tj. 1 < n < Rg). Pak plati:
(1) n+c=Rg+c=c+c=g¢;

(2 n-c=Rg-c=c-c=g¢;
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3 ¢ =¢;
(4) pron > Lplatin® = 8° =c* =c.

Dukaz.
(DPati:c<n+c<Rp+c<c+c=2.c=2.2% =2 =% =,
(2 Plati:c<n-c<Rg-c<c.c=2%.2% =NotNo = N0 =,
(3) Plyne indukci z (2).
(4) c= 2% < nfo < RY° < ¢Mo = (2M)Ro = PNoRo = Mo = ¢, o

4.3. Véta. Nasledujici mnoziny maji mohutnost kontinua:
(8 mnoZina R viech redlnych Cisel;
(b) interval (O, 1);
(c) kazdy (netrivialni) interval realnych Cisel;
(d) mnoZna vsech iracionalnich €isdl;
(e) mnozna vZech transcendentnich Cisel;
(f) mnoZzna vSech posloupnosti pfirozenych Cisel;
(g) mnozina R" (n prirozené) vdech usporadanych n-tic realnych Cisel;
(h) mnoZzina £ (N) vSech podmnozin mnozny prirozenych Cisel.

Dilkaz. Dokazeme nejprve, Ze card (0, 1) = c.

Podle véty 4) je 10% = c. Podle definice mocniny kardinalnich Cisel je 10% = card AY,
kde card A = 10. Zvolime-li A = {0,1,2,...,9}, je F = AY mnoZina véech pos oupnosti
utvorenych z cifer 0, 1, ..., 9. Oznatme G mnoZinu téch posloupnosti, v nichz se od jistého
indexu po€inaje opakuje pouze devitka, tj.

G={f eF; f=(a)p, eistujek e Ntak, zeg =9 proviechnai > kj.

Podle véty [L.I5 je G spocetnd, takze podie véty plati card (F — G) = cardF = c.
Pritadime-li nyni kazdému prvku f = (ay)pe; € F — G Cido O,a1a;...a, ..., obdrzime
zfeimé bijekci mnoziny F — G nainterval (0, 1). Dokazali jsme tak, ze card (0, 1) = c.

Z dbisledku okamzité plyne, Zzei card R = c.

Vzhledem k tomu, Ze card Q = 8 (diisledek [I.14) a rovnéZz mnozina algebraickych Cisel
je spoCetné (poznamka[L.17), plyne z pfedchoziho okamzité tvrzeni (d) i (€). Tvrzeni (c) plyne
z prikladu[L.3(b). (Uvédommesi, Ze podle véty [4.2 na mohutnost intervalu reélnych Cisel neméa
vliv, zda koncové body do tohoto intervalu patfi ¢i nikoliv.)
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MnoZina vech posloupnosti prirozenych isel je mnozina NV, Jegji mohutnost NSO jevsak
c podle véty [4.2(4), tj. plati (f).
Tvrzeni (g) plyne z véty [4.2(3), tvrzeni (h) z véty [3.22, o

4.4. Priklad. V pﬁkladuiii) jsme odvodili, ze
1+2+3+.-'=Zn=>¢0.
neN

Nyni ukazeme, Ze
Hn:1.2.3....=c_

neN
Plati totiz
1-2-3-...<Np-Rp-Np-... =R’ =¢,
—_—
No—kr'at
avsak soucasné
1.2.3....22.3.4....>2.2.2... . . =20=¢
e e’
Nofkr,at

4.5. Poznamka. Jak jsme uvedli jiZz v 82, systém vSech kardinanich Cisel tvori vlastni tfidu.
(Toto tvrzeni dokazeme v 86, dlisledek[6.15]) V definici [2.2)jsme natéto tfidé definovali uspo-
fadani a z véty 2.5 vime, Ze vzhledem k tomuto usporadani tvori kazda mnozina kardinélnich
Cisel Fetézec. Vime napfiklad, ze Rq je nejmensi nekonetné kardinalni ¢islo (poznamka[2.6) a
ze ke kazdému kardinalnimu Cislu existuje Cislo vétsi (poznamkal[2.8), avsak prakticky zadné
dal&i informace o strukture Fetézce kardinanich ¢isel nemame. Vime napfiklad, ze Ry < 2%,
nevime v&ak, existuje-li kardinalni ¢islo m takové, Ze 8y < m < 2%, (Pfedpoklad, Ze takové
¢islo m neexistuje, tzv. hypotéza kontinua, patfi k nejznaméjsim matematickym problémtim 20.
stoleti. O jeho vyfeSeni viz poznamku [6.23)) V této chvili neumime ani rozhodnout, zda méa
kazdeé kardinalni ¢islo svého bezprostfedniho nadednika i nikoliv.
Tyto adalSi informace ziskame pomaoci tzv. ordinalnich Cisel.

CviCeni k 84
HIlavni pFicinou problémt
jsou jegjich Feseni.
SEVAREIDUV ZAKON

1. Dokazte, ze kdyz je 22 > R, pak je 22 > c.
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2. Dokazte nadedujici tvrzeni: MnoZina vdech spojitych funkci f: R — R ma mohutnost
kontinua.

(Navod: Bud (a,)n2, posloupnost vSech racionalnich Cisel. Prifadte kazdé spojité funkci
f: R — R posloupnost (f(an))ne,. Dokazte, ze f Z g pravé tehdy, kdyz (f (a,)) 7
Z (g(an)). Tvrzeni pak Ize jiz snadno odvodit.)

3. Dokazte, ze mnozinavsech funkci f: R — R mamohutnost 2°.

5 Ordinalni typy a ordinalni Cisa

Pokrok neznamena,

ze se chybna teorie nahradi spravnou.

Pokrok spociva v tom, Ze se chybna teorie nahradi takovou,
na které to neni tolik znat.

HAWKINSOVA TEORIE POKROKU

V 81 jsme kazdé mnoziné A prifadili jgi kardinalni ¢islo. Nyni analogicky kazdé usporfadané
mnoziné pfifadime jgji ordinalni typ. Tak jako podstata kardinalnich Cisel spoCivalav tom, ze
card A = card B pravé tehdy, kdyz A ~ B, spoCGiva smysl ordinalnich typll ve skutenosti, Zze
stejny ordinani typ maji pravé jen izomorfni usporadané mnoziny.

5.1. Definice. Rekneme, Ze usporadané mnoziny A, B maji stejny ordinalni typ a piseme
A=B,jeli A= B.

5.2. Poznamka. Pro ordinalni typy nékterych Casto se vyskytujicich mnozin je vyhodné zavést
s standardni oznaCeni. Tak napfiklad ordindni typ prazdné mnoziny znacime symbolem O,
ordinalni typ Fetézce o n prvcich (n libovolné pfirozeng) znaime symbolem n, ordinalni
typ mnoziny N vSech prirozenych Cisel s obvyklym usporadanim znacime w, ordinéni typ
mnoziny N* znatime »* a podobné'. (Znatime tedy stejnymi symboly konetna kardin&lni
¢isai ordinalni typy konetnych Fetézcll. K omylu viak v dal§im nedojde, nebot z kontextu
bude vzdy zfgimé, v jakém vyznamu budeme téchto symbol Ui uZivat.)

1Pfipomeﬁme, Ze pro usporadanou mnozinu A zna€i A* mnozinu usporadanou dualng, tj. (A, <)* = (A, >).
Typ »* matedy napriklad mnoZzina vsech celych zapornych Cisel s obvyklym usporadanim.
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Z definice izomorfismu také plyne, Ze kdyz A = B, pak také card A = card B (pozor: ne
naopak!). Matedy smysl mluvit o mohutnosti daného ordinalniho typu. (Napfiklad typy o i o*
maji mohutnost Ro.)

Pomoci aritmetickych operaci mezi uspofadanymi mnozinami, které jsme definovali v ka-
pitole |1, 83, nyni snadno zavedeme aritmetické operace mezi ordinalnimi typy.

Poznamengjme je&té, Ze zapisem A = o rozumime fakt, Ze ordinalni typ uspofadané
mnoZiny A jsme oznaili symbolem o (napfiklad N = w).

5.3. Definice. Budte «, 8 ordinalni typy. Zvolme disjunktni usporadané mnoziny A, B tak,
7ze A=, B = 8. Pak soucet typll o, B definujeme vztahem:

a+p:=A+B.

Obecngji: Bud | 7 ¢ usporadana mnozina, bud o; ordinalni typ pro kazdé i € I. Budte
Ai,i € |, podvou digunktni uspofadané mnoziny takové, ze Aj = «; pro kazdéi € |. Pak

definujeme
Zai = Z A.

iel iel

5.4. Poznamka. Podobné jako u poCetnich operaci s kardindnimi Cigly i operace mezi ordi-
nalnimi typy definujeme pomoci mnozin o pFislusnych ordinalnich typech. U kazdé operace je
pak ale nutno dokazat, ze vysledek nezévisi na konkrétni volbé téchto mnozin. K definici
je tedy nutno dokéazat, Ze kdyz A, B;, i € | jsou po dvou digunktni systémy usporadanych
mnoZina takove, ze Ay = B (tj. A, = B;) pro kazdéi < I, pak také > Ay = Y B;. Dikaz
icl icl
tohoto tvrzen je vak jednoduchy aproto ho prenechame Etenéfi. V dal&im pak jiz Gvahy tohoto
typu nebudeme opakovat.
Z véty 3. 17]v II. kapitole okamzité plyne:

5.5. Véta. (Asociativni zakon) Bud' | # ¢ usporadana mnozna, bud «; ordinalni typ pro kazdé

i €l.Necht'| =) I. Pakplati
keK

Sa=yY Y

iel keK ielg

5.6. Didedek. Budtea, 8, y libovolné ordinalni typy. Pak plati

(@+B)+ty =a+(B+y).
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5.7. Poznamka. Z prikladu[3.3 v II. kapitole plyne, Ze secitani ordinalnich typli obecné neni
komutativni.

5.8. Priklad.
(@ w+1#1+w,nebotjezigme zel+w=wavdk w +1 % w;

(b) 1+2+3+...+n+...-=w.

5.9. Definice. Budtea, B libovolnéordinalni typy. Budte A, B libovolnéusporadané mnoziny
takove, ze A = o, B = . Pak definujeme

a-B:=A-B.

Z véty[3.I3v II. kapitole plyne
5.10. Véta. Budtew, B, y libovolné ordinalni typy. Pak plati
(@-B)-y=a-(B-y).
Z véty[3.14v Il. kapitole plyne levy distributivni z&kon.

5.11. Véta. Bud' | # ¢ usporadana mnozina, bud «; ordinalni typ pro kazdéi € |. Pak pro
libovolny ordinalni typ o plati

a-Zai =Z(a-ai).

iel iel
5.12. Didedek. Budtew, 8, y libovolné ordinalni typy. Pak plati
a-(Bry)=a-Bta-y.

5.13. Vé&ta. Bud' | # @ usporadana mnozina, | = 8. Bud o; = o ordinalni typ pro kazdéi < |.

Pak plati

Zai = ZO{ =a-p.

iel iel
Dlkaz plynez véty[3.17v II. kapitole. o
5.14. Priklad.

(a) 2. w=2+24+2+.-..+2+... =w:
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b) w-2=w+w Fw;

©C w-ow=wtotot - --+o+....

5.15. Definice. Bud « libovolny ordinalni typ. Mocninu s koneCnym exponentem definujeme
indukci takto:

o =1, am™l=q". a.

5.16.Pfiklad. @ o’ =w-w=w+w+---+o+...
Mo+’ =wl+w) =0 o=’
©w?*+w=w-(w+1) #w?
d(w+w) - 0=(w-2) - w=w- (2 -0) =w?
Ow (wt+tw)=w- (0 -2)=(0-w) 2=w’+w?

Uvédomme si, Ze vSechny ordinalni typy v pfikladu[5.16)jsou spoCetné.

’ 5.17. Definice. Ordinalni typ dobfe usporadané mnoziny se nazyva ordinalni ¢islo.

s s

5.18. Fif’lklad. 0,1,23,...,0,0+1, w+2, w+w atd. jsou ordindni €isa, w* neni ordinalni
¢islo, R neni ordinalni ¢islo atd.

Z véty [3.18v kapitole 1. plyne
5.19. Véta. Bud'| # ¢ dobfe usporadana mnozna, bud «; ordinalni ¢islo pro kazdéi < | . Pak
je >« ordinélni Cislo.
i€l
Z vé&t[3.19a[3.20 Vv I1. kapitole plyne

5.20. Véta. Budte o, 8 libovolna ordinalni ¢ida. Pak jsou o + B, o - B rovnéz ordinalni ¢isla.

Nyni budeme definovat mezi ordinalnimi ¢isly nerovnost.

5.21. Definice. Budte «, 8 ordinalni €isla. Necht A, B jsou takové uspofadané mnoziny, ze
A =0, B = B. Pak definujeme o < p pravé tehdy, kdyz existuje x € B tak, ze A = B(x).
Je-lia < Bneboa = B, pisemea < B.

5.22. Véta. Bud 4 libovolna mnoZzina ordinalnich €isel. Pak je (A, <) Fetézec.
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Dikaz. Je zZigimé, Ze relace < je reflexivni a tranzitivni. Antisymetricka je podle véty
Uplnost plyne z véty [2.13 o

5.23. Poznamka. Pozd§ji uvidime, ze podobné jako kardinani cisla tvori i vsechna ordinalni
Cidavlastni tFidu. (Viz 86.)

5.24. Definice. Bud « libovolné ordinalni ¢islo. Symbolem W («) oznaime mnozinu vSech
ordindnich Cisel B takovych, ze 8 < «.

5.25. Priklad.
W(0) = ¢ W(0) = @_z 0
W() = {0} W@Q)={0} =1
W(2) = {0, 1} W@) ={0,1} =2
W(w) ={0,1,2,...} W(w) = »

To, co naznatuji uvedené priklady, dokazeme zcela obecné.

5.26. Véta. Bud « libovolné ordinalni ¢islo. Pak plati
W(a) = «,
tj. W(«) je dobre usporadana mnozina a ma typ o.

Dlkaz. Bud « ordinalni ¢islo, A takova uspofadana mnozina, ze A = «. Pro kazdé x € A
oznatme ¢ (x) ordinalni typ mnoziny A(x). Pak je zZitggmeé ¢: A — W(a). Dokazeme, ze ¢ je
izomorfismus.

Bud B € W(x) libovolné ordinélni €islo. Pak je B < «. Podle definice [6.7] existuje ke
kazde mnozing B, B = 8, prvek x e Atakovy, ze B = A(x), tj. B = ¢(X). Je tedy ¢ surjekce.

Prox,y € A, x < yjezigmé AX) < A(Y), tj. (X) < @(y), takZe ¢ jeizotonni injekce.
Pak je p1: W() — A zigimé také izotonni, takZe ¢ je izomorfismus. .
5.27. Vé&a. Kazda mnozina ordinalnich Cisel je dobre usporadana.
Dikaz. Bud M libovolnamnoZinaordinalnich €isel, N # @ jeii libovolnapodmnoZzina. Zvolme
a € N libovolné Neni-li « ngmensi prvek mnoziny N, je P = N N W(«) # @. Protoze je
$ # P € W(x), obsahuje mnoZina P podie véty [5.26/ nejmensi prvek S. Je vSak zigmé, Ze 8
je nggmensi prvek mnoziny N, takze mnozina M je dobfe uspofadana. °
5.28. Poznamka. Bud M Z ¢ libovolna mnoZina ordinalnich &isel. Podle véty 5.27je M = u

ordinalni &islo. Podle véty [5.26 plati W(x) = ., tj. W(u) = M. Podle véty [2.11existuje pravé
jedenizomorfismus f: M — W(u). Tzn., Ze mnoZinu M |ze jednoznatné psat jako Fetézec

M:{O[0<Ol1<---<Ol§<...}g<u.
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5.29. Vé&ta. Kazdé ordinalni Cislo « ma svého bezprostfedniho nasledovnika, kterym je Cislo
o+l

Dlkaz. Necht A = «. Bud b ¢ A libovolny prvek (napfiklad {A}). Polozme B = A + {b}. Pak
B =« +1. ProtoZze A = B(b), plati @ < « + 1. Bud nyni 8 < « + 1 libovolné ordinani &islo.
Podle definice usporadani je 8 typ nékterého zatatku mnoziny B, takze zZigimé plati 8 < «.
Neexistujetedy g takove, zea < B < a + 1. °

Z véty neplyne, ze by kazdé ordinalni ¢islo muselo mit svého bezprostfedniho pred-
chlidce! (Vime, Ze bezprostredniho predchtidce nema napriklad ¢islo w). Matedy smysl nasle-
dujici definice:

5.30. Definice. Ordinalni ¢islo, které ma bezprostiedniho predchlidce, se nazyva izolované.
Cidlo, které neni izolovang, se nazyvalimitni.

531 Priklad. Cidal1,2,....n,o+1lw+2,...,0+w +1jsou izolovang, &sa 0, », » -
+2,...,w-njsoulimitni.

5.32. Véta. Budte o, B, y libovolna ordinalni ¢isla. Pak plati:
Da<p=yta<ytp
@ a=Bp=aty=B+y.

Diikaz. (1) Budte A, B, C po dvou disjunktni uspofadané mnoziny, A = o, B =
ProtoZzejea < B, existuje x € B takovy, Ze A = B(x). OznameC + A=D,C +
jezigmé D = E(X),tj.y +a < y + 8.

2 klia=8jea+y =B+y,tfjl.a+y < B+y.Nechttedy @ < 8. Necht A, B, C jsou
mnoziny svlastnostmi jako v (1). Protoze A = B(x) pro vhodny prvek x, existujeizomorfismus
A+ C do B+ C. Tvrzeni je nyni ziggmé. °

5.33. Didedek. Budte«, 8 libovolna ordinalni ¢isla. Pak plati:
Q) jelip#0,paka + 8 > «;

B, C=y.
B = E. Pak

(2 a+p=p.
Dilkaz. (1) Je-li B > 0, jepodlevéty5.31) ¢ +0 < a + B, tj. ¢ < o + .
(2) Protoze0 < a,je0+ B <a + B, 1. B <« + p podle véty [4.2(2). °

5.34. Vé&ta. Bud M # ¢ mnozina ordindnich Cisel neobsahujici ngjvetsi prvek. Necht M =
={ap <01 < - <@ <...},_y Pakprokazdy prvek e, € M plati

a, < Z(Xg.

E<M
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Dlkaz. Pfipustme, Ze existuje o, € M takovy, zZe o, > Y «;. Protoze o, neni nejvetsi

E<M
prvek v M, existuje ape1 € M, ape1 > @, > Y . Budte A;, &€ < M, po dvou digunktni
$<M
usporadané mnoziny takove, zeprokazdeé < M plati As = az. Oznabme A= Y~ A;. Protoze

E<M
D ar < e, EXiStUjEX € Agyg takovy, ze A = Ay (X). Protoze A1 C A, plyne odtud, ze
E<M
A+1 jeizomorfni s vlastni podmnoZinou svého vlastniho zacatku, coz je spor svetou[2.7, e
V definici [5.15 jsme definovali mocninu libovolného ordinéniho typu v pfipadé, ze expo-
nentem bylo kone€né ordinalni €islo. Transfinitni indukci nyni tuto definici zobecnime.

5.35. Definice. Bud o libovolné ordinalni ¢islo. Pak definujeme:
1. a%=1;
2. a5 =af o

3. @ =) apro& #0limitni.
o<é

5.36. Pfiklad. w® =Y o? =1+w+o’+....
o<w
Z véty okamZité plyne, Ze pro kazdé pfirozené n plati " < w®. Dale vime, Ze »" je
spocetny ordinalni typ, takzei w® je spocetny ordinani typ.

6 TridavSech ordinalnich Cisal. Alefy

Po slozitém FeSeni vzdy prichazi

jednoduché vysvétleni.

LUNSFORDOVO PRAVIDLO

6.1. Vé&ta. Bud M # ¢ libovolna mnozina ordinalnich ¢isel. Pak existuje ordinalni ¢islo o
takové, Ze pro kazdy prvek o € M plati ¢ < «.

Dilkaz. Obsahuje-li M nejvé&tsi prvek &, stati poloZit o = & + 1. Necht tedy M neobsahuje
negjvetsi prvek. Podle poznamky |ze psat

M=fao < - < <..}ew

apodle véty [5.34|staCi poloZite = ) as. o
E<M
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6.2. Dlsledek. Neexistuje mnozina véech ordinalnich €isdl (tj. tfida vSech ordinalnich ¢isel je
vlastni).

Diikaz. Pfipustme, Ze existuje mnozina M v3ech ordinalnich &isel. Podle[6.1] existuje ordinalni
Cido « takové, Zea > & prokazdé ¢ € M. Protozevsak o € M, plyne odtud o > «: spor. e

6.3. Véta. Bud M libovolna mnoZzna ordinalnich ¢isel. Pak mezi ordinalnimi isly, ktera nepatfi
do M, existuje nejmensi.

Dlikaz. Podle véty [6.1] existuje ordindni &islo o ¢ M. Pokud o neni nejmensi &islo nepatfici
do M, jeW(x) — M Z (. Hledany prvek je nyni negimensi prvek mnoziny W(«x) — M. °

6.4. Poznamka. Je-li m konetné kardinalni €islo, existuje pravé jedno ordinalni ¢islo mohut-
napriklad, jak vypada mnozina Z; vSech spocetnych ordinalnich Cisel.

NejmenSim prvkem mnoziny Z; je prvek w. Je-li totiz o ordinélni ¢€ido, ¢ < w, je a typ
mnoziny izomorfni s nékterou mnozinou N(x), x € N, takZe « je konetné ordinéni €islo.

Kdyz vyuzijeme odvozenych vlastnosti aritmetickych operaci mezi ordinanimi cidly, vi-
dime, ZemnoZzina Z; vypadanéasiedovné (Ctenaf necht' si promysli, Ze vSechnauvadénaordiné ni
Cislajsou opravdu spocetna):
o, o+l ow+2 ..., 0o*+Nn,..., ot+tw = 0w -2, w-2+1 ..., w-2+n, ...,
w-2+to=w-3, ...,04 ...,0N, ..., 0 -0 =%+, ..., 0°+n,. .. .0+ o,
Pro+l, ... toto=o?tw 2,0’ +w-2+1, ..., +w-2+tw=w?+w-3,...,
W*+w-4,. .., 0% *w-w = 0’ +w? = w2 2, w? 2+1,..., 0% 2+w,..., 0% 2+tw+tw = W 2+w-2,
e @2 2+w-3, .2 24P = w23, .. w4, 0w =0l 0], ... P to, ...,
WCPt+w-2,..., 0% +w-3,..., 0%+ ... 0+ tw,..., 0Pt tw-2,..., 0+t w? 2,
e, 0P+ %3, 0ttt = w2, 03,0 w0t @0, W5,
w® = Za)”,a)“’+1,...,a)‘”+a),...,a)‘”+a)-2,...,a)“’+a)-a)=a)‘”+a)2,...,a)“’+a)2+a),

nN<w
Pt 2, 0ttt w-3, 0t 2, 0%t w0l w? = w® 2,
o, w? 3, w3+, w?-3+2, ..., 0% - 3+w, ..., 0° - 3+w-2,..., 0" -3+a? ...,
2
a)“’-4,...,w“’-wZa)“’+1,...,ww+1-2,...,co“’+2,_...,w“’+3,...,w“”‘”=a)‘”'2,. w®’,
3 o) a)" © W@ )
N SN 7) L) L SN /) S AR ) kot =’ to? to? +--+? +-.-=lg,
e+l e+2,...,¢+w,...ad., ad.

EOME

Ko

Nyni je samozfejma otazka, zda je mnoZina Z, spocetna nebo nespocetna. Najit odpoved
na tuto otézku je vsak velmi jednoduché. Podle Zermelovy véty [4.7) existuji nespocetné dobre
usporadané mnoziny, tj. existuji nespocetna ordinani ¢isla. Podle véty existuje nejmensi
nespocetné ordinani ¢islo; oznatme toto Cislo w;. Podle véty je W(wy) = wy, takze
W(w1) = {0} UN U Z; je nespotetna. Protoze N je spogetna, je Z; nutné nespotetna. Cislo
card Z; # Rg oznatme R;.
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Nyni zobecnime postup, ktery jsme provadéli pro kardinalni €islo Rg.

6.5. Definice. Bud m libovolné nekoneéné kardinalni ¢islo. Oznaéme Z (m) mnoZzinu vSech
ordinalnich ¢isel mohutnosti m. Ngjmensi prvek mnoziny Z(m) oznatme w(m). Cislo w(m)
nazyvame pocatecni ordinalni ¢islo mohutnosti m.

6.6. Poznamka. Uvédomme si, Ze definice[6.5 je naprosto regulérni. Z Zermelovy véty
plyne, ze Z(m) je vzdy neprazdna mnozina. Zvolime-li totiz libovolné nekonetné kardinalni
¢islo m alibovolnou mnozinu M této mohutnosti, existuje podlie Zermelovy véty 4.7 na této
mnoziné dobré usporadani. Ordinani typ takto vzniklé uspofadané mnoziny je tedy or dinalni
Cislo zvolené mohutnosti m, takze existuji ordinalni Cisla kazdé mohutnosti. Existence Cisa
w(m) plyne z véty. Cislo w(m) je pritom vizdy limitni. Kdyby totiZ platilo w(m) = o + 1
pro nékteré o, byloby o € Z(m), o < w(m), coz neni mozné.

6.7. Véta. Bud' m libovolné nekonetné kardinalni €islo. Pak je Z(m) limitni ordinalni ¢islo.

Diikaz. Oznaéme & = Z(m). Podle véty [5.27 je £ ordinani &islo. MnoZina Z(m) neobsahuje
nejVetsi prvek, nebot o € Z(m) = a+1 € Z(m). Odtudvsak plyne,zeZ(m) ¢ |J W(w) =

aeZ(m)

= W. Jeli B € W libovolny prvek ay < g libovolné ordinélni ¢islo, je také y € W (nebot
B € W(x) = y € W(w) € W). To znameng, ze W = W(p), kde o je neimensi ordinalni ¢islo
takové, 7e o ¢ W. Podle véty[5.26 plati W(o) = o, 1j. W = ¢ agislo ¢ jelimitni ordinalni &islo
podle poznamky [6.6, Nyni vSak plati

W = W(o) = W[w(m)] + Z(m),

tj. 0 = w(m) +&. Protoze je o limitni, je nutnéi & limitni. (Kdyby totiz platilo & = ¢ + 1, platilo
by o =w(m)+ (¢ +1) = (w(m) +¢) + L ap by nebylo limitni.) .

6.8. Definice. Bud m libovolné nekonetné kardinalni ¢islo. Oznatme
A(m) = {w(n); Rg <N < m}.

Necht A(m) = «. Pak €islo w(m) oznatime w, akardindni ¢iso m oznatime R,,.

6.9. Poznamka. Protozeje A(m) mnozinaordinalnich €isel, je dobfe uspofadana, tj. A(m) = «
jeordinalni ¢islo. Protoze W(a) = «, je A(m) = W (x). Plati napfiklad

ARo) = {w(n); Ro =N < Ro} =4,

tj. A(Rg) = 0. Ngjmendi ordindni €islo o mohutnosti R, tj. ¢islo @, mame tedy podle
oznaCit wg. Znateni Cisla g je pfitom ve shodé s touto definici.
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Z definic[6.5 a[6.§ okamzité plyne nasledujici tvrzeni:
6.10. Véta. Kazdé nekonetné Cislo je nékterym alefem.

Z uvedené konstrukce plyne, Ze kazdé pocatecni ordinalni ¢islo i kazda mohutnost je w,,
respektive R, kde a je ngaké ordinadlni €iso. Nyni postupné ukazeme, Ze naopak kazdé
ordina@lni €islo jeindexem nékterého pocatecniho ordindniho Cislaatedy i nékterého aefu.
6.11. V&a. Budte w,, wz libovolna potatetni ordinalni €isla. Pak w, < wg pravé tehdy, kdyz

o < B.

Dlkaz. Podlepoznémkyplati A(m) = W(a), kdea = A(m), A(n) = W(B),kdes = A(n).
Plati:

a< B < W() jevlastni zatatek v mnozine W(B) <—
<= A(m) jevlastni zatatek v A(n) <= w(M) < w(n) <
— Wy < wg.

6.12. Véta. Kazdé ordinalni ¢islo je indexem nékterého alefu.

Dukaz. Pripustme, Ze existuje ordinani ¢islo «, které neni indexem zadného alefu a tedy ani
Zadného pocatecniho ordinalniho Cisla. Pak 1ze pfedpokladat, Zze « je nejmensi takové ordinal ni
cido.

Mohou nastat dva pFipady:

(d) o jeizolované €idlo, tj. @ = B + 1. Podle pfedpokladu tedy existuje pocatecni ordinalni
Cislo wp a g = card wg. Oznalme ¢ = Z(Rp). Podle vétyje @ limitni ordinani Cislo.
Oznafime-li o = wy + ¢, plati (viz diikaz véty [6.7)

W(o) = W(wp) + Z(Rg) = W(wp) +{y; cardy =Rg}.
Odtud v3ak
A(card 0) = {w,; 0 < wg} + wg,

takZe index pocatecniho ordinaniho Cislamohutnosti card ¢ jeroven g + 1 = «: spor.

(b) « jelimitni ¢ido. Plati o > 0, nebot 0 je indexem alefu. Podle predpokladu je kazdé
ordinalni ¢iso £ < « indexem nékterého pocatecniho ordinalniho Cisla we. Toto Cislo w; je
pritom podle véty [6.11] jednoznatné uréeno. Polozme nyni

z= | Z(cads), W= Jwe).

wo<&<a tecZ

Pak je ¢ = W opét pocatetni ordinalni Gislo azigmé ¢ = w,: spor. °
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6.13. Dlisledek. Kazdé ordinalni ¢islo je indexem pravé jednoho alefu, pficemz pro kazda
ordinalni ¢isa «, B plati
a<p pravekdyz R, <g.

Odtud a z véty [5.27 plyne
6.14. Didedek. Kazda mnoZna kardinalnich Gisel je dobie uspofadana.

Z disledkti[6.13 a[6.2 plyne

6.15. DUsledek. Neexistuje mnoZna véech kardinalnich Gisel (tj. tfida véech kardinalnich Cisel
je viastni).

Z disledku[6.13 avéty [5.29 plyne

6.16. DUsledek. Pro kazdé ordinalni €islo « plati 8, < Ry.1, pficemz neexistuje kardinalni
Gido mtakove, Ze R, < m < R, +1.

Jiz v poznamce[3.17]jsme uvedli, ze aritmetika nekonetnych kardinélnich Cisel je jednodu-
cha vzhledem k platnosti tzv. pohlcovacich zakonll. Nyni jiz mlizeme platnost téchto zakondi
dokazat. Nejprve v&ak uvedme jedno pomocné tvrzeni.

6.17. Lemma. Budtea > B libovolnaordinalni €isla. Pak existuje pravé jedno ordinani ¢islo
y takove, zea = B +y.

Dtikaz. Bud A libovolnatakova uspofadana mnozina, ze A = «. Pak v A existuje praveé jeden
zatatek B takovy, ze B = . Oznatime-li y = A— B, jea = B + y. Zbyvatedy dokéazat, ze
toto ¢ido y je ureno jednoznatné.

Necht B + y1 = B + y.. Podle véty [5.32(1) nemlize platit y1 < y» ani y» < y1, takze plati
Y=Yy °

6.18. Véta. Pro kazdé ordinalni ¢ido o plati
Ry - Ny =R,

Dilkaz. Pro « = 0 jsme tvrzeni dokazali v prikladu[3.16 Podle principu transfinitni indukce
tedy staCi dokézat, ze kdyz R - R; = N prokazdée ¢ < t, pak také R, - R, = N, (pfi libovolné
volbé ¢idar).

Polozmetedy M := W(w,) x W(w,) (podle definice plati card W(w,) = R;). Pro[8, y] €
e M plati B < w;, ¥ < w,. Cislo & = B +y nazveme vy3kou prvku [B, y 1. Nejprve ukazeme,
Zer=p+y < w;.

Oznatme a = card W(B), b = card W(y). Necht napfiklad a < b. Pak platia < b < R,.
Nyni mohou nastat tfi pfipady:
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(1) B, y jsou koneCnaordinalni Cisla. Pak jetvrzeni 8 +y < w, Zfgmé.

(2) B jekonetng, y nekonetné. Pak jea+b=b,tj.cad (8 +y) =cardy <
<R, G.8+y <N,

(3) B,y jsou nekonetna kardinalni Cisla. Pak jsou a, b nékteré alefy a podle indukéniho
predpokladu platia-a=a,b-b=bh. Pak ae

b<a+b<b+b=2-b<b-b=bh,
takze steinéjakov (2) platia+b =D, tj. plati B +y < w,.

Dokazali jsmetak, ze vyska A kazdého prvku mnoziny M je prvek mnoziny W(w,).
Pro kazdé . < w, nyni polozme

M,={[ByleM; B+y =1}, M=[]J M.

A<wr

Zvolme nyni A < w, libovolné. Podle lemmatu [6.17] existuje pro kazdé g < A pravé jedno
ordin@lni Cislo y takove, ze B + vy = A, tj. existuje prave jeden prvek [, y] € M,. To viak
znamena, ze M, ~ W41, 1j. existujebijekce f: W(A+1) — M, Definujeme-li nyni usporadani
na M, tak, aby f byl izomorfismus, je M, = W(x + 1), tj. M, = A + 1. ProtoZe jsou mnoziny
M;, A < w., po dvou disunktni, miizeme utvorit jejich soucet; jinak feteno, M |ze usporadat
tak, ZeplaiM = > M. PaiM=9= Y (+1).

reW(w7) reW(wr)
Nyni dok&zeme, ze ¥ = w,. Protoze podle véty plati ¥ > w,, stati dokazat, Ze nemlize

platit & > w,. Dokézeme to sporem.

Pfipustme tedy, Zze ¢ > w,. Pak ale existuje &; = [B1, y1] € M tak, Ze pro vlastni zatatek
M (&) plati M (&1) = w,. Oznatme A, = B1+y1. Podlepredchozihojed; < w,,tj.card iy < R;.
Pro kazde ¢ = [b, y] € M(&) v&k plati B +y < Aq, takZetim spideje B < A1, ¥ < A1
Ponévadz je vsak card 1, < R, plati podle indukéniho predpokladu

cad{[B,y] e M; B <ii+1 y <Ai;+1} = cadxr;.

Odtud vSak plyne, Ze card M (&1) < card A1 < R, spor.
Tim je véta dokéazana. °

6.19. Dlsledek. (Pohlcovaci zakony) Budte «, B libovolna ordinalni ¢isla, max («, ) bud
VEtSi z nich. Pak plati
Ny +Rg =R - Rg = Rmax (@, 8)»

tj. soucet i soucin dvou nekonecnych kardinalnich Cisel je vétsi ztéchto dvou kardinalnich Cisel.
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Dlikaz. Necht napriklad 8 < . Pak jeRg < R, aplati

NozSNQ'FN/SSxa"'xa:z'xafxa'xazxaa

. Ry + R = X,
Podobné
RaSNa'NﬁSNa'Ra:Na,
. R, - Ng = Ra. .

Nyni jiz mbizeme snadno urcit mohutnost mnoZziny Z(m) pro libovolné nekonené kardi-
nalni ¢islo m. Plati

6.20. Véta. Pro kazdé ordinalni ¢ido o plati
card Z(Ry) = Ny+1.

Dilkaz. Je zZigime, ze Z(Ry) = W(wg+1) — W(wy). AvSak card Z(R,) je néktery alef. Necht
tedy napriklad card Z(R,) = 8,,. Protoze W(wgy+1) = Z(Ry) + W(w, ), dostavame Rg+1 = N, +
+ 8y = Nmax(peys . @ +1 = maX(y, a). ProtoZze « < o + 1, znamenato, ze y = o + 1.
[ J

Tvrzeni véty lze jesté zesilit. Podle ni totiz plati cad Z(R,) =
= Ry+1 = card W(wg+1). UkaZeme, ze mnoziny Z(R,) a W(w.+1) Maji ngen stejné kardi-
nalni islo, alei stejny ordinalni typ.

6.21. Vé&ta. Bud w, libovolné pocatetni ordinalni ¢islo. Pak pro kazdy prvek & € W(w,,) plati

Wi(wy) = W(wy) — W(E).

Dlikaz. Oznatme B(&) = W(wy) — W(£). Pak W(w,) = W(£) + B(£). Protoze W(¢) = &,
plati card W(¢) < R, nebot & < w,. Daleplati card W(w,) = Rz =card [W(&) + B(&)], takze
card B(£) = 8, podle diisledku[6.19 Protoze plati B(£) < w, aw, je nejmensi ordinalni &islo
o mohutnosti R, plyne odtud celkem B(&) = w,. o

6.22. DGsledek. Pro kazdé ordinalni ¢islo o plati

Z(Ry) = Wg+1.

Dikaz. Plati Z(Ry) = W(we+1) — W(a,). Podle véty [6.21] plati

Z(Ry) = W(@a+1) — W(we) = W(wg+1) = + 1.
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6.23. Poznamka. Mohutnost kontinua ¢ = 2% je podle véty nékterym alefem. Podle
véty 3.2 plati ¢ > ;. Jiz Cantor predpoklédal, Ze ¢ = R;. Jak jsme uvedli jiz v[4.5, nazyval
se tento predpoklad hypotéza kontinua.

Tato hypotéza patfi k nejznaméjsim matemati ckym problémiim 20. stoleti. Samotny Cantor
ji Zformuloval jiz v r. 1878 a dokonce nékolikréat prohlaSoval, Ze jeji dlikaz v nejbliz&i dobé
uvergini. Nikdy se mu vSak hypotézu nepodaFil o roziesit. Dnesvime, zeto bylo veelku zakonité;
hypotéza kontinuabyla prostfedky, které mé&l Cantor k dispozici, nefeSitelnaaodpovéd sezcela
vymyka predstavam, které mohli matematikové Cantorovy doby viibec mit.

Pres znatné Gsili mnoha matematikll se tuto hypotézu dlouho nikomu nedafilo ani dokazat
ani vyvrétit, atkoliv fada diivodll stale vyrazngji nasvédtovala tomu, Ze by hypotéza méla byt
spravna. Prvni vyznamny krok ucinil azvr. 1940 K. Godel, ktery v jim vybudované axiomatické
teorii mnozin? dokéazal, Ze pokud je tato teorie bezesporna, je bezesporna i teorie, ktera
vznikne pfidanim axiomu vyb&ru a zobecnéné hypotézy kontinua.®

Co z tohoto vysedku plyne? Kdyby bylo napfiklad v ZF mozné hypotézu kontinuavyvrétit,
musela by byt teorie ,,ZF+hypotéza kontinua“ sporna. Protoze v3ak neni (pokud neni ZF
sporna sama o sobg, v coz samozigimé doufame), plyne odtud, Ze hypotézu kontinua nelze
v ZF vyvratit. My v3aK jiZ vime, Ze to samoziejmé neznamena, zeji lze v ZF dokazat!

Stejna situace byla i s axiomem vybéru. Pres Getné vyhrady k jeho pouZivani Godelliv
vysledek znamenal, Ze axiom vybéru nevede ke sporu.

Definitivné byl problém hypotézy kontinua vyfeSen v r. 1963, kdy americky matematik P.
Cohen dokazal, Ze hypotéza kontinua tvori v Zermelo-Fraenkeloveé teorii mnozin neroz-
hodnutelné tvrzeni (srovng s definici [5.11). Témé& soucasné s Cohenem, v r. 1964, dokézal
totéz v teorii Godel-Bernaysoveé cesky matematik P. Vopénka.

O této problematice se jesté zminime v kapitole 1V, §5.

Cviceni k 86.
Nic neni nemozng,
pokud to nemusite délat sami.

WEILERUV ZAKON

1. Dokazte nasledujici tvrzeni:

2y tzv. teorii =, ktera je ,hodné blizk&" teorii ZF. Zejména bezespornost jedné z téchto teorii implikuje
bezespornost druhé.

SHypotéza kontinua je zvla&tnim piipadem tzv. zobecnéné hypotézy kontinua 28« = X,,41 pro kazde ordinalni
&islo . (Pfipomefime si, ze z vétyvime, zevzdy plati 2% > R,41.)

4vzgiemny vztah mezi axibmem vybéru a zobecngnou hypotézou kontinua dokéazali W. Sierpinski (1947) a
E. Specker (1952), kdyz odvodili, ze ze zobecnéné hypotézy kontinua axiom vybéru vyplyva.
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Bud X, nekonecné kardinalni ¢islo. Bud K # ¢ libovolna takova mnozina, ze card K <
< X,. Budte my, k € K, takova kardinalni ¢ida, ze my < R, pro kazdé k € K. Pak

z{: mg < R,.
keK

2. Kardindlni €islo X, se nazyva iregularni, jestlize X, = > my, kde card K <

keK
< Ry, Mg < R, pro kazdéek € K.

Nekonetné kardindlni ¢islo, které neni iregularni, se nazyvaregularni. Dokazte:
a) Kazdé Cislo 8,41 je regularni. (Navod: Vyuzijte cviceni 1.)

b) Cislo 8, jeiregularni. (Navod: Dokazte, Ze 8, = > 8.)

N<wo

3. V&echnaznamaregularni CislaR, jsoutakova, Zea jeizolovanéordinéni ¢islo (povazujeme-
li nyni O zaizolované ¢ido). Dodnes neni znamo, zda existuji regularni kardinalni ¢isla
Ry, jgichz index « je limitni ordinalni Cislo; takové kardinani Cislo se nazyva nedosa-
Zitelné.

Promyslete si, Zze pokud existuje nedosazitelné kardinalni ¢ido X, musi byt nesmirné
velké. (Uvazte, ze mohutnost jeho indexu o by sama musela byt nedosazitelnym kardi-
nalnim cislem.)

4. Kardinani ¢ido m se nazyva méfitelng, jestlize existuje takova mnozina A, card A = m,
atakové zobrazeni f: P(A) — {0, 1}, ze plati:

a f(A=1;
b) pro kazdy prvek a € Aplati f ({a}) =0;
¢) jsou-li mnoziny X, € A,n=1,2,..., podvou disunktni, pak

f (U xn> = Z f (Xn).
n=1 n=1
Cislo, které neni méfitelng, se nazyva neméritelné.

Dokazte nasledujici tvrzeni:

a) Rpjeneméfitelné.

B) Je-li R, nem&itelné, je kazdé Ciso m < R, neméritelné.

y) Ngimensi méfitelné kardinalni ¢islo je nedosazitelng, pricemz neimensi nedosaz-
telné kardinalni Cido je jeSté neméfitelné. (Viz [1], str. 318.)



Kapitola 4

Historicky vyvoj teorie mnozin

1 Vyvoj pojmu nekonecno.

Dilo B. Bolzana

Co dobr'e zatina — Spatné skonci.
Co ¥patné zatina — skondi jesté hiir.
PUDDERUV ZAKON

Teorie mnoZin je dnes zakladem, naném? je vystavena prevazna cast soucasné matematiky.
Pfes narocnost a vysokou abstraktnost této teorie jsou jeji zakladni pojmy natolik vérnym
odrazemreality, zejsoujiz zahrnuty i do uCivazakladni Skoly. Je proto dojisté miry prekvapujici,
Ze seteorie mnozin jakozto samostatna matematicka disciplina zatala formovat az v 70. letech
minulého stoleti v dile vynikajiciho némeckého matematika Georga Cantora. V této kapitole
se budeme zabyvat historii teorie mnozin a diisledky této teorie pro vyvoj matematiky ve
20. stoleti.

Vzhledem k tomu, Ze teorie mnozin vznikla pfedevdim z potfeby vyrovnat se s proble-
matikou nekonetna, pfipomeneme nejprve, jak se vyvijely predstavy matematikll a filozof(i
v tomto sméru.

Aktualni a potencialni nekonetno

Casto podl éhame klamnému dojmu, Zelidske poznatky serozvijeji , pfimotare*: pridavame
pouze nové anové poznatky k tém drivgiSim, vimetoho stale , vice avice". Své predstavy pod-
souvame nasim predktim amnohdy si viibec neuvédomujeme, Zeleckteré nase,, samozi'ejmosti*

ani zdaleka nemusely byt ,, samozigimé"* v minulosti.

108
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Na z&kladni Skole détem fikame, Ze mnoZina N vSech pfirozenych Cisel je nekonecna (a
nikdo se nad tim nepozastavi), vdichni samozieimé vime, Ze bodll na UseCce je nekonetné
mnoho (anavic jsme zjitili, Ze jejich ,vice" nez prirozenych Cisel, protoZe je jich nespocetné
mnoho, zatim co N je pouze spocetna). | malé déti chapou, Ze pfimka nema zadny konec a pfi
pohledu na vecerni oblohu pfimo ,, citime"* nekonetno vesmiru, ktery nas obklopuje. Malokdo
si pfitom uvédomuje, Ze po dliouha staleti, dokonce jesté v minulém stoleti, bylo vSechno jinak.

Vratme se v nadich (vahach do starého Recka, kde se formovaly zaklady moderni védy
vCetné matematiky. S pojmem ,, nekonecno” samoziejmeé staroretti filosof ové bézné pracovali.
Byli si v&ak dobre védomi problémd, kteréjsou stimto pojmem spojeny.* Postupné vykrystali-
zoval dvoji pristup k nekonecnu. Misto dlouhého teoretického popisu tyto pFistupy ilustrujme
na jednoduchém prikladu.

Samozigimé, e iz stafi Rekové dobre védali, Ze prirozenych &isel

1,2,3...,n,...

je nekonetné mnoho. Tuto skutecnost vsak miizeme popsat a chapat dvéma zplisoby.

Budeme-li postupné psét pfirozenacisla, nikdy je nevypiSeme vdechna. Za kazdym €islem
nasleduje dalsi, jakoukoliv pfedem stanovenou mez dfive nebo pozdgi prekroCime. Takto
chapané nekonetno popisujici proces, ktery nikdy neskonci, mez, které nikdy nedosahneme,
to je tzv. potencialni nekonecno.

My dnes v&ak, pod vlivem vyvoje, ktery trvajiz nékolik desetileti, chgpeme nekonecnost
systému prirozenych Cisel jinak: divame se namnoZinu N jako kdybychom ji , vidéli“ hotovou,
stavime se do pozice, kterou Rekové prenechali bohfim a ktera nebyla uréena lidskému zkou-
mani. Nekonetné mnoziny si pfedstavujeme jako zavrsené a zkoumame bez obav vlastnosti
téchto systémtl. Tomuto nekonetnu, chapanému v zavrseng, definitivni formé, se fika aktualni
nekonecno.

Z Yady diivod@i vécnych i filozofickych dospéli Rekove — jak jsmejiz naznatili — k tomu,
Ze lidskému zkoumani je pristupné pouze nekonetno potencialni. Proto kdyz Eukleidés ve 3.
stoleti pr. Kr. hovori o pfimce, ma na mysli Usetku, kterou miize ,neomezen&* prodiuzovat,
nikdy ji viak nemtize prodlouZit ,, do nekonetna“, jak si to dnes predstavujeme my. Z téhoz
dbivodu formuluje Eukleidés tvrzeni o poctu prvoCisel tak, Zejich je vice nez jakékoliv predem
dané mnozstvi, nebot védél aumé dokazat, Ze jich neni jen konetné mnoho. Nemohl vSak Fici,
Zejich je ,nekonetné mnoho", protoZe to by musel pfipustit aktuélni nekonecno, tvérit se, Ze
vidi mnozinu vsech prvotisel hotovou, dokoncenou.

A proto také, abychom nezlistai jen u prikladl z matematiky, byl vesmir v antickém
Recku konegny. Zanejvzdalengj&i sférou stalic nebylo nic anikoho nenapadalo klast si otazku,

17a mnohé uvedme Zénona z Eleje, ktery proslulymi aporiemi, z nichz nejznam&i je Achilleus a Zelva,
dokazoval nemoznost pohybu. V&echny aporie vyuZivaly predstavy nekonetné délitelnosti prostoru, respektive

casu.
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kterou s my, navykli jiz nekoneCnu aktua nimu, snad ani nedovedeme nepol oZit: co je za onou
posledni sférou? Krasa jejich vesmiru spoCivala v jeho konetnosti, v fadu, ktery odpovidal
jgjich prfedstavam o harmonii svéta.

Vyvoj pojmu nekonetno

Chapani nekonetna, které se vyvinulo v antice, se udrzelo dlouha staleti. Lidskému poznavani
bylo dano nekonetno potencialni a my3enka na aktuélni nekonecno se jevila jako nepatficna
a Clovéku nepridusgjici. Az velky rané renesancni myslitel Mikulas Kusansky si jako jeden
z prvnich troufa rozvijet mySenku, co by to znamenalo, kdyby byl vesmir nekonetny. Jeho
mySlenky v&ak byly pfilis odvazné a ojedinélé.

Jen nesméle se v my8enkach védcll rodily otazky, které nam dnes pripadaji samoziejme,
predevdim pak ta, ktera v 70. letech 19. stoleti koneckoncll stdla u zrodu teorie mnozin: ma
viibec smysl porovnavat nekonecné systémy podle velikosti? Tuto otazku si napriklad v roce
1638 poloZil jeden z géniti oné doby, Galileo Galilei. Ten si vypsal dvé fady Cisel:
prirozenacida

1,23,4,5,...

ajgjich druhé mocniny
1,4,6,16,25,...

auvedomil si, dnesni terminologii FeCeno, Ze mezi témito mnozinami existuje bijekce! To by
v&ak méo znamenat, Ze uvedené systémy Cisel jsou stejnévelké! A to se, veelku zakonite, Ga-
lileimu jevilo jako naprosty nesmysl. V zdyt prece jeden ze zakladnich Eukleidovych logickych
axiom, které byly nezpochybnitelnym pilifem tehdejsi matematiky, Fika, Ze celek je VEtSi nez
Cast. A tady se zdg, Ze by druhy systém, ktery je evidentni ¢asti prvniho, mél byt stejné velky.

Jaky zaveér z této ,, absurdni* situace Galilel vyvodil ? Pro nekonetné systémy neméaotazka
ojeich velikosti naprosto zadny smysl!

Takovy tedy byl stav ivah o nekonetnu zhruba v poloving 17. stoleti. A zahy se mélacela
Situace jesté vice zkomplikovat. Uvazovalo-li se zatim o (potencidlné) nekonetné velkych
veliCinach, ve druhé polovingé 17. stoleti se situace je&té vice zdramatizovala.

Jak je vieobecné znamo, vznikav této dobé diferencialni a integralni pocet. Pfestoze jeho
tvlirci Gottfried Wilhelm Leibniz alsaac Newton pristoupili k jeho vystavbé z odlisnych pozic,
byl infinitesimalni poCet u obou zaloZzen na pojmu nekonetné malé veliciny. Jakkoliv tento
pojem nebyl Ffadné definovan a pravidla pro pocitani s nekonetné malymi veliGinami byla
dana jen velmi vagné, ukazalo se zahy, ze diferenciélni a integralni pocet je vskutku mocnym
nastrojem nejen v matematice, alei v fadé aplikaci, pfedevsim pak ve fyzice. Nejasnosti v jeho
zé&kladech se vSak postupné vyhrocovaly a posliéze v 18. stoleti vyGstily ve stav, ktery dnes
nazyvame druhou kriZi matematiky.
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Problémy matematickée analyzy se postupné odstranovaly aZ od pocatku 19. stoleti. Zasadni
roli zde sehral Augustin Louis Cauchy zavedenim limity na po€atku dvacatych let, vyznamné
v&ak do této problematiky zasahl svymi pracemi z matematické analyzy i Bolzano.?

Dospéli jsme tak v tomto stru¢ném pfehledu do obdobi, v némz Bolzano piSe své dilo
Paradoxy nekonecna, které nas v souvidosti s teorii mnozin mimoradné zajiméa.

Zrekapitulujeme-li tedy stav v poloving 19. stoleti, Ize fici nasledujici: védecka komunita
pracuje s potencié nim nekoneCnem a odmita nekonetno aktuéni jako néco, co neni pristupno
lidskemu zkoumani. V matematické analyze jiz sice existuji nastroje k odstranéni problemd
S,,nekoneCné malymi* veliCinami, presto vSak v matematické, fyzikalni adalsi literature pretr-
vavaji nespravné a nel ogické postupy, které clovéka s tak kritickym a analytickym my3enim,
jaké mé& Bolzano, musely zakonité vyprovokovat k formulaci svého nahledu na problematiku
nekonetna.

B. Bolzano a ,, Par adoxy nekonetna*

Paradoxy nekonecna, nejznamési Bolzanova kniha, vy3ly v roce 1851, tfi roky po jeho smrti.
Bolzanoji psal posledni dvaroky pred smrti, v letech 1847 — 1848, atak ji |ze v mnohaohledech
povazovat za vyvrcholeni a uzavieni jeho dila.

Jakkoliv s Bolzano sam ze svych knih negjvice cenil monumentalni Ctyfdilné ucebnice
logiky a metodologie vedy Wissenschaftlehre (v Ceském prekladu Vedoslovi), ovlivnily pravé
Paradoxy nekonetna dal&i vyvoj matematiky ze v&ech jeho dél nejvyrazngji. Podstatnou mérou
k tomu samozi'ejmé pirispélai taskuteCnost, ze rukopisnestihl osud mnohajeho dalSich dél, ktera
zlistalalezet v nezpracované pozlstalosti dlouha desetileti. Bolzanliv 28k, FrantiSek Prihonsky,
jenz po Bolzanové smrti rukopis obdrzel se zadosti o pfipravu do tisku, setohaoto Ukolu vskutku
obg&tavé a zodpovédng ujal atak v roce 1851 mohly Paradoxy v Lipsku opravdu vyjit.

Paradoxy nekonetna pfitom nejsou ryze matemati ckou knihou. Jde spise o dilo matematicko-
filozofické, v némz je znatna pozornost vénovanai fyzice, |épe feCeno fyzikalnimu nazirani na
Svét, teologii apod. Bezesporu vSak je skutetnosti, jak v dalSim ukazeme, Ze pravé ,, matema-
tické" paséze knihy patfi k tém pozoruhodn&Sim.

Sledujeme-li vyvoj hodnoceni Bolzanova prinosu ke svétové matematice, vypozorujeme
zahy dvaobvyklé extrémy: od prehlizeni k nekritickému nadsazovani ak podsouvani my3lenek
a Umysl{, které Bolzano prokazatelné nemél. Jak v dalSim uvedeme, hlavni Bolzanlliv prinos

2Poznamenej me, Ze tento proces zpresiovani matematické analyzy dovrsil ve 2. poloving 19. stoleti Karl
Weierstrass zavedenim tzv. ¢ — § jazyka“. V ramci téchto snah byla v 70. letech minulého stoleti fadné zavedena
realna Cisla G. Cantorem a Richardem Dedekindem. V systému reé@lnych Cisel jiz samoziejmé nemohou existovat
zadné , nekonetné malé" veliciny.

3Jak znamo, Bolzano psal své prace némecky nebo latinsky. Originalni nazev némecky psanych Paradox je
Paradoxien des Unendlichen. Cesky vy&ly Paradoxy nekonetna a v roce 1963 (1) v zasvéceném prekladu Otakara
Zicha, ktery knihu doprovodil podrobnymi poznamkami a komentafem. Z tohoto prekladu také v dalSim textu
citujeme.
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Ize spatfovat v téch my3enkovych proudech, které za zhruba Ctvrt stoleti vyvrcholily vznikem
teoriemnozin. Zakladatel této teorie, Georg Cantor, Paradoxy dobfe znal avysocejehodnotil .4
V této souvidlosti se Casto piSe 0 Bolzanovi jako o spoluzakladateli teorie mnoZin, coz je
ponékud nadsazené a nékdy se dokonce objevuji evidentni nespravnosti. Tak napriklad jeden
z ngjznamgjSich historikll matematiky, Dirk Struik, piSe, Ze Bolzano dospél k pojmu spocetné
a nespocetné mnoziny, coz je naprosta nepravda.

Pokusme setedy objektivné zhodnotit fakticky pfinos Paradox{ nekonecna. Ty jsou ostatné
natolik vyznamné a v mnoha ohledech dodnes inspirativni, Ze ani v hegimensim nepotfebuji
nekritické a pfehnané hodnoceni k tomu, aby byly popravu povazovany zajedno z nejvyznam-
ngjSich d&l matematickeé literatury minulého stoleti.

Obsah Paradoxll nekonetna

Jak jsme jiz uvedli, negjsou Paradoxy ryze matematickou knihou, ale dilem, v némz se
prolingji pasaze matematické, fyzikalni, filozofické ateol ogické. Kdybychom se strucné snazili
vystihnout zakladni my3enky celého dila, byly by to asi dvé nadedujici:

1. zdlvodnéni, pro€ je v matematice nutno pracovat i s aktualnim nekonecnem;
2. analyzachyb, jichZ se védci dopoustgi pfi Gvahach o nekonecnu.

Prvni z uvedenych my3enek Bolzano zdlraznil jiz mottem celé knihy, za néz si zvolil
nasledujici Leibnizlv citat: Jsem natolik pro aktualni nekonetno, Ze namisto abych pripustil,
Ze se ho pfiroda dési, jak se b&né Fika, jsem pfesvédCen, ze je ma v oblibé viude, aby |épe
zdlraznila dokonalosti svého Tviirce.® Cela prace® je rozdélena do 70 paragrafll. | preteni
obsahu, v némz jsou jednotlivé paragrafy strucné charakterizovany, da ctenéfi alespon hrubou
orientaci 0 obsahu prace. Soutasné se vsak mlize stat zdrojem omyl{l a dezinterpretaci podob-
nych Struikovu omylu, 0 némz jsme se zminili pred chvili. Napfiklad 819 méa, nazev* Existuji
nekonecné mnozny, které jsou vétsSi nebo mensi nez jiné nekonetné mnoziny. To by mohlo
vskutku evokovat dojem, Ze Bolzano dospél k néCemu, co pfipomina pojem kardinalni €islo a
odtud je pak jen krliéek k tomu podsouvat mu ,,objeveni“ spocetnych a nespotetnych mnozin.
Jak v dal8im uvedeme, je podstata Uplné jing; Bolzano pouze v této paséZzi dokumentuje, Ze
napriklad jedna Usecka (obsahujici nekonecné mnoho bodtl) mlize byt ¢asti jing, vétsi Usecky
apod. K pojmu , kardin@lni €islo", jak rovnéz uvidime, Bolzano ani v haznaku nedospél .

4V praci Uber unendliche lineare Punktmannigfaltigkeiten, Math. Ann. 21(1883) o nich pigejako 0, skvélém a
obsazném dile".

57 terminologického hlediska je pfitom zajimave, ze Bolzano v celé knize sam ani jednou neuzije pojmu
Laktuani®, resp. , potencialni“ nekonetno. Z celého jeho textu je evidentni, ze aktualni nekonetno povazova za
tak samozigimé, Ze nepotfebovalo Zzadny privliastek. Naopak, potencialni nekonecno dle ného Zadnym faktickym
nekonetnem neni, coz v riiznych obménach mnohokréat opisuje.

6Bolzantiv text, bez poznamkového aparatu piekladatele, ma v geskem prekladu 100 stran.
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V&mnéme si nyni konetné obsahu Paradox{l systematicky a podrobngji.

Prvnich deset paragrafli tvori struény Bolzanliv vyklad toho, jak je nutno chapat pojem
»hekoneCny souhrn®; v nasi dnedni terminologii je to nekonetna mnozina. Tato Cast dnes-
nimu &tendfi pripadne zcela samozigima a argumentaci jisté prijme bez problémtl, nebot je
s aktualnim nekonetnem zvykly zcela bézné pracovat. Nasledujici pasaze knihy jsou polemi-
kou a kritikou nazorli nékterych filozofli a matematikll. Ocitujme nékteré pasaze z 11. a 12.
paragrafu; v nich |ze snadno vystopovat Bolzanllv vztah k potencia nimu nekonetnu. (Pozna-
mengjme Vv této souvislosti, ze napfiklad Cauchyho zminuje Bolzano ve své praci nékolikrét,
vzdy vSak v souvislostech ponékud nelichotivych. V pozdésich Gvahach o matematické ana-
lyze, kde by odvolani se na Cauchyho bylo zcela na misté, se o ném zato nezmifiuje viibec.
Analogicky 1ze vystopovat i jeho ,, naklonnost“ k nékterym filosoftim, napriklad k Hegelovi.)

811

Timto nekonetnem, tak dobfe znamym matematikiim, nelze vsak jesté uspokojit
nékteré filosofy, zvlasté novéisi doby, jako Hegela ajeho pfivrzence, ktefi je po-
hrdavé nazyvaji Spatnym nekoneCnem atvrdi, Ze zngji jeSté mnohem vysSi, prave,
kvalitativni nekonetno, které nachazeji zejménav bohu aviibec jen v absolutnu.
Jestlize si mysdli, jako Hegel, Erdmann ajini, matematické nekonetno pouze jako
veliGinu, ktera je proménna a jgiz rlist nema zadnou hranici (coZz ovsem mnozi
matematikové, jak brzo uvidime, stanovili jako vymér svého pojmu), pak s nimi
souhlasim, kdyz kritizuji tento pojem jako velicinu do nekonetna pouze r ostouci,
nikdy vsak nekonetna nedosahujici. . . .

8§12

Nevidim v&ak také jinou moznost, nez zamitnout jako nespravné i jiné vymeéry
nekoneCna, jeZ byly podany samotnymi matematiky v domnéni, Ze pfedstavuiji
jenom soucasti tohoto jednoho atéhoz pojmu.

1. Vskutku byli néktefi matematikové presvédCeni, jak jsem prave vyse po-
znamenal, mezi nimi sam Cauchy (ve svém Cours d’Analyse a mnoha jinych
spisech), autor ¢lanku , Nekonetno" v Klugelové dovniku, ze definuji neko-
necno, jestlize je popisi jako proménnou velicinu, jejiz hodnota neomezené roste
a podle toho mlize byt v&tsi nez jakakoli sebe vétsi dana velitina. Mezi tohoto
neomezeného rlistu je nekonecné velka velicina. Tak je tangenta pravého Ghlu,
my3lenajako spojita veli€ina, neomezena, bez konce, ve vlastnim slova smyslu
nekonecna. Chybnost tohoto vymeéru vysvitajiz z toho, Ze co nazyvaji matema-
tikové promeénnou velicinou, neni vlastné velicina, nybrz pouhy pojem, pouha
predstava veiciny, a to takova pfedstava, ktera v sobé pojima nejen jednu je-
dinou vedicinu, nybrz dokonce nekonetné mnoho velicin, které se navzgem lisi
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ve své hodnotg, tj. ve své velikosti. To, co hazyvame nekoneCnym, nejsou ony
rltizné hodnoty, které tu predstavuje vyraz tangens ¢, zvoleny jako priklad, pro
rtizné hodnoty ¢, nybrz pouze onajedina hodnota, o niz si predstavuji (at v tomto
pfipadé nepravem), ze ji onen vyraz nabyva pfi hodnoté ¢ = =t/2. Je v tom jisté
takeé protimluv, mluvi-li se 0 mezi neomezeného rlistu a praveé tak, mluvi-li se pfi
vymeéru nekonecné malého o mezi neomezeného ubyvani. A prohlési-li se ona
prvni mez za nekonecnou velicinu: pak by se méla podle analogie tato druha, tj.
pouh&nula (nic) prohlasit za nekonetné malé: coz jejisté nespravnéaani Cauchy
ani Grunert si to nedovoluyji fici.

2. Byl-li pravé uvedeny vymér priliS Siroky, je naproti tomu prilis Gzky onen
vymér, ktery prijima Spinoza a mnoho jinych, jak filozofl, tak matematiki, a to
Ze nekonetné je pouze to, co neni schopno zadného zvétSeni, nebo k Cemu
jiz nelze nic pripgjit (pricist). Matematik si dovoluje pfipojit ke kazdé velicing, i
k nekonecné velkg, jiné veliCiny, a to ngen konetné, nybrz i jiné veliCiny, které
jsou samy nekonetné, ba dokonce znasobuje nekonetnou veli¢inu nekonetné-
krét atd. A vedou-li jeSté néktefi spory o tom, zda je takovy postup pripustny:
ktery matematik, jen kdyz nezavrhne jakékoli nekonetno, nebude musit uznat,
Ze délka primky, omezené jen v jednom sméru a prostirgjici se v druném sméru
do nekonetna, je nekonetné velka a ze mlize byt nicméné v onom prvnim sméru
prodlouzena?. ...

V daldm s Bolzano v&ima problematiky existence aktualné nekonetnych souhrntl, tj.
nekonetnych mnozin a vyvraci nékteré nejobvykleisi namitky proti jejich existenci. Otazky
existence nekonetnych mnozin setykacely 813. ProtoZejeargumentacev této Casti pro Bolzana
v mnoha ohledech typicka, ocitujeme jgj cely.

Z obsahlého 8§14 ocitujeme jen Gvodni €ast, v niz Bol zano vyvraci nékteré namitky odplrcl
aktualniho nekonecna. Pfesné tytéz namitky se ovsem opakovaly o nékolik desetileti pozd§i,
kdy byly vznéSeny proti Cantorove teorii.

8§13

Jestlize jsme sejiz shodli v tom, ktery pojem budeme vazat se slovem nekonetno,
ajestlize jsme s také jiz jasné uvédomili Casti, z nichz tento pojem skladame:
pak je ngblizSi otazka, méli téz predmétnost, tj. zda jsou také veci, na néz se
da aplikovat, zda existuji mnoziny, které smime nazyvat nekonenymi ve vylo-
Zzeném vyznamu toho slova. A na toto si troufam rozhodné odpovédét kladné.
Nepochybné existuji mnoziny, které jsou nekonecné, jiz v oblasti téch véci, které
si ne€ini narok na skutecnost, ba ani na moznost. M nozina vét a pravd o sobé
je nekonetng, jak se da velice snadno nahlédnout; nebot vezmeme-li jakoukoli
pravdu, napriklad vétu, Ze viibec existuji pravdy, nebo ostatné jakoukoli jinou
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VEtu, kterou oznaCime A; pak shledame, Ze véta, kterou vyjadfujeme slovy , A je
pravdivé" jeodliSnaod A sama; nebot tato vétama zieimeé zcelajiny subjekt nez
ona prvni. Jgim subjektem je totiz cela véta A sama. Avsak podle téhoz zakona,
podle néhoz z véty A vyvozujeme vétu od ni odliSnou, kterou nazvu B, da se
opét z B vyvodit tfeti véta C, atak stéle bez konce. Souhrn vsech téchto vét, kde
kazda nadedujici je k nejblize predchazejici ve vztahu pravé uvedeném, vezme
totiz predchazejici vétu za svljj subjekt a vyslovi o ném, Ze je pravdivou vétou,
tento souhrn — fikam — zahrnuje mnozinu asti (vét), kteraje vetsi, nez jakakoli
konetna mnozina. Nebot' i bez mého upozornéni si vSimne &tenaf podobnosti,
kterou ma fada téchto vé&t, sestrojena podle pravé uvedeného vytvorujiciho za
kona, sFadou ¢iselnou, o niz se uvazovalo v 88; podobnost spocivav tom, ze ke
kazdemu Clenu této druhé Fady existuje odpovidgjici ¢len pfedchozi fady tak, Ze
k jakémukoli sebe v&tsimu jejich pottu existuje stejné velky pocet rtiznych vét, a
Ze nad to miizeme jesté vzdy tvorit nove véty, nebo, |1&pe feceno, Za takove véty
samy o sobgé existuji, at’ jiz je tvofime nebo ne. Z toho pak plyne, Ze souhrnu
vZech téchto vét pridusi mnozstvi, které prevy3uje libovolné €ido, tj. nekonetné
MNOZstvi.

8§14

Jakkoli jednoduchy ajasny je pravé podany dilkaz: preceje znatny pocet uenycha
velmi bystrych muzi, ktefi samu vétu, o niz véfim, zejsem ji tu dokazal, prohladuji
nejen zaparadoxni, nybrz dokonce zafal eSnou. Popiraji, Ze existujeviibec ng aké
nekonecno. Nejen mezi vécmi, které jsou skutetng, ale ani mezi ostatnimi neni
podle jejich tvrzeni ani jeding, a rovnéz tak ani souhrn vice véci, u niz by se
dala z ngjakého hlediska predpokladat nekonetna mnozina ¢asti. O diivodech,
které uvadgji proti nekonecnu v Fisi skutetna, budeme uvazovat pozdgji, protoze
take teprve pozdgji podame diivody pro existenci takového nekonetna. Zde tedy
vyslechnéme pouze diivody, jimiZz ma byt prokazano, Zze néco nekonecného neni
nikde, ani u téch véci, které si ¢ini narok na skutetnost.

1. ,Nekonetna mnozina“ fika se, ,nemliZze jiZ proto existovat, protoze ne-
konetna mnozina nemlize byt nikdy sednocena v celek, nemlze byt nikdy
my3lenim obsahnuta.” — Toto tvrzeni musim oznacit pfimo za omyl, ktery byl
vyvolan nespravnym nazorem, ze k tomu, abychom si mohli myslit celek, se-
stavajici z predmétll a, b, ¢, d, ... musili bychom s nejprve o kazdem z nich
vytvorit predstavu, ktera predstavuje kazdy z téchto predmétll zviadt (jednotlivée
jejich predstavy). Tak tomu naprosto neni: mohu si myslit mnozinu, souhrn, Ci
chceme-li radgji obyvatele Prahy nebo Pekinu jako celek, aniz bychom predsta-
vovali kazdého z téchto obyvatel jednotlivé, tj. aniz bych mél pfedstavu, ktera se
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vztahuje vyhradng jen k nému. Cinim to skuteéné pravé nyni, mluvim-li o této
mnoziné obyvatel avyslovim-li napf. soud, Ze jgjich pocet je v Praze mezi Cisly
100 000 a 120 000. Je totiz zcela snadné, mam-li predstavu A, ktera reprezen-
tuje kazdy z predmétlti ab,c,d,. . ., alejiz nic jiného, dospét k predstavé souhrnu,
utvoreného vemi témito predméty. K tomu neni vskutku zapotiebi niceho jiného,
nez spojit s pfedstavou A pojem, ktery je oznaten slovem souhrn, tak jak to na-
znatuji lova: souhrn vdech A. Touto jedinou poznamkou, j€jiz spravnost musi
byt kazdemu zfejma, jak jsem pFesvédCen, pada cela obtiz, kterou hledaji v pojmu
mnoziny sestavajici z nekonetné mnoha ¢asti: pokud jen tu je rodovy pojem,
ktery zahrnuje kazdou z téchto Casti, jinak vSak nic jiného, jak tomu je u pojmu:
»mnozina vech vét nebo pravd o sobé*, kde neni pouzito zadného jiného ro-
dového pojmu nez toho, ktery tu jiz mame, totiZ: , véta nebo pravda o sobg*. —
Nemohu vSak ponechat bez kritiky jesté druhy omyl, ktery se v uvedené namitce
prozrazuje.

Je to nazor, ze , mnozina by nebyla, kdyby tu dfive nebyl nékdo, kdo s
ji mysli“. Kdo tvrdi toto, m& by nejen tvrdit, Ze neexistuje zadna nekonetna
mnoZzina vét anebo pravd o sobg, aby tak byl diisledny, pokud je to viibec pfi
omylu mozné, ale mél by tvrdit, Ze neexistuji viibec zadné véty a pravdy o sobé.
Nebot jestlize si jiz jasné uvédomili pojem vét a pravd o sobé a nepochybujeme
opravdu viibec 0 jgjich predmétnosti: miizemejen ztézka dospéti k tvrzenim, ze by
mnozina nebylabez nékoho, kdo si ji mydli, avSak jisté u nich nesetrvame. Abych
to kazdému jasné ukézal, dovolim s nadhodit otazku, zda se téz na zemskych
polech nevyskytuiji télesa, tekutai tuha, vzduch, voda, kameny atd., zdatato télesa
na sebe navzgem neplisobi podle uritych zakond, napf. tak, Ze rychlosti, které
s navzgem sdéluji pfi srazce, se maji k sobé v obraceném poméru jegjich hmot
apod., a zda se toto v&e ned&ei kdyz tam neni ani ¢lovék, ani jinamyslici bytost,
aby to pozorova?. ..

Pfi Cteni Bolzanova textu nas okamzité napada fada otazek. Jak Bolzano sim upozoriuje,
nabizi se evidentni analogie jim popisované mnoziny vét s mnozinou vsech prirozenych Cisel.
ProC tedy vlibec onu konstrukci uvadi a nepopisuje pfimo mnoZinu prirozenych Gisel? Aniz
bychom chtéli Bolzanovi podsouvat nepodloZzené domnénky, tkvi ziejmé odpovéd v odlisnem
chapani , existence" Cisel a pravd.’

Podstatngjsi namitka je nadedujici: popsana konstrukce vét prece popisuje potencialni
nekonetno. Uvedenakonstrukce prece nikdy nekonci, tak jako nekon€i posl oupnost pfirozenych
Cisel! Této namitky si Bolzano samozfgimé byl védom, odpoved vSak nabidl jiz v §11. Tam
totiz uvadi:

7Jak uvadi ve Vedosl ovi, alespoi jedna pravda nepochybné existuje: je to pravda o existenci Bozi.
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Rikam tedy: nazyvam Boha nekonetnym, ponévadz mu musime priznat sily vice nezjednoho
druhu, které maji nekonecnou velikost. Tak mu musime pfipsat poznavaci schopnost, ktera je
pravou vsevédoucnosti, tedy obsahne nekoneCnou mnoZinu pravd, protoze je v sobé obsahne
viibec véechny, atd.

Popsana mnozina pravd je tedy podle Bolzana aktualné nekonetna, protoze Blh je
v&echny vidi.

K onecné posledni namitka, o niz se chceme zminit: ackoliv Bolzano v Gvodu paragrafu pise
0, pfedmétnosti“ nekonetna, jejeho pFiklad z oblasti, kterou sam nazyva, vecmi, které si neini
narok naskutecnost”. O tom, Zze se nekonetno (ajak jsme sejiz zminili, znamenato u ng vzdy
aktualni nekonetno) vyskytujei v, oblasti samého skutecna“, se Bolzano zmifuje az mnohem
pozdéii, v 825. Zde uvedené priklady vSak, po pravdé feceno, nejsou prilis presvédcivé. Kromé
jiZz otekavaného argumentu, Ze existuje blih, bytost ktera je vice nez v jednom ohledu nekonetna

.., jetojen argument zal oZzeny na predstavé Gasovéeho kontinua: mnoZzina stavil, kterych kazda
bytost béhem sebekratSi doby nabyva, musi byt nekonetné velka (nebot’ kazda takova doba
obsahuje nekonetné mnoho okamziki).

Nyni se dostavame k nejzajimavéSim — aespon pro matematiky — pasazim knihy. Uve-
deme kliCové paséze §819-21, kde jsou prokazatelné Gvahy, které predjimaji vznik teorie
mnozin. V 8§19 Bolzano nejprve zdlivodiuje, Ze i nekonetné mnoziny ma smysl porovnavat
podle velikosti, v dalSich dvou paragrafech pak uvazuje o kritériu, které by nam to umoznovalo.
Komentar k témto (vaham uvedeme az po citaci.

8§19

Jiz u téch prikladli nekonetna, o kterych jsme dosud uvazovali, nam nemohlo
uniknout, ze neni mozno pokladat vSechny nekonetné mnoziny za sobé rovné
z hlediska jegjich mnozstvi; ale Zze mnoha z nich je vétSi nebo mensi nez jing,
tj. obsahuje v sobé jinou mnozinu jako svij dil (nebo naopak, je sama obsazena
vjinéjakojgi pouhy dil). | tojetvrzeni, kterézni mnohalidem paradoxné. Jistéze
vSichni, ktefi vykladaji nekonetno jako to, co neni schopno zadného zvétSeni, musi
nejen uznat za paradoxni, ale pfimo za spor né, Ze by jedno nekonecno bylo veétsi
nez jiné. Avsak poznali jsme jiz dfive, Ze tento nazor spociva na takovém pojmu
nekonetna, ktery vlibec nesouhlasi s jazykovym uzitim toho slova. Podle naseho
vykladu, ktery odpovida ngjen jazykovému uziti, nybrz i G¢ellim védy, nemlize
najit nikdo nic sporného, ba ani ngpadného, na my3ence, ze jedna nekonetna
mnozinaje vetsi nez jina. . ..

Domnivame se, ze Bolzanova Gvaha je zcela jednoznacné Citelna. Jsou-li dvé mnoziny
ve vztahu inkluze, je samozfejmé jedna mensi a druha vétsi. (Coz samoziefmé neni pravda
v cantorovské teorii mnozin. Uz tento fakt, dle naSeho nézoru, evidentné znamena, Ze Bolzana
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nelze povaZzovat za spoluzakladatele Cantorovy teorie). Problém tedy podle Bolzana nastava,
mame-li porovnat velikosti dvou mnozin, které ve vztahu inkluze nejsou. Ocitujme nejprve
Bolzanovu Gvahu.

8§20

Prejdéme nyni k Gvaze o nanejvy$ pozoruhodné zvla&tnosti, jez se miize vy-
skytnout u vztahu dvou mnozin, jsou-li obé nekonetné, dokonce jez se vlastné
vyskytuje vzdy, avsak byla dosud prehliZzena ke Skodé pro poznani mnohych di-
lezitych pravd metafyzickych, jakoz i fyzikalnich amatematickych, akterai nyni,
vytknu-li ji, bude pokladana za tak paradoxni, Ze by bylo velmi potfebné se pfi
Gvaze o ni trochu déle zdrzet. Tvrdim totiz: dvé mnoziny, obé nekonetné, mohou
byt k sobé v takovém vztahu, ze je na jedné strané mozno spojit ve dvojici
kazdou véc, nalezejici jedné z nich, s véci, nalezejici druhé z nich, tak, aby viibec
Zadna véc v obou mnozinach nezlistala bez spojeni ve dvojici ataké zadna aby se
nevyskytovala ve dvou nebo vice dvajicich; a pfitom je na druhé strané mozno,
aby jedna z obou mnozin obsahovala druhou jako sviij pouhy dil, takze mnoz-
stvi, kteraony mnoziny predstavuji, jsou k sobé v nejrozmanité Sich pomérech,
povazujeme-li véci v nich zastené, tj. zajednotky.. . .

Bolzano tedy uvadi fakt, jehoz si povaiml jiz Galilei: nekoneéna mnozina mlize byt ekviva-
lentni se svou vlastni podmnozinou. Narozdil od Galileiho, ktery zatéto situace usoudil, Zze
u nekonecnych mnozin neméa smyd poméfovat jejich velikost, je Bolzano presvédcen, Ze to
nutné je. Domnivame se v&ak, Ze v této chvili se dopustil osudového omylu, ktery zplisobil,
Ze se nestal faktickym zakladatelem teorie mnozin. Jak z nasledujiciho paragrafu uvidime,
usoudil, ze existence bijekce mezi nekoneCnymi mnoZzinami nas jeSté neopraviujek tvrzeni, ze
jsou stejné velké.? Jednoduse feteno, Bolzano prekrocil mnohé dosavadni bariéry, evidentng
v&ak nepresahl horizont tvrzeni, Ze celek musi byt vétsi nez ¢ast. Z nasedujiciho textu je to
zcelazigime.

8§21

Tedy jen z toho diivodu, Ze dvé mnoZziny A a B jsou v takovem vzajemném vztahu,
Ze ke kazde Casti a, obsazené v A, mlizeme téz vyhledat podle urcitého pravidla
Cast b, obsazenouv B, tak aby vSechny dvojice (a+b), kterévytvorfime, obsahovaly
kazdy predmét z A nebo z B, a kazdy pouze jednou — jen z této okolnosti — jak
vidime — neni jesté nijak dovoleno uzavirat, Ze by si tyto mnoziny z hlediska

8Jak vime, vytesil tuto vic definitivné az o &tvrt stoleti pozdgji Cantor, kdyz dokazal, Ze mezi prirozenymi a
realnymi €isly bijekce neexistuje, takze Ize existenci bijekce vzit zakritérium toho, zdajsou mnoziny stejnévelké.
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mnozstvi svych Casti byly navzajem rovny (tj. abstrahujeme-li od v3ech jgjich
rozdilll), jsou-li nekonetné&; nybrz mohou byt pres tento svij vztah, ktery je
sam o sobé ovdem obapolné stejny, ve vztahu nerovnosti vzhledem ke svym
mnozstvim, takze se miize ukazat, ze jednaz nich je celkem, jehoz dilem je druha.
Na rovnost téchto mnozstvi se smi usoudit teprve tehdy, pFistoupi-li k tomu jesté
ngaky jiny diivod, jako napriklad to, Ze obé mnoZziny maji zcela stejna zakladni
urceni, napriklad zcela stejny zplisob vzniku.

Formulaci, Ze dvé mnozZiny jsou stejné velké, kdyZ maji ,, zcela stejna zakladni urceni” sice
Bolzano opakuje vicekrat, nikde vSak neprecizuje, co tim presné mysli.

Okomentovali jsme tedy podrobné Bolzanovy Gvahy, které byly predobrazem teorie mno-
Zin. Pfitom se domnivame, Ze pravé v uvedenych 21 prvnich paragrafech jsou ukryty nej-
hodnotngsi mySenky celého dila. Pfes veskeré (z dnesniho hlediska vidéné) nedostatky bylo
Bolzanovou velkou zasluhou predevsim fundované zdlivodnéni nutnosti zkoumat aktualni ne-
konetno. O dalSich pasaZich Paradoxll se jiz zminime jen strucné.

Dalgich cca 20 paragrafti se zabyva potitanim s , nekone¢né malymi“ a , nekonetné vel-
kymi“ veliCinami v analyze a v geometrii. Strucné feCeno, Bolzano zde podava vyklad toho,
jak pocitat s limitou (i kdyZ tohoto pojmu ani jednou neuZzije) a tim se vyhnout uzivani ne-
konetné malych &i velkych veli¢in. Zvla&ni pozornost vénuje problémiim spojenym s nulou,
kterou nepovazuje za €islo, ale pouze za symbol, prfiemz presné specifikuje, jak |ze tohoto
symbolu uZivat. Zhrubadruhapolovinaknihy je vénovanavaham o prostoru, ase, fyzikanich
zékonech, o duchovnich ahmotnych substancich apod. Silatéchto pasézi je ve srovnani s mate-
matickymi partiemi podstatné mensi. Nékteré Bolzanovy nazory byly evidentné prekonané jiz
v dobg, kdy svou préaci psal. Stru¢né Feceno, Bolzano zastava divnou smés tzv. mechanického
materialismu kombinovaného s virou v bozi vdemohoucnost. Ze stavu vSech soucasti vesmiru
bychom mohli podle platnych zakonli rekonstruovat stavy dal$i, pokud ovéem pomineme pri-
pad, kdy nastane pfimy boZ zasah, protoze odchylka od tohoto zakona vyzaduje silu, ktera by
ve srovnani se spojitou silou musila byt nekonecné velka apod. Télesa mohou podle Bolzana
na sebe plisobit ,, bezprostfedné na dalku“, a vdechny tyto Gvahy jsou prostoupeny dobovymi
Gvahami o éteru a nedélitelnych atomech. | v téchto partiich Ize sice ngjit hodnotné my3enky
(napriklad o, dimensi prostoru, kterou Bolzano zaved! jiz ve svych dfivgSich pracich), celkové
je vsak vyzneni této Casti knihy, byt je Ctiva a poutava, mnohem niZsi.

Co ¥ici zavérem? Bolzanova kniha je v mnoha ohledech pozoruhodna. Samozigmé, ze
ve svétle dalich objevl jsou nékteré pasaze nepresné Ci zastaralé. V kazdem pripadé je to
v&ak dilo pozoruhodné a podava nam dobry obrazek o pronikavosti Bolzanova duchaao stavu
védeckého my3leni v poloviné minulého stoleti. O kterém souCasném textu to asi bude mozno
bez obav Fici za plldruhé stoleti?
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2 Georg Cantor ajehodilo

Historie je véda o tom,
o se nikdy nestane dvakraét.
VALERYHO ZAKON

Vidéli jsme, jak blizko byl Bolzano k odhaleni a pochopeni vlastnosti nekonetnych mnozin.
To, co se nam dnes ovsem jevi jako maly krtiéek v poznani, byl v tehdejSi dobé — v poloving
19. stoleti — velky mySlenkovy posun, kvalitativni skok v matematickém a filozofickém
my3leni. Ucinit tento krok — to vyZadovalo hluboké matematické vzdélani, Siroky filozoficky
rozhled, bohatou tvir¢i fantazii a velkou osobni odvahu. Tim v&im byl vrchovaté obdaren
Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor, jak se plnym jménem jmenoval vynikajici némecky
matematik, jenz je v celém svété zasl ouzené uznavan za zakl adatel e teorie mnozin; teorie, ktera
tak vyrazné ovlivnilatvar soudobé matematiky, teorie, proti niz byly vedeny v matematickych
kruzich tak ostré boje a nevybiravé vypady jako proti malokteré jiné matematické discipling,
které se v&ak naprelomu 19. a 20. stoleti dostalo prakticky vSeobecného uznani akterase stala
z&kladnou témér veskeré moderni matematiky. Zhrouceni matematiky vystavéné na Cantorove
teorii na pocatku 20. stoleti (budeme o ném podrobné hovofit v 83), které tak dramaticky
poznamenalo vyvoj matematiky ve 20. stoleti, ani v ngjmensim nesnizuje vyznam Cantorovy
role v dgjinach svétové matematiky.

G. Cantor se narodil v r. 1845 v Petrohradé, kde jeho otec vedl az do r. 1856 obchodni firmu.
Maly Georg od malicka tihnul k matematice a pres pocatecni otcliv odpor ji také (soucasné
sfyzikou afilozofii) studoval v Curychu, Gottingen apredevsimv Berling, kder. 1867 promoval.
Nejvétsi vliv ze vech ucitelll na ngf mél Karl Weierstrass, ktery také patfil k tém nemnoha
matematiktim, u nichz nadel Cantor i v nejtézSich chvilich oporu. Od r. 1869 az do r. 1913
plsobil Cantor nauniverzité v Halle.

Od studentskych let projevoval vynikajici nadani; koncem 60. let napsal Fadu praci z teorie
Cisel, algebry ateorie funkci. Jeho nejplodng Sim Zivotnim obdobim vsak bylaléta1873 - 1884,
v nichz genialnim zptisobem poloZil zaklady teorie mnoZin a po obsahové strance tuto teorii
vybudoval prakticky do dnesni podoby.

Pfi studiu trigonometrickych fad dokéazal v r. 1873 nespocetnost mnoziny vSech redlnych
&isel (v praci Uber eine Eigenschaft des Inbegriffes aller reellen algebraischen Zahlen — tj.
O jedné vlastnosti souhrnu vSech redlnych algebraickych Cisel; tato prace byla publikovana
v 1. 1874). Je to jeho prvni préace s mnozinovou tématikou. (Pfeklad této prace déale uvadime.)
V sérii dalSich praci z uvedeného obdobi zaved! pojem mohutnosti mnoziny avybudoval teorii
kardinanich a ordinanich Cisdl.

Proti teorii mnoZzin byly od pocatku vznaseny ¢etné vyhrady. Hlavni namitky byly vznaSeny
proti tomu, jak se v ni pracuje s aktualné nekonetnymi mnoZinami; fada matematiki nikdy
nepochopila hloubku a dosah Cantorova uceni. V ¢ele tohoto proticantorovského tazeni byl az
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do své smrti byvaly Cantorliv berlinsky ucitel Leopold Kronecker. Cantor mél ¢etné probléemy
s uverginovanim svych praci, byl napadan a jeho dilo bylo znevazovano. Skutecnych préatel a
zastancli mé jen nemnoho. Kromé Weierstrasse to byl predevsim jiz zminovany R. Dedekind,
snimz Cantora pojilo od r. 1872, kdy se viceméné nahodné ve Svycarsku seznamili, dlouholeté
préatelstvi. (Ze zachované korespondence mezi nimi |ze dobfe vysledovat, jak oboustranné
plodné bylo toto pratelstvi prudkého bouflivého ,,romantika® Cantora a suchého stfizlivého
.Klasika' Dedekinda.)

Uporna prace, dil& nelispéchy pfi Feleni nékterych problémtl, spojenych predevéim s, hy-
potézou kontinua“ a neustalé (toky jeho odptircti viak vykonaly své. V r. 1884 podiéha Cantor
prudké depresi, musi byt [&Cen na nervoveé klinice avazné uvazuje o tom, Ze matematiky zcela
zanecha. Od té doby se u ného stiidaji obdobi tviréi prace s depresivnimi stavy. V r. 1897, tedy
v dobé, kdy jeho teorie konetné dochazi vdeobecného uznani, publikuje Cantor svou posledni
praci. V roce 1899 se jedté na kratky ¢as vraci k tviri praci, aby se pak jiz definitivné od-
micel. V r. 1905 konci svou pfednaskovou Cinnost, v r. 1913 odchazi z univerzity av r. 1918
v psychiatrické |&tebné umira.

Nebyl to lehky Zivot, co Georg Cantor proZil. V mnoha smérech byl podobny osudu jinych
génili v historii lidské védy akultury. Jednou provzdy vSak zlistane zapsan v d&jinach lidského
poznavani, nebot to byl on, kdo nam zpfistupnil krasny a tajuplny svét — svét nekonecnych
mnozin.

Ukéazky z Cantorova dila

Nejprve uvedeme jiz zminovanou praci z r. 1874. Jak jsme jiz napsali, je to ve svétové
matematickeé literatufe prvni prace tykajici seteorie mnozin (byt pojem ,, mnoZina* — némecky
,die Menge* — se v ni viibec nevyskytuje). (Cantor hovori jen o ,souhrnu® Gisel — tak
prekladame vyraz ., Inbegriff. Pojem ,mnozina‘ se vilbec poprvé vyskytuje az v jeho préaci
zr.1879.) Stejnétak sev praci nevyskytuji pojmy ,, spocetny”, respektive , nespocetny” . Pfesto
je tu v&ak ucinén rozhodujici krok — krok, ktery Bolzano, jak jsme vidéli, mozna tusil, ale
neudélal; mame zde namysli diikaz faktu, Ze existuji dvé neekvivalentni nekonetné mnoziny.
Tato skute¢nost byla pro Cantora odrazovym muistkem k vybudovani teorie kardinalnich Cisel.

O jedné vlastnosti souhrnu
vSech realnych algebraickych Cisdl

Redlnym algebraickym cidem obecné rozumime redlnou veli¢inu w, ktera
vyhovuje neidentické rovnici tvaru

agw" +ag" t+. . +a,=0 (1)
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kden, ag, &, ..., a, jsou cela ¢isla. Mlizeme zde pfitom bez Ujmy na obecnosti
predpokladat, ze Cislan aag jsou kladna, koeficienty ag, ag, . . . , a, nemaji spolec-
ného délitelearovnost (1) je nerozl oZitel na. Zatéchto predpokladti bude zaruceno,
Ze podle znamych zakladnich aritmetickych a algebraickych pravidel je rovnost
(2), jiz vyhovuje ngaké realné algebraické Cislo, plné urtena. Obraceng, kazdé
rovnici tvaru (1) pridusi ngjvyse tolik readlnych algebraickych Cisel w, které ji
vyhovuiji, kolik €ini jeji stupef n. Redlna algebraicka cidatvori jako celek souhrn
veli€in, ktery oznatime (w). Jak je jednoduse vidét, matento systém tu vlastnost,
ze v kazdem okoli jakéhokoliv mySleného Cisla a lezi nekonetné mnoho Cisel
Z (w). O to napadnéjsi proto na prvni pohled miize byt skute¢nost, Ze souhrn (w)
mUZe byt jednoznatné prifazen souhrnu (v) vSech celych kladnych Gisel tak, Ze
kazdemu algebraickému Cidu w pFislusi jisté celé kladné Cislo anaopak, kazdemu
celému ¢idu v odpovida plné urcené realné algebraické ¢ido w, tak, ze jinymi
slovy Feteno, souhrn (w) s miizeme predstavit ve tvaru nekonetné zakonité utvo-
fenétady

a)l’a)27"-’a)\17---a (2)

Vv niz se vyskytnou vdechny prvky z (w) a kazdy z nich pritom na urcitém misté
v (2), pficemz toto misto je dano prislusnym indexem. Jakmile nalezneme zako-
nitost, podle niz je toto pfifazeni provadéno, je mozno ji libovolné modifikovat.
Bude tudiz postatovat, kdyz v 81 uvedu to prifazovaci pravidlo, které, jak se
domnivam, je nejjednodussi.

Této vlastnosti souhrnu vSech realnych algebraickych Cisel vyuziji k tomu,
abych pomoci 81 v 82 ukazal, ze kdyz utvorime libovolnou fadu realnych Cisel
veli¢intvaru (2), mtizeme urcit v kazdem zadanémintervalu (« . . . B) ¢islon, které
nebude obsazeno v (2). Kombinaci vysledkl téchto dvou paragraf{i podame novy
diikaz drivésiho Liouvilleova tvrzeni, Zze v kazdém zadaném intervalu (« . .. B)
lezi nekonecné mnoho transcendentnich, tj. nealgebraickych Cisal. Dale uvedeme
v 82 Vétu jako zaklad k zdlivodnéni toho, pro¢ souhrn redlnych velicin, které tvori
kontinuum (jako redlna Cida, ktera jsou > 0 a < 1) nelze jednoznatné prifadit
souhrnu (v). Tak najdeme zfetelny rozdil mezi tak zvanym kontinuem asouhrnem
utvorenym ze vSech realnych algebraickych Cisel.

81.
Vratme se k rovnici (1), které vyhovuje algebraické €islo w a ktera je za uvede-

nych predpokladll piné uréena. Zvétseme Cislo n — 1, kde n je stupen &isla o,
0 soucet absolutnich hodnot koeficientll uvedené rovnice a oznaéme vysledek N;
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N nazveme vy3kou Cidla w. Pfi pouZiti obvyklého oznaCeni tedy plati
N=n—1+|a|+[a|+---+][aql. 3

Vyska N je podle toho pro kazdé realné algebraické Cislo w jisté kladné celé Cislo;
obraceng, ke kazdé kladné celociselné hodnoté N existuje jen konetné mnoho
algebraickych redlnych Cisel o vysce N; jejich pocet oznatme ¢ (N). Je napriklad
(D) =1, 92 =2, 9(3) = 4. Nyni ¢islasouhrnu (w), tj. algebraickarealnacida,
postupné usporfadame do fady tak, Ze nejprve vezmeme Cislo w1 jako jediné ¢islo
0 vysce 1; poté vezmeme nasledujici ¢(2) = 2 algebraickaredlna cisla o vysce 2
aoznatme je wy, ws. K témto miizeme pripojit ¢(3) = 4 ¢isdao vysce N = 3 tak,
aby jejich velikosti vzriistaly. Obecné miizeme timto zplisobem o€islovat véechna
Cida z (w) az do ur€ite vysky N = Ngi, rozmistit je na uréena mista a za né
pripojit redlnad algebraickacislao vysce N = N; + 1 asicetak, aby jejich velikosti
vzristaly. Takto obdrZime souhrn (@) v3ech realnych algebraickych Gisel vetvaru

W1, W2, ...,Wy, ...

a s ohledem na dané usporadani mtizeme hovorit o v-tém redlném algebraickém
Cide, pficemz neni opomenuto Zadné z Cisel souhrnu ().

82.

Je-li dana jakymkoliv zplisobem utvorena nekonetna fada navzajem riiznych
realnych veli€in

W1, W2, .o, Wy, e, 4)

Ize v kazdém zadaném intervalu (« ... B) urcit Cido n (a tedy nekonetné
mnoho takovych Cisdl), které se nevyskytuje v fadé (4). Toto tvrzeni nyni doka
zeme. Mg metedy libovolné zadany interval (« . .. B) takovy, zea < B. Prvni dvé
Cidanasi fady (4), kteralezi uvnitf tohoto intervalu (z néhoz vyloucime hranici)
mUzeme oznatit o', B’ tak, Ze o’ < B’. Stejné tak oznatme prvni dvé ¢isla z nasi
fady, kteralezi uvnitf (o’ ... ') jakoo”, 8”7 atotak, zea” < B”; podletéhoz pravi-
dlautvofime nasedujici interval («” ... 8”) atd. Zdeuvedenacidaca’, o” ... jsou
podle definice jista Cislanasi fady (4), jgjichZ velikosti se monoténné meéni atotéz
plati o Cislech B/, B”...; velikost Cisdl &', «”, ... neustdle roste, velikost Cisel
B, B", ... klesa Kazdy z intervalll (... ), (&' ...8"), (@"...B"),... v sobé
uzaviravsechny nasledujici. — Jsou tedy nyni mysdlitelné dvé moznosti. Budto je
pocet takto utvorenych interval &l koneény; posledni z nich necht je (@ ... B™).
ProtoZe uvnitf tohoto intervalu miize lezet nejvyse jedno Cislo Fady (4), mlizeme
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v tomto intervalu zvolit ¢islo n, které neni ve (4) obsazeno. V tomto pripade je
véta dokazana.

Nebo je pocet utvorenych intervalll nekonetné velky. Pak ale mgji Cisa
a,o,a”, ..., vzhledem k tomu, Ze jejich velikosti neustéle rostou aniz by rostly
do nekonetna, jistou horni zavoru «*°. Totéz plati pro ¢idag, g/, 87, ..., jgichz
velikosti klesgji; jgjich zavoru ozna€me B°°. Je-li a® = B> (coz je pfipad, ktery
vzdy nastane v pfipadé souhrnu (w) vSech redlnych algebraickych €isel), I1ze se
|ehce pFesvedCit, podivame-li senazpét nadefinici intervalu, ze€islon = a® = 8>
nemiiZze byt v nasi fadé obsazeno. (Kdyby totiZ bylo &islo n v nadi fadé obsazeno,
méli bychom n = wp, kde p jejisty index. To vSak neni mozné, protoze wp nelezi
uvnitf intervalu («P ... BP), zatimco &islo n podle definice uvnitf tohoto inter-
valu lezi.) Je-li vSak > < B, pak z&dné Cislo n z vnitfku intervalu (¢ ... )
nebo téz hranice tohoto intervalu, pokud jen odpovida uvedenym pozadavkiim,
neni v fadé (4) obsazeno. Tvrzeni dokazanav tomto odstavci nam umoziuji rlizna
zobecnéni, z nichz zvolime nasledujici: ,,Je-li w1, wo, ..., wp, ... konetna nebo
nekonetna fada vzgemne linearné nezéavislych Cisel (takze neni spinéna Zzadna
rovnice tvaru ajw1 + awy + - - - + ahon = 0 s celoCiselnymi koeficienty, které
nejsou vsechny nulové) aje-li dan souhrn (£2) vsech takovych Cisdl 2, kteralze
urcit pomoci raciona nich funkci s celo€iselnymi koeficienty z danych Cisel w, pak
v kazdém intervalu (« . .. B) existuje nekonetné mnoho Cisel, kteranegjsou v (2)
obsazena.“ Skutetné, miizeme se podobné jako v 81 presvédGit, Ze souhrn () Ize
sefadit do tvaru

Q1,2 ..., 2, ...,

Z Cehoz, vzhledem k 82, plyne spravnost tvrzeni.
* * *

Druhou Cantorovou praci, kterou zde v pfekladu uvedeme, je ¢lanek uvefginény v r. 1890.
V této kréatke stati se poprvé objevuje znamadikazovametoda, dnes bézné nazyvana Cantorova
diagonalni metoda. Vlyjadreno v fedi kardinalnich Cisel je zde dokazano, ze 2% > Xg apotéje
ukéazano, Ze zcela analogicky 1ze pro kazdé kardinlni ¢islo odvodit 2™ > m.

Povaimnéme si, Ze ani v této praci se nevyskytuje pojem ,,mnozina’, i kdyz v této dobéjiz
Cantor toto pojmenovani v jinych pracich uzival.

O jedné elementarni otazce
Z nauky o souhrnech

V praci nazvané: O jedné viastnosti souhrnu vsech realnych algebraickych Cisel
(Journ. Math. Bd. 77, S. 258) se poprvé nachazi dilkaz véty, Ze existuji souhrny,
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které nelze, byt jsou nekonetné, jednoznatné pfifadit souhrnu vdech konetnych
celych €isdl 1,2,3,...,v,... nebo, jak fikame, které nemaji mohutnost Ciselné

fady 1,2,3,...,v,... . Z toho, co jsme tam dokazali v 82, okamZité plyne, Ze
napriklad systém vSech redlnych Cisdl leZicich v libovolném intervalu (« ... 8)
nel ze sestavit do fady tvaru

W1, W2, ...,Wy, ... .

Toto tvrzeni vSak |ze dokazat mnohem jednoduseji, nezavisle na vlastnostech
iracionanich Cisel.
Jsou-li totiz m a w dva navzajem rozdilné objekty, miizeme studovat souhrn
M prvkl tvaru
E=0X, X, 00, Xy, ..0),

které zavisi na nekonetné mnoha souradnicich xq, Xo, ..., X,, ..., kde kazda
z téchto souradnic je budto m nebo w.

K prvklim M patfi napriklad tfi nasledujici:

E'=(mmmm,...),

E'l = (w,w, w,w, ...),

E" =(m,w,m w,...).
Nyni tvrdim, Ze takovy systém M nema mohutnost fady 1,2,...,
V,on. .
Plyneto z nasledujici véty:
Je-li Eq, Ep, ..., E,, ... jakakolivjednoducha nekonetnarada prvki systému
M, pak existuje prvek Eq z M, ktery neni Zadnym z prvkt E, .

K dlkazu necht je

Ei=(, a12,...,a1,,...),
Ex=(ag1,a2,...,a2,,...),
........................... Tato a,,., jsou zde budto m nebo w. Bud
E},L = (a,u,l’ a},L,Z? ’ a;l, Vs ),
nyni fadab,, by, , ..., b,,... definovanatak, ze b, bude rovnéz rovno m nebo w

apritomrlznéod a,,,.
Je-li tedy a,, = m, necht jeb, = w ajeli a,, = w, necht b, =m.
Pov&mneme-li si nyni prvku

Eo = (b1, by, b, ...)

z M, vidime okamZité, Ze rovnost Eq = E,, nemUze byt spinéna pro zadné celé
Cislo . Kdyby totiz pro jisté o apro vsechny hodnoty v platilo

bv = ap.,v,
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pak by zejména platilo
by = .,

coz je podle definice Cidab, vylouceno.

Z této véty bezprostiedné plyne, Ze souhrn vSech prvkli z M nelze sefadit do
tvarutady Eq, E, ..., E,, ...; dostali bychom totiz spor, Ze Eq by soucasné bylo
i nebylo prvkem M.

Tento dilkaz prekvapuje nejen svou velkou jednoduchosti, ale zejména tim,
Ze princip v ném uvedeny |ze bezprostiedné pouZit k diikazu obecngjiho tvrzeni,
Ze totiz mohutnosti systémll nemaji maximum, coZ je totéz jako tvrzeni, ze ke
kazdemu zadanému systému L existujejiny systém M, ktery ma vétsi mohutnost
nez L.

Bud napriklad L linearni kontinuum, jako tfeba souhrn vech redlnych Cisdl,
kterajsou> Oa< 1.

Pod M rozumé&me souhrn v3ech jednoznatnych funkci f (x), které nabyvaji
hodnot 0 nebo 1, pficemz x probéhne vSechny realné hodnoty, kteréjsou > 0 a
<1l

To, zZe M nemamensi mohutnost nez L, plyne z toho, zev M existuji podmno-
Ziny, které maji stenou mohutnost jako L ; napfiklad je to podmnoZzina utvorena
Z téch funkci proménné x, které maji v jednom jediném xg z x hodnotu 1 a ve
v&ech ostatnich x maji hodnotu O.

M ale nemaani stejnou mohutnost jako L. Kdybychom totiz souhrn M mohli
jednoznatné popsat pomoci proménné z, mohli bychom si M predstavit ve tvaru
jednoznatné funkce obou proménnych x az

(X, 2),

ato tak, Ze zadanim z bychom mohli obdrzet prvek f(x) = ¢(X,2) z M ataké
naopak, kazdy prvek f(x) z M bychom Zziskali jako ¢(x, z) jedinou volbou z.
Timv3ak dostavame spor. Myslime-li i, Ze g(x) jetajednoznatnafunkce x, ktera
nabyva jen hodnot 0 a 1 a pro kazdou hodnotu x je riizna od ¢(x, z), pak je na
jedné strané g(x) prvek M, nadruhé strané viak zadnou volbou z = zo nemlizeme
tuto funkci dostat z ¢(x, z), nebot ¢ (Xo, Zo) je rtizné od g(zo).

Neni-li tedy mohutnost systému M ani mensi ani rovna mohutnosti L, plyne
odtud, Ze je vé&tSi nez mohutnost L. (Viz Crelles Journal Bd. 84, S. 242.)

V  praci  Grundlagen ener allgemeinen  Mannigfaltigkeitlehre
(Leipzig 1883) jsem dokéazal pomoci zcela jinych metod, Ze mohutnosti nemaji
maximum. Dokonce je tam dokézano, Ze souhrn viech mohutnosti, kdyZ ho uspo-
fadame podle velikosti, tvofi ,, dobre usporadanou mnozinu“, takze ve skuteCnosti
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ke kazdé mohutnosti existuje vétsi arovnéz ke kazde shora neohranicené mnoziné
mohutnosti existuje ngaka mohutnost jesté vétsi.

~Mohutnosti“ reprezentuji jediné a zakonité zobecnéni konetnych , kardinal-
nich Cisel“; nejsou ni¢im jinym, nez aktualné nekonetné velkymi kardinanimi
Cidly a patfi jim taz realita a urGitost jako tém plvodnim. Jen zakonitosti mezi
nimi, nazyvané ,teorie Cisel“, jsou zde Castetné odlisné od z&konitosti ve svété
,Konetna'.

Dalsi objevy natomto poli jsou Ukolem budoucnosti.

* * *

Posledni ukézkou z Cantorova dila, kterou uvedeme, bude nékolik partii z obsahlé prace Beit-
rage zur Begriindung der transfiniten Mengelehre, tj. PFispévky k zakladlimteorietransfinitnich
mnozn, ktera je posledni Cantorovou publikovanou praci. (Prvni Cast vySlav Casopise Mathe-
matische Annalen v r. 1895, druha Cast tamtéz v r. 1897. Cela prace ma 76 stran.) Toto dilo je
vynikajicim zavrSenim Cantorovy vice nez dvacetileté prace na vystavbé teorie mnozin.

V (vodu 1. paragrafu Cantor poprvé vysvétluje, co rozumi mnozinou. (Tato pasadz byva
Casto a nepfesné citovana. Z textu je zitgimg, Ze ji Cantor zcelajisté nepokladal za definici, jak
byva Easto nespravné uvadéno. Pojem samotny na jedné strané podle Cantorovych plivodnich
pfedstav zjevné pro svou ,, samozifgimost” zadnou definici nevyzadoval; nadruhé strané v dobé
publikacetéto pracejiz Cantor znal téZkosti, k nimz jehointuitivni pfistup vede.) Ve 2. paragrafu
Cantor definuje nerovnost mezi kardinalnimi ¢idly.

Kromé téchto dvou paragrafll v nasledujici ukazce uvedeme Cast 84, v némz je zavedeno
umochiovani kardinalnich Cisel, Cast 86, v némz je popsana specificka role Cisla Xy a konetné
&ast §15, v némz se hovori 0 mnoziné Z(Xo) ordinanich &sel. Ctendr jisté i bez zvla&tniho
upozornéni postiehne, Ze styl vyjadrovani adilkazove metody této pracejsou jiz zcelamoderni;
815 by mohl byt bez vétSich Uprav — stejné jako dalSi Casti prace — zafazen i do moderni
ucebnice.

Rozdil mezi prvni Cantorovou mnozinovou praci a touto posledni je jisté dostateCnym
svédectvim, jak obrovské dilo Cantor v uvedeném obdobi vykonal.

Prispévky k zakladlim teorie
transfinitnich mnozin

81

MOHUTNOSTI CILI KARDINALNI CiSLA
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»Mnozinou“ rozumime kazdy souhrn M uréitych rozlisitelnych objektli m naseho
nazirani nebo naseho my3leni (nazyvanych,, prvky” v M) shrnutych v jeden celek.
Symbolicky to zapiSeme takto:

M = {m)}. D

Sjednocenim vice mnozin M, N, P, ..., které nemaji spolecné prvky, rozumime
MNOZinu oznacenou

(M, N, P,...). (2

Prvky této mnoziny jsou prvky z M, z N, z P atd., brany vSechny spolecné.

,Cast* nebo , podmnoZina“ mnoziny M jekazdajina mnozina My, jejiz prvky
jsou souCasné prvky v M.

Je-li M, Casti My a M, ¢asti M, pak jetaké M, Casti M.

Kazdé mnoziné M prislusi jista ,, mohutnost”, kterou nazyvame take , kardi-
nani ciso”.

»Mohutnosti“ nebo , kardin@dnim ¢islem* mnoziny M rozumime obecny po-
jem, ktery v naSem my8leni prifadime kazdé mnoziné M tak, ze pfitom abstrahu-
jeme od vlastnosti jejich rliznych prvkl m a od usporadani pfi jejich zadavani!

Vysdledek této dvoji abstrakce, kardinalni €iso €ili mohutnost mnoZiny M,
oznatujeme

M. 3)

Takto z kazdéeho jednotlivého prvku m, nepfihlizime-li k jeho vlastnostem, vznikne
»jednotka’*, takze kardinalni Ciso M samotné je urCita mnozina utvorena z téchto
jednotek, jakozto rozumovy odraz projekce dané mnoziny v nasi mysli.

O dvou mnozinach M a N fekneme, Ze jsou ekvivalentni, coz oznatime

M ~ N nebo N~ M, 4%

jestlize 1ze nalézt takové jejich vzgemné pfifazeni, Zze kazdému prvku z jedné
odpovida pfi tomto pfifazeni jeden ajenom jeden prvek druhé.

Kazde ¢asti M; v M odpovidatedy jistaekvivalentni €ast N; z N.

Je-li dano takoveé prifazeni dvou ekvivalentnich mnozin, pak |ze toto prifazeni
(az napfipad, ze obé& mnoZziny jsou jednoprvkové) libovolné modifikovat. Zejména
Ize zafidit, ze danému prvku mg z M odpovidajisty prvek ng z N. Jestlize si totiz
prvky mg ang neodpovidaji pri plivodnim pfifazeni, ale prvku mg z M odpovida
prvek n; z N aprvku ng z N odpovidaprvek m; z M, pak pozménime zadani tak,
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aby s vzgemné odpovidaly prvky mg ang arovnéz tak m; ang; ostatni prvky pak
zlistanou pritazeny podle plivodniho pravidla. Takto je kol splnén.
Kazda mnozina je ekvivalentni se sebou samotnou:

M~ M. (5)
Jsou-li dvé mnoziny ekvivalentni stfeti, pak jsou také vzaemné ekvival entni:
ZM ~PaN ~ PplyneM ~ N. (6)

Zakladni vyznam ma nyni skuteCnost, Ze dvé mnoziny M a N jsou ekvivalentni
tehdy a jen tehdy, kdyz maji stejné kardinalni ¢ido:

zevztahu M ~ N pIyneﬁ =N, )

zevztahu M = N plyneM ~ N. €]

Ekvivalence mnozin tedy tvori nutné a neklamné kritérium toho, Ze jgjich kardi-
nalni Cislajsou stejna. . .

8§2.

JVETSI* a, MENSI* MEZI MOHUTNOSTMI

Necht pro dvé& mnoziny M a N s kardinalnimi ¢isly a = M ab = N jsou
splnény nasledujici dvé podminky:

1) M neobsahuje €ast ekvivalentni s N,

2) N obsahuje ¢ast N; takovou, Zze N; ~ M.

Pak je predevsim patrno, Ze tyto podminky zlistanou spinény, kdyZ mnoziny M a
N nahradime dvéma ekvivalentnimi M’ a N’. Takto je vSak urCen jisty vzgemny
vztah mezi kardinalnimi Cidy a, b.

Dale, ekvivaencemnozin M a N, jakoz tedy i rovnost Cisel a, b je vylouteng;
kdyby platilo M ~ N, pak by vzhledem k tomu, Zze N; ~ M, taképlatilo N; ~ N
atedy predpoklad M ~ N by nas pfivedl k tomu, ze existuje ¢ast M, v M takova,
Zze M; ~ M atedy také M; ~ N, coz je spor s podminkou 1).

Zateti, tento vztah mezi Cidy a, b je takovy, ze tentyz vztah mezi b, a neni
mozny. Kdyz tedy v 1) a 2) prohodime role M a N, obdrZzime dvé vzgemné
kontradiktorické podminky.
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Vztah mezi a, b charakterizovany podminkami 1) a 2) vyjadiime dovy: a je
mensi nez b nebo také b je vetSi nez a; symbolicky

a<b nebo b>a. (1)
Lehce |ze dokazat, ze

kdyza <b, b <c, paktakéa < c.

Prave tak okamzité z definice plyne, Zze kdyz P, je Cast mnoziny P, pak za < ﬁ
plynetakéa < P azevztahu P < b plyne Py < b.
Ukazali jsme, Ze ze tfi vztahil

a=h, a<b, b<a

kazdy vylucuje zbyvajici dva.

Naproti tomu se v Zadném pripadé nerozumi samo sebou, a také bychom to
nyni nemohli dokazat, Ze pro kazda dvé kardinélni €isla a, b musi nutné nastat
néktera z uvedenych moznosti.

Teprve pozdgji, az prehlédneme rostouci posloupnost transfinitnich kardinal-
nich ¢isel a pozname jgich vzgemné vztahy, budeme moci dokazat tvrzeni: A.
»Jsou-li a,b libovolna dvé kardinalni ¢isla, pak plati budtoa = b neboa < b nebo
a>bh*

84,
UMOCNOVANI MOHUTNOSTI

» Pokrytim mnoziny N prvky mnoziny M*“ nebo struéngji ,, pokrytim N prvky M*
rozumime pravidlo, kterym je s kazdym prvkem n z N svazan jisty prvek z M,
pricemz jeden a tentyz prvek z M mlize byt pouZit i opakovang. Takto je tedy
prvek z M, ktery je svazan s n, jistou jednoznacnou funkci n a mlizeme ho proto
oznait f(n). Tuto funkci nazveme , pokryvaci funkci prvkl n“. Odpovidajici
pokryti mnoziny N oznatime f (N).

Rekneme, Ze dvé pokryti f(N) a f(N) jsou si rovna pravé tehdy, kdyz pro
vSechny prvky n z N plati rovnost

fi(n) = f2(n); D

to znamena, ze kdyz existuje byt jen jediny prvek n = ng, pro ktery uvedena
rovnost neni splnéna, pak jiz povazujeme pokryti fi(N) a fo(N) za navzgem
rlizna.
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Kuprikladu mbizeme, kdyz mg jejisty prvek z M, zadat pro vSechny n
f(n) = mg.

Takto je pak ureno pokryti N prvky mnoziny M.
Jiné pokryti obdrzime, kdyz pro dva rlizné prvky mg am; z M a pro jisty
prvek no z N zadame
f(no) =mo, f(n)=mg

pro véechnan rliznaod no.

Souhrn vSech rozdilnych pokryti N mnozinou M tvori jistou mnozinu s prvky
f (N). Nazveme ji ,,mnozinou vSech pokryti N prvky M“ aoznatimeji (N|M).
Je tedy

mm(N|M) = {f(N)}. (2
Plati-li M ~ M”aN ~ N’, pak Ize lehce odvodit, Ze také
(NIM) ~ (N'[M"). 3

Kardinalni €islo mnoziny (N|M) tedy zavisi jen nakardinalnich Cislech M=aa
N = b. Miizeme proto definovat mocninu a takto:

a’ = (N|M

~

(4)
86.
NEJMENSI KARDINALNI CISLO ALEF NULA

Mnoziny s konetnym kardinanim ¢islem nazyvame , koneCnymi mnozinami*;
vSechny ostatni mnoziny nazyvame , transfinitnimi mnozinami“ ajejich odpovi-
dajici kardinalni ¢isla nazyvame ,transfinitnimi kardinanimi ¢isly“.

Souhrn vSech konetnych kardinalnich €isel v nam udava nasledujici priklad
transfinitni mnoziny; ji odpovidgici kardinalni ¢islo (81) , aef nula‘, symbolicky
Ng, definujeme vztahem

Ro = {v}. D

To, ze R je transfinitni ¢idlo, tj. neni rovno zadnému konecnému cislu w, plyne
z téjednoduché skuteCnosti, Ze kdyZ pfidame k mnoZzing {v} ngaky novy prvek ey,
je sednoceni ({v}, &) ekvivalentni s plivodni mnoZzinou {v}. Existuje totiz mezi
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nimi vzgemné jednoznacné prifazeni, pfi némz prvku ey odpovida prvni prvek 1
druhé mnoziny, prvku v prvni mnoziny pak odpovida prvek v + 1. Podle §3 tak
dostavame

Ro+1=R. 2

V 85 jsme vak dokazali, Ze (pro konetna i) je i + 1 rlizné od 1, takze Rq neni
rovno zadnému konecnému ¢islu .
Cidlo R je vétsi nez véechna konetnacida ju:

NQ > . (3)
Totoplyneokamzitéz 83, nebot u = {1, 2, 3, ..., u}, Zadnacast mnoziny {1, 2, 3,
.., 4} neni ekvivalentni s mnozinou {v} asamotnamnozina{1,2,3,..., u} je
casti {v}.

Nadruhé strané je g ngfmensi transfinitni kardinalni ¢islo.
Je-li a jakékoliv transfinitni kardinalni ¢islo riizné od Ry, pak

Ro < a. 4

Toto plyne z nasledujicich vét:

A. V kazdeé transfinitni mnoziné T existuje podmnoZna s kardinalnim cislem
Ro.

D U k az: Odstranime-li podle ngakého pravidlaz T konetny pocet prvki
t, b, ..., t,_1, Zlstane zde pofad moznost odstranit i dal&i prvek t,. MnoZzina {t, },
kde v je libovolné konetné kardinéni Cislo, je podmnozinou v T s kardindnim
¢isdem Ry, protoze {t,} ~ {v} (81).

B. Jeli S transfinitni mnoZina s kardinalnim Cisdem ®q a § je transfinitni
podmnoZinav S, pak jerovnéz S; = K.

8§15.
CiSLA DRUHE CISELNE TRIDY Z(Xo)

Druha Giselna tfida Z (Ro) je souhrn {a} vSech ordinalnich typli dobfe usporada-
nych mnozin, jejichz kardin@ni Cislo je Ry (86).

A. Druhé Ciselna tfida obsahuje nefmensi prvek w = Lim, v.

D U k az: Symbolem o rozumime typ dobre usporadané mnoziny

Foz(flv f27"'af\)7---)’ (1)
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kde v probiha vSechna konetna ordinalni Cislaa

f, < fou. 2
Je tedy (87)
w=F 3
a(86)
® = No. (4)

w jetedy €ido druhétfidy asiceto ngimensi. Je-li y jakékoliv ordinéni €islo < w,
musi byt (814) typem n&akého fezu v Fy. Fo mavsak pouze fezy

A:(fl? f25"'7 f\))

s koneCnym ordinanim Cislem v. Proto plati y = v.

Neexistuje tedy transfinitni ordinalni ¢islo, které by bylo mensi nez w, takze
 je ngmensi takové. Podle toho, co jsme uvedli v 814 o Lim,«, je zZfgimé
w = Lim,v.

B. Je-li o libovolné Cislo druhétfidy, pak za nim nasleduje jako nejblizsi véetsi
Cido téze Cisané tfidy Cisloa + 1.

3 Antinomieteorie mnozin. TFeti krize matematiky

Nikdy neni tak Zle,
aby nemohlo byt jesté hiiF.
GATTUSOVO ROZSIRENI MURPHYHO ZAKONA

19. stoleti bylo obdobim prudkého rozvoje prirodnichi spoletenskych véd. V fadach védcl fady
oborll narlista uspokojeni nad dosazenymi vysledky: zda se jim, Ze pfirodni védy zmapovaly
a popsay vSe podstatné v redlném svété. Zadouzilo by s hlubSiho rozboru, ¢im to bylo
zplisobeno, Ze temé&f soutasné — na prelomu 19. a 20. stoleti — dochéazi v fadé z nich, véetné
matematiky, k dramatickému zvratu.

Tak napriklad znamy americky fyzik Albert Abraham Michelson, jehoz jisté nebudeme
podezirat z malého prehledu a nedostatku odbornosti, v roce 1894 prohlasuje:

Dulezté zakladni zakony a fakta ve fyzice jiz byly viechny objeveny a jsou dnes tak pevné
prokazany, ze moznost, ze by vlibec kdy byly nahrazeny v diisledku novych objevil, je nesmirné
vzdalena. . . NaSe budouci objevy je tfeba hledat na Sestém desetinném misté!
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Dva roky poté, v r. 1896, objevuje Antoine Henri Becquerel pfirozenou radioaktivitu,
v r. 1905 publikuje Albert Einstein specialni teorii relativity (v r. 1916 pak obecnou), ve
20. letech se konstituuje kvantova mechanika atd.: co z fyzikalniho obrazu svéta z konce
19. stoleti vlastné pretrvalo az do dneska?

Néco podobného se na prelomu stoleti odehralo i v matematice, s diisledky pro matematiku
samotnou asi jesté zavaznéSimi.

Uvadéli jsme jiz, jak podrazdené reakce vyvolay prvni Cantorovy mnoZinové prace. Po-
stupné sevsak prokazalo, jak mocnym a potfebnym nastrojem seteorie mnozin pro matematiku
stala. Ke konci 19. stoleti doséhla teorie mnozin téméf vseobecného uznani a stala se zaklad-
nou, na niz byla budovana prakticky cela matematika. VSeobecné minéni matematik{ té doby
vystihuje znamy vyrok Celného francouzského matematika a fyzika Henri Poincarého, jed-
noho z vlidgich duchii tehdejSiho védeckého svéta, ktery na Il. mezinarodnim matematickém
kongresu v PafiZi v roce 1900 prohladuje:

...nyni v matematice zlistavaji jen cela Cisla a konetné, respektive nekonetné systémy
celych Cisdl ... Matematika je plné aritmetizovana. Dnes miizeme Fici, Ze dosahla absolutni
pfesnosti.

Je vskutku ironii osudu, Ze v dobg, kdy Poincaré tato slova pronasel, uz bylo de facto jasné,
Ze teorie onéch , nekonetnych systemtl celych Cisal“, jakozto ¢ast teorie mnozin, ma k oné
absolutni presnosti dale nez daleko. Antinomie teorie mnoZzin, z nichz prvni jiz byla tehdy
znama, vyvedly matematiky kruté z mylného zdani, ze maji k dispozici spolehlivou zakladnu
pro vystavbu svych teorii. A strastiplna cesta za pfekonanim téchto antinomii, cesta, na jgjiz
konec matematika dodnes nedorazila, nam ukazala, jak podstatné je nutno revidovat ptivodni
predstavy 0 moznosti spolehlivého vybudovani zakladli matematiky. (O tom vSak budeme
podrobngi hovofit v 84.) Z tohoto hlediska neni oznaCeni 3. krize matematiky pro obdobi,
které matematika od pocatku 20. stoleti proziva, nijak prehnané.

(Pfipomenme si, Ze 1. krize matematiky ccav 5. stal. pf. n.l. souvisela s objevem iracional-
nich Cisel a se Zenbnovymi aporiemi 0 nemoznosti sestrojeni konetnych velicin z nekonecné
mnoha ¢asti. 2. krize matematiky, jak jsme jiz uvedli, je spojovana s ngjasnostmi kolem poci-
tani s nekonetné malymi veliCinami. Newton a Leibniz pfi vystavbé infinitesmalniho poCtu
nedovedli tyto operace fadné zdlivodnit. Béhem doby bylo ¢im dal nejasnéjsi jak je mozng, ze
nezdtivodnéné postupy s presné nedefinovanymi velicinami davaji prevazné spravné vysledky.
Tato krize byla pfekonana diky praci Cauchyho, Weierstrasse a dalSich v 19. stoleti.)

V kapitole | jsmeukazali (viz vetu[5.10), zekdyz Izev ngakéteorii dokazat ngjakétvrzeni a
soucCasnéi jeho negaci, Ize v této teorii dokazat kazdé tvrzeni. Takovateorie je ovsem prakticky
bezcenna. Presné toto se ovSem stalo v Cantorové teorii mnozin, kdyz se v ni objevily tzv.
antinomie, nékdy téZ nespravné nazyvané paradoxy.

Prvni z téchto antinomii publikoval v r. 1897 italsky matematik Cesare Burali-Forti v préci
Una questione sui numeri transfiniti, Rendiconti Palermo 11, 154 - 164). Cantor sam znal tuto
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ordinalnich €isd je vétSi nez vsechna ordinalni €ida (tzn., Ze existuje ordinalni ¢islo vétsi nez
ono samo). (Srovng slll. 6.2.)

Po objeveni této antinomie bylo jesté mozno chovat jistou nadgi, Ze ji bude mozno ngjak
odstranit a situaci tedy bude mozno zachranit. (Samotny Cantor az do konce zivota véfil, ze
jeho teorii bude mozno ngjak , opravit.) V prvnim desetileti 20. stoleti se vSak téchto antinomii
objevila cela fada; jednoznatné se tak prokéazalo, ze tato sporna tvrzeni se neobjevuji jen na
,periférii“ matematiky a netykaji se jen objektll, bez nichZ se Ize snadno obejit, ale pravé
naopak, ukazalo se, Zze obtize tkvi v podstaté véci a celateorie mnozin musi byt vybudovanana
zcelanovych zékladech. Za80 | et, které od té doby uplynuly, ovSem nebylo nalezeno vSeobecné
prijaté feSeni této situace — viz §4.

Nyni podame strucny prehled nejznaméjsich antinomii.

Nejznaméjsi je antinomie, kterou v r. 1902 objevil a v r. 1903 publikoval anglicky ma-
tematik, filozof, logik, sociolog a vefeginy Cinitel, lord Bertrand Russell. (Nezéavisle na ném
objevil tuto antinomii rovnéz Ernst Zermelo. Russellova antinomie spociva, jak jsme uvedli jiz
v kapitole I, v tom, Ze kdyZ utvofime ,,mnozinu S vSech mnozin, které ngjsou svym vlastnim
prvkem", vede ke sporu predpoklad S € Si pfedpoklad S ¢ S.

Tato antinomie byla zpopularizovana samotnym Russellem a mnoha dal8imi matematiky.
Z celéfady téchto popularnich variant uvedme alespon nasledujici:

Jisty vojin, povolanim holi€, dostal od svého velitele pfikaz, ze musi holit vSechny vojaky
Své Cety, ktefi se neholi sami a nesmi holit nikoho jiného. Tim se ovsem tento vojin ocitl
v nefesitelné situaci, nebot’ sim se ma holit prave tehdy, kdyz se sam nebude halit.

V roce 1905 uvefgnil francouzsky l&kar a matematik — a v té dobé feditel Oceanogra-
fického muzea v Monaku — Jules Richard Richardova antinomieantinomii, v niz vynikajicim
zplisobem vyuZil (nebo zneuzil?) Cantorovy diagonani metody. Nejsnaze |ze tuto antinomii
zformulovat takto: v8ech konetnych posloupnosti ¢eskych slov (nazvéme tyto posloupnosti
»Vetami“) je spocetné mnoho. Nékteré z téchto vét jednoznatné definuji ngaké realné ¢islo,
napriklad , Sest pétin“, ,ngimensi prvocislo, které je vétsi nez deset milionl apod. MnoZina T
v&ech téchto Cisdl je spocetna (nebot vaech vét je pouze spocetné mnoho). Lze tedy mnozinu
T usporadat do posloupnosti. Nyni Cantorovou diagonani metodou sestrojime Cislor ¢ T.
To podle definice mnoziny znamena, Ze Cislo r nelze definovat zadnou konenou posloupnosti
Ceskych slov. To je vsak zigimy spor stim, Ze jsme takto Cislo r praveé definovali.

Zjednoduenim Richardovy antinomie je nasledujici antinomie Berryho, kterou poprvé
publikoval Russell v r. 1906: protoZe vech Ceskych , v&t“ (ve vySe uvedeném smyslu), které
maji nejvy3e 20 slov, je pouze konetné mnoho, existuji nutné pfirozena Cisla, ktera takovou
vétou definovat nelze. Mlizeme proto vyslovit nasledujici definici:

Bud k ngjmensi pfirozenécislo, které nel ze definovat ¢eskou vétou o nejvyse dvaceti slovech.

Ctendl necht si promysli, co jsme pravé uddali: vétou o 14 slovech jsme definovali &islo,



136 I\V. HISTORICKY VYVOJ TEORIE MNOZIN

které nelze definovat Zadnou vétou, ktera by méla dvacet nebo méneé slov!

V literature (viz napfiklad [9]) lze najit jeSté dalSi antinomie. Uvedené ukazky vsak —
doufejme — udavaji dostatecny prehled o tom, jakého druhu byla ona tvrzeni, ktera zplsobila
3. krizi matematiky.

Pravdépodobnéje vak nyni nutné podrobngji vysvétlit, pro€ uvedené antinomie nejsou jen
zajimavymi logickymi hfickami bez hlubsiho vyznamu (jak se plivodnéfadé matematikli zdaloa
jak nanéostatnéi dnesmtize pohlizet ten, kdo k matematice pristupuje,, pseudoinzenyrsky* jako
ke snlisce vypotetnich metod), ale zavaznymi problémy, které zbouraly pracné vybudovanou
budovu moderni matematiky a zplisobily v matematice dodnes nepfekonanou krizi.

Nedlojenoto, zeseobjevilav teorii mnozin spornatvrzeni, znehodnocuijici tuto teorii. Horsi
bylo, ze — jak jsme jiz uvedli — v uvedené dobeé jiz byla teorie mnozin z&kladnou prevazné
Casti matematiky. (Je zFgimé, Ze to znamenal o, Ze teorii mnozin je nutno budto ,, opravit* nebo
najit jinou a ,lepsi* zékladnu. Co by viak mé&o a mohlo byt onou novou zakladnou? To si
prakticky nikdo nedoved pfedstavit. Vynikgjici némecky matematik David Hilbert, o némz
budeme je&té hovorit v 84, to v r. 1925 vyjadfil Casto citovanymi slovy: Nikdo nas nemiize
wyhnat z rgje, ktery pro nas vybudoval Cantor. (Opravam ,cantorovského rge* se budeme
vénovat v nasledujicim paragrafu.)

Nejzavazngjsi diisledky antinomii vak spoivaly jedté v nécem jinem. Pfipomeimesi, jaké
bylo vychodisko Cantorovy teorie. ,MnoZina" bylo jen synonymum slov souhrn, systém apod.
Tento pojem je tak samoziejmy a nazorny, ze neni nutno ho nijak definovat. (Podobné jako je
v Eukleidové geometrii zZfeimé, co je to bod nebo pfimka. Ostatné pojem ,mnozina* je jisté
intuitivné jednodussi nez napriklad pojem ,pfimka’‘.) O téchto souhrnech — mnozinach pak
Cantor b&zné uzivanymi matematickymi a logickymi metodami dokazuje tvrzeni a odvozuje
jejich vlastnosti. (Takto budované teorii se dnes fika , naivni“, respektive ,intuitivni“ teorie
mnozin.) Nebylo nejmensiho diivodu predpokladat, Ze teorie budovana timto zplisobem by
mohla byt principialné nespravng; vzdyt takto se matematika budovala od starovéku. A presto
antinomie prokazaly, ze matematiku takto bezelstné budovat nelze! Toto je nejzavazngsi di-
sledek antinomii.

A jaky je tedy ,spravny* zplisob vystavby matematiky? Pravé proto, Ze na odpovédi na
tuto otazku se matematikovée dodnes neshodli, hovorime o diisledcich vzniklé situace jako o 3.
krizi matematiky.

Tato krize pochopitelné neznamena, ze by se matematika ve 20. stoleti nevyvijela; dobre
vime, Ze je tomu pravé naopak. Tato krize samoziegimé ani nema bezprostiedni negativni di-
sledky naty matematické discipliny — atéch je samoziejmé vétSina— které pfimo nesouviseji
s vystavbou zakladli matematiky. Matematik, ktery by se véak stavél do pozice, Ze jeho prace
se toto vSechno nedotyka, by napadné pfipominal pstrosa, strkajiciho hlavu do pisku. Jeden
z velkych matematik( 20. stoleti, Hermann Weyl, jenz je pravé autorem téze o nastupu 3. krize
matematiky, tuto situaci charakterizoval v r. 1946 slovy:
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Méné neZ kdykoliv dfive jsme presvédCeni o prvotnich zakladech logiky a matematiky. Jako
vaichni a viechno v dnednim svété prozivame , krizi“ . Ta trva uz téméf padesat let. Na prvni
pohled nam neprekaZi v kazdodenni praci; mohu se v3ak pfiznat, Ze ve skuteCnosti méla silny
vliv na mou matematickou Cinnost: smérovala mé zajmy do oblasti, ktera se meé zdala relativné
» bezpeCnou” , a neustale ve mné podryvala nadSeni a odhodlani nezbytné pro kazdou védeckou

préci.

4 Vychodiskazkrize

Kdyz se vechno dari,
néco se pokaz.
PRVNi CHISHOLMUV ZAKON

Jak jsme uvedli v 83, bylo po objeveni antinomii teorie mnozin ziegjmé, Ze dosavadni styl vy-
stavby matematiky je neudrZitelny. Pristup matematiki k feSeni vzniklé situace byl samozigimé
odlisny podlejgjich filozofického i profesiona niho zaméfeni. Pfesné definovat a ohranicit jed-
notlivé mySenkové proudy je pfitom nemozné. V hrubych rysech v&ak Ize fici, ze zakladni
pristup k ¥eSeni byl dvoji: intuicionisticky a formalisticky, pficemz mezi formalistické sméry
patfi nékolik vyhranénych avelmi odlidnych skupin.

Podle intuicionistickych nazorli byla matematika v poslednich desetiletich budovana ne-
pripustnymi metodami. Neéktera logicka pravidla, zigimeé platna pro konetné systemy, jako
napriklad princip vylouceného tietiho (tertium non datur — viz vétu .15 (2)v kapitole 1.),
byla nedovolenym zplisobem pfenesena i na nekonetné systémy. Intuicionisté odmitaji aktu-
ani nekonetno, neuznavaji existencni dilkazy. Objekt, ktery nelze zkonstruovat pomoci jinych
uznanych postupll, prosté neexistuje. Je evidentni, Ze tim pfed nimi vyvstaly obrovské po-
tize. Po formélni i obsahoveé strance byli nuceni prakticky nové budovat fadu matematickych
disciplin, nebot jen mala €ast klasické matematiky pro né byla,, pfipustna“.

V posledni dobésili tendence divat se naintuicionismusjako nahistorickou kuriozitu. Pfinos
intuicionistll k rozvoji matematiky vak byl nemaly. A pfingimensim k zamy3eni by nas méla
primét skutenost, Zze mezi né patfila fada nejvéhlasngjSich matematikll poslednich generaci.
Prvni intuicionistické idegje v novodobé matematice Ize ngjit v 70. — 80. letech 19. stoleti
v dile Leopolda Kroneckera, 0 némz jiz z 82 vime, ze stél v Cele proticantorovského hnuti.
Zrod moderniho intuicionismu je vSak spojovan se jménem holandského matematika L eutzena
Egberta Jana Brouwera, ktery zakladni intuicionistické ideje zformulova ve své disertatni
praci v r. 1907. Kromé jiz zminénych H. Weyla a H. Poincarého Ize k intuicionistlim prifadit
napriklad matematiky takového kalibru, jako byli Emile Borel, Henri Leon Lebesgue & Nikolaj
Nikolgjevi¢ Luzin.

Zakladni formalistické pristupy k vystavbé teorie mnozin a zakladim matematiky jsou



138 I\V. HISTORICKY VYVOJ TEORIE MNOZIN

dvoji: metoda teorie typll a axiomaticka vystavba.

Zakladatelem teorie typl je jiz nékolikrat zmifiovany B. Russell. Podle jeho minéni byly
antinomie zplisobeny tim, Ze pomoci vech prvki daného systému byl opét definovan prvek
daného systemu. V teorii typll, kde jsou jednotlivé pojmy , hierarchicky“ rozvrstveny, nemlize
byt pomoci prvku jisté Urovné definovan prvek téze Grovné. Tim je samoziejmé vylouten vznik
antinomii Russellova druhu. Z praci rozvijejicich teorii typli uvedme alespoil dvé nejvyznam-
ng 3 a ngjznamgsi. Je to predeviim tzv. New Foundations amerického matematika Ormana
Willarda van Quinea poprvé publikovana v r. 1937 a dale tzv. Systém X jiného amerického
matematika Hao Wanga, poprvé Wangem popsany v roce 1954.

Teorie typll byva Easto nespravné zaméhovana s jinym fil ozoficko-matematickym smérem,
tzv. logicismem. Plivod této zamény je jednoduchy — hlavnim predstavitelem logicismu je
zakladatel teorie typli Bertrand Russell. Zformulovat hlavni tézi logicismu neni jednoduché;
vyzadovalo by to zevrubngsi rozbor vzgemného vztahu matematiky a matematické logiky.
Nepresné ji lze vyslovit asi nasledovné: vaechny specialni matematické pojmy |ze definovat
pomoci slovniku matematické logiky a k diikazlim matematickych tvrzeni neni tfeba zadnych
axioml kromeé | ogickych ani Zadnych odvozovacich pravidel krométéch, ktera jsou akceptovana
logikoul.

Faktickym zakladatelem logicismu byl némecky matematik Friedrich Ludwig Gottlob
Frege. Jakou ideou byl Frege veden? Posledni Ctvrtina 19. stoleti byla obdobim znacné Uspésné
aritmetizace matematiky. (Svédectvim o této skutecnosti je napfiklad Poincarého vyrok, ktery
jsme citovali v Gvodu 3. paragrafu nebo znamy vyrok Kroneckerliv: Cela ¢isla stvoril Biih,
v&e ostatni je dilemlidi.) Frege se pokousel aritmetiku zredukovat nalogiku. Jeho dilo zlistalo
v dobé vzniku prakticky nepochopeno. Az Russell natuto ideu navazal apokousel setotéz udé-
lat s Cantorovou teorii mnozin. Prave pii této praci prisel naonu klasickou antinomii nazvanou
jeho jménem.

Zakladnim dilem logicismu je tfidilna monografie Principia Mathematica, kterou v letech
1910 - 1913 vydal Russell spolecné s anglickym matematikem, filozofem alogikem Alfredem
Northem Whiteheadem. Logicismus mé sice znacny vliv narozvoj matematické logiky, mezi
matematiky v3ak |ogicisticka redukce matematiky na odnoz logiky nikdy nezaznamenala vétsi
ohlas.

VétSina matematikll za vychodisko z krize povazovala axiomatickou vystavbu matema-
tiky. Dnes je to ngjb&zngjsi a ngjuznavangsi zplisob budovani matematickych teorii. Axio-
matické metody jiz dokonce davno prekro€ily ramec matematiky samotné a jsou stale hojngji
uzivany i v jinych védach, ato nejen pfirodnich. Proto se o nich zminime podrobngi.
definujeme pomoci pojmt jednodusSich a nova tvrzeni odvozujeme z tvrzeni jiz dokazanych,
neni principidné mozno definovat vsechny pojmy a dokazat vsechna tvrzeni. Na jisté Grovni
je nutno zapodit; jisté tzv. , primitivni“ pojmy je nutno zavést bez definice a jista tvrzeni —
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tzv. axiomy — je nutno pokladat za pravdive bez diikazu. Zasady takové deduktivni vystavby
védy zpracoval jiz Aristotelés. Prvni — a genialni — takto zpracované matematické dilo jsou
Eukleidovy Zakiady.

Novy impuls pro rozvoj axiomatické metody dala opét geometrie. Pokusy o dikaz 5.
Eukleidova postulatu o rovnobézkach, vedouci — jak znamo — az ke vzniku neeukleidovské
geometrie, vyvolaly novy zajem o diislednou axiomatizaci geometrie. Tato prace bylazavrsena
dilem Davida Hilberta Grundlagen der Geometrie (1899), 0 né&mz se jesté pozdgji zminime.
A 20. stoleti je obdobim konjunktury axiomatického pristupu k matematice.

Je samozigimg, Ze v priibéhu doby axiomatické metody zaznamenaly znatny vnitini vyvoj.
Tento proces | ze zhruba rozdélit do tfi z&kladnich etap:

(a) tradicni axiomatika (Eukleidés);
(b) formalni axiomatika (19. stoleti);
(c) formalizovana axiomatika (20. stoleti).

V €em spocivaji hlavni rozdily mezi axiomatikami jednotlivych obdobi?

TradiCni axiomatika byla popisovana v bé&zném hovorovém jazyce. V tom ovSsem bylo
potenciané skryto nebezpe€i, Zze se v takto budované teorii objevi nepresnosti, nejasnosti
nebo dokonce zasadni obtize; zadny hovorovy jazyk neni natolik pfesny, aby se tomu dalo
zabranit. Zadruhg, pfi tradicni axiomatice nejsou presné zf ormul ovanapravidlapro odvozovani
jednéch vyrokli z druhych. Pri ,,intuitivnéjasnem® odvozovani je oviem vyloucenajednoznatna
kontrola spravnosti Gsudkdl. Jak prokazaly antinomie, byla predevsim tato okolnost zdrojem
téch nejvétsich problémul. A konetng, v klasickée axiomatice byly axiomy tvrzeni, kteranebylo
nutno dokazovat proto, Ze bylazcela, samozigima“ . Teorie bylav tomto slovasmysiu budovana
»Semanticky*.

V dal8ich dvou etapach vyvoje axiomatickych metod do3lo ve vech uvedenych bodech
k vyraznym zménam. Jiz ve 2. etapé, pfi budovani formalni axiomatiky, dochazi mimo jiné
k tomu, ze:

(a) je dan presny pocet vychozich pojmi a tvrzeni;
(b) jsou pfesné stanovena odvozovaci pravidla;

(c) systém axioml se méni v souhrn pravidel implicitné uréujicich, jak je mozno pracovat
svychozimi pojmy;

(d) proces formalni vystavby axiomatického systému je oddélovan od jeho moznych inter-
pretaci (tzv. model );

() zkouma se nezavislost, bezespornost a Uplnost systémi axiomli (jak o tom hovorime
dale) pomoci modelii daného systému.
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Veftfeti, formalizované etapé, dochazi navic k dlislednému oddéleni jazyka, v némz je dana
teorie budovana(tzv. , objektovy jazyk") od jazykauzivaného k popisu objektového jazyka (tzv.
,metajazyk*). (Rada antinomii pravé vznikla zaménou téchto dvou jazykil.) Objektovy jazyk
je pritom ,, symbolizovan®, tj. na zatatku je zadana , abeceda’ (souhrn uZzivanych symbol{l —
znakUl), jsou udanapravidla, jak tvorit, respektive poznavat spravné utvorena, slova‘ (nazyvana
»formule") a jsou dana pravidla odvozovani jednéch formuli z dalSich. Za axidmy jsou pak
prohlaSeny nékteré z formuli. Proces oddé&eni formalni vystavby teorie od jejich modelll je
takto zcela dovrSen. (V uvedeném smyslu je napfiklad geometrie vyutovana na 3kolach pouze
jednim z moznych model &1 axiomatické eukleidovské geometrie.

Podobné je tomu s teorii mnoZzin, vyucovanou dnes u nés jiz od 1. tfidy. Jiz v 1. kapitole
jsme ostatné uvedli, Ze ve Skolach se de facto uci model ZF teorie)

Jesté nez zatneme hovofit o axiomatickych teoriich mnoZin, stru¢né k uvedenym pozadav-
k&im navolbu axiomil. Ta samoziejmé neni predem jednoznacné determinovana; vol ba axioma
je do znatné miry véci libovilile toho, kdo danou teorii vytvari. Jako pfirozené se vak jevilo
pozadovat, aby zvolena soustava axiomi byla vzdy:

1. nezavida (tzn., Zze zadny z axioml nelze odvodit ze zbyvajicich; takové tvrzeni by
evidentné nebylo nutno povazovat za axiom);

2. Uplna (tzn., Ze axioml je dostatetn& mnoho k tomu, abychom mohli kazdé tvrzeni této
teorie budto dokazat nebo vyvratit — tj. dokazat jeho negaci);

3. bezesporna (chceme mit zaruceno, Ze z axiomu nelze odvodit soucasné n&jake tvrzeni i
jeho negaci; vime, Ze takoveé teorie je bezcenna).

Nyni je prirozena otazka, zda lze axiomaticky systém s uvedenymi vlastnostmi sestrojit. (Pl-
vodné o tom ovSem nenapadlo nikoho pochybovat.)

Relativné negiméné problémll plisobi nezavislost. Jeji pripadné porudeni je de facto jen
»kosmetickou vadou” dané teorie ajeji odstranéni neni obtizné. Neni-li v&ak teorie Uplng, je to
Znatné nepfijemné, nebot to znali, Ze v této teorii nutné existu;ji tvrzeni, kteranelze ani dokazat,
ani vyvrétit. (Zdao by se ovdem, Ze tuto obtiZ by méo jit odstranit jednoduSe pfidanim dalSich
axiom(.) A neni-li teorie bezesporna, je to pro ni naprosta katastrofa. Zatim vsak, co napriklad
pro eukleidovskou geometrii se podafilo Uplnost a bezespornost prokazat ve vySe uvedené
Hilbertové monografii z r. 1899, dokazat Uplnost a bezespornost budovanych axiomatickych
teorii mnozin se nikomu nepodafilo. To, ze se podafilo objasnit, zda Ize Gplnou a bezespor-
nou teorii mnozin (a dal$i teorie) sestrojit, patfi k nejvétsim Gspéchlim moderni matematiky.
Skutecnost, Ze odpoved je zaporna, byla jisté prekvapujici a neprijemna. Znadi totiz vyrazné
omezeni moznosti axiomatickych metod. Podrobngji viak budeme o této problematice hovorit
v 85.

Prvni Gsp&Snou axiomatickou teorii mnoZin bylateorie, kterou v letech 1904 - 1908 vybudo-
val jiz zminény némecky matematik Ernst Zermelo. Zakladni Zermelovaidea spocivalav tom,
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Ze nel ze predpokladat — jak to €inil Cantor — Ze kazdy souhrn objektli tvofi mnoZzinu. Pomoci
axiom{l je nutno dosahnout toho, aby mnoZzin bylo , dostatetné mnoho®, nikoliv v&ak tolik,
aby mohlo dochéazet k antinomiim. Zermelliv systém axiomll pozdgji ¢astetné modifikoval a
dal&imi axiomy doplnil izraelsky matematik Abraham A. Fraenkel. Zermelo-Fraenkel ova teo-
rie mnozin (nadale ji budeme znaCit ZF) je dnes nejrozsifengSi axiomatizovanou mnozinovou
teorii.

Skute€nost, Ze v ramci ZF nelze pracovat se véemi systémy, napfiklad se , systémem
v&ch mnozin“, , systémem vSech grup” a podobng, je vdak v mnoha ohledech nepfijemna
V roce 1925 v3ak publikoval americky matematik madarského plivodu John von Neumann
préci, v niz se mu podafilo tuto obtiz obejit. Jeho ideu vyuzil Svycarsky matematik |saak Paul
Bernays, ktery v letech 1937 - 1954 vypracoval vlastni axiomatiku teorie mnozin (presngji
FeCeno , teorie tfid*). Taje zakladem tzv. Godel-Bernaysovy teorietfid (nadale ji znalime GB),
kteravznikla syntézou axiomatiky Bernaysovy aaxiomatického systému Kurta Godel a, poprvé
publikovaného v r. 1940. (O Godelovi budeme podrobnégji hovorit v §5.)

Zatimco v ZF jsou nedefinované pojmy ,,mnozina“ a €, jsou to v GB pojmy , tfida" a €.
Nékteré axiomy ZF jsou souasnéi axiomy v GB. Proto |ze fadu mnoZinovych pojmii natfidy
prevést. (Napriklad , obvykl& mnozinové operace apod.) Tridy, které jsou prvkem néjakéjiné
tfidy, sev GB nazyvaji ,mnozinami“. , Vlastni tfidy“ jsou pak ty tfidy, které mnozinami nejsou.
L ze dokazat, ze mnoziny ve smyslu ZF jsou i mnozinami ve smyslu GB (takze GB je vlastné
,rozsifenim" ZF). Vlastni tfidou je napfiklad , tfidav3ech mnoZin“. Narozdil od mnozin nemgji
vlastni tfidy napfiklad z&dné kardinalni €islo. (Tuto problematiku jsme probirali v 1. kapitole.)

Podrobng&si rozbor role jednotlivych axiomd a prehled dalich axiomatickych systéml
nebudeme uvadét. Oboji 1ze nalézt napfiklad v jiz citované knize [5], kde je uveden i obsahly
prehled daldi literatury. Pouze o jednom axibmu se pro jeho vyjimetné postaveni zminime
podrobngji. Jak Ctendr jisté tusi, mame nyni namysli axiom vybéru. Tento axiém, jak znamo,
nam zgjistuje, ze k libovolnému systému nepréazdnych mnozin existuje mnozina, ktera ma
s kazdou z téchto mnozin jednoprvkovy prinik.

Prvni — a negativni — zminku o principu zformulovaném v tomto axiomu lze na-
[ézt v r. 1890 u znamého italského matematika Giuseppe Peana v praci Démostration de
I’integrabilité des équations differentielles ordinaires, Math. Ann. 37, 182-228. V roce 1902 se
0 tomto principu zminuje dalSi italsky matematik Beppo Levi. Intuitivné tohoto axiému uzival
i Cantor, aniz si ovsem uvédomoval, Ze uziva principu dosud v matematice, respektivev logice
neuzivaného.

V této souvidosti je zajimavajedna okolnost. Jiz v 82 jsme uvedli, jak téZzce na Cantorajiz
v r. 1884 doléhaly nelispéchy spojené s hypotézou kontinua. Cantor byl vzdy pevné pfesvédCen,
Ze kazda mohutnost je nékterym alefem, nikdy se mu vSak nepodafilo tuto skutecnost dokazat;
dnes, po vyfeSeni hypotézy kontinua, je ndm ovSem jasng, proC tomu tak bylo. Jak vsak
v jednom dopise piSe Cantorlliv Zak Felix Bernstein — ktery v r. 1897 jako prvni dokéazal
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Zznamou Vétu o ekvivalenci dvou mnozin, po ném pojmenovanou (vétalll. 2.1.) — pokouddl se
nékdy v r. 1901 spolecné s Cantorem sestrojit bijekci mezi kontinuem amnozinou Z (Ro), ktera
ma mohutnost R;. Pfitom v&ak narazili na nepfekonatel né tézkosti, které praveé Levi navrhoval
odstranit pomoci uvedeného principul.

Axiém vybéru poprvé explicitné zformuloval E. Zermelov r. 1904 v praci Beweis, dassjede
Menge wohlgeordnet werden kann, Math. Ann. 59, 514-516, kde ho uzil, jak to ostatné nazev
prace uvadi, k diikazu tvrzeni, Ze kazdou mnozinu Ize dobre usporadat. (Tomuto tvrzeni se
dnes béznéfika Zermelovavéta, axiom vybéru pak byva casto nazyvan Zermel ovym axibmem.)
Rada matematikl vznasela proti axiomu vybéru od poatku getné vyhrady. (Samozigjmg, ze
vzhledem ke své nekonstruktivnosti byl zcela nepfijatelny pfedevdim pro intuicionisty.)

Tyto vyhrady se je&té zostfily poté, co Felix Hausdorff pomoci axiomu vybéru dokéazal
tvrzeni o paradoxnim rozdéeni koule; odvodil totiz, Ze jeji polovina je kongruentni s jei
tfetinou. (DUkaz tohoto tvrzeni je uveden v knize[8], kteraje prvni monografii vénovanou teorii
mnoZzin. Tato kniha mé&a nesmirny vliv na fadu matematik{l a na vyvoj téch matematickych
disciplin, které jsou nateorii mnozin zalozené.)

Pozdgji dokazali dalSi autori, predeviim polsti matematici Stefan Banach a Alfred Tarski i
jiné paradoxni diisledky axiomu vybéru. Jak se vsak zahy prokazalo, zamitnuti tohoto axiomu
by na druhé strangé zplisobilo neskonalé problémy, nebot fadu ,b&znych® tvrzeni v rtiznych
matematickych teoriich nelze bez jeho uZiti prokazat. Poté, co A. Fraenkel v r. 1922 dokéazal
nezavislost axiomu vybéru na ostatnich axiomech v béznych teoriich mnozin a K. Godel
v r. 1938 odvadil jeho bezespornost, se situace viceméneé ustalila ve stavu, ktery trva dodnes.
Axiému vybéru sice uZivame, ae jen tehdy, kdyZ je to nezbytné a jeho uZiti je vétSinou
zdlraznéno.

Jak pFivrzenci axiomatické vystavby matematiky, tak matematici priklangjici se k teorii
typll, samozigimeé citili nutnost dokazat, Ze jimi budované teorie jsou bezesporné. Klasické
metody, pouZzitel né jesté napriklad pro dilkaz bezespornosti eukleidovské, respektive neeuklei-
dovské geometrie, viak nebyly pro discipliny operujici s aktualnim nekoneGnem pouzitelné.
Bylo proto nutné vypracovat k témto G¢elim metodu novou. Nejsystemati¢téji setimto Gkolem
zabyval jiz nékolikrat zmifiovany David Hilbert, autor navrhu dnes vSeobecné nazyvaného
hilbertovsky program.

Prvni nastin tohoto programu podal Hilbert jiz v r. 1904, aniz by se jim vSak déle zabyval.
AZ v roce 1917, kdy reagova na neustalé vypady intuicionistll, se k této problematice vréatil a
zabyval se i pak prakticky do své smrti. ZvIasté intenzivné se na tomto programu pracovalo
v letech 1920 - 1930, kdy s Hilbertem spolupracovala cela fada mladych matematik{; kromé
jiz zminénych Bernayse a von Neumanna to byli predevdim Wilhelm Ackermann a Jacques
Herbrand.

Strucné popisme, jakabylaHilbertovaidea. Vychazel z toho, zeje nutno dokazat, ze uzivané
matematické dilkazové metody jsou dostatecné silné k tomu, aby jimi bylo mozno vybudovat
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celou klasickou matematiku vCetné teorie mnozin, vychazejici pfitom z vhodné zvolenych
axioml, soucasné vsak nejsou natolik silng, aby jejich aplikaci bylo mozno dojit k antinomiim.
(Jak vidét, Hilbert byl skalopevné presvédcen o spravnosti zakladl klasické matematiky.) Cely
tento program mél byt realizovan ve dvou etapach.

V prvni etapé méla byt matematika, pfedevSim pak aritmetika, analyza a teorie mnozin,
piné formalizovana. Tato formalizace by spoCivala v tom, Ze vSechna pravdiva tvrzeni, prede-
v&im samozi'ejmé axiomy, by byla prevedena na posloupnosti symbolti zbavenych jakéhokoliv
obsahu. Stémito posloupnostmi by se pracoval o pomoci jistého poctu pfesné definovanych od-
vozovacich pravidel. Takto — ryze syntakticky — by byla vybudovana klasicka matematika,
priCemz by k této praci nebylo zapotiebi prakticky zadné , intuice”; povolené transformace
posloupnosti by vzhledem k finitnosti vech procesii mohl teoreticky provadét i stroj.

Ve druhé etapé mélo byt dokazano, Ze vyse uvedenym zplisobem nelze nikdy dojit ke
spornému tvrzeni, napfiklad k formuli , 1 = 2*. Pouzité metody pfitom musi byt natolik jedno-
duchg, aby o jgjich spravnosti nebylo nejmensich pochyb. Zakladnim pozadavkem samoziejmé
byla finitnost. (Tuto €ast, v niz méla byt dokézana bezespornost matematiky, nazval Hilbert
metamatematikou.)

Na uvedeném programu vykonal Hilbert se svymi zaky obrovsky kus prace. V dobg, kdy
sejiz zdalo, Ze cely program by mohl byt zdarné ukoncen, vsak vysledky A. Tarského, Alonza
Churche a pfedevSim K. Godela prokazaly, ze hilbertovsky program je nerealizovatelny. Jak
uvidime v dal&im paragrafu, plyne z Godelovych vysledkill nereaizovatelnost 1. i 2. etapy.
Hilbert, ktery byl jeSté po objeveni antinomii v Cantorové teorii mnozin tak pevné presvédcen
o spravnosti zakladll matematiky, Ze prohlasil: PFedpokiad existence objektivnich rozport ve
vng Sim svété j e klasickym pripadem nesmyslu, nesl velmi tézce toto zhrouceni svych ideji. Ne-
dlouho pfed svou smrti prohlasil: Kde mame hledat nadgji a jistotu, kdyz dokonce matematické
my3leni selhalo.

Dnessi sice nemyslime, Ze selhalo matematické mySleni, avsak vyrovnat se s Godelovymi
vysledky znamenal o podstatné revidovat predstavy o moznostech formalni vystavby matema-
tiky — angjen matematiky.

5 Godelovy vysledky

Z&konité musi jednou nastat

ta ngihor&i mozna situace.

DRUHY SopDUV ZAKON

Kurt Godel, jeden z nejvétsSich matematikl a logikti moderni éry, se narodil v r. 1906 v Brng,

kde absolvoval stfedni Skolu. Studoval nauniverzitéve Vidni, kde promoval v r. 1930. V r. 1940
emigroval do USA aaz do svesmrti v r. 1978 plisobil v Princetonu (coz bylo mimo jiné plisobisté
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A. Einsteina). Dostalo se mu fady poct a uznani; jmenujme za vSechny aespor Einsteinovu
cenu zarok 1951, coz je nejvySSi americké ocenéni vedecké prace. Svymi vysedky ovlivnil
tval moderni matematiky jako méaokdo jiny.

V posledni dobé se stalo jistou mbédou citovat Godelovy vysedky, zejména prosiulou vétu
0 nedplnosti z r. 1931 ([9]) i mimo matematiku (V&tSinou samoziejmé nepresné nebo zcela
prekrouceng). V zhledem k mimoradné zavaznosti této véty se o ni zminime podrobngji. (Mohli
bychom samoziejmé uvést plivodni Godelovu praci, ale étena bez hlubsi logicke pripravy by
pravdépodobné mé sjejim studiem nepfekonatel né potiZe. V dal8im se proto pokusime al espori
popsat ideu diikazu, mimochodem genialni a elegantni.)

Predpokladejme, ze zkoumame né&akou axiomatickou teorii 7~ zahrnujici aritmetiku (tj.
axiomy aritmetiky jsou tvrzenimi v 7). Vime, Ze takovou teorii je napfiklad teorie mnozin.

Jak dobfevime z kapitoly |, vystavbatakové formalizované teorie zaina zadanim abecedy.
Oznafme abecedu teorie symbolem A. Vzhledem k tomu, ze A je konetna nebo spocetna
mnozina(coz jisté miizeme bez Ujmy naobecnosti predpokladat), existujejisté prosté zobrazeni
mnoziny A do mnoziny N vSech pfirozenych €isel. Definujme specialné toto zobrazeni tak, ze
pro kazdé o € Ajeg(a) prvoCislo eventudné Cislo 1.

Necht je napfiklad toto zobrazeni definovano takto:

a: V A => & - () ¥V I = € X Y Zz
gw): 1 2 3 5 7 11 13 17 19 23 29 31 37 41

Vime, Ze ,dovo“ nad danou abecedou je konetna posloupnost prvktl mnoziny A. Protoze je A
nejvySe spotetna mnozina (a samoziejmé neprazdnd), je mnozina S vsech slov nad A spocetna
Existuje tedy prosté zobrazeni h S — N. Sestrojeni této injekce nazyvame ,, godelizaci* dané
mnoziny slov.

Abychom ze znalogti Cislah(g) — tzv. ,malého Godelova €isla® slova ¢ — mohli snadno
Zjistit ovo ¢, zadame zobrazeni h takto:

h(aias . .. an) = 280039@2) | pden). kde p, jen-té prvotisio.

Tak napriklad malé Godelovo Eisloslova X € Y je 2%132°5%7; obraceng, protoze 9000 = 233258,
je 9000 malé Godelovo Cislo lova= A =.

Oznatime-li G mnozinu vsech malych Godelovych Cisel, je zZfefmé G vlastni podmnoZinou
v N. | kdyz je vé&tSina téchto Cisel nesmirné velika, 1ze pro kazdé prirozené ¢islo rozhodnout,
zdaplati x € G nebo x ¢ G. Pro dané pfirozené ¢islo x jetedy ,x € G* aritmetické tvrzeni.

Vimevsak, ze v teorii 7 se nepracuje se vsemi dovy, alejen stzv. ,,formulemi“, coz jsou
slova utvorena podle zadanych pravidel. Napfiklad X € Y jeformulev teorii mnozin, = A =
samozigimeé formule neni. OznaCime-li F mnozinu vsech formuli, je F vlastni podmnoZzina
mnoziny S.

MnozinavSech konecnych posloupnosti formuli je spoCetna, protoze F jenejvySe spocetna.
Neékteré z téchto posoupnosti — vytvorené podle presné stanovenych pravidel — se nazyvaji
,dUkazy“ . Oznatme D mnozinu vSech diikazU.
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Je-li 1, @0, . . ., pn diikaz, Fikame, Ze je to dlkaz formule ¢, a o formuli ¢, fikame, Ze je
dokazatelna. (Dokazatelné formule jsou tedy posledni formule v diikazech.)

Jeziejme, Ze dokazatel naformule miize mit i vice diikaz(i (i kdyZ nal ezeni al espoi nékterého
z nich mUize byt nesmirné obtizné.) Je-li ¢ libovolna formule, je véak ziegjmé pravdivée pravé
jedno z nasledujicich dvou tvrzeni: ,¢ je dokazatelnd', respektive ,¢ neni dokazateln&'.
(Samoziejmé pritom nemusime vedét, které z téchto tvrzeni je pravdivé.)

Je-li @1, @0, . .., @n dlkaz, nazveme jeho , velkym Godelovym Gislem* Cislo

2h(<p1)3h(s02) . p;\((ﬂn).

Oznatme H mnozinu v&ech velkych Godel ovych Cisel. Podobné jako u mnoziny G je zfgimg,
Ze H je vlastni podmnoZinav N atvrzeni ,x € H" je pro dané pfirozené Cislo x aritmetické
tvrzeni.

Jeli y € H velké Godelovo ¢islo diikazu formule ¢, jejiz malé Godelovo €islo g(g) je
Cido x € G, fekneme, Zze, y makonec x“. Je zZiggme, ze

» Y makonec x“

je aritmetické tvrzeni atudiz ho | ze zapsat néjakou formuli v teorii 7. Pfitom si uvédomme, Ze
prodanéciso x € G jetvrzeni, 3y € H y makonec x“ pravdivé pravé tehdy, kdyz je formule
s malym Godelovym ¢islem x dokazatelna

Procesem popsané ,, godelizace" danéteorie 7 jsme tedy dosahli toho, Ze tvrzeni o dokaza-
telnosti formule v teorii 7 jsme prevedli napravdivost, respektive nepravdivost aritmetického
tvrzeni ,3y € H y makonec h(g)“.

Bud nyni x € G libovolné. Vime, Ze je budto pravdivé tvrzeni ,Formule s malym Go-
delovym Cislem x je dokazateln&d“ nebo tvrzeni ,, Formule s malym Godelovym Cisem x neni
dokazatelna*.

Je-li napriklad

h (QD) — 211 331 529 737 1113 133 1711 1937 2329 29313113 ,

je formule
(XeY)= (Y eX);

protoze tato formule evidentné nemlize byt v ,,rozumné” teorii mnozin dokazatelna, je aritme-
tické tvrzeni ,3y € H y makonec h(p)“ v tomto pfipadé nepravdivé.

K. Godel nyni dokézal nasledujici pozoruhodnou skutecnost: existuje €islo k € G, které ma
nasledujici vlastnost. Utvofime-li formuli ¢ odpovidajici tvrzeni ,, Formule smalym Godel ovym
Cislem k neni dokazatelna*, tj. formuli popisujici aritmetické tvrzeni

,—(3y € H y makonec k)“ ,
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pak plati h(p) = k (tj. malé Godelovo Cislo takto zkonstruované formule je prave ono €islo k).

Nyni dokézeme, Ze v teorii 7, pokud je bezesporna— atakoveé teorie samoziejmé chceme
budovat — neni dokazatelna ani formule ¢ ani jgji negace —g.

(1) Pripustme, ze formule ¢ je dokazatelna. To vSak znamena, ze formuli , jejiz malé
Godelovo Cislo je k, nelze dokézat. Touto formuli je vSak pravé formule ¢. ObdrZeli jsme tedy
spor.

(2) Pripustme, ze Ize dokazat formuli —¢. To vSak znamena, Ze | ze dokéazat skutecnost, ze
formule s malym Godelovym Cislem k, coZ je praveé ¢, je dokazatelna. Opét jsme tedy obdrzeli
spor.

Je-li tedy 7 bezesporng, musi byt formule ¢ v 7 ,, nerozhodnuteln&"; nelze dokazat ani ¢ ani

Odvodili jsme takto pravé Godelovu vétu o neliplnosti:

Je-li dana libovolna bezesporna teorie obsahujici aritmetiku, pak v této teorii existuje
nerozhodnutel né tvrzeni.

Na dovrSeni podivnosti tohoto vysledku si navic uvédomme, Ze vySe zkonstruovana ne-
rozhodnutelna formule ¢ je zjevné pravdival Uvedli jsme totiZ pfed chvili, Ze kazdé tvrzeni
o dokazatelnosti ngjaké formule v 7 je nutné pravdivé nebo nepravdivé. Protoze predpoklad,
Ze ¢ je nepravdivaformule vede okamZité ke sporu, je ¢ — i kdyZ je nerozhodnutelnda— nutné
pravdiva

Jakéjsou diisledky véty o neliplnosti? Protoze v kazdeé ,, dostatetné bohaté* teorii pri jakéko-
liv volbé axiom, pokud je jen tato volba bezesporna, existuji nutné nerozhodnutel natvrzeni (a
situaci nelze spravit pridanim dalSich axiomil!), je neuskutetnitelnajiz 1. etapa hilbertovského
programu. Z Zadného systému axiomdl, pokud je bezesporny, nelze uvazovanymi metodami od-
vodit ,celou” matematiku. (Prvnim konkrétnim prikladem v teorii mnoZin nerozhodnutelného
tvrzeni se stala hypotéza kontinua; jak jsme uvedli jiz v poznamce I11.6.23, jgji nerozhodnutel -
nost v ZF dokéazal v r. 1963 Paul Cohen, nezavisle na ném dokéazal totéz v GB v r. 1964 Petr
Vopénka.)

Z Godelovych vysledki viak plyne nerealizovatelnost i 2. etapy hilbertovského programu.
Z véty o nelplnosti |ze totiz snadno odvodit, Ze v teorii s vi/Se uvedenymi viastnostmi nikdy
neni mozno dokazat formuli tvrdici bezespornost této teorie.

Co odtud plyne pro axiomatické teorie mnozin (nebo pro axiomatizaci samotné aritmetiky)?

Tyto teorie byly budovany proto, Zze antinomie prokazaly neudrzitelnost cantorovského
intuitivniho® pristupu. Jsou tedy axiomatické teorie bezesporngé? Mlizeme si byt jisti, ze
v nich nejsou na ngjaké jiné Urovni také ngake antinomie? V to miizeme jen doufat. Jak
odvodil K. Godel, dokazat to nemlizeme. Mlizeme odvodit jen relativni tvrzeni typu ,, Je-li GB
bezesporng, je i ZF bezespornd' a podobné. Je vsak GB bezesporna? Otazka se vraci jako
bumerang; v ramci GB to nelze dokazat. Jen v ramci ngake jing, , bohatsi“ teorie by bylo
moZzno eventuelné dokézat, . . . atd.
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Ze to neni prilis optimisticke? Alespoii si uvédomime, Ze redlny svét je nesrovnatelng

vvvvvv

— prinasi tolik starosti i potéseni.)
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Relace mezi mnozinami
Symbolem [x, y] znatime usporadanou dvojici prvkl x, y. Plati tedy
[X, Y] =[U,v] &= X=UAY=v.
Kartézskym soucinem mnozin A, B nazyvame mnozinu
Ax B ={xvy]; xe A yeB}.

Je zigmé, Ze operace x neni komutativni. NerozliSujemeli vSak souciny
(A x B) x C aAx (B x C), mlizeme operaci x povazovat za asociativni. Zgména je
tak zfgjmé, co rozumime mnozinou A" := A" x A pro kazdeé pfirozenén. (Al = A).

Relaci mezi mnozinami A, B (v tomto poradi) rozumime kazdou podmnozinu ¢ soucinu
A x B.

Je-li ¢ relace mezi mnoZinami A, B, nazyvame jejim definiénim oborem mnozinu

Domg :={x € A; 3y € Btak, ze[x, y] € o0}.
Oborem hodnot této relace ¢ rozumime mnozinu
S0 :={y € B; Ix € Atak, ze[X, y] € o0}.
Je-li o € A x B relace, pak relace o~ k ni inverzni je relace mezi B, A definovana takto:

o7l :={[x, y]; [y, x] € o).

Je-lip € Ax Bao C B xC, pakjgichsoZzenimrozumimerelaci o oo € A x C definovanou
takto:
cop:={[X,z;xe A,ze C, dy € Btak, Zze[x, Yyl € o0,[Y, Z] € o}.

Bud 0 € A x B. Rikame, Ze o je zobrazeni z A do B, jestlize ke kazdemu prvku x € A
existuje nejvysejeden prvek z € B takovy, ze[x, y] € o. Misto [X, Y] € o pak obvykle piseme
y = o(X).

Je-li o zobrazeni z A do B a plati Domg = A, fikame, Ze ¢ je zobrazeni A do B. Tuto
skutecnost symbolicky oznafime o: A — B.

Zobrazeni f: A — B se nazyva surjektivni (t€z surjekce nebo zobrazeni na), jestlize
3f =B.

Zobrazeni f: A — B se nazyva injektivni (t&Z injekce nebo prosté zobrazeni), jestlize
X, ye AxZy= f(x)7 f(y.

Zobrazeni, které je souCasné injekci i surjekci, se nazyva bijekce.
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Je-li f: A — B zobrazeni, jerelace f~! zobrazeni z B do A zigjmé pravé tehdy, kdyz je
f injektivni.

Symbolem id rozumime identické zobrazeni namnoziné A (tj. zobrazeni A do A defino-
vanétak, zeida(x) = x pro kazdy prvek x € A).

Jsou-li A, B mnoziny, pak AB znati mnoZinu vech zobrazeni B do A.

Bud f: A— B, C C A Restrikci f|C zobrazeni f namnozinu C rozumime zobrazeni
g: C — B definované takto: g(x) = f (x) pro kazdy prvek x € C.

Relace na mnoziné

Relaci na mnozing A rozumime kazdou podmnoZinu ¢ mnoziny A2. Oznatime-li 2 (x)
mnozinu vSech podmnoZin mnoziny X, je mnozina R(A) vSech relaci na A rovha mnoziné
P(A?).

Diagonalni relaci na A rozumimerelaci Ap = {[X, X]; X € A}

Je-li o relace na A, piSeme misto [X, y] € o obvykle xpy amisto [X, y] ¢ o piseme XpYy.

Neékteré Casto sevyskytujici vliastnosti relaci maji specialni pojmenovani. Zejménarfekneme,
Zerelacep naAje

(a) reflexivni, jestlize pro kazdy prvek x € A plati xoX ;

(b) areflexivni, jestlize pro kazdy prvek x e A plati xpoX;

(c) symetricka, jestlize x, y € A, Xoy = YoX;

(d) asymetricka, jestlize x, y € A, Xoy = YoX,;

(e) antisymetrickd, jestlize x, y € A, Xoy A YoX = X = ;

(f) tranzitivni, jestlize X, y, z € A, Xoy A YoZ = XoZ;

(g) UpIn4, jestlize pro kazdé x, y € A plati Xpy nebo yox nebo x =y.

Ponévadz relace na A jsou mnoziny, ma smysl hovorit o priniku relaci, sednoceni relaci,
rozdilu relaci a podobné.

Jenapriklad zFggmé, Zekdyz o, o jsou tranzitivni relace na A, pak o No jerovnéz tranzitivni
relace na A, avdak o U o jerelace na A, ktera nemusi byt tranzitivni.

Usporadané mnoziny

Usporadanim na mnoziné A nazyvame kazdou relaci na A, ktera je souCasné reflexivni,
antisymetrickai tranzitivni.

Je-li A mnoZina, o usporadani na A, nazyva se dvojice (A, o) usporadana mnozna.
Nemiize-li v&ak dojit k nedorozumeéni, hovorime Casto o usporadané mnozing A (a nikoliv
(A, 0)).

Je-li usporadani ¢ UpIné, tj. pro kazdé dva prvky x, y € A plati xpy nebo yoX, nazyva se
(A, o) Fetézec.
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Relaci usporadani nejCastgi znaCime symbolem <.

Prvky X,y v uspofadané mnoziné (A, <) se nazyvaji srovnatelng, plati-li x < y nebo
y < X.V opatném pripadé se nazyvaji nesrovnatelné. Je-li X < y avdak x Z y, pisSemex < .
Jestlize plati X < y aneexistuje ztak, ze x < z < y, fikame, ze prvek y pokryva prvek x (nebo
prvek x je pokryt prvkem y).

Usporadana mnoZina se nazyva protifetézec, kdyz jsou kazdé dvajei riizné prvky nesrov-
natelné. (Usporadanim natéto mnoziné je pak ziggmé diagonalni relace.) V Fetézci jsou naopak
kazdé dva prvky srovnatelné.

Je-li A ngaky systém mnozin, pak je ziggmeinkluze C usporadanim na A. Mame-li ngaky
systém mnozin usporadat, pak to praveé nejCastgji udélame inkluzi. Pro libovolnou mnozinu A
jsoutedy (£ (A), )i (M(A), ©) usporadané mnoziny.

K onecné usporadané mnoziny obvykle znazoriujeme tzv. hasseovskym diagramem. Prvky
usporadané mnoziny A pfi tom znazornime jako body v roving, vétsi prvky umistime ,, vyse®
nez mensi prvky adva rtizné prvky spojime seckou pravé tehdy, kdyz jeden pokryva druhy.

Na nasledujicim obrazku je hasseovsky diagram mnoziny (£ (A), <), kde A ={a, b, c}.

Je-li (A, <) usporadana mnozina, znaci A mnozinu A sdualnim usporadanim, tj. mnozinu
(A, >). Misto A se Easto pigetez A*.

Budte A, B usporadané mnoziny. Zobrazeni f: A — B se nazyva izotonni, jestlize pro
kazdé dvaprvky x,y € Aplati: x <y = f(x) < f(y). Zobrazeni f: A — B se nazyva
izomorfismus, kdyz:

(i) f jebijekce,

(i) f jeizotonni,

(iii) f~*jeizotonni.

Usporadané mnoziny A, B se nazyvaji izomorfni (coz znalime A = B), jestlize existuje
alespon jeden izomorfismus f: A — B.

Bud A uspofadana mnozina, ¥ # B € A. Prvek a € A se nazyva horni zavora mnoziny
B, kdyZ pro kazdy prvek x € B plati x < a. B se nazyvashora ohraniena (v A), jestlizev A
existuje alespon jedna horni zavora mnoziny B. Analogicky se definuje dolni zavora a zdola
ohrani¢ena mnozina. Rekneme, 7e B jev A ohranigena, je-li v A ohrani¢ena shorai zdola
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Bud A usporfadana mnozina. Prvek a € A se nazyva ngjvetSi prvek mnoziny A, kdyz pro
kazdy prvek x € A plati x < a. Prvek a € A se nazyva maximalni prvek mnoziny A, jestlize
v A neexistuje prvek x > a. Analogicky je definovan negimensi aminimalni prvek usporadané
mnoziny.

Je zZfgimé, Ze ngvétsi prvek v A je maximalnim prvkem a ngmensi prvek minimalnim
prvkem. Nejvétsi (respektive ngimensi) prvek v A — pokud existuje — je urcen jednoznacné,
zatim co maximalnich (respektive minimalnich) prvki mlize v A existovat vic.

Bud A usporadana mnozina, ¥ # B € A. Neimensi horni zavora mnoziny B v A (pokud
existuje) se nazyva suprémum mnoziny B v A; znatime ji sup AB. Z vySe uvedeného plyne, Zze
suprémum mnoZziny — pokud existuje — je ureno jednoznacné.

Duélné je definovano infimummnoziny B v A (inf oB).

Uspofadana mnozina A se nazyva svaz, existujelli pro kazdé dva prvky
X,y € Ajgich suprémumi infimumv A. A se nazyva Uplny svaz, mé&li kazda¥ 7 B € Av A
suprémum i infimum.

Je zigjmé, ze pro kazdou mnozinu A je (£ (A), C) Uplny svaz. (Protoze R(A) = P (A?),
plyne odtud, Ze systém v3ech relaci nalibovolné mnoZziné tvori vzhledem k mnozinové inkluzi
Uplny svaz.)

Ekvivalence arozklady

Relace o na mnoziné A se nazyva ekvivalence, je-li reflexivni, symetricka a tranzitivni.
Symbolem &(A) oznatme mnozinu vech ekvivaenci namnozing A.

Snadno |ze dokézat, Ze (€ (A), C) je Uplny svaz s negimenSim prvkem ¢ a negjvetSim prvkem
A2, Infimum neprazdné mnoZiny relaci je pritom jejich prainik, suprémum viak obecné neni
jejich gednoceni (vzhledem k tomu, Ze sjednoceni nezachovava tranzitivitu).

Bud A #  mnoZina. Systém A po dvou digunktnich neprazdnych podmnozin mnoziny A
senazyvarozklad na A, kdyz ) X = A.

XeA

Prvky rozkladu A nazyvame tfidy rozkladu A. Kazdy prvek tak podle definice leZi pravé
v jedné tfidé daného rozkladu A.

Ozname K (A) mnozinu viech rozkladll na mnoziné A. Definujme na X (A) relaci <
takto:

Pro A, B € X(A) je A < B pravé tendy, kdyZ ke kazde tfide X e A existujetfidaY e B,
tak,ze X C Y.
Pak je < usporadani na K (A).

Je-li A < B, Fikame, Ze A je Ziemnéni rozkladu B a B je zakryt rozkladu A.
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Bud_A # ¥ libovolna mnozina. Pak ke kazdé ekvivalenci o na A existuje prave jeden
rozklad A na A ake kazdému rozkladu A na A existuje pravé jedna ekvivalence o na A tak, ze
pro kazdé prvky x, y € A plati

Xoy pravé tehdy kdyz x, y patfi do téze tfidy rozkladu A.

Ve vySe uvedeném smyslu kazda ekvivalence ¢ € &(A) urCuje pravé jeden rozklad na A.
Tento rozklad nazyvame faktormnozinou mnoziny A podle o; znaCimejg A/o.

Zobrazeni F: €(A) — K (A) definované vztahem F (o) = A/o je ngjen bijekce, ae
dokonce izomorfismus (€ (A), ©) na (K (A), <). Plati tedy

(E(A), ©) = (K(A), 9.

Zefména odtud plyne, Ze (K (A), <) je Uplny svaz.
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MNOZiNnova promenna,

mnoZziny po dvou disunktni,

model axiomatické teorie, [7]

model Zermelo-Fraenkelovy teorie
mnozin,

mohutnost kontinua,

mohutnost mnoziny, [77]

naivni teorie mnozin, 7]

nasl edovnik mnoZziny,
nedosazitelné kardinalni ¢islo, [107]
nejmensi nespocetné ordinélni Cislo,[I00
nejmensi prvek, 152

nejvetsi prvek, 152

nejvySe spoCetna mnozina, [759
neméFitelné kardinalni ¢islo,[107]
nerovnost ordinanich ¢isd,
nerozhodnutelna teorie, [41]
nespocetna mnozina,
nesrovnatelné prvky, [157]
neusporadana dvojice, |48
nezavislost axiom,

normalni mnozina, [70

normalni prvek,

obor hodnot relace,
oddélujici znak,
ohrani¢ena mnozina, [I57]
ordinani ¢islo,
ordinalni typ,

Peirceliv zakon, 20

pocatecni ordinalni ¢islo dané mohutnosti,
podslovo slova, [10

podstatné volna proménna,

pohlcovaci zékon,
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pohlcovaci zakony,
pokryvani prvkl, [I57]
posloupnost slov,

potencialni nekonetno, [109,
potencni tfida, [48

pravdivostni hodnota, [17]
pravdivostni hodnota slova, [I7]
pravy distributivni zékon, [65
prazdnatfida, [47]

préazdné slovo,

predikatova formule, 28, [30
primitivni pojem, [7}
primitivni predikat, [30
primitivni predikét teorie t¥id,
princip transfinitni indukce,
princip vylouceného tfetiho, [137]
promeénné pro objekty,
promeénné pro vyroky,

prosté zobrazeni, [149
protifetézec, [15]]

prinik mnozin, 52

primka, [109

pripojeny prvek,

pripsani znaku zleva, [12
pripsani znaku zprava,

redlné cido,[111
reflexivni relace,
regularni kardinéni ¢islo, [107]

relace ekvivaence, [152
relace mezi mnozinami,
relace na mnozing,

restrikce zobrazeni, 150
Richardova antinomie, [135
rovnost tfid, 45

rozklad mnoziny, 152
Russellova antinomie, [7]
Russellliv paradox,

Fetéz, [70
Fetézec, [70, [T50

fez v mnozing,

sémantickeé hledisko,
Shefferova spojka, [27]

shora ohrani¢ena mnoZzina, [151]
siednoceni mnozin,
skladani relaci, [149

slovo, [,

slovo obsahuje znak, [10
sloZzené slovo,

ducitelna slova, [29

dlucitelné formule,

soucet kardinanich Cisel,[84]
soucet ordinanich typt,[94
soucet usporadanych mnozin, 60} [62
soucin kardinalnich Cisel,
soucin usporadanych mnozin,
specifické znaky,

spocetna mnozing, [75
spornateorie, [40

srovnatelné prvky, [157]
substituce, [12]

suprémum,

surjekce,

surjektivni zobrazeni,
svaz,

symetricka relace, [150
syntaktické hledisko, [9

tautologie, [19, [28, [31]

teorém,

teorie typl,

tertium non datur, [137]
transcendentni €islo, [77]
transfinitni ordinalni ¢islo,
tranzitivni relace, 150

tfida,
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tfida rozkladu, (152
tfida vsech mnozin, [47]

univerzalni t¥ida, [47]
Uplnaindukce, 59

Uplnarelace, [150

Uplnateorie, (411

Uplnost axiomd, 139

aplny svaz, [152

usporadana dvaojice,
usporadana mnozina, [150
usporadani, 150

uzaviena predikéatova formule, [31]

vézana proménn, [29
Véta,

vlastni tfida, [49

vlastni zaCatek mnoziny, 58
volna promeénna, [29
vyrok,

vyrok je nepravdivy, [17]
vyrok je pravdivy, [17]
vyrokova formule,
vyrokove proménng,
vyskyt znaku, [10
vyznaceny prvek, [69

zaCatek mnoziny, [58

zakladni abeceda teorie tfid,
zakon Claviliv, 20

zakon Dunse Scota, [20

zékon dvoji negace, [20

zakon hypotetického sylogismu, [20

zakon totoznosti, [20

zakon vylouceného tfetiho, [20
zakony vyrokového poctu, [I9
zakryt rozkladu, [152

zdola ohrani€ena mnozina, [151

Zénbnovy aporie,

Zermel o-Fraenkel ova teorie mnozin, [8, [42,
[141]

Zermelova véta, [68, [142

Zermelliv axiom, [66,

zjemnéni rozkladu, 152

znak,

zobecnéna hypotéza kontinua, [106

zobrazeni mnoziny do mnoziny,

zobrazeni na, [149

zobrazeni z mnoziny do mnoziny, [149

Zornovo lemma,
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