Nerovnice s neznamou pod odmocninou?

Dalezita upozorneni.

e Umocnéni nerovnice (na druhou) je obecné disledkovou tupravou. Pii pouziti dusledkové tpravy je
zkouska nutnou soucasti feSeni nerovnice. Vyhledem k tomu, Ze nerovnice mé zpravidla nekoneéné
mnoho kofent, neni tento postup prakticky realizovatelny. Je tedy potieba se disledkové tpravé pri
feSeni nerovnice vyhnout.

e V piipadé, Ze umocnujeme nerovnici, jejiz obé strany jsou nezéporné, je tato tprava dokonce ekvi-
valentni.

Postup reseni nerovnice s neznamou pod odmocninou.
1. Stanovime defini¢ni obor zadané nerovnice - vyrazy pod odmocninami musi byt nezaporné.

2. Pokracujeme ve dvou vétvich:

a) V piipadé, ze jsou obé strany nerovnice nezédporné, umocnime ji. Jde o ekvivalentni upravu,
pomoci niz se (postupné) zbavujeme odmocnin.

b) Jestlize vyrazy na kazdé strané nerovnice maji razna znaménka, miaZzeme o splnéni ¢i nesplnéni

takové nerovnosti rozhodnout pimo (bez dalsich tprav).

Praktické realizace tohoto postupu je patrnd v nasledujicich fesenych piikladech.

Resené priklady. V R feste nasledujici nerovnice:

1. Nerovnice

vVr+18 <2 —=x

ma defini¢ni obor D = (—18;00) (1. bod postupu). Pro v8echna x € D je leva strana nerovnice
nezaporna. Abychom ji mohli umocnit, musi byt nezaporna rovnéz strana prava. To nastane pro
x < 2. ReSeni nerovnice se nam tedy rozpada do dvou vétvi:

a) (bod 2a) postupu) Pro x € (—18;2) po zminéném umocnéni mame
1418 < (2—2)° & z+18<d—dz+r’ & O0<a2’-5r-14 & 0<(z+2)(z-7),

takze
Ky = [(—00; =2) U (T;00)] N (=18;2) = (-18; -2) .

b) (bod 2b) postupu) Jiz vime, Ze pro x € (2;00) plati L > 0 a P < 0. Pfitom méa soucasné platit
L < P, coz nelze, tudiz Ky = ().
Zaver K = Ky U Ky = (—18; —2).
2. Nerovnice
11 -5z >z -1

mé defini¢ni obor D = (—o0;11/5) (1. bod postupu). Pro vSechna x € D je leva strana nerovnice
nezapornd. Abychom ji mohli umocnit, musi byt nezdporna rovnéz strana prava. To nastane pro
x > 1. ReSeni nerovnice se nam tedy rozpada do dvou vétvi:

a) (bod 2a) postupu) Pro z € (1;11/5) po zminéném umocnéni mame
11-5z > (z—1)° & 1l-bz>2>-22+1 < 0>22432-10 < 0> (z+5)(z—2),

takze

Ki=(=5:2)N <1; %> — (1:2) .
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b) (bod 2b) postupu) Jiz vime, Ze pro € (—oo; 1) plati L > 0 a P < 0, takZe je splnéna i zadanim
pozadovana nerovnost L > P; a to pro vSechna z € (—o0; 1), tudiz Ky = (—o0;1).

Zaver K = Ky U Ky = (—00;2).

. Nerovnice

V-4 Tr—6<3+2r & /(1-x2)(z—6)<3+2

mé defini¢ni obor D = (1;6) (1. bod postupu). Pro vSechna x € D je leva strana nerovnice nezaporna.
Abychom ji mohli umocnit, musi byt nezédporna rovnéz strana prava. To nastane pro x > —3/2.
Protoze tato podminka je splnéna pro vSechna x € D, nebude se ndm feSeni této nerovnice dale
vétvit. Pro v8echna x € D je umocnéni této nerovnice ekvivalentni Gpravou, vychazi nam

—?4+Tr—-6<(3+22)° & —2’+Tr—6<9+12s+42> & 0<52+5x+15 <

1\? 11
& 0<2®4+z2+3 < 0<<x+§> +Z'

Tato nerovnice je tedy splnéna vzdy. Zaver K = D = (1;6).

. Nerovnici

Vr+3—Vr—1>v2r—1

bude tfeba vzhledem k vétsimu poctu v ni se vyskytujicich odmocnin umocnovat opakované. Proto
bude 1celné ji nejprve prepsat do tvaru, ve kterém bude kazda odmocnina vystupovat s kladnym
koeficientem, protoze pak budou pro vSechna x z jejtho definiénitho oboru obé jeji strany nezaporné
a budeme ji moci rovnou ekvivalentné umocnit. Defini¢ni obor nerovnice je D = (1;00). TakZze pro
vSechna z € D plati

Vit3>VIi—1+vVr-1 & (\/x+3)2>(\/2x—1+\/x—1)2 &

& r+3>20 14220 —1Wr—1+2—-1 & z4+3>32-2+2/2r-1(z—-1) <&
& 5—2r>2vV222—-3x+1. (1)

Nyni potiebujeme opét umochovat. Snadno zkontrolujeme, Ze nerovnice je definovana pro vSechna
x € D, ale ne pro vSechna x € D jsou obé jeji strany nezaporné. Proto bude potieba vypocet déle
rozvéetvit.

a) Leva strana nerovnice je nezaporné prave tehdy, kdyz x < g Prox € <1; g> jsou tedy obé strany
nerovnice (1) nezaporné a diky tomu ji mizeme umocnit, pfi¢emz se jedné o ekvivalentni upravu.
Pro tato z tedy plati

5-20>2V222—3z+1 & (5-22)°>4(22°-32+1) &

& 25-20z+42° >80 —120+4 & 0>4*+8r—-21 & 0>(22+7)(2z-3),

Takze - . 5
K=(—=2)n{2Y=(1,2).
= ()0 3) - (3)
b) Pokud z € (g, oo)7 vidime, ze v nerovnici (1) je L < 0, P > 0 a pfitom ma platit L > P, coz

nelze, takze Ky = ().

Dostavame tak zavér vypoctu



5. Nerovnici

\/x+4+6\/:v—5§2

je vyhodné Fegit s vyuzitim substituce y = /x — 5. Odtud dostaneme x = y? + 5. Pro zadanou
nerovnici tak postupné dostavame

V2 +5)+4+6y<2 & Vi2+6y+9<2 & J(y+3P°<2 &

& ly+3l<2 & —5<y<-—1 = r—5< —1.

Posledni podminku vsak nelze splnit. Nemusime se tedy zabyvat podminkami a miizeme rovnou psat,
7e K = (.

6. Nerovnice
1 1

>
vr+1 bH—=x
md definiéni obor D = (—1;00) — {5} (1. bod postupu). Jeji pravé strana je nezaporné (v nasem
pripadé dokonce kladné) pravé tehdy, kdyz x < 5. ReSeni nerovnice se nam tedy rozpada do dvou
vétvi:

a) (bod 2a) postupu) Pro x € (—1;5) tedy miZzeme nerovnici ekvivalentné umocnit a jesté vyuzit
toho, Zze oba jmenovatelé jsou kladni a lze se tak rychle zbavit zlomkii:
1 1

> s & BG-a)’>r+l & 25-10z+2®>r+l &
z+1 (5—1;)

& 2P-1r+24>0 & (r—3)(x—28)>0,
takze K7 = [(—00;3) U (8;00)] N (—1;5) = (—1;3).

b) (bod 2b) postupu) Ve zbytku defini¢niho oboru, tj. pro x € (5;00) pak plati, ze L > 0a P <0,
takze pozadované nerovnost L > P je splnéna. Je tedy Ky = (5;00).

Zaver K = K1 U Ky = (—1;3) U (5; 00).

Zadani daloh.

V R vyfTeste nerovnice

1.
2Ver—1<uz,
2.
\/m>x+3,
3.
r+2>x,
4.

Vo —2x>6x—1,



10.

2?2 —4dr>xr—3,

V3r—x?2<4—u,

\/19—|—x—8\/x+3<3,

\/2$2+7x—4< 1
x4+ 4 2’
2

Vi-s< =

3Vr —Vdr+5>1.

Navody k reseni a vysledky dloh.

1.

*®

10.

N vk W

K =(1;2) U (2;00),
71),

<_

(—2;2),

(—00;0) U (9/2;00),
(0;3),

K
K
K
K
K

pomoci substituce y = v/ + 3 lze zadanou nerovnici postupné upravit do tvaru |y —4| < 3, K =

K = (—00; —4) U(1/2;8/7),

. pomoci substituce y = y/x lze zadanou nerovnici postupné upravit do tvaru

(y—4)(y—1)

< K =(0;1 4:1
- 0, (05 1) U (4; 16)

K = (4;00), nerovnici je tfeba dvakrat umocinovat, pred prvnim umocnénim je vhodné ji upravit do

tvaru
3V >Vbr+5+1,

pred druhym umocnénim je tfeba pokracovat ve dvou vétvich (viz 2. bod postupu).



