Rovnice s neznamou pod odmocninou

1

Dalezita upozorneni.

Umocnéni rovnice (na druhou) je obecné dusledkovou upravou.

P1i pouziti dusledkové upravy je zkouska nutnou soucasti feSeni rovnice. Neni ,jen“ numerickou
kontrolou, muze pfi ni dojit k vylouceni téch ,kandidati na kofeny*, které kofeny nejsou.

V pripadé, ze umochujeme rovnici, jejiz obé strany jsou nezaporné, je tato uprava dokonce ekviva-
lentni.

Lze tedy postupovat cestou stanoveni podminek, za nichz jsou vSechny vyrazy vystupujici v rovnici
definované a ve v8ech mistech umocnéni rovnice nezaporné. Pii tomto postupu pak jiz neni nutné
provadét zkousku.

Dle konkrétni ulohy doporucuji fesiteli volit cestu urceni vSech potfebnych podminek, nebo variantu
provedeni zkousky podle toho, co je v daném pfipadé jednodussi.

Resené priklady. V R feste nasledujici rovnice:

1.

Kdybychom feseni rovnice

Vr—4=+V3—=x

zacali stanovenim podminek, vidéli bychom, Ze mé soucasné platit x > 4 a x < 3, coz neni mozné
splnit. Proto tato rovnice nemé fesSeni.
Umocnime-li (jako dusledkovou upravu) zadanou rovnici, dostaneme

—4=3- s =—.
T xXr xXr 5

P1i provadéni zkousky, ktera je pfi tomto postupu nezbytnou soucasti feSeni, vidime, Ze leva strana
rovnice pro hodnotu 7/2 neni definovana, takze K = ().

P1i feSeni nékterych rovnic je potfeba je umocihovat opakované. Rovnici

V3r+1—vV2—2=1

je vyhodné pred umocnénim pfepsat do tvaru

V3z+1=v2—2+1.

Pak plati (uzitim dusledkovych tprav)

VBrrl=v2—z41 = 3e+1=(2—2+1)" & 3r+1=2-2+2/2—2+1 &

& 2r-1=V2—-2 = 4r’-drt+l=2-1 & 42°-3r-1=0 & (4o+1)(r—1)=0,

takze x1 = —1/4 a x5 = 1. VSimnéte si, Ze pfi umociovani rovnice je vzdy tfeba umocnit celou jeji
levou i celou jeji pravou stranu! Déle pokracujeme zkouskou:

1 3 1 1 9 1 3 1
L(‘Z):\/—z“w“f\/;‘\/225—52—17‘1213(—1)=

L) =vV3+1-v2-1=V4-V1i=2-1=1=P(1),

tudiz K = {1}. Pokud bychom se chtéli povinnosti délat zkousku vyhnout, museli bychom stanovit
podminky, a to
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a) k tomu, aby byly vyrazy s odmocninami definovény: 3z +1 > 0 a 2 — x > 0 (odmociované
vyrazy musi byt nezaporné),
b) k tomu, aby prvni umocnéni bylo ekvivalentni upravou: v/3z +1 > 0a v2—x+ 1> 0 (tyto
pozadavky jsou jiz zfejmé splnény podminkami v ¢asti a)),
¢) k tomu, aby druhé umocnéni bylo ekvivalentni apravou: 2x — 1 > 0 a v/2 —x > 0 (nova je
pouze podminka prvni).
Rozfesenim uvedenych podminek dostaneme souhrnnou podminku = € (1/2;2), kterou z; nespliiuje,

zatimco xo ji vyhovuje.

. Také rovnici
Va2 + 25z +4
vVr+25—4=

vVr+25+4

je pred umocnénim upravit do - pro tento tcel - vhodnéjsiho tvaru vynasobenim rovnice jmenovatelem
jeji pravé strany. Potom

<\/:L“+25—4><\/x+25+4>: 2 i2rtd = (0425-162=22 4250 +4 o

o 224181 +81=22+25x+4 < Ti=Tr < z=11.

Napriklad provedenim zkousky zjistujeme, ze

VIIZ+25-11+4 /400 20
VIT+25+4  /36+4 10 7

L(11)=vV11+25-4=V36-4=2 a P(ll)=
takze K = {11}.

. Rovnici

\/x+3—4\/H+ \/x+8—6\/mz1
je vyhodné formalné zjednodusit zavedenim substituce y = v/ — 1. Odtud mame
yY'=r—-1 < zx=9y*+1,
takZe pro feSenou rovnici v nové proménné y plati

VI2+14+3—dy+ /2 +1+48—6y=1 & ViP2—4dy+4+/2—6y+9=1 &

& Ju-2" -3 =1 e ly-2+ly-3=1.
VyteSenim této rovnice ziskdme, ze

ye(2;3) = x¢€(510),

pricemz za podminky z > 1 je tato uprava (a vSechny predchozi také) dokonce ekvivalentni. Proto
K = (5;10). Povsimnéte si, ze u této rovnice, kterda ma nekonené mnoho FeSeni, neni provedeni
zkousky formélné mozné a je tedy tieba stanovit podminky.

. Rovnici

V3x 428 — V/3x —28 =2
bude tfeba umocnit na tieti. Vzhledem k tomu, Ze se jedné o lichou odmocninu, lze zdivodnit, Ze je
tato tiprava dokonce ekvivalentni. Pokud si tim vSak TeSitel neni jisty, neni problém provést zkousku.
Pred umocnénim ale bude vyhodné ji upravit do tvaru, ve kterém bude na kazdé strané rovnice
jedind odmocnina. Pocitejme

3
(VB +28) = (V3r-28+2)" & 30+28=30-28+46-(V3z—25)" +12- Y3z — 28 +8.
Nepiehlédnéme moznost vyhodné substituce z = v/3z — 28. Pak dostavame
56 =6224+122+8 & 2°+2:-8=0 < (2+4)(2-2)=0 < ze€{-42}.

Dosazenim do substituén{ rovnice pak dopo¢teme hodnoty hledané neznamé x. Vychéazi K = {£12}.



Zadani daloh.

1. Zpaméti v R vyTeste nasledujici rovnice a sva tvrzeni zdivodnéte

a)

\/333—4—1—\/23:—1—3:—1,
b)

\/2m+3—\/2m+5:1,

Va2 -9+ +3=0,
d)

Vir —14+Vizr +5=2.

2. V R vyteste rovnice

a)

V2r +1++2 =5,
b)
V3z+6+V2—1=2,
c)
V20 +34+V3—2=3,
d)
Ver—1++vVr+4=V4z+5,
e)
1+x\/m:1—x,
f)
32° + 152 +2Va2 + 5o +1=2,
g)
6+ Vr—2=2,
h)

Jr—1 Vaz-1
T/ T _ T :12’
2-1 Vr-1

3

Vel tx+4+vVa2+a+1=v222+20+9,

Ve+1l4+22—-2r—-1=0.



Navody k reseni a vysledky dloh.

1.

a)
b)

c)

Soucet druhych odmocnin je ¢islo nezaporné, proto se nemize rovnat —1, K = ().
Na levé strané odecitime od mensiho ¢isla vétsi, proto je zaporna, K = ().

Soucet dvou nezapornych ¢isel je nulovy praveé tehdy, kdyz jsou obé nulova. Druhy s¢itanec muze
byt nulovy jeding, kdyz = = —3. Pro tuto hodnotu je v8ak nulovy i s¢itanec prvni, K = {—3}.

Snadno nahlédneme, Ze k tomu, aby byla rovnice definovana, je nutné a staci, aby x > 1/4.
Nejmensi mozné hodnota prvniho s¢itance je 0 (pro x = 1/4). Druhy séitanec je vétsi. S ohledem
na podminky pak jeho nejmensi mozna hodnota bude v/6 (pro z = 1/4). Leva strana rovnice
je tedy vzdy vétsi nez 2, K = ().

K = {4}, (¢islo 144 kofenem neni),

K = {-2}, (¢islo 1 kofenem neni),

K ={-1;3},
K = {5},
K = {0},

pomoci substituce y = Va2 + 5z + 1 lze zadanou rovnici prepsat do tvaru 3y + 2y — 5 = 0,
K ={-5;0},

pomoci substituce y = /7 lze zadanou rovnici postupné upravit do tvaru y? —y — 12 = 0,K =
{—27;64},

pomoci substituce y = 2% + x lze zadanou rovnici postupné upravit do tvaru y? + 5y = 0,
K ={-1;0},

standardnim postupem pfi umocnéni rovnice ve tvaru vz + 1 = 1 + 2z — 22 dostaneme rovnici
¢tvrtého stupné, kterou se ale podari upravit do soucinového tvaru:

243+ 22+ 3x =0 & a:[x3—3:132—(x2—2x—3)}:0 =

& z[2®(x-3)-(z-3)(z+1)]=0 & z@-3)(z—z—-1)=0,

1+\/5}
5 (-

po dofeSeni a zohlednéni podminek ¢i provedeni zkousky ziskame zavér K = {0;



