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CASOVA RADA
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HARMONICKA FUNKCE

| trlparametrlckou harmonickou funkci |ze graficky
vyjadrit pomoci dvou bodu v rovinach

amplituda x uhlovy kmitocet a pocatecni faze x
uhlovy kmitocet:

C,=C(w) a ¢;=0¢pw),

1. . 1
]
. 20062 _ _ ] Zo00=____,
spektrum amplitud spektrum pocatecnich fazi
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HARMONICKA FUNKCE

X(t) = 10.cos(2n.10t + n/2).

TAANAAN

NIBYBIAYE
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HARMONICKA FUNKCE

X(t) = 10.cos(2m.10t + /2) + 5.cos(2m.15t)

A ¢
[-] [rad]
10 ¢ /2t
0 207 307 0 20m 3bﬂ:
O [rad/s] O [rad/s]
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¥ I'! FREKVENCNI SPEKTRUM !!!

[
Frekvencni spektrum funkce je
vyjadreni rozlozeni amplitud a
pocatecnich fazi jednotlivych
harmonickych slozek, ze kterych se

funkce sklada, v zavislosti na frekvenci.

| ZAPAMATOVAT NA VEKY !
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TAYLORUV ROZVOJ

Necht funkce f(x) ma v okoli U(x,) bodu X, derivace az do
radu n+1 vCetné

Taylorova rada

' (n)
() = £ )+ 202 (x = xg) ot 20 (x = x5 + Ry )
! n!
Maclaurinova rada, tj. Taylorova rada pro x,= 0
' (n)
f(x):f(0)+fg|0)x+...+f (|O)x”+Rn(x)
! n!
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TAYLORUV ROZVOJ FUNKCE y = sin(x)
PROx=0

““\/a “““\w—f’”“\% m

n=1 n= =3
n=4 | n=>5
3 5 7 - 21
sinx=x->—t> -2 4. .= 3 (1Pt 2
3 5 7 2o (2n-1)!
s
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ZVOLNA DO FOURIEROVY ANALYZY
FOURIEROVY RADY

v poznali jsme, ze funkci je mozné vyjadrit jako
mochninou radu;

¥ jinou moznosti je vyjadrit funkci jako
harmonickou (trigonometrickou) radu (tj. jako
soucet harmonickych funkci);

v takto lze vyjadrit obsahlejsi tridu funkci nez
mocninnymi radami.

11
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ZVOLNA DO FOURIEROVY ANALYZY

v Fourierova analyza - snaha vyjadrit (rozlozit,
rozvinout) funkci jako soucet jednoduchych funkci
(harmonickych funkci, slozek).

v pocty téchto harmonickych slozek, jejich amplitudy,
frekvence a fazove posuny jednoznacnée
charakterizuji analyzovanou funkci.

v Fourierova rada
v Fourieruv integrdl, Fourierova transformace
v Fourierovy rady mohou byt vyjadreny bud’'v

klasickém, trigonometrickém nebo komplexnim
tvaru.

7 Ov sy 7 u . 7 V4 - Va
¥ zpracovavat muzeme spojite i diskretni velicCiny. »
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FOURIEROVA RADA

vl Kazdou periodickou funkci x(t+kT) = x(t), ktera vyhovuje
Dirichletovym podminkam, lze vyjadrit pomoci Fourierovy rady,
pro kterou v exponenciélnl'o[)n tvaru je

X(t)= ) ¢,e™,

N=—00

kde c, jsou komplexni Fourierovy koeficienty definované vztahem
T/2

. 1 -
¢, == J.x(t).e_'”“"itdt
T
-T/2

a w; = 21/T je uhlovy kmitoclet prvni zakladni harmonické slozky urceny
zakladni periodou T rozkladané funkce x(t).

Dirichletovy podminky pro rozklad periodické funkce x(t) do Fourierovy rady jsou:

1) x(t) je absolutné integrovatelnd nad kaZzdou periodou; 2) x(t) md nad kazdou periodou pouze koneény pocet
maxim a minim; 3) x(t) ma nad kaZzdou periodou konecny pocet nespojitosti.

Dirichletovy podminky jsou postacujici, nikoliv nutné. Lze konstatovat, Zze vSechny rozumné, tj. fyzikdlné
realizovatelné funkce Dirichletovy podminky splniuiji.
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FOURIEROVA RADA

¥ Modul komplexniho Fourierova koeficientu ¢ , uréuje amplitudu

odpovidajici harmonické slozky, jeho faze hodnotu pocatecni

faze odpovidajici harmonické funkce.

¥ Pron=0je

= .‘(
T
iy
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FOURIEROVA RADA

¥ Modul komplexniho Fourierova koeficientu ¢ , uréuje amplitudu
odpovidajici harmonické slozky, jeho faze hodnotu pocatecni
faze odpovidajici harmonické funkce.

T/2

1
o= [x(.at,

-T/2

¥ Pron=0je
coz je stredni hodnota (stejnosmeérna slozka) funkce x(t).

¥ Pro realné funkce x(t) je c_, :é: (symbolem * oznacujeme
komplexné sdruzenou hodnotu).
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FOURIEROVA RADA

PRIKLAD 1

Urceme parametry jednotlivych harmonickych slozek,
z nichz se sklada obdélnikovy pulz o zakladni periodé
T, dobé trvani jednotlivych impulzu (1 a vySce A.
Necht je prvni z impulztd umisté&n symetricky kolem
pocCatku casove osy.

x(t)

-9/2 | 92 T —=1
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FOURIEROVA RADA

PRIKLAD 1 - RESENI

Spocitejme nejdrive hodnotu pomocného integralu

(nQ) = j e "%t dt
Pron = 0 je a a
(0) = jei'OQtdt = jdt =23

—a

apron=+0
I(nQ)_ jleiithdt _ eiith a _ einQa _e—inQa _ ’) einQa _e—inQa s sinnQa
4 +inQ _a inQ nQ 2i " nQ.a
Sa(x)
—27t = n\“/2ﬂ: A x




FOURIEROVA RADA

PRIKLAD 1 - RESENI

Spocitejme nejdrive hodnotu pomocného integralu

(nQ) = j e "%t dt
Pron = 0 je a a
(0) = jei'OQtdt = jdt =23

—a

apron=+0
I(nQ)_ jleiithdt _ eiith a _ einQa _e—inQa _ ’) einQa _e—inQa s sinnQa
4 +inQ _a inQ nQ 2i nQ.a
Sa(x)
—27!: = n\“/2n: T x
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FOURIEROVA RADA

PRIKLAD 1 - RESENI

T/2 19/2 A 3/2
— Is(t) e "t == jA e "idt = J‘e_'”‘*’ltdt =
—T/2 —8/2 T -3/2
_A V) V) V) V) V) Tt
—.2.—.Sal —nhw, [=A.—.Sal —nw, |=A.—.Sa nd— |
T 2 2 T 2 T T
a) lcfl"« A.E.Sa(ﬁooj‘. Nulové hodnoty nabyva
el | T \2 funkce Sa(x) pro argumenty
ﬂ oaf T\ rovné celociselnym nasobkum
_4[\23/ 2 0-20_ 1 2 3 /T JH?//?I Tmshﬂ " tJ 8
o [rad] —o = tkm
-3020,—0, 0 0,20,30,40, 50, 60, ....... ® 2
b) (P(é.“)_n a tedy pro frekvenci
| | .
3 -2 1 1 2 3 4 & 6 1 8 9 10 M = —|_k_
7 o [rad] 9
—30,20,—0, 0 ©,20,30,40, 50, 60, ...... ®
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FOURIEROVA RADA

PRIKLAD 2
Co se stane, kdyz posuneme obdeélnikovy pulz

z predeslého prikladu tak, aby nastupna hrana
obdélnika byla v pocatku Casoveé osy?

x(D)

A
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FOURIEROVA RADA

PRIKLAD 2 - RESENI

T S 9 5

. 1 . 1 r A ~ A 1 ~
C, Z—Is(t).e ety :—IA.e Nyt :_Je Wt 4t :_|:_ - e |nwlt:| —
T 0 T 0 T 0 T N

1 1 1 ~
:A_ -— e inw, 9 +.— :A._—.(l—e mwlﬁ):
T\ inw, inw, | T inw,

:A 2 einwlﬁ/z.e—inwl&/z _e—inuaﬁ/z.e—inwl&/z :A 2 einu>p9/2 _e—inu)lﬁ/Z e—inoolﬁ/z _
T inw, 2 T nw, 2]
A 29 S ADY sin(hwd/2) ) 9\ -inwy”
=—. sin(nw, 8 /2).e /2 = 27 3 (NWI/2) -nars :A.—.Sa(nwl—j.e 2,
T nw,d T nwd/2 T 2
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FOURIEROVA RADA

PRIKLAD 2 - VYSLEDEK
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FOURIEROVA TRANSFORMACE

Pro periodickou funkci je kmitocCet zakladni
harmonické slozky

w; = 21/T.
Pro neperiodickou funkci, tj. pro periodickou s T—o
je
= 11m2—TI 0.

T 5 o T

Pro neperiodicky signal tedy budou spektralni cary na
sebe spojité navazovat a definicni sumacni vztah pro
Fourierovu radu prechazi na vztah integracni, kde
koeficienty ¢, urCime nasledovne.

M




£

FOURIEROVA TRANSFORMACE

Ve vztahu T/2

==, X e "'dt
-T/2

jeT = 2n/dw a tedy pro limitni rozdil dvou sousednich
frekvenci dw — 0 je T —» « a nw; — w. Meze integralu
budou pro nekonecné dlouho trvajici funkci —o a +w,
Pro T —o budou rovnéz amplitudy spojitého spektra
jednorazového impulzu nekonecné male.
Vyjadrime-li vySe uvedeny vztah pro ¢, v limitnim
tvaru a dostavame

T/2
¢ =lim= jx(t).e_i‘*’tdt
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FOURIEROVA TRANSFORMACE

0 . T/2
x(t)= > ¢ e™, ¢ == x(t).e " dt
GEDY3 o

n=—00

V tom pripadé se definicni vztah Fourierova rozkladu
transformuje do podoby

x(t) = Id—m[ j}{(t).e"t””tczlt}ei':”’t 1 d)'((m).e""“d(o (*)

AL 21 ¥

—ai
co

kde vztah X(w) = j x(t).e "“'dt
nazyvame Fourierovu transformaci a vztah (*)
inverzni (zpétnou) Fourierovu transformaci.
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FOURIEROVA TRANSFORMACE

VLASTNOSTI

Princip superpozice (! podminka linearity ! )
S4(t) + s,(t) ~ Sy(w) + Sy(w)
a.s(t) ~a.S(w)

Linearni kombinaci funkci odpovida linearni kombinace jejich
spekter

Zmena znameénka
s(-t) ~ S*(w)
Zmena meritka
s(t/a) ~a.S(aw), kdea>0

l._mu :
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FOURIEROVA TRANSFORMACE

VLASTNOSTI

Translace funkce
Transpozice spektra

Konvoluce funkci
t

s, (t) s, (t) = j s, (X).S, (t —X).dx =S, (0).S, ()

—00
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¥
I? | URCITE SI ZAPAMATOVAT !

spojita periodicka funkce ma diskrétni
frekvencni spektrum - pro rozklad jsme
pouzili Fourierovu radu;

spojita jednorazova funkce ma spojite
frekvencni spektrum- pro rozklad jsme
pouzili Fourierovu transformaci.

I A VEDET PROC !
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