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DEFINICE

Vzorkovani je postup vyberu jednotlivych pozorovani, na jehoz

zakladé ziskavame informaci o vlastnostech sledované

skutecnosti ¢i jevu. Kazdé pozorovani muze obecné zahrnovat

vice vlastnosti (vék, diagndza onemocnéni, velikost napéti,

...), které mohou byt pouzity k identifikaci daného jevu ¢i jeho

Casti.

Vzorkovanim rozumime postup vybéru urcité podmnoziny
(vzorku) dané mnoziny (veliCiny, populace, dat, materialu)
tak, aby vlastnosti vybraného vzorku (dostatecné) presnée

reprezentovaly vlastnosti celé mnoziny (signalu, populace,
dat, materialu).

Vzorkovani je postup selekce jednotlivych pozorovani s cilem

ziskat urcitou znalost o dané populaci, zejméena pro ucely
statistickeé inference.
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PRIKLADY

v volba frekvence a mista odbéru pro

hodnoceni Urovné znedisténi vodnich toku:

v volba parametru digitalizace obrazu pro
jeho prenos Ci archivaci;

v volba tématu a mnoziny respondentu pf
o A4 = V 4 V 4 A\V4 V 4
pruzkumu verejneho minent;

v vybé&r vyrobku pfi vystupni kontrole kvality

vyroby;

v vybér pacientu pro odhad vyvoje daného
onemocneéni.
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DEFINICE

Vzorkovanim dané Casove promenné veliCiny
7 V. V. 7 (o) v Ve, 7
rozumime cinnost, pri ktere z prubehu urcite

veliciny, ktera je definovana na spojitém definicnim

oboru, vybirame hodnoty pouze v urcitych
casovych okamzicich.

Hodnoty Casovych Ci prostorovych souradnic mohou byt
rozmistény v definicnim prostoru obecné nerovnomeérneg,
z hlediska prace s daty je ale vyhodnéjsi, pokud jsou

soufadnice vzorkU rozmistény rovhomérné (a v tom pripadé

Ize i teoreticky dovodit pravidlo pro maximalni vzdalenost
mezi kazdymi dvéma vzorky).
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VZORKOVANI SPOJITE VELICINY

X(t) ... velicina ve spojitém case X X(nTv) ... veliCina v diskrétnim case

spinac spina kratce
kazdych T.. sekund

s(t)
f“---ﬂ-—'ﬂr-—-n.___ --...___-- S(nTVZ) )
s ey — - ™
D Tvz 2Tvz 3Tvz 4Tvz 5Tvz 6Tvz ----- nTvz - = t
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IDEALNI VZORKOVANI

Aby bylo mozné zjednodusit

a)
/\4 analyzu vlivu vzorkovani na

b)

vlastnosti vzorkované veliciny,
je navzorkovana verze puvodni
spojité veliCiny s(t)

. vyjadrovana ve tvaru

]’ s(t).ss(t), kde s;(t) je

|

periodicky sled jednotkovych
impulsu definovany jako

¢)

ZSt nT..)

Z toho pro navzorkovanou

@ W veli¢inu plati

o0

s, (t)=s(t).s,(t)=s(t). > §(t—nT.,) = Zs(nT S(t—nT)

n=—x
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VZORKOVACI TEOREM

s(t) — s(T,), s(T5,), s(T53), ..., s(T,), -..
s(t) —» s(T,,), s(2T,,), s(3T,,), ..., s(nT,,), ...

s(t)
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VZORKOVACI TEOREM

intuitivni (?) zduvodné&ni minimalni vzorkovaci

frekvence

X(t) A

| \ 12 /
D_ T\ /ﬁtT

AL \
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VZORKOVACI TEOREM

Vzorkovaci frekvence:

£ F (@)
/\ T o /\ fvz>28=fN’

SENRENNE
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278 IB o —= . .
oF 5 7—  kde B je maximalni kmitocCet
v ve vzorkované veliginé
Pt e
e @ e % 8e. Nyquistav, (Shannonay,
-4 g ol & = )

= Kotelnikovlv) kmitocCet

| T, = 1/f, = 1/2B

/\ /\ /Q /\ /\ Nyquistlyv interval (perioda),

vzorkovaci interval (perioda)
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VZORKOVACI TEOREM

1:vzr = (4_5)fN
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VZORKOVACI TEOREM

SLOZKY SPEXTRA DISKRETIZOVAEYD SIGNALL

A=

prekryvani spekter - aliasing
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HARMONICKA POSLOUPNOST

2nnT

X(nT,)=A.cos(21f nT , +¢,) = A.cos(——= NT Z+¢,)= A.Cos(2:l—n+¢0),

vZ

kdyz T = NT,, a tedy f = 1/NT,, nebo

-
x(nT,,) = A.exp( T;n

+ Q).

Komplexni exponenciala samozrejme rovnéz reprezentuje
periodickou veliCinu, protoze plati

127t(K +N) 127K
N = exp

kdy exp(2ni) = cos(2n) + i.sin(2n) =1+i.0=1

X[(k +N)T . ] = exp .exp(12n),
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HARMONICKA FUNKCE A VZORKOVANI
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REKONSTRUKCE SPOJITE FUNKCE
Z NAVZORKOVANE POSLOUPNOSTI

Pfedpokladejme, Ze puvodni spojitd funkce x,(t) méla frekvend-
ne omezené spektrum X,(f), tj. plati pro ni

X_(f) = X(f) |f|<f./2
N0 [ >, 02

kde je X(f) frekvencni spektrum dané posloupnosti. Protoze
vime, ze spektrum navzorkovane posloupnosti je periodicke

s periodou danou vzorkovaci frekvenci, zajima nas pouze jeji
jedna (prvni) perioda, pro kterou v rozsahu frekvenci |f|< f,,/2
plati - |

X,(f)=X(f)=T, D x(nT,).e "=

N=—0
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REKONSTRUKCE §POJITE FUNKCE
Z NAVZORKOVANE POSLOUPNOSTI

Potom pro puvodni funkci x,(t) je

f.12 f.12 - . .
Xa(t) _ Ixa (f)-eilnﬁdf — j |:TVZ Zx(nTvz )-e—llnfnTvz :|_el2:tﬁdf _

—f, /2 —f,12 N=—
- f.12 l
=T, X x(nT,,). [ ")df =([e™dx = —e™ +C| =
da
n=—= —f, 12

RR(NT ) 12 _ g=i2n(t-nT, )1, /2

| < e
=— > X(nT,.). =
f,, nz; () 2n(t-nT,,)

= Y X(nT,, ).Si[n(t—nTVZ).Tl ]

n=-x VZ

tj. puvodni funkce je ddna nekoneénym soudtem vzorkovacich

funkci, které prochazeji kazdou hodnotou x,(t) z nekonecného
v (o) Vé .

poctu vzorku navzorkovane posloupnosti.
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REKONSTRUKCE SPOJITE FUNKCE
Z NAVZORKOVANE POSLOUPNOSTI

© Institut biostatistiky a analyz [y



IX. FREKVENCNI

TRANSFORMACE

x> CASOVE RADY 3
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HARMONICKA ANALYZA DISKRETNICH
POSLOUPNOSTI

v diskrétni Fourierova rada

v Fourierova transformace s diskrétnim casem

- DTFT
v diskretni Fourierova transformace - DFT
v rychla Fourierova transformace - FFT
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ROZKLAD PERIODICKE CASOVE RADY

v spojita velicina — opakovani
Fourierova rada (v komplexnim tvaru)

fiy= Ye.e™ Q=2n/T

N=—ca0

kde ¢, jsou komplexni Fourierovy koeficienty

& = [ f(t).e "t

N T JT/2

() — uhlovy kmitocCet zakladni harmonické slozky (zakladni
harmonicka);
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FOURIEROVA RADA
PRO DISKRETNI posloupnosti

v necht x(kT,,) je periodicka posloupnost s periodou
NT,,; pak x(kT,,) lze rozlozit pomoci komplexni
exponencialni Fourierovy rady

X(KT )= Zc exp 2K 04142

kde

N—1 I
IS kT, ).exp(— 'Z’Ii]k” ] n=01.. N-1

k=0
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FOURIEROVA RADA
PRO DISKRETNI posloupnosti

v necht x(kT,,) je periodicka posloupnost s periodou
NT,,; pak x(kT,,) lze rozlozit pomoci komplexni
exponencialni Fourierovy rady

X(KT )= ZC exp |2nnk

k=0+1+2,...
kde

=—>» X(KT,,).exp| —
k=0

N—1 .
1 ('&“ﬁ} n=01. N-1

ZAVER
je-li Casova rada periodicka, je frekvencni spektrum
diskrétni; tj. nezalezi na spojitosti Ci diskretnosti
casovych dat, dilezita je jejich periodicnost.
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FOURIEROVA RADA
DUKAZ

v zménme index sumace ve vztahu pro vypocet koeficientu c,

M—1
c. = %Zx(mTﬂ).exp(—ﬂnmnIN)
m=0
MN-1 -1 B
=) C,.exp(2innk /N) 7 [Y _).exp(—2irmn/N) | exp(2innk /N) =
n="0 =[] =0
-1 MN-1 M-
=— > x(m Zexp[Zmn (k—m)/N],
Nm—[]
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FOURIEROVA RADA
DUKAZ

potom

MN—1
prok =m je > exp[2itn(k —m)/N]=N
n=0

N1
rokzmije > exp[2intn(k —m)/N]=
P je 2 exp[2inn(k —m)/Nl = —— e m)/N

1 —g"
l—gq

(soucet N &lenl geometrické posloupnosti 8, = a;

‘ x(kTﬂ)I: P:Nix(mT )Zexp[2|:rm(k m)/N] =

m=0

= N}v{(kTwZ )-N :‘ X(kT,, ) G.b.d-\

1—exp[2inN(k —m)/N] _

)
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FOURIEROVA RADA
PRIKLAD

X(KkT,,) = A.cos(21k/N) je periodicka posloupnost s periodou N

A.cos

21K

A{ 2ink [ 2ink ”
= > exp +exp| —

Nyni, protoze

21TK(N —1) 21ntkN [ 211K
exp exp -

proto

A.cos

d, =

N

21K

N N
exp } = exp[

2 ]

A Dink [’2in(|\| —1)k]
| exp +exp
N N

A . .
=—, a,=0provsSechna jinan

aN—’1 - 2

| 2ink
N

)
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FOURIEROVA RADA

PRIKLAD
Cn
5 «-
3 3 3 3 3

ET 1 2 N-1 — n
P,

3 3 P 3 3 3 P
ET 1 2 N-1 — n
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FOURIEROVA TRANSFORMACE S DISKRETNIM
CASEM - DTFT

necht x(kT,,) je casové omezena posloupnost
s diskréetnim casem s x(kT,,)=0 pro vSsechna
cela k>N, a k<-N,, kde N, je celociselna

konstanta

X(KT),

SR | 11| R TTTTT ———

~Nj 0 Ny —— KT,
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FOURIEROVA TRANSFORMACE S DISKRETNIM
CASEM - DTFT

dale, necht pro kladné suc
oznacime Xy(kT,,) perioc

é cele cCislo N>2N,
icky signal s

periodou NT, ktery je x(kT,,) pro k = -N/2,
-(N/2)+1, ..., -1,0, 1, ..., (N/2)-1.

z definice X(kT,,) médme x(kT , ) = lim X (kT ,)

x(kT,,)

N - o

BSOSO | TR T

~Nj 0
X(KT,)

N/ — KT,

A(N/2)+1 (N/2)-1
ottt sttt .

_N1 0

Ny — KT,
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FOURIEROVA TRANSFORMACE S DISKRETNIM
CASEM - DTFT

v protoze X, (kT,) je periodicka posloupnost
s periodou NT,,, ma Fourierovu radu
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FOURIEROVA TRANSFORMACE S DISKRETNIM
CASEM - DTFT

v Z definice X\(kT,,) vyplyva, ze posledni
uvedeny vztah Ize prepsat do tvaru

N 2inknT,,

c.=— » X(kT, ).exp| — 21 n=01...N-1
R LxTaef -2 e

a potom

Zx (KT, ).exp(—ikoT,, ), ®=2rn/NT,,

kde w je pro N—w spojita (nediskréetni)
velicina.
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FOURIEROVA TRANSFORMACE S DISKRETNIM
CASEM - DTFT

ZAVER
je-li Casova rada neperiodicka a nekonecna,
je frekvencni spektrum spojité; tj. nezalezi
na spojitosti Ci diskretnosti casovych dat,
dilezita je jejich neperiodicnost a
nekonecna doba trvani.
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DISKRETNi FOURIEROVA TRANSFORMACE - DFT

v aby bylo mozné pocitat s frekvencnim spektrem
na pocitaci, je treba spektralni funkci
diskretizovat;

v predpokladejme, ze diskrétni velicina x(nT,,)=0
pron < 0 an = N-1, pak DFT je definovana
vztahem

_ik 2T,

N—1 N—1
X(kQ) = Z x(nT,, ).e T :ZX(nTw_ e M
n=0 n=0

T VZ

N—1
Z X(I‘IT,E ).e—|2 kn /N
n=0
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ZPETNA DISKRETNI FT — DFT-

1 N nToka 1 i27kn /N
X(NT_ )=—» X(kQ)e" " =—» X(kQ).e"“™
4 N-

X(n) _ _Zx(k)-eiZEkan
N k=0




1
i(m-n)kaT,, _ _
N ZX(HTW_).ZE' o B 0 N-1 4 _ glm-n)NQT, -

INVERZIBILITA DFT

DFT YDFT (X)} = X
N-1 1 N "N—1

1 ZX(kQ).eimT"zkﬂ :_Z Zx n-|- —ikonT . |mT.,2ka _

k=0 kD n=0

N-1
pro m=nje ) ™= =N

pro m?aneZe”‘”“”T _21 —a— =0
e'm

x(mT_)N=x(mT,)  Q=2r/NT,
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DFT

w, =2Q
= 41UNT,,

| 27w,

)

FAVAVEVAVES

I f2(t)

1

0

NTyz ! —=t

N M [
\ o\

RRORAG

LT

—=t

f3(H)

!
LT
0 <= ¢

[f4(t) (1) - T3 (t)] + 1,

Hd 1%

l' ‘J ‘l‘l

Fi(w) T
-wy |0 wy —= W
Fy(w) 1

e

e —= J
Q= 27/NTyz

Fi(w)*F,(w) QT 2 NTyz
=y Wy —= W

Fa(w) |

ARSRARARARNNRARARARA

[Fi(w)=FK(w)=F(w)]- Fy(w) !

-NQ+wy -wy wy NQ-w; NQ+wy
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DFT

w, = 2,50
= STUNT,,

d—st T f1(t)_

\WAW
VAV VAV

1 f2()

0

NT\‘rz ‘_; . t

()0

AWAWA
\J oS

—=1

f3(H

|
HERNRNRRERNRNNN]
0 <= _.

T‘u"Z

EEGEAGR A

t

Fi{w) T

|

-0 0 wy — W

Fy(w) 1
AAA&JL
S —= W

Fiw)<Fy (@) | Q= 21/ NTy,

— W

Fy(w) 1
-NQ 0 N
—= W

Fi(w)~F(w)=F(w)

|

_NQ—NQ+:.:L:1(':;J1T 0 W NQ—oiNE
l IIIIIIIDIIIIIIILII

(2

[Fi(w)=F(w)=F(w)]- Fy(w) |
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DISKRETNi FOURIEROVA TRANSFORMACE - DFT

ZAVER
je-li Casova rada konecna a frekvencni
spektrum diskrétni, pak jeji frekvencni
spektrum je rovno spektru diskrétni

Fourierovy rady s periodou rovnou dobé
trvani casoveé rady




