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Uvod do kvantové fyziky a fyziky mikrosvéta

Cast 3 — Schrodingerova rovnice
ve tiirozmérném prostoru a atom vodiku

NiZze uvedeny text stru¢né shrnuje (nékteré) dulezité body z tvodu do kvantové mechaniky (neboli
fyziky mikrosvéta), a dopliiuje tim tak pdfkovou prednéaskovou prezentaci. Ma slouzit pro studenty jako
voditko, co je jak a pro¢ dulezité (to se muZe hodit pro pochopeni principt, historickych souvislosti a
téz pii ¢teni dalsi literatury).

Je to psdno mirné subjektivnim ne-kniznim stylem, zamysleno ¢astecné jako ,titulky k prednasce®,
rozmysleni a subjektivni interpretaci problematiky (jedna z mnoha moznych interpretaci). Doufam, ze
text bude pfijat s covidovym pochopenim a pfispéje k vaSsemu alternativnimu rozjimani nad vzorecky
a informace na strankéach prezentace a dalsi (soucasné i budouci) studijni literatury.

Text byl ptivodné sepsan jak textova pomtcka k prezentaci pro prvni pandemicky jarni semestr 2020.

1. Néco jako motivace

Studujeme chovéani elektronii — chceme popsat jevy v mikrosvété, napft. strukturu hmoty tvofené ma-
lymi ¢asticemi nebo spektroskopické jevy (kterymi sledujeme mozné energiové hladiny, na kterych se
castice nachazeji, a kdyz Castice mezi nimi preskodi, tak vyzari svétlo o energii rovné rozdilu energe-

tickych hladin).

Uz jsme videéli, ze kdyZ je n&jaka Castice uvéznéna (potencidlovym polem) v kvantovém svété v malé
prostorové oblasti, tak z principi feSeni diferenciélnich rovnic (zde té Schrodingerovy) s okrajovymi
podminkami ndm vyplyne, Ze ¢astice muZe existovat pouze v diskrétnich (energiovych) stavech.

Uz jsme vidéli, Ze toto se déje v kvantovém svété, kdyz je néjaka castice uvéznéna v malé prostorové
oblasti, kde z principu FeSeni diferencialnich rovnic (zde té Schrodingerovy) s okrajovymi podminkami
nam vyplyne, Ze ta Castice miZe existovat pouze v diskrétnich (energiovych) stavech.

Kvli teoretickému popisu musime v kvantovce povazovat Gastici i za vinu, resp. pouzijeme viny k popisu
jevi i pro Castice — vlnové-¢asticovy dualismus.

Na&s bézny a skutecény svét je t¥irozmérny (3D), takZe se podivame na to, jak v ném vyfesit dva
bézné plné fesitelné problémy (vSechny ostatni problémy nejsou fesitelné presné, ale jen aproximativné
— principy téchto aproximativnich FeSeni jsou uZ je slozitéjsi, tedy nad ramec tvodu do kvantovky
v prvnim ro¢niku studia).



2. Schrodingerova rovnice ve tfech dimenzich

Schrodingerova rovnice je skalarni rovnice, takze (jeji formalni zapis) v libovolné-rozmérném prostoru
vypada stejné. Pocet dimenzi se skrze soufadnice ¥ = x (v 1D) nebo ¥ = (x,y) (ve 2D) nebo ¥ = (x, y, z)
(ve 3D) objevi v argumentu vlnové funkee, tj. U(r,t), v energiovém potencidlu U = U(7) a v souctu
druhych derivaci podle jednotlivych slozek soufadnic (tzv. Laplaceuv operator A — laplacian):

L d*U(x)
B 02V (z)  0%V(x,y)
AY(F) = 92 + 3y . ve 2D (1b)
?U(z)  0*W(x,y)  0*V(z,y,z)
AV (T) = 522 + By + 5.2 ... ve 3D (1c)

V 1D je jen jedna soufadnice, tak je jedno, jestli se tam napiSe (totalni) derivace d/dx nebo parcialni
derivace 0/0x.

Pokud potencial U(7,t) nezavisi na ¢ase, tj. U = U(7), tak je tzv. stacionani a FeSeni Schrodingerovy
rovnice se (jak jsme jiz vidéli v 1D) rozpadne na prostorovou ¢ast a na asové zavislou ¢ast s energii

E.

Jak z matematiky vime (a jak jsme zminili jiz v Casti 2), tak pii FeSeni Schrodingerovy rovnice v N-
rozmérném prostoru dostaneme N sérii partikularnich feSeni a stejny pocet tedy bude i N-tic kvanto-
vych ¢isel (kterd muzeme téz psat jako vektor N ), ktera tato partikularnich feSeni ¢isluji (indexuji).
MiZzeme tedy cekat, Ze ze zp&tného dosazeni daného partikularniho feseni W do Schrodingerovy
rovnice vyjde energie F g, tedy energie odpovidajici danému kvantovému stavu N.

Energie F N kazdého FeSeni tak zavisi na téchto N prirozenych cislech skrze néjaky vzorecek, pricemz
se muze stat, ze pro vice ruznych Nl, ]\72, ... vyjdou energie stejné, tj. EJ\71 = ENQ =... = ENM'
V tomto piipadé fikame, ze dany energeticky stav (stav s tou uréitou energii) je M-krat degenerovany.
Znamena to, ze kdybychom né&jakym méfenim (napf. ze spektroskopie) uréili energii systému, tak
nemiizeme rozhodnout, ve kterém konkrétnim z téchto M stavii ]\71, ]\727 ... se systém nachazi — vime
jen, ze bude v nékterém z nich (ale zfejmé budeme moci urcit pravdépodobnosti vyskytu jednotlivych
stavi).

Vsuvka: Spin je dalsi vlastnost elementarnich ¢astic, pridava dalsi ,,dimenzi prostoru®, coz nasledné
musi pridat spinové kvantové ¢&islo.

3. Schrodingerova rovnice a nekonec¢né hluboka 3D potenciadlova jama

Jestli jste nékdy slySeli o kvantovych teckich ¢ o uvéznéni elektronu ve 3D krabici, tak to je ono —
to je ta 3D potencialova jama. Predstavte si (duty) kvadiik s pevnymi sténami, ¢astici uvnitf, a ona
nemiize (skrz zed = energiovou bariéru) utéct ven. Ale svitit dovnit¥ mizeme, abychom ¢astici nechali
skakat mezi riznymi energiovymi hladinami.

Dle vyse uvedené analyzy musi ve 3D existovat 3 kvantova ¢isla. Muzeme si je oznacit ny, ng a ng
nebo ng, ny a n,. Schrodingerova diferencidlni rovnice se pii feSeni rozpadne na 3 stejné casti, kazda
z nich vyjde jako kdyZ jsme nekone¢né hlubokou jamu fesili v 1D, kazdé ze tii feSeni d4 jeden kousek
energie, celkové feSeni prostové vinové funkce je souéinem téch tif jednotlivych vinovych funkci z kazdé
dimenze a celkova energie je dané souctem téch jednotlivych tii energii z kazdého ze t¥i feSeni (soucet,
protoze diferencialni rovnice jsou linearni):

E=FE+Ey+E3s=E, +E,,+E,, (2)

Ptesné odvozeni viz slajdy z pfednésky.



Energie v tomto feSeném piipadé 3D jamy je E ~ n? + n2 + n%, pricemz presné bez konstant to lze
zapsat v zavislosti na energii zdkladniho stavu

Eii1~(12+12+1%) =3 (3)

jako

Ei11
Enynams = (n% + n% + ng) ’ # (4)

takZe degenerace stavu o néjaké zvolené energii E je takova, kolik trojic pfirozenych ¢isel dé stejny
soucet jejich kvadrata (jejich druhych mocnin).

Napfiiklad mozné permutace ¢isel [1,1,3] jsou celkem 3 a soucet kvadratu téchto tii ¢isel je 1+1+9=11,
permutace Cisel [2,2,2] je pouze jedina rozdilna a soucet kvadratii je 4 + 4 + 4 = 12, a permutaci Cisel
[3,4,5] je celkem 6. Zato k souctu kvadratia 27 existuje jedna permutace ¢isel [3,3,3] a 3 permutace
¢isel [1,1,5], tj. degenerace této hladiny je 4. MtZeme vytusit (¢i lehce spocitat), Ze ¢im vétsi soucet
kvadrati vezmeme, tim vice moZnosti permutaci a ¢isel do nich dostaneme (pro velké soucty se pocet
moznosti uhodnout asi ned4, nejlépe je to vygenerovat na pocitati hrubou silou).

Vyzkousejte si: dosadte si do vzoreck ¢isla (co je lepsi vzit pro elektron — mikrometrovou nebo nano-
metrovou jamu?) a vyjadiete energetické hladiny v rtznych jednotkach (viz téz 1D piipad).

4. Schrodingerova rovnice a centralni silové pole

Elektron v nekone¢né hluboké 3D jameé (potenciél tvaru kvadru) jsme fesili ve 3D prostoru v kartézské
souradné soustavé, coz je symetrie odpovidajici této tloze. KdyZ fesime tlohu s U(7) = U(|7]) = U(r),
tak symetrie odpovidajici této tloze je kulova (sférickd). Proto by bylo vhodnéjsi tuto diferencialni
rovnici Fesit ve sférickych soufadnicich (sféricka neboli kulova soustava soufadnic). Kdybychom
zustali u kartézskych soufadnic, tak bychom méli v diferencialni rovnici vyrazy r = \/x2 + y2 + 22,
coz by asi nebylo nic piijemného, vsak vite, jak se odmocniny Spatné integruji.

Sférické souradnice jsou elegantni, je k tomu ale t¥eba znat trochu vic matematiky, anebo se podivat do
prirucky o FeSeni diferencialnich rovnic, jak to matematici vyfesili. Ano, FeSeni je dobie prozkoumané.
Vyjde, Ze se oddéli ¢ast feSeni ,,po povrchu koule“, z ¢ehoz vyjdou dvé kvantova é&isla, oznacime
si je z historickych divod [ a m, a feSeni nezéavisejici na poloméru r. Uhlova Fedeni a jejich linearni
kombinace jsou chemikiim dobfe znaméa — jsou to tvary orbitald. Jenom vam doted nikdo nefekl, Ze
to jsou linedrni kombinace kulovych funkci Y}, a Ze jenom nékteré kombinace téchto dvou ¢isel m
a [ davaji mozné reSeni diferencialni rovnice, zatimco pro jiné kombinace rovnice vyftesit nejde. Z toho
pak uZz asi znate (a do budoucna znat musite, at jste chemici nebo fyzici), kolik jakych moznych ¢isel
m existuje pro dané ¢islo .

Zbyvajici Cast z té diferencialni rovnice je radialni, zavisi pouze na r a uZ ne na téch sférickych
thlech, a pifslusné feSeni ¢islujeme kvantovym ¢&islem n. Kupodivu vyjde, Ze energie £ = E,, .,
zévis{ pouze na n, tedy pouze na jednom kvantovém ¢isle z téch tfi moznych, tj. £ = E,, — a to
je presné to, co o energiich na orbitalech fikd Bohriv model atomu. TakZe ta energie vysla tplné
stejné jako s Bohrovymi postulaty stavby atomu vodiku. To je opravdu dobfe, Ze Bohrovy postulaty a
Schrodingertuv postulat souhlasi, tj. vedou ke stejnému vysledku. (Apropos, ona to zase takova ndhoda
neni, protoze zakon zachovani energie plati i pfi pohybu télesa v centrosymetrickém poli v klasické
mechanice. )

Pii prouzkouméni grafii radidlniho rozloZeni hustoty pravdé&podobnosti |¢(r)|?> nim vyjde Bo-
hrav polomeér jako misto, kde se elektron na nejnizsi slupce vyskytuje s nejvétsi pravdépodobnosti. Ze
Schrédingerova rovnice jsme tedy dostali, ze drahy uz nejsou zietelné oddélené, ale jsou to ,,rozplizlé“
slupky.



4.1. Magneticky moment a spin

Kdyz se zaporné nabity elektron to¢i po uzaviené orbité, je to vlastné jako proud tekouci po smycce,
a to produkuje magnetické pole. Prislusejici magneticky moment se kvantuje, protoze se kvantuje i
orbitalni moment. Zapindme-li vnéjsi magnetické pole B , tak to kona pri preklapéni proudové smycky
praci, takze se to pii spektroskopii v silném magnetickém poli pozna.

KdyZ se zaporné nabity elektron ,,to¢i na misté“ (spinning), tak jak je zaporné nabity a ten naboj ma
néjak rozlozeny ve svém ,téle”, vznika tedy magnetické pole a magneticky moment, a z toho vznikne
spin. Daji se pak pozorovat rozstépené spektralni ¢ary, ale v nich si uz elektron nemuze skakat, jak
chce, ale musi dodrzovat tzv. vybérova pravidla.

A vselijakymi pravidly tak dostdvame aZ spin-orbitalni interakci a ¢tyfem kvantovym ¢islim, kde
spinové nevystupuje samostatné, ale je skryto v kvantovém ¢isle celkového mechanického momentu.

4.2. Fermiony, Pauliho vylucovaci princip a dalsi atomy

Jde o mikrosvét, a v ném jsou elementarni ¢astice nerozliSitelné (a zejména, pokud jich bude po-
bliz ptilis mnoho a tak se jejich individualni pravdépodobnosti vyskytu zaénou prolinat). Na zakladé
symetrie a pravdépodobnosti dostdvame rizné chovani pro fermiony a pro bosony, tj. ¢éstice s polo¢i-
selnym a celo¢iselnym spinem. Pro fermiony, tj. i elektrony, dostdvame Pauliho vyluéovaci princip —
dva fermiony se v8emi kvantovymi ¢isly stejnymi nemohou byt na stejném misté (jinak fe¢eno vychéazi,
ze pokud by mély byt na stejném misté, tak by byla pravdépodobnost jejich vyskytu zde nulova).

Hundovo pravidlo asi znate z chemie — jak se skladaji elektrony do slupek u ostatnich atomu (nez
je vodik). Je to jak gramatika — je na to pravidlo, ale existuje spousta vyjimek (aneb mraky pravidel).

vy

Leccos se da spocitat, tézsi atomy nebo chemické vazby v molekulach — ale jsou to moc tézké pii-
klady, tak jdou spocitat jenom aproximativné (tzv. poruchovym poé&tem) — ale to vas bude ¢ekat
v pokrodilejsi kvantovce, resp. v kvantové chemii. Hodné zdaru!
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