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Fyzika pro chemiky Il

Fyzika mikrosvéta
(zaklady kvantové mechaniky)

Petr Mikulik

Ustav fyziky kondenzovanych latek
Prirodovédecka fakulta
Masarykova univerzita, Brno

Il. ELEMENTY KVANTOVE FYZIKY
Il.1. Kvantovy popis svétla
Historie

Teorie elektromagnetismu (James Clerk Maxwell 1831-1873) — svétlo je
elektromagnetické vinéni a zaroven elektromagnetické vinéni mé vlastnosti analogické
svétlu (odraz elektromagnetického vinéni, lom na rozhrani atd.) — pfedpovédél teoreticky

1865.

Experimentalni ovéfeni existence elektromagnetickych vin, jejich odrazu a lomu — 1886 —
Heinrich Hertz (1857-1894).
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Zareni ¢erného télesa

Kazdy objekt zahfaty na dostatecné vysokou teplotu
emituje svétlo. Jaké je spektralni slozeni tohoto
svétla?

Josef Stefan (1879) ukazal experimentalné, ze
celkovy vykon emitovany jednotkovou plochou
horkého télesa na vSech frekvencich dohromady je
umérny 4. mocniné jeho absolutni teploty:

- _
€ = a0 T (I.) Pinhole

kde Container at a
_8 2 -4 temperature T
0=567-10 " W-m "K
je Stefanova-Boltzmannova konstanta, a

konstanta a zavisi na ,barvé“ télesa, a = 1 je pro idealné cerné téleso.

Zavedme spektralni hustotu zafeni — energie v jednotkovém objemu dutiny v horkém
télese v jednotkovém intervalu vinovych délek u (A, T), takze

e(T)=[ u(A,T)d

Hledal se univerzalni tvar této funkce.

Wientv posunovaci zakon (1893 — empiricky) — vinova délka maxima spektralni hustoty
zafeni zavisi na teploté vztahem:
hc  _ konst

A~ =
m 4965k, T T

Cim teplejsi téleso, tim ... srovnani: Slunce, Zarovka, elektrick& plotynka, ohen, ...

Wilhelm Wien (1896) na zakladé experiment(l pfedpokladal tvar (Wiendv exponencialni
zakon)

8mhc hc 1.2
u(hT) =25 e (12
B

Boltzmanova konstanta k, = 1.38:107* JK™

Ukazalo se vSak experimentalné, ze pro dlouhé vinové délky vztah neplati.

Lord Rayleigh a James Jeans predpokladali, Ze elektromagnetické vinéni v dutiné je
v termodynamické rovnovaze s okolnimi sténami. Stojatou elektromagnetickou vinu
uvazovali jako harmonicky oscilator a predpokladali jeho stfedni energii ve tvaru k, T.
VInéni v dutiné je superpozici velkého poétu stojatych vin (harmonickych oscilatord).
Nakonec jim vySlo 8
u(A,T) = =7k, T (11.3)
A

Tento Rayleighdiv—-Jeanstiv zakon dobie vyhovoval pro dlouhé viny, selhaval ale
pro kratké viny (,UV katastrofa“), kde lépe platil Wien(v zakon.
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Max Planck vyfesil rozpor pfedpokladem, Ze energie
elementarniho harmonického oscilatoru, tj. stojaté
elektromagnetické viny v dutiné ¢erného télesa, je celistvym

nasobkem hf, kde h je Planckova konstanta
h~6.626:107* J's
Poté odvodil Plancktiv zakon pro spektralni hustotu zafeni

u(A,T)= 87;5’“ -

exp T -1

B

hc

Limity Planck akona:
imity Planckova zadkona T >1 vyjde Wiendv vzorec
B

hc
<1 vyjde Rayleighlv-Jeanstv zakon

Ak, T
Elektromagnetické vinéni existuje v nespojitych energetickych kvantech o energii

E=hf=ho, h= % ~ 1.054-10 " J-s ~ 6.582:10 " eV s

(I1.5)

Amencan Ins

Max Planck (1858-1947) v

Srovnani spektralnich hustot podle Wienova zakona, Rayleighova—Jeansova zékona
a Planckova zakona:

10" -

1600

— Planck formula
Wien formula
» Raleigh-Jeans formula 1400+

T=1500 K
1200+

41000}
800
600 :

T=300 K (x1000)
400+

Vnéjsi fotoelektricky jev
Poprvé pozorovan H. Hertzem v roce 1887: Cisté kovové
povrchy emituji nabité ¢astice, jsou-li ozafeny UV svétlem.

(Vnéjsi = elektrony opousti material; vnitini: fotovodivost.)

W. Hallwachs (1888): tyto naboje jsou zaporné.

J.J. Thomson (1899): kovové povrchy emituji elektrony.

P. Lennard (1902): maximalni kineticka energie emitovanych
elektronll nezavisi na intenzité svétla, zvétsuje se s frekvenci
svétla. Tok emitovanych elektron(l je imérny intenzité svétla.

Mé&feni maximalni kinetické energie elektron(:

E =eU, (11.6)

kin, max

Polarita napéti U proti toku emitovanych

elektrond — ureni prahové energie.

Albert Einstein (1877-1955)

E, tok elektron( ‘(méFen)’/ proud)

kin,max

velka intenzita svétla
e

mala intenzita svétla

e

fy f
A. Einstein — vysvétleni 1905, N.P. 1921.

Svételné kvantum (foton) se absorbuje v kovu. Jeho energie se spotfebuje na vystupni praci
elektronu (opusténi kovu) a na ziskani kinetické energie (urychleni):

hf = ¢ +Ekin,max
? Ekin,max:hf_¢

kde ¢ je vystupni prace elektronu v kovu.




Comptonlv jev

A.H. Compton (1922) — méfeni rtg spekter v zavislosti na thlu rozptylu zafeni v uhlikové desti¢ce
- ukézal, Ze fotony se chovaiji jako €astice s hybnosti hf

C
Fotony rtg zareni se rozptyluji na volnych elektronech — Uhel rozptylu 6. Tento rozptyl
nelze vysvétlit klasickou elektrodynamikou.
Rozptylem fotonu na elektronu se ¢ast energie

elektron fotonu pfeméni na kinetickou energii elektronu
(zpétny raz), celkova hybnost a energie soustavy

se zachovavaiji:
@ J

hf" = hf*'+ AE,, (19

P = pi+ Apy

Odtud: A)\(G):)\(2)—?\(”=mic(1—cos9) (11.9)

Klidova hmotnost elektronu:
m=9.1.10 %' kg

Comptonova vinova délka mLC ~ 0.00243 nm = 2.43 pm

Sum v tvrdém rtg, gama spektroskopie, ...

11.2. Bohrtiv model atomu

Z&kladni experimenty:

* Objev elektrolyzy (M. Faraday — 1833) — hmotnost vyloucené latky na elektrod€ je pfimo
Umérna pfenesenému naboji a nepfimo Umérna mocnosti vylucované latky.

* Objev elektronu a zméfeni jeho specifického naboje e/m (J.J. Thomson — 1897) —
elektricky proud se pfendasi v kvantech (studoval katodové paprsky).

* Pfesné méreni elektrického naboje € (R. Millikan — 1909).

* Objev atomového jadra (E. Rutherford, H. Geiger, E. Marsden — 1913) rozptylem o.-€astic
(He?*, Z = N = 2) na tenké kovové folii.

Rutherford@v rozptyl o-¢astic na atomovych jadrech:

a-Castice

A Erary
Ernest Rutherford
(1871-1937)

Rutherfordiv rozptyl

Mezi kladné nabitou a-&astici a kladné nabitym atomovym jadrem se Z protony pUsobfi
odpudiva elektrostaticka sila. PFi rozptylu se zachovava mechanicka energie a celkova
hybnost soustavy.
Tok rozptylenych €astic zavisi na thlu rozptylu @ jako

-4

I(p) = const-Z- sin% (11.10)

Velikost jadra Ize odhadnout z minimalni vzdalenosti mezi a-Castici a jadrem, kterou Céastice
dosahne pfi ¢ =TI, vyjde fadové 10°m.

V dobé objevu nebylo jasné:

(i) co drzi protony v jadfe a pfekonavéa odpudivé elektrostatické sily mezi protony,

(i) pro¢ je hmotnost atomu vétsi nez hmotnost Z protond,

(iii) pro€ se elektrony pohybuiji po stabilnich drahach kolem jadra a nevyzatuji pfi tomto
pohybu elektromagnetické vinéni.

Problém (i) byl vyfeS§en mnohem pozdéji objevem silné interakce.
Problém (ii) byl vyfeSen objevem neutronu (J. Chadwick — 1921).
Problém (iii) byl vyfeSen v rdmci Bohrova modelu atomu (N. Bohr — 1913).

Niels Bohr (1885-1962)12
Bohriiv model atomu (1913) ( )

Postulaty:

* elektrony se pohybuji po kruhovych drahach kolem jadra,

* kruhové drahy jsou stabilni,

* pfechazi-li elektron z jedné kruhové drahy na jinou, tak emituje
nebo absorbuje foton s frekvenci f

E—E;=xhf (11.12)

* poloméry stabilnich kruhovych drah plynou z kvantovaci podminky
mvr,=nh, n=1,2,3,..., hi=h/2n (I112)

Pohybova rovnice elektronu na stabilni draze kolem protonu (atom vodiku) — rovnovéaha sil:
2 2
myv __ € (11.13)
r 4me, r’
Z (11.12) a (11.13) plyne pro poloméry kruhovych drah:
2

2 2
r,=4mne,—n =ayn (I1.14)

me
kde Bohrtv polomér je a, ~ 0.0529 nm ~ 0.5A




Energie elektronu na n-té draze (orbité): Moseleyho zakon

4
me 1 1 Zanedbame-li jemnou strukturu, je ionizacni energie slupky (11.15)

E,=-R=, R~136 eV )

2,2 2 n 20
2(4ne,)’'n” n n (11.15) En:—RZ—Z

E <0 .. vazany stav n

En = Ekin,n+ Epot,n ==

R je Rydbergova konstanta, N je kvantové &islo, E, jsou ioniza&ni energie orbitd. Dopadem elektronu s kinetickou energii vetsi
E, (eV) nez je ioniza¢ni energie slupky se tato slupka
0 ionizuje a na prazdné misto prejde elektron z

Energie emitovanych foton(: & -?55: 0.85 vySSi slupky. Vyzafi se foton rtg zareni. Energie

L Paschenova serie n =3 vzniklé spektralni ¢ary je linearni funkci Z2.
-3.40

1 Balmerova serie
hf = R F__z Spektréini série "2
f i (Carové spektrum)

atomu vodiku:

Lymanova serie n f:1

1 136

Princip korespondence:
Pro klasické objekty musi kvantové-mechanické vysledky souhlasit s klasickou mechanikou.

V pfipadé atomu vodiku musi pro N — oo vyjit klasicky vysledek.

- -

H.G.J. Moseley (1887-1915)

Louis Victor de Broglie (1892-1987)16

11.3. De Broglieho viny

High-Frequency Spectra of the Elements.

WAVE LENGTH X 10%ms.
2 5 19

1 B B T \/E o \/(D o« Z Doposud jsme studovali éasticovou podstatu hmoty.

- Experimentalné se ukézalo, ze nékteré vlastnosti ¢astic Ize popsat
1914 - objev charakteristického rtg zareni pomoci jejich vinové povahy (difrakce elektronli — C.J. Davisson a
(H. G. J. Moseley, Phil. Mag., 1914, p. 703) L.H. Germer, 1927).

— prvni experimentalni potvrzeni Bohrova modelu
atomu Bohrova atomarni teorie méla fadu nedostatka:

* heumoznila pfedpovédét intenzitu spektralnich ¢ar,
+ selhavala u atomu s vice elektrony.

- )
ved zoz0  ExZomg N e . |

: Nova mechanika byla zaloZena na mySlence €asticové-vinového dualismu (L.V. de Broglie
— 1923). Pfedpokladala ¢asticové a soucasné vinové vlastnosti vSech ¢astic, podobné jako
u fotond.

Skutecnost: ,,stinénl'“vqstatnimi elektrony; stinici Vinova délka de Broglieho vin spojenych s pohybujicim se objektem je spjata s jeho
konstanta k (pro K a Caru je k =1): hybnosti
h

R - — (11.17)
g,= RrZ=N > P
n

a frekvence téchto vin je

(11.18)
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De Broglieho teorie umoznila vylozit kvantovani momentu hybnosti v Bohrové modelu atomu: Davissonuv-Germeruv experiment — difrakce elektront na krystalové mfizce (1927)

Délka orbity (=obvod drahy, 211r ) je rovna celistvému nasobku vinovych délek de Broglieho
viny elektronu na dané orbité:

2nr=nA = mvr,=nh (11.19)

Odvozeni: 2nr =nA = 2nar-mv=nA-p = 2m-rmv=n-Ap = rmv=nh

Difacid 2 i B o o
‘ g Clinton Davisson (1881-1958)
Priklad de Broglieho

viny pron =3 Davisson-Germer Experiment

Electron
scallering
peak al 50

Nickel crystal 77/ Showed wave

[ i roperties of
mfizka fcc, a =3.52 A A Dlectrons

v d, =091 A d I T

Elektrony jsou urychleny napétim V, jejich vinovéa délka je

Livzey o a2 o Uvod do fyziky mikrosvéta

2 p mv 2eVm 5
Cast 2
V plivodnim experimentu se pouZilo V = 54 V, tedy A = 1.67 A. Tyto elektrony difraktuji
na krystalové mfizce niklu, difrakéni podminka je: Vinova klubka

Heisenbergliv princip neuréitosti

2dsind =n) (1.21) Schroédingerova rovnice v jednorozmérném prostoru




Superpozice dvou monochromatickych postupnych vin s tymiz amplitudami, s vinovymi
vektory k; =1, k,=1.1 afazovymi rychlostmi V,=2 a V, =3 (v libovolnych jednotkach).
Vysledné vinové klubko méa fazovou a grupovou rychlost

Vinova klubka

Pohybuijici se lokalizovana &astice nemiZe byt popsana postupnou monochromatickou
vinou. Lokalizaci ziskame superpozici mnoha postupnych vin s rliznymi frekvencemi
V,+V dv vi+v, k+k,v,—v
ve —=—=2=25, v =vik-~——+ 22 _1=13
2 g dk 2 2 ky—k,

Monochromaticka postupna vina:

. —i(cot—kx) (”22) T T T
v (X 't ) = Ae i i Faze se posouva rychlosti V,
maximum amplitudy klubka se

Vinové klubko: posouva rychlosti V.

w(x,0)= [ dk A(k)e @

(11.23)

Disperze: W= co(k)

Fazova rychlost:

V(k0> =

(k)

0

Vinové klubko sloZené z mnoha monochromatickych vin Casovy vyvoj tvaru vinového klubka pfi nenulové disperzi (libovolné jednotky):

Zavislost amplitudy na vinovém vektoru: dv 1ldo o
L& 915

) dk kldk K

3

r X=V t
T g

1“[“'3\‘”” '

t=3

- rozlozeni vychylky v daném 1
gasovém okamziku: " ““hmu

J“|‘J‘Lw.

I I I
100 200 300




. o . Werner Heisenberg (1901-197635
Heisenberglv princip neurcitosti (1924)

Sitka vinového klubka v prostoru je nepfimo imérna Sifce
oboru vinovych vektorll zastoupenych ve vinovém klubku:

Ax Ak = 1
2

Coz mdzeme vyjadfit vztahem pro hybnosti:

MedpzZ (129

, Siroké klubko i Uzké klubko

Heisenbergdv princip neurgitosti Ize ilustrovat (Fraunhoferovou) difrakci svétla na térbing:

px pl‘

|
—

Uzké Stérbina — malé Ax, velké Ap, Siroka Stérbina — velké AX, malé Ap,

26

Difrakci ¢astic miizeme popsat jako difrakci de Broglieho vin

Experimentalni ovéreni:
oba otvory otevieny

jen jeden otvor otevien soutasnd

rtg difrakce na kovové folii ...

... a difrakce elektrond na téze
kovové folii, tataz vinova délka

11.4. Zaklady kvantové mechaniky v 1 dimenzi

Vinova funkce ¥ (X,t) nese vSechny informace o objektu.
Pravdépodobnost nalezeni ¢astice v elementarnim intervalu
dx je

P(X;t) dx = "P(X,t)‘Z dv  (.26)

P(X, ) je hustota pravdépodobnosti nalezeni ¢astice
v misté x. Je jisté, Ze se Castice nachazi nékde na ose X,

proto B 2
.[_x dx ‘IP(XJ)‘ =1 (11.27)

. normovaci podminka pro vinovou funkci.

Max Born (1882-1970)

Srovnani s klasickou fyzikou: v klasické fyzice zndme presnou polohu Castice v libovolném
Case x=x(t), a pravdépodobnost je tedy rovna jedné v misté, kde se Castice nachéazi, a nula

vsudejinde.tedy g (x=x(¢),t)=1 a ¥, (x#x(t),t)=0




Vinova funkce volné castice 29

Na volnou ¢astici neplsobi Zadna sila a jeji kineticka energie E je konstantni. Z de Broglieho
vztahu p=hk (11.18) mezi hybnosti p avinoétem k plyne
2 272 2
_p Wk _E_hk
- - -z — 11.28
2m  2m’ o 2m (1.26)

VInova funkce

p ( ) Ae i(ot-kx) Ae—i(Et/h—px/h) —

je postupna monochromaticka vina.

i
- E —
plEp (11.29)

Stav ¢astice je Gplné uréen vinovym vektorem K (kvantové &islo).

Normalizace funkce (aneb upfesnéni konstanty A): ¢astice se urgité nachazi v intervalu <a, b>
a proto integral musi vyjit roven jedné (100procentni pravdépodobnost):

fl; dx|®, (x,t)} = |Af(b-a)=1 (11.30)

a hodnota A v (1.29) je tedy
A=—
Vb—a

Castice v silovém poli
Schrodingerova rovnice — jeden z postulatd kvantové mechaniky:
B o'W (x ,t o0V (x,t
IR w0 = a2
2m 0X ot

Tato rovnice popisuje ¢asovy vyvoj vinové funkce €astice v silovém poli
s potencialni energii U(X). Pocéatecni podminka je dana funkci

(11.31)

¥(x,t=0) Erwin Schrodinger
(1887-1961)

ReSme rovnici separaci proménnych. Pfedpokladejme

P(x,t)=y(x)ot)

Castice v silovém poli
Schrodingerova rovnice — jeden z postulatd kvantové mechaniky

B 0P (x,t oV (x,t
BLNCA 3 BT P B L A L3 R
2m a X 8t
rovnice popisuje ¢asovy vyvoj vinové funkce Castice v silovém poli
s potencialni energii U(X). Potatecni podminka je dana funkci :
lP(X, t= 0) Erwin Schrédinger
(1887-1961)

ReSme rovnici separaci proménnych. Pfedpokladejme

Plxt)=y(x)o(t)

IV (= Eui

54900 _
"

Dosazenim vyjde

(11.31)

=E¢(t) = 4(t)=

Casové nezavisla Schrédingerova rovnice

Obecné feSeni — Cislujeme je pismenkem (Cislem) k:

W, (x) = Acos(kx)+ Bsin(kx), x€(0,L), k= \/Z;nE (11.33)

VInova funkce 1(X) musi byt viude spojita, jeji derivace dy/dx musi byt viude spojita
s vyjimkou bodd, v nichz je U(X) — oo. Plati proto

v, (0) =y, (L)=0 (1.34)
Resime rovnici (11.32) s okrajovymi podminkami (11.34) — okrajovy problém.
Z podminky (11.34) plyne A =0 amozné hodnoty kvantového &isla K jsou pouze tyto:

k:nn/L, n:1,2,... (11.35)
Energie €astice v potencilové jame jsou kvantovany

kP n'n’h

E =—= - n=1,2,... (11.36)
2m 2mL

Obecné feseni rovnice (11.32) je linearni kombinace feseni (11.33) s rliznymi hodnotami
kvantového &isla n.




vinova funkce (x) hustota pravdépodobnosti P(x) = [\ (x)[2

n=3

N

Jednorozmérna konec¢né hluboka kvantova jama

u(x)

L

Schrédingerova rovnice ¢astice uvnitf jamy vypada stejné jako na dné nekonecné hluboké jamy:
2 2
B dy

TN =Ey, xe€(0,L) (11.37)
X

zatimco v bariérach & d2 1

2m gy =(E-U)y, x¢(0,L) @3

Okrajové podminky — spojitost y(x) a jeji 1. derivace v bodech X =0 a x = L.

Uvazme pfipad E < U, tj. ¢astice je vazana v jame. ReSeni rovnice (11.37) ma tvar (11.33),
rovnice (11.38) ma feSeni

l,u(X) = Ceax prO X< O, (/_I(X) = De—ax pro x> L,

a:% 2m(U-E) (11-38)

Pouzili jsme pfitom podminku lim ¢(x)=0 Koeficienty A,B,C,D ur&ime z okrajovych
X—Eoo podminek.

Tyto podminky Ize napsat jako soustavu 4 linearnich homogennich rovnic pro A,B,C,D.
Podminka existence netrividlniho feSeni této soustavy je, ze determinant jeji matice je nulovy:

det = e ™[k’sin (kL)—2akcos (kL )—a’sin(kL)]=0 (11.39)

Tento vyraz pfedstavuje transcendentni rovnici pro E, ktera ma kone&né mnoho
feSeni E, pro E < U:

2ak

2

tan(k L) =
( ) k’—a’

vinova funkce hustota pravdépodobnosti

o
o
-3

E (eV), ¥(x)
E V), [¥(0f

0
x (A)

Existuje nenulova pravdépodobnost nalezeni ¢astice v bariére.

Castice pronikaji do bariéry s efektivni hloubkou vniku:
h

V2m(U-E)

(11.41)




Jednorozmérny kvantovy harmonicky oscilator

Céastice se pohybuije v silovém poli s parabolickym rozloZenim potencialni energie

Ux)

minimum potenciélni energie — stabilni rovnovazna poloha

Potencialni energie U(x) = %sz = %m @ X
Klasické fyzika: sila  F(x) = — dl{j(x ) _ K x
X

K je tuhost vazby, ® je vlastni frekvence harmonického oscilatoru.

Schrédingerova rovnice je )
dy _ 2m|1l
o w2 (143

Tato rovnice ma spo€etné mnoho FeSeni
1 |72
H,¢le ?, n=0,1,2,...

Vni2'Va "

(11.44)

—(_1)\n Ezd_n -
H, (&) =(-1)"e dfn(ﬁ’ | (11.45)

je HermiteGv polynom stupné n.

VInové funkce (11.44) jsou normovany

_]idf Y, (&) y, (&) =36, (11.46)

Schrédingerova rovnice (11.43) ma netrivialni feSeni pouze pro diskrétni spektrum energii
(kvantovani energie): ‘

1
E . =h [+—
n w|n 2

(11.47)

Hustota pravdépodobnosti nékolika stavil kvantového harmonického oscilatoru

P, (&)=ly,(&)F

6

Jednorozmérna nekonec¢né hluboka kvantova jama

U(x)

Predpokladejme profil potencialni energie U(x) jako
nekonecné hlubokou jamu (propast), €astice s energif
E se nachazi uvnitf.

Resime Schrédingerovu rovnici (11.31) a hledame Feseni,
tj. E a Y(x) v diferencidlni rovnici:

_%%+U(X)W(X): Ey(x)

Céstice se urgité nachazi uvnitf jamy, mimo jamu se
urcité nenachazi, tj. _ oy
Y(x)=0 vnéjémy

Uvnitf jamy je U=0: - (1.32)




Z&kladni stav pron = 0: 1
E,= Ehw, W, (&) = m " exp(—&*/2) (11.48)

V zékladnim stavu nemtize byt E,= 0, odporovalo by to Heisenbergovu principu neurgitosti.

Srovnani s klasickym oscilatorem:

klasicky: kvantovy:

energie: spojité spektrum: diskrétni spektrum:

1
E=%moo2A2 E,=hw(n+ E)

hustota P(x)= (A*—x*)"Im pro|x|<A
pravdépodobnosti X)= 0 pro \x‘>A

P, =12V “exp| - |

kvantové &islo: A>0, spojité spektrum n=0,1,2,..., diskrétni spektrum

zékladni stav: A=0,E=0 n=0, Euzéhw

Tok castic potencialovou bariérou - tunelovani

Uvazme €astici v silovém poli s profilem potencialni energie

U(x)
U

0 L

UvaZzme nejprve klasickou ¢astici, dopadajici na bariéru zleva a majici kinetickou energii E < U.
Takova ¢astice bariéru neprekona a od bariéry se odrazi. Hustota pravdépodobnosti jejiho
vyskytu v bariéfe je nulova.

Kvantova ¢astice ma nenulovou hustotu pravdépodobnosti vyskytu v libovolném bodé x,
v némz je U(X) kone¢né. Jeji vinova funkce nalevo od bariéry (X < 0)

P(x,t) = Ae 1@y perilonhl (11.49)

~ z - . / \
Castice se pohybuje zleva doprava  gastice se pohybuje zprava doleva
(dopadajici Castice) (odrazena &astice)

Vinova funkce &astice napravo od bariéry (X > L)

lP( ) Fe wt kx+ G wt+kx (1.50)

Predpoklad: napravo od bariéry nejsou ¢astice, které by se pohybovaly zprava doleva, tj. G = 0.

Vinové funkce &astice uvnit¥ bariéry 0 < X < L (pfedpokladame E < U — viz (11.38))

l[f( ) Ce i(ot- ax)+ De —i{wt+ ax) o= %\/m (1.51)

Okrajové podminky — spojitost W(x,t) ajeji 1. derivace podle X vbodech x =0 a x = L.

Zavedme odrazivost R a propustnost T bariéry jako podily hustot pravdépodobnosti:

| lIl (X t)|reﬂected @ | ':p (X t)|transmmed | F|2

e (xt)f AP 0P AP 192

incident incident

a polozme pro jednoduchost A = 1. Z okrajovych podminek dostaneme 4 linearni
nehomogenni rovnice pro neznamé B, C, D, F. Tato soustava rovnic ma vzdy pravé jedno
feSeni pro kazdou energii E dopadajicich &astic, tedy i pro E > U. Pro propustnost vyjde
priblizny vztah (plati pro libovolny tvar bariéry): ? — N
T~exp|-52m [ d/U(x-E (11.53)

U(x)>E

Priklad vypo&tu pro E < U:

Tl = IIIincident(x) * lPreercted(X

‘{Jtransmirled(x)

RNPTAREARS

|nC|dent(X)




Pfiklad vypo&tu pro E > U:

¥

LIItransmi’rted(x)

i

|nC|dent( )

0
x (A

Aplikace: a-rozpad radioaktivnich jader
a-Castice se nachazi v silovém poli s potencialni energif
u(n

energie E o-Castice

elektrostaticka odpudiva sila
né jadra

Castice prekona potencialni bariéru tunelovanim,
propustnost Ize ziskat ze vztahu (11.53)

E,
T(E)=exp|—4nZy—>+ 8\/ZR ,
pritazliva sila uvnitt jadra E Ty
(siln& interakce) 4me, B>
ry = >
mge

~7.25%10"° nm

2
E,=% ~ 0.099 MeV
8me,r,

Dal3i aplikace: emise elektrond studenou katodou.

Aplikace: tunelovaci mikroskopie (STM)

Gerd Binning (vpravo), Heinrich Rohrer, Nobelova cena 1981

[
!
I
!

s

naértek principu STM

Yo ’—')x

[ Sample_ |

Positioning
device far
X Y, and £

‘—Z

Tunneling
current

)—/ e,

Computer and
feedback clectronle

=K ™

Il. 5. Zaklady formalni kvantové teorie
Postulat: Fyzikalni veli¢iny jsou reprezentovany operatory, plsobici na vinové funkce.

Piiklad: Operator energie ¢astice v jednorozmérném potencialovém poli (hamiltonian)

LT

Tom ox (11.54)

Schrédingerova rovnice (11.31) mé pak tvar
oY (x Wt
HlP(X t) ih (t ) (11-55)

Necasova Schrédingerova rovnice je

Hl/l(x) =Ey(x) (11.56)

Jeji Fedeni Y(x) je tedy vlastni funkci operatoru H , jemuz odpovida vlastni hodnota E.
Obdobné napfiklad hybnost je popsana vektorovym operatorem

h=- _ _ii (11.57)
RV =ik 5%, ETRT




Soufadnice X je popsana operatorem
L =x (11.58)

Hamiltonian (11.54) Ize vyjadfit pomoci slozky operatoru hybnosti

A

(r px
H=——+ U(x)

(11.59)

Plati tedy princip korespondence: vztahy mezi fyzikalnimi veli¢inami (vyjadfenymi operatory)
odpovidaji klasickym vyraztm.

Necasova vinova funkce volné Castice

i (x) = Ae" (160
a2 272

. ; . N s £ p . _
je vlastni funkci hamiltonianu volné gastice H = Zr:l s vlastni hodnotou E = Er Tato funkce

je i vlastni funkci operatoru hybnosti (11.57) s vlastni hodnotou p=hk . Mezi vlastnimi hodnotami
2

p

hamiltonianu i operatoru hybnosti plati tedy klasicky vztah E:2_ .
m

Napt. vliastni funkce (11.44) hamiltonianu ¢astice v parabolickém potencialovém poli
(harmonicky oscilator) neni vlastni funkci operatoru hybnosti.

Postulat:

Méfeni fyzikalni veliciny Q je statisticky proces a vysledkem mé&feni Q jsou rovny viastnim
hodnotam operatoru Q této veliciny. V pfipadé ¢astice na pfimce s vinovou funkei ¥(x,t)
je stfedni hodnota této veli€iny rovna

(Q) :f: dx®"(x,t)Q¥(x,t) (11.61)

Stav systému po méfeni fyzikalni veli¢iny s vysledkem Q je popsan viastni funkci operatoru Q
s vlastni hodnotou Q.

Tak napfiklad stfedni hodnota energie ¢astice popsané rovinnou vinou (11.60) je

|, e K Bk
Tomad A —W|A| (b—a)—ﬁ (11.62)

b .
_ * —ikx
(E)=[ dxA"e
P¥itom jsme predpokladali, Ze &astice se nachazi v intervalu x€(a,b) a pouZili jsme
normovaci podminku (11.30). Stfedni hodnoty hybnosti této &astice je {p)=rhk .
Stiedni hodnota soufadnice této Gastice je (a + b)/2 .

VInové funkce (11.60) je vlastni funkci operatorti H a fix , je to stav s ostrou hodnotou
energie a hybnosti.

VInova funkce (11.44) popisuje stav s ostrou hodnotou energie, stfedni hodnota
energie v tomto stavu je vlastni hodnotou (11.47) hamiltonianu harmonického
oscilatoru. Tato funkce neni viastni funkci operatoru hybnosti. Stfedni hodnota
hybnosti v tomto stavu je

_ [ . i 9 _
{p,)= f,w dx y,(x) “hox y,(x) =0 (11.63)

Tato funkce neni také vlastni funkci operatoru soufadnice. Stfedni hodnota soufadnice x

v tomto stavu je n X
<X>:f_ocdx wn(x)an(x):() (11.64)

Stfedni kvadraticka odchylka hodnoty veliiny Q se definuje jako

1Q=1{(Q-(Q)f) =1(¢")~(Q) 9

S pouzitim (11.61) vyjde

00 = [ ¥ (0 QLY e ¥ Q¥ woe

Je-li ‘P(X,t) vlastni funkci operatoru Q , plati

Q¥ =Qv,IQfv=Q'¥ (167)

52
a tedy stfedni kvadraticka odchylka je

1Q=Q(wle)-(wle =0, (¥¥)= [ ¥ (xt¥(xt) woo

pficemz jsme pouZili normovaci podminku <IP’lP> =1

TakZze: vlastni stavy operatoru Q jsou stavy s ostrou hodnotou veliginy Q

Priklad:
Pro stav popsany vinovou funkci (11.60) plati

2 b * —ikx . d 2 ikx 272
=] dxA —ih—| Ae" =h'k
(P fa xae : dx ¢ (11.69)

b e w1 1
2 ke 2 k 2 2 2 2
(x >:fadxA e x Ae'ng(a +ab+b’), (x) :Z(a+b) =
_b—a
V12
Céastice mé tedy ostrou hodnotu hybnosti a neostrou (rozmazanou) hodnotu soufadnice.
To souhlasi s Heisenbergovym principem neurcitosti (11.25).

> Ax
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11.6. Zaklady kvantové mechaniky ve 3 dimenzich

Schrédingerova rovnice pro vinovou funkci W(r,t) astice v 3 dimenzich

K o (r,t)

——— A (r,t)+U(r)¥(rt) = ih—

2m (r,0)+U{r)P(r,t)=i ot (11.70)
2 2 2

_ 62+ 82+

ox 0y 0z

Laplacellv operator (laplacian):

Analogicky jednorozmérnému pfipadu separujeme prostorové proménné a ¢as:

w(r)=u(reld, ¢l0)=exp|— Et .71

a obdrzime necasovou trojrozmérnou Schrédingerovu rovnici
2

—;—mqu(r)+U(r)gU(r) =Ey(r) (11.72)

- 55
11.7. Castice v trojrozmérné pravouhlé kvantové jamé

UvaZme ¢astici nachéazejici se v krabici x, y,z € (0,L), v niZ je potencialni energie U(r) nulova,
mimo ni je U(r)->00 . Resime negasovou Schrédingerovu rovnici pro &astici v 3 dimenzich

2

e ay(r)+Ur)plr) = Eur) 72

Hledejme feSeni ve tvaru

wir)=u,(x)u,ly) y,lz)

Dosazenim do (I1.72) separujeme proménné a dostaneme trojici rovnic

nd nd’
(X):El(pl( ): _EE%(J’):Esz( ), ___Wa(z):Eal/’a(z) (1.73)

2m dz?

pficemz E=E +E,+E,

Kazda z trojice rovnic popisuje ¢astici v jednorozmérné kvantové jameé ((11.33) az (11.36)).

Rovnice (I1.73) feSime s okrajovou podminkou

w'(x')‘x‘:O,L:O’ j:1)2J3! XJ:X;Y;Z

TN

Reseni se popisuje trojici kvantovych &isel n,n,n,

wnl’nz’na(r) = Bsin(k, x)sin (k, y)sin(k, z) (11.74)

2,2 :
kde k,=nZl, E = Ty el nynyn,=1,2,. (11.75)

L’ nn,ny  2mL?
Obecné FeSeni je linearni kombinacf t&chto feSeni s rliznymi hodnotami kvantovych &isel n , n,, n..
Konstantu B v (I11.74) miZeme ur¢it z normovaci podminky

fkrabice d'r |w”1,”z,”3(r)|2 =1 = (1.76)

vyjadfujici to, Ze Castice ve stavu n,, n,, n, se v krabici urcité vyskytuje.




Tabulka energiovych hladin ¢astice v krabici

S
=

n, n, n?+n,2+n? degenerace

1
Schéma energiovych hladin

E

degenerace
4 E, 1
11/3E;, 3

3E, 3

2E,

El

N W R R R NNDN R R e
N R W RN RN RN R e
N R R WNN R R RN R

Pozn.: 511 a 333

Hustoty pravdé&podobnosti nékolika prvnich stav(i v roviné z = const.

Castice v centralnim silovém poli (atom vodiku)

ReSme negasovou Schradingerovu rovnici (11.72) pro elektron nachazejici se v centrélnim
silovém poli
U(r)=Ul(|r|)=Ul(r) (11.77)

Vysledek pak pouzijeme pro elektron v elektrostatickém poli protonu (atom vodiku)
2

-__¢ (11.78)
ulr dmer

Z klasické mechaniky plyne, Ze pfi pohybu €éastice v centralnim poli se zachovava
moment hybnosti ¢astice
L=rXp (11.79)

Heisenbergdv princip neurditosti oviem neumozniuje, aby viechny 3 soufadnice L byly
ostré. Kdyby byl smér L pfesné znam, ¢astice by se pohybovala v orbitalni roviné kolmé na

L, tedy jeji soufadnice a hybnost ve smé&ru kolmém na tuto orbitalni rovinu byly sou¢asné
ostré a rovny 0. To je v rozporu s Heisenbergovym principem (11.25). Je-li jedna soufadnice

L ostra, ostatni dv& musi byt neostré. Zvolme ostrou soufadnici L, .

Stav Céstice Ize pak popsat trojici kvantovych €isel odpovidajici trojici veli€in, které jsou
soutasné ostré, ato E, [L| a L,.

Sférické souradnice

Necasovou Schrddingerovu rovnici (11.72)

hZ

-ﬂAl/;(r)+U(r)W(r) =Ey(r)

Ize tesit separaci sférickych proménnych r, 3 a ¢:

u(r)=R(r)0(d)d(¢) (11.80)

Laplace(iv operéator v kartézskych soufadnicich je:

0? 0? 0?
= ~ 92 + Oy? + 022

Laplace(v operator ve sférickych soufadnicich je:

1L (0 ,0 1
Dpyg = o) <— — +

—sin— +

] o 9. 1 o
Or Or sind 0V Y sin? ¢ 0¢?




UvaZzme nejprve funkce Uhlovych proménnych. Pfevodem Schrédingerovy rovnice do
sférickych soufadnic a separaci Ghlovych proménnych vyjde

d'o(g)

2

46/(9)
d

172

=-m®(¢)
(11.82)

4000) _200) y141)0(9) =0

+ cotg  ————
ST sin’ o

kde /=0,1,2,... je orbitalni kvantové ¢islo
a m=-1,-I+1,.-101,...,I-1,] je magnetické kvantové &islo.

Tato kvantové &isla uréuji viastni hodnoty operatortl velikosti momentu hybnosti | L|
a z-ové soufadnice momentu hybnosti LZ

IL|=ayI(I+1) , L,=mh (11.82)

Re&eni rovnic (11.81) jsou kulové funkce
Y"(9,6)=Pl"(cos®?) ™’ (11.83)

kde P;"’(E) jsou pfidruzené Legendreovy funkce.

Nékteré kulové funkce:

Y'(d,4)

[=0

Kulové funkce jsou normovany vztahem

2n I8 m
[ dof dosno|v](0,0)f =1

(11.84)

Grafy kulovych funkei |Y]" (9,0 )

Misto uvedenych kulovych funkci Ize pouzit i jejich linearni kombinace.
Napfiklad pro / = 1 Ize misto trojice funkci YIl, Y? a Yi pouzit funkce

Y, (Yi+v,")

X ®

odpovidajici stavlim, kdy je elektron soustfedén podél os z, x ay
... prostorové modely orbitall typu p

7!

Kvantova Gisla | a m; uréuji uhel mezi vektorem L

a osou z. Neuréuji v3ak upiné smér vektoru L, protoze

Y,—Y,")

slozky L, jsou neostré.




Uhlova &ast vinové funkce &astice v centralnim poli nezavisi na tvaru pole a je dana vzdy 65

kulovymi funkcemi (11.83). Radialni ¢ast vinové funkce je feSenim rovnice
e R 1(1+1)
—(rR(r)) + U (r)rR(r)= ErR(r), U (r):72mr2

4 ot +U(r) (11.85)

Rovnice je formalné totoZna se Schrédingerovou rovnici ¢astice na pfimce, na niz pdsobi
efektivni silové pole U,,(r) obsahujici i pfispévek ,odstfedivé sily k silovému poli, ktery
odpovidé rotaci této pfimky s thlovou frekvenci 1. 1)

P primky L] #yI(1+1)

mr’ mr’

Uvazme nyni specialni pfipad centralniho pole - elektrostatické pole protonu (jadra)
podle (11.78).

Lze ukazat, ze rovnice (I1.85) ma FeSeni pro hodnoty energie E dané vztahem (11.15)
plynoucim z Bohrova modelu atomu 4 1
me

Ey= oy,
2(4n£0)2h2 n’

n je hlavni kvantové &islo. Hodnoty energie nezaviseji na orbitalnim kvantovém &isle /, i kdyz
se toto &islo v (I1.85) vyskytuje. Orbitalni kvantové &islo mize nabyvat hodnot

1=0,1,2,...,n-1 (11.87)

n=1,2,... (11.86)

Energiova hladina E,, je tedy Z:Ol (21+1) = n>-krat degenerovana (zatim neuvazujeme spin).

Tato degenerace se snima v atomech s vice elektrony, tim vznika z jedné energiové
hladiny (slupky) E,, celkem n podslupek. Slupky a podslupky se znagi pismeny takto:
symbol slupky / symbol podslupky
K

Regeni rovnice (11.85) R, (r) Ize vyjadiit pomoci Laguerrovych polynomd. Radialni funkce
v nékolika nejnizSich stavech jsou

2 _ia, 1
Rw(r)zﬁe / s R20(r):

2 o™

Pravdépodobnosti vyskytu elektronu jsou napr.

[y, (r)f =e

1 r efr/2an
32 o
(2a,)™* V3a,

r —rl2a,
2_0_0)‘3 e Ry(r)=

(11.88)

—2rla,

67
Vypoctéme radialni rozloZeni hustoty pravdépodobnosti nalezeni elektronu v obalu atomu
vodiku jako integral hustoty pravdépodobnosti pfes thlové proménné

2n i
Pi(r)= [ dgf dosing r[Ry(r)Y](9,6)F =R, (r)f  so)

o 04

0.2
Radialni hustoty pravdépodobnosti

pro nékolik stavi:

0.2
svislé Sipky odpovidaji polomértiim _ 015
Bohrovych orbitalti (11.14)

Rezy elektronovym oblakem podél roviny xz pron = 3

m,=0




I.7. Atomy

Magneticky moment vyvolany orbitalnim mechanickym momentem elektronu

Analogie s magnetickym momentem p proudové smycky

Klasické elektrodynamika:

Mechanicky orbitalni moment: |L| =

Odtud: H = YL = ﬁL

kde y:2i
m

e < 0 je naboj elektronu

Definujeme Bohriiv magneton 1, = % ~ 9274107 J/IT

Slozka z magnetického momentu W se kvantuje do osy z
podobné jako slozka mechanického momentu L L,= hml 2oy,

hustota proudu

doba obéhu

ul=jA, j=lel/T

2mé
T

(1.90)

je gyromagneticky pomér

=—ugm, (1.91)

Atom vodiku ve vnéjSim magnetickém poli: 70
Vektor p vykonava precesni pohyb kolem vektoru B (Larmorova precese) s Uhlovou frekvenci
le]
®w, =B—
LT om
Potencialni energie magnetického momentu ve vnéjSim magnetickém poli je

(11.92)

U=-puB=rhom, (11.93)
Tyto vztahy Ize snadno odvodit v rdmci klasické elektrodynamiky.

Energiova hladina elektronu v elektrickém poli protonu je bez vnéjsiho pole 21 +1 -kréat
degenerovana. Tato degenerace se snimé ve vnéjsim magnetickém poli:
B #0
B=0 m=1
m,;=0

ho,~ho, ho, hoytho,
normalni Zeemanav jev

Vybérova pravidla (vyplyvaji ze zakona zachovani momentu hybnosti soustavy atom + foton):

Al=+1, Am=-1,01

Spinovy moment elektronu a s nim spojeny magneticky moment

Klasicka elektrodynamika: rotujici nabité téleso ma magneticky moment

e
=g-—S
H=go

(11.94)

S je mechanicky moment rotace (spinovy moment), g je tzv. g-faktor zavisici na rozlozeni

naboje uvnitf télesa.

SternQiv—-Gerlach(v pokus: st&peni toku neutralnich atomd v nehomogennim magnetickém poli

Zjistilo se, ze proud atomd se $t&pi do dvou sloZek, tedy 2s +1=2 a s=1/2

Z-0va (tj. ostrd) slozka mechanického spinového momentu elektronu je

1 1
m=—=,+=

S =m.h,
z N S 2 2

(1.95)

Velikost spinového mechanického momentu je

———. 3
S| =s(s+ 1)77:771 (1.96)
Magneticky spinovy moment je dan vztahem (11.94), g-faktor elektronu je

g=2.00232~2

Tato hodnota vyplyva z relativistické kvantové teorie (P.A.M. Dirac) a z kvantové
elektrodynamiky (R. Feynman)

Celkovy magneticky moment elektronu je tedy

e
p= = ﬂ(l} gS) (11.97)

Celkovy mechanicky moment je pfitom

J=L+S

(11.98)

Protoze je g rlizné od 1, nejsou celkovy mechanicky a magneticky moment rovnob&zné.

Slozka celkového magnetického momentu rovnobézna s J se nazyva efektivni magneticky
moment.




(Normalni) Zeemanliv jev se zapoctenim spinu je Paschenliv-Backiiv jev

5=0 s=1/2, g=2

n=2,I=1,m=1,m=1/2
n=2.I=1.m=1 - n=2.1=1,m=0,m=1/2
n=2.1=1,m=0 < n=2.I=1.m=x1,m=-(+1/2)
n=2,l=1.m=-1 = - n=2.1=1.m=0,m=-1/2

) - n=2.1=1,m=-1,m=-1/2

n=1,1=0,m=0,m=1/2

n=1.1=0,m=0 A

4 n=1.1=0,m=0,m=-1/2

00, 0, Oto,

Vybérova pravidla Al =+1, A(m1+ ms) =0, =1 (11.99)

Tento jev se experimentalné pozoruje jen pfi velmi silnych magnetickych polich.

Spin-orbitalni interakce

Orbitalni magneticky moment elektronu vyvolava magnetické pole, které interaguje
s magnetickym spinovym momentem elektronu. To vyvola rozstépeni energiové hladiny
pro m.=1/2 a m,=—1/2 i bez vnéjSiho magnetického pole.

Spin-orbitalni interakce zplisobi, Ze orbitalni moment L a spinovy moment S se oddéleng
nezachovavaji. Stacionarni stav elektronu v poli protonu neni tedy popsan kvantovymi ¢isly
mgam,.

Zachovéava se celkovy mechanicky momentJ = L + S.
Celkovy mechanicky moment:

J=vjlj+1)h,  j=]l-s|, [[-s|+1, ..., I+s (11.100)
J,=mh, m=-j, —j+1, ..., ]

Kvantova €isla popisujici stacionarni stav elektronu (se zapoctenim spin-orbitalni interakce)
jsou

n, L, j, m

Stépeni spektralni ary Na bez vnéj$iho magnetického pole (sodikovy dublet):

3P n=3,1=1,7=3/2,m=£1/2,£3/2

3
=3, =1m =041 5=1/2 —2

i =311 j=1/2.m=1/2

33 ¥ YV 38 #3.50,-1/2m==1/2

n=3,I=0,m=0,s=1/2
AE=2.13-10"eV  tomu odpovida AA = 0.597 nm

Pozn. znageni energiovych hladin (term():
(2s+1) _
n**"X,, X=S,P,D,F,..

Atom se spin-orbitalni interakci v magnetickém poli — anomalni Zeemandv jev

Pauliho vyluéovaci princip

Atomy s vice elektrony — kolik elektrond miZe byt souasné ve stejném
stavu popsaném kvantovymi &isly n, I, m,, mg(nebo n, |, j, m;)?

Pauliho vylu€ovaci princip: v daném stavu mlze byt nanejvys jeden
elektron. Toto plyne z principu, Ze nelze principialné rozlisit dva
elektrony.
UvaZzme vinovou funkci dvojice elektrond l/l(r’1 r2) Wolfgang Pauli (1900-1958)
ktera popisuje stav, Ze 1. elektron je ve stavu r, a 2. elektron ve stavu r,. Na zakladé
Pauliho principu plati ) )

W’(rprz)‘ = W’(rz’ﬁ)‘ (11-102)

Pro ¢astice s polocislenym spinem (fermiony) plati

Wlr,r)=—y(r,r) (11.102)

Pro Céstice s celociselnym (bosony) spinem plati

ylr,r)=uw(r,r) (11.103)




Hundovo pravidlo

Jaka je konfigurace elektron(l v zakladnim stavu atomu?

Elektrony se snazi v zakladnim stavu zaujmout stavy s riznymi kvantovymi &isly m, a Co by ted mohlo nésledovat ... a bude jindy Ci jinde:

stejnymi orientacemi spinu. — vazba atom{ v molekulach, molekularni spektra, ...
Is 2s 2p ioniza¢ni energie (eV) — kvantova chemie

Li 1s2s' AVA 1'S.2S,, 5.39 Viz specialni pfednasky ve Vasem dalsim studiu...

Be 1525 AVIA Y 1's2's, 9.32 Hodné stésti s kvantovkou!

B 1s252p' [} ¥ |4 ¥ 1'S,2'S,2°P,, 8.29
c1s2s2p (A V| v 1'$,2'S,2°P, 11.26
N 1s2s2p" (4 |4 { 1'8,2's.2'S,, 14.55
O 1s2s2p" |4 {4 ¢ 1'S.2'S,.2°P, 13.61
Fis2s2p A 4[4 Y 1'$,2'S2°P,, 17.42

Ne 1s2s2p° A ¥t ¥ 1'$,2's.2'S, 21.56




