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Metoda koneénych diferenci (Finite Differences, FD)

Podobné jako jiné numerické metody, metoda kone¢nych diferenci (MKD, nékdy téz metoda siti) ptiblizné prevadi
obtizné uchopitelné diferencialni rovnice na rovnice algebraické, v tomto piipadé prostiednictvim jednoduché
diskretizace studované oblasti a aproximace derivaci diferen¢nimi vztahy. Jsou-li vychozi diferenicdlni rovnice
linearni, obdrzime soustavu linedrnich algebraickych rovnic a obtiznost teoretickou tak nejcastéji nahrazujeme
obtiznost{ numerickou (pro vérné vystizeni podloznich funkei musi byt diskretizace jemna a ziskand soustava
rovnic ma zpravidla znaénou dimenzi).

znaceni:

vektory a, b jsou sloupcové, Fadkové jsou aT, b’
slozky vektoru a;

matice A, B, dimenze dimA = mxn, m je pocet fadku, n je pocet sloupcu
prvky matice A;;, prvni index je fadkovy, druhy sloupcovy
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Diskretizace ulohy

Geometrie diskretizacni sité je prakticky vyhradné dana zv-
olenym typem soutadnic. Ve 2D tak vhodnymi transformacemi
mohou zakladnimi elementy kromé ctverce byt také obdélniky,
rovnobézniky, nebo napiiklad vyse¢e mezikruzi v pripadé polarnich

soufadnic.

Otézka fesitelnosti vzniklé algebraické soustavy je obecné dosti
komplikovana, v jednoduchém linedrnim piipadé staci spocitat
neznamé a nezavislé rovnice. Je-li soustava nedourcend, mame vol-
nost definovat dalsi doplinujici podminky, kterymi ji stabilizujeme
(hovoii se o numerickém ukotveni tlohy) - napfiklad pii hledani
vlastnich vektort neni z principidlnich divodu déna jejich velikost,
kterou si tedy muzeme dodatec¢né zvolit. Je-1i soustava preuréend,

nezbyva, nez fesit ji priblizneé.
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ReSeni pieurcené linearni soustavy
Uvazujme preurcenou soustavu linedrnich rovnic, Ax = b (dimA = mxn, m > n). Takovou soustavu nelze

obecné fesit, muzeme vsak pozadovat jeji co nejlepsi splnéni ve smyslu nejmensich ¢tvercu. Zavedeme-li vektor

rezidua jako r = Ax — b, miizeme minimalizovat jeho normu r’r,

(Ax —b)T(Ax — b) — min.
Roznasobenim a derivaci napf. podle xT ziskdme podminku ATAx — ATb =0, ¢ili jsme pFesli k soustave
Ax=b
se tvercovou pozitivné definitni matici A = ATA (dimA = nxn), kde b= ATb.

Jinymi slovy, ve smyslu nejmensich ¢tvercu je pfeuréena soustava fesitelnd vzdy.
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Cauchyova tloha pro Laplasian v metodé kone¢nych diferenci

Nejcastéji uzivanda centralni diference pro derivaci druhého fadu v 1D maé tvar

W'fi] = uli — 1] — 2uli] + uli + 1] +0(e).

g2

Vyhodou kartézskych soutradnic je oddélenost derivaci v jednotlivych smérech:

0* ok

takze naptiklad ve 2D

Auli, j] =
coz déva znamé pravidlo anulovani Laplasidnu pii pruméru sousednich hodnot

uli — 1, 5] +wli,j — 1] — 4uli, 5] + uli + 1, 5] + ufi, j + 1]

Auli, j] = + O(e).

e2Au :
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K plnému uréeni dvoubodové aproximace gradientu tedy potfebujeme jeden uzel na kazdou stranu od vyhodnoco-
vaného, do problému se tedy dostaneme u okraji zkoumané oblasti. Formélné Cauchyuv problém tedy vyzaduje
doplnéni kompatibilnich okrajovych podminek, jejich diskretizovanou podobu musime zavést i my.

Budeme se zabyvat dvéma typy okrajovych podminek:

Dirichletova podminka specifikuje hodnoty proménné v nékterych bodech 02

Jelikoz je takova hodnota fixni ve smyslu neovlivnitelnosti vnitinim dénim systému, lze ji napiiklad v
termodynamice povazovat za kontakt s termostatem (nezndmé velicina je teplota systému).

Neumannova podminka specifikuje hodnoty norméalové derivace proménné v nékterych bodech 92

Tato hodnota vlastné specifikuje tok neznamé veli¢iny hranici, takze nejbéznéjsi podminka u,, = Vu-n =0
vlastné predstavuje podminku izolace okraje (napiiklad tepelné).

Dirichletova podminka se zavadi pfimo, Neumannova prostiednictvim metody zrcadleni.
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Metodu zrcadleni je také tieba vyuzit, pokud jsme provedli symetrickou redukci €2 — ji vznikaji uméle nové hranice,
které se doplnuji podminkou Neumannova typu — na obou strandch hranice symetrie musi mit uzly (prévé ze
symetrie) stejné hodnoty.

Na kazdé ¢asti 02 musi byt pfedepsén jen jeden typ okrajové podminky, na mnoziné miry nula oviem mohou byt
predepsany oba. Podobné, pii styku dvou hrani¢nich ploch s riznymi Dirichletovymi podminkami zpravdidla na
jejich pruseciku zavadime Dirichletovu podminku o velikosti pruméru vyse jmenovanych.
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Priklad - zavedeni okrajovyjch podminek v 1D Poissonové rovnici

Uvazujme rovnici ¢”(z) = f(z) na intervalu x € (0, a) a diskretizaci

o - gg(qb[z' 1] — 26[i] + oli + 1))

jejtho operédtoru na ekvidistantni siti s N 4 1 uzly; potom {[i] = z[i + 1] — z[i]] = a/N. Prvopldnové sestaveni
rovnic vede na soustavu

-2 1 00 0 (0] £10]
X 1 -2 10 0 o[1] 7]
2] : = :

0 01 -2 1 SN —1] fIN = 1]

0 00 1 -2 ¢[N] fIN]

Tato soustava ma problém v okrajovych uzlech - aby diskretizace platila beze zbytku, musi byt ¢[0] = ¢[N+1] = 0.
Jednd se vlastné o podminku Dirichletova typu a vzhledem ke zpuisobu, kterym podminka vznikla, se oznacuje za
implicitnd.
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Pokud bychom chtéli predepsat ezplicitni Dirichletovu podminku, napiiklad ¢[0] = T, museli bychom rovnici pro
nulty uzel vynechat (hodnota v tomto uzlu je zndma), a pro prvni uzel bychom psali

(T = 20(1] + 6(2)) = /11
coz by vedlo na soustavu
2 1 0 0 0 [l fli]-1/€
) 1 -2 10 0 (2] fl2]
e N
0 01 -2 1 P[N — 1] FIN —1]
0 00 1 -2 ¢[N] FIN]

Podobné, pokud bychom navic piedepsali Neumannovu podminku ¢'[N] = b, v poslednim uzlu bychom rovnici
sestavovali (jeho hodnota neni explicitné dana):

512(¢[N — 1] — 2¢[N] + ¢[N + 1]) = f[N],

avsak s omezenim na hodnoty piipustné okrajovou podminkou (volime diskretizaci stejné piesnosti jako pro
samotnou rovnici),

1
2 OV +1] = 6IN — 1)) = .
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Z poslednich dvou rovnic je mozné eliminovat ¢[N + 1], dostavdame
20[N — 1] + 2¢[N] = € f[N] — 2¢b,

a celkové soustavu

2 1 00 ... 0 o[1] Sl —1T/€
X 1 =210 ... 0 b[2] fl2]
gl S

0 ... 01 -2 1 B[N — 1] fIN =1]

0 ... 00 2 =2 ¢[N] fIN] —2b/¢

pricemz pro b = 0 rozeznavame v hlavni matici pfispévek od zrcadleni okraje.

Stoji za povSimnuti, Zze uvedeny postup automaticky monitoruje konzistenci okrajové podminky s rovnici.
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Priklad - zavedeni okrajoviych podminek v 2D rovnici vedent tepla
Rovnice vedeni tepla mé tvar

or
Pl gy = V- (AVT) + ¢,

kde p[kg.m~3] je hustota vzorku, ¢,[J.kg 1 K~!] jeho tepelnd kapacita a \ koeficient jeho tepelné vodivosti; vechny
veli¢iny mohou byt ¢asové i prostorové zavislé. Z jednotkové analyzy levé strany vyplyva, ze q je tepelny vykon ve
Wattech, absorbovany na jednotku objemu. Ze stejného divodu musi mit tepelna vodivost jednotku Wm1K~1;
¢im vysSsi tepelnd vodivost, tim vice tepla proudi vzorkem, pokud jeho dva vzdéalené konce udrzujeme na odlisnych
teplotach.

Za predpokladu ustaleného stavu se rovnice vedeni tepla redukje na

V- (AVT)+q=0,
v homogennim vzorku, nepodrobenému dodévce tepla potom az na
AT = 0.

Na zvolené geometrii tuto rovnici doplnime fixnimi okrajovymi podminkami, pak muZzeme 1lohu roziesit.
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T1, Ty konstantni

3: 2T[1]+ T[4] + T[8] — 4T[3] = 0
'6’0‘0°0°0 0’0 4: TR+ T[B+T[9]+ T[] —4T[4] =0

i e %0 ' 5: T[A4]+T[6]+T[10]+T[1] —4T[5] =0
1113 e %o Yo O 6: T +T[7+ Tl +T[1] —4T[6] =0
1o Yo o Yo 2@ 7: 2T[6]+T[12]+T[1] —4T[7] =0
1 21‘ 22‘ 23‘ 2

% 0 21: T[]+ T[22] + 2T[18] — 4T[21] = 0

22: T[21] + T[23] 4 2T[19] — 4T[22] = 0
23: T[22 4+ T[2] + 2T[20] — 4T[23] = 0




F8370 Moderni metody modelovani ve fyzice
jaro 2021

Solvery pro MKD

MatrixMarket format
- pro zapis fidkych matic

matrixFile rhsFile

22 22 62 3
131.00.0 1110.00.0
11-2.00.0 2110.00.0

241.00.0
22-200.0

superLU (zlinsol_print_new)
matrixFile, rhsFile — resultFile

D. Hemzal, F. Miinz
hemzal@physics.muni.cz
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Shriime si hlavni vyhody a nevyhody MKD:

vyhody: piehlednost metody
neni potieba specidlnich generatoru déleni
presnost se da regulovat volbou derivacnich
aproximaci (k-bodové)

nevyhody: slozité tvary Q vyzaduji jemné déleni —
velkd néro¢nost na dlozisté

Obecné piekondno metodou koneénych prvka (FEM), v konkrétnich aplikacich ale pouziti FD s proménnym
krokem muze byt velmi efektivni. I pfi pouziti FEM, FeSeni nestacionarnich tloh pouziva v casové ose FD (Casové
projekce Q nemivaji slozité tvary) — vznikd FDTD.

Kazdopdadné je ke snizeni poc¢tu uzlu potieba vzdy maximélné vyuzit symetrie tlohy.



