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Metoda koneénych prvka (Finite Elements Method)

metoda koneénych diferenci:
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Zkouman4 oblast € je rozdélena na elementy T7; v rémci kazdého z element se
fyzikélni parametry ulohy zpravidla predpokladaji konstantni (na (spolecné)
hranici dvou elementu tedy ¢asto maji skok).
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Hledana veli¢ina 1 (x), se diskretizuje jako #[i] v uzlech v mistech vrcholu
elementu TY. Uzly, které jsou prvky hranice 02 nazyvame hranicéni, ostatni
uzly oznacujeme jako wvnitrni.
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Aproximace se provadi s pomoci tvarovijch funkci N*[i] (linedrnich, kvadrat-
ickych ... obecné fadu k) vztahujicich uzel i s pfilehlymi elementy 7'

vSeobecné plati, ze se snazime pouzivat nejnizsi fad aproximace,
ktery jesté umozni najit netriviadlni feseni zvolené diferencialni rovnice;
napfiklad pro rovnice druhého radu staci k = 1.

lepsi aproximace dosdhneme piekroéenim nejnizsiho fadu, v praxi
Casto znamend moznost hrubsiho déleni €2; jednotlivé elementy vs:
ziskavaji vétsi pocet parametri a tak vypocetni uspora nemusi b
velké.

fadum k > 3 se vyhybame kvili jejich tendenci oscilovat.

a nésledné vytvorenych aprozimacnich funkci Ni] jako sjednocent ¥t ¥ ¥
véech NT[i] zkonstruovanych z tvarovych funkci, které zasahuji do
elementti T obsahujicich uzel i.

zjevné tedy N[i] a N[j] maji nenulovou spoletnou podporu
pouze pokud uzly ¢ a j nalezi stejnému elementu.
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Metoda koneénych prvka v 1D

V piipadé 1D tlohy vznikaji elementy T prostym (byt neho-
mogennim) délenim intervalu 2 € R na subintervaly. I Ny N, Ny

U v8ech typu elementu je tieba dbat, aby byly nedegenerované, tj.
aby fT dQ # 0, v 1D se podminka redukuje na vylouéeni subinter-
valll nulové délky.

Line4rn{ tvarové funkce N~ [i], resp. NT[i] spojuji uzel i s ne-
jblizsim sousedem vlevo a vpravo a maji formu tisecek nabyvajicich
hodnoty 1 v uzlu ¢ a hodnoty 0 v uzlu ¢ — 1, resp. ¢ + 1:

N[y = W x € {afi — 1], 2li])
Nﬂi]:yzw x € (z[i], x[i + 1])

x[i] — x[i + 1]

Aproximaé¢ni funkce N[i] je potom sjednocenim N[i] = N~[i] |J N*[i].

kiivek na kazdém z intervalu (pocet pridanych parametru je dén balancovanim stupnu volnosti).
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Jadro metody vznika spojenim dvou fundamentalnich kroku:
1) uvédoménim, zZe hledanou funkci ¥ muzeme (ve spojité oblasti) vyjadiit jako

() = Y WING

pouze s vyuzitim hodnot ¥[i] v diskretizovanych uzlech.

zéaroven, diky volbé aproximacnich funkci nezasahujicich za nejblizsich k sousedu, se na piispévku v daném
intevalu (x[i], z[i + 1]) podili jen k tvarovych funkei (resp. k jejich aproximacnich vétvi)

pritom ¥[i] jsou z hlediska diferencidlniho operatoru konstantami.

Skutec¢né, pro k = 1 mezi dvéma body plati

[ —Uli+1] Uizl + 1] — Ui + 1)2[i]

V@) = i o+ 1 - =l

x € (x[i],z[i + 1])

Timto zpusobem je do formulace vnesena nespojitost (v prvnich derivacich pro k = 1, atd.), ale metoda jako celek
je na to pripravena druhym krokem,

2) reformulovanim tzv. slabé variacéni wilohy pro feSenou soustavu rovnic
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Slaba formulace variaéni tlohy

Budeme se zabyvat fesenim Cauchyova problému pro linedrni diferencidlni operator L (obsahujici derivace) k-tého
fadu. Uvazujme tedy oblast €2 s hranici 92 a na ni rovnici

Lu =0,
véetné piislusnych okrajovych podminek f(u, Vu,...)|sq.

Aplikovat metodu koneénych prvku jako Lu = 0 prostiednictvim @ = Y . u[i] N[i] formélné nelze kvuli nespojitosti

(3
tvarovych funkci. Mohli bychom ovsem uvazovat slabsi podminku
/ L(u)dQ = 0.
Q

Jelikoz se jedna o integraci v Riemannové smyslu, jsou povoleny nespojitosti na mnoziné miry nula. Resen{
puvodni rovnice splni i slabsi intergralni podminku, opa¢né to ale neplati.

Z duvodu aproximace MKP slabsi feSeni navic puvodni formulaci vyhovét ani nemuze a musime obecné
ocekdvat

R = L(u) # 0.
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Mame pochopitelné zdjem o co nejlepsi splnéni vychozi rovnice, a v tomto ohledu exituje nékolik postupt, které
je mozné aplikovat:

metoda nejmensich ¢tverca. Pozadujeme
/ R%2dQ — min,
Q

a aplikaci standardniho apardtu metody nejmensich ¢tvercu dostaneme
j: 2 / R
Q

metoda vazenych rezidui. Reziduum se minimalizuje vzhledem ke vhodnym vahovym funkcim podminkami

OR
dulj]

dQ=0.

j: /ijdﬁzo
Q

R
oulj]

metoda koloka¢ni: w; = d(|x — x[j]|) — fixujeme piesné splnéni rovnice v uzlovych bodech

metoda nejmensich ¢tverci: w; =

metoda Galerkinova: w; = N[j] — nejlepsi aproximace na (pod)prostoru span(N{[j])
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MKP — priklad sestaveni v 1D, Poissonova rovnice
Uvazujme Poissonovu rovnici

L(u) = Au— 4mp = 0.

Je-li w =), uli]N[i], dostdvame pro Galerkinovy podminky

()

j: /QN[j]L< uli) N )dQ Z /N V(VN[i])dQ — 47r/N JpdQ = 0,

kde ovSem muzeme psit N[j]V(VN[i]) = V(N[j]VN]i]) — VN[j]VN[i] a na prvni ¢len pouzit Gaussovu vétu.
Dostaneme

j: Zu N [jIVN[i]dW — Z /VN VN[]dQ_47r/N JpdQ,
coz je algebraickd soustava Ku = b, kde piispévek objemovych ¢lenu je

vklad. Presnejl, trividlni Neumannova podminka nevyzaduje zadnou modlﬁkam rovnic, podminka Dirichletova
svymi hodnotami vstoupi do integralu u okrajovych elementu, ale jelikoz je hodnota na hranici zaddna, vSechny
takové cleny se prevadi jako konstanta na pravou stranu (v samotnych Dirichletovsky zadanych uzlech rovnice
samoziejmé nesestavujeme viubec).
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V uvedeném zapisu by sestaveni rovnic prochazelo ve velké smycce vSechny uzly, v kazdém cyklu by se dohledavaly
vSechny elementy, které uzel obsahuji. To neni praktické, zejména ve vysSich dimenzich vystup z generdtoru sité
obsahuje primarné seznam elementu a jeho neustalé prohledavani pro aktudlni uzel by bylo extrémné zdlouhavé.
Problém m4 jednoduché feseni tkvici v samotném zavedeni MKP, kdy (pro k = 1) tvarové funkce nezasahuji mimo
jeden element.

Napiiklad diagondlni prvek K;; = / VN[j]VN[j]dQ mé dva piispévky,
Q

z[4] x[j+1]
Kn—/" (VN[ﬂP¢w+/ (YN[,
z[j—1] x[4]

které lze pohodlné vygenerovat pii prochazeni jednotlivych elementu,

1 1

S Ay By R g

Podobné (pro i # j) bude K;; = / VN[i]VN[j]dQ nenulové pouze pro i = j + 1,
Q
K /mml} VNT[j]VN~[j+1]d . K W VNT[j—1]VN~[j]d __
+1j = J Tptldr = -, --:/ J— Tldr = —— . :
AR 4] z[j +1] — x[j] I z[j—1] zlj] —z[j — 1]

Zakladni kontrolou naseho sestaveni je symetrie matice K, v obecnéjsim pfipadé byvd matice soustavy pied
zavedenim okrajovych podminek hermiteovska.
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Komponenty vektoru pravé strany b; = 4w / Njlpd Q se rovnéz rozpadaji na jednoduché prispévky
Q

(] li+1]
b —477/ N[j]pda:+47r/ N*[jlpdz,
z[j—1] z[j]

pri¢emz zpusobu, jak konkrétné zapracovat hodnoty p je vice. Muzeme napiiklad povazovat p za konstantni na
jednotlivych elementech, potom

(4] z[j+1] z[j] — x| — x|j —x|j
by =gl [ VLo amle] | e

Nebo muzeme, vice v souladu s myslenkou MKP, uvazovat p =Y, p[i] N[i], odkud

b; —47TZp /

Nyni opér s vyhodou vyuzijeme nepiekryvajici se aproximacni funkce, napft.

x[j+1]
N[Nz + 47 Y i / N*[IN [z,

-1l x[5]

2l alj] lj
4 NT[jIN[ildz = p[j N7[j)?da + plj — 1 N™[INT[j - 1]dz =
>l [ e =l [ ey [ NG -
— p[j]x[j] —2lj — 1] + ol — 1]w

6



z[j+1] z[j+1] z[j+1]
Sl [N N =) [ e gl 1] [T NN 1

¥l (3]
takze celkem

Vypisme si vSechny ziskané koeficienty ve zjednodusenim piipadé ekvidistatniho kroku e:

1 2
Kjig=-2 Kjj=2 Kjpnj=--

byl _ [Pl = 1]+ 4pl5] + plj +1]

47 6

S € z pravé strany rozeznavame v sestavené matici diskretizovany Laplasidn, na pravé strané zbyva vahovany
prumér hodnot v okoli aktualniho uzlu, pficemz vétsina vdahy spociva na hodnoté v aktudlnim uzlu. Dtuvod této
zmény (ve FD by vystupoval pouze aktudlni uzel) tkvi v Galerkinové optimalizaci - rovnici se snazime fesit nejen
v uzlovych bodech, ale i v oblasti mezi nimi.




