
F8370 Moderńı metody modelováńı ve fyzice D. Hemzal, F. Münz
jaro 2021 hemzal@physics.muni.cz

Slabá formulace diferenciálńı úlohy

Předpokládejme diferenciálńı rovnici v silné formě L(u) = 0. Ve slabé formě ji lze psát∫
Ω
L(u)dΩ = 0.

Platnost rovnice v silné formě implikuje platnost formy slabé, opačně tomu rozhodně neńı. Aby slabá forma
implikovala silnou, muselo by platit ∫

Ω
vL(u)dΩ = 0,

pro všechny (vhodně integrovatelné) funkce v. Matematický smysl slabé formulace spoč́ıvá v převedeńı hledané
funkce u mimo diferenciálńı operátor L(u), takže podmı́nky na diferencovatelnost hledaného řešeńı jsou oslabeny a
převedeny na podmı́nky diferencovatelnosti pomocných funkćı v. Formálně se převodu dá dosáhnout (opakovanou)
aplikaćı per partes až k ∫

Ω
uL†(v)dΩ = 0 (+ okrajové členy),

kde L† je oprátor sdružený s L. V praxi můžeme vyváděńı u zastavit, kde potřebujeme: např́ıklad pro operátory
Laplaceova typu, které jsou druhého řádu, zpravidla ponecháme požadavek na spojitost hledané funkce i funkćı
aproximačńıch a per partes aplikujeme pouze jednou:∫

Ω
v∆dΩ =

∫
∂Ω
v∇u · dS −

∫
Ω
∇u ·∇vdΩ.
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Vraťme se zpět k zavedeńı slabé formy. Jedná se o soubor nekonečně mnoha podmı́nek, ale můžeme se omezit na
vybranou tř́ıdu funkćı v, v rámci které chceme slabé řešeńı optimalizovat. Pro potřeby MKP samozřejmě voĺıme

v =
∑
i

v[i]N [i],

čili snaž́ıme se slabé řešeńı optimalizovat na množině funkćı př́ıpustných jako řešeńı problému MKP; dostáváme∑
i

v[i]

∫
N [i]L(u)dΩ = 0.

Maj́ı-li v[i] být libovolná, dostáváme tadičńı Galerkinovy podmı́nky

i :

∫
Ω
N [i]L(u)dΩ = 0.

Prověřme ještě vliv jednoduchých okrajových podmı́nek: okrajový integrál můžeme napsat jako∫
∂Ω
v∇u · ndS,

takže pro triviálńı Neumannovu podmı́nku na hranici, un|∂Ω ≡ ∇u|∂Ω · n = 0, nedostáváme žádný př́ıspěvek.
Dirichletova podmı́nka také nepřináš́ı žádný okrajový př́ıspěvek, ale z jiného d̊uvodu. Po dosazeńı ansatzu MKP
do obou vyskytuj́ıćıch se funkćı máme

i :
∑
j

∫
∂Ω
N [i]∇N [j] · ndS.

U Dirichletovské hranice sice neńı derivace hledané funkce nijak omezena, ale sestavujeme pouze pro uzly i lež́ıćı
uvnitř simulovaného objemu a hodnota jejich tvarových funkćı na hranici je nulová.
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Metoda konečných prvk̊u ve 2D

Věnujme se nejprve tvaru aproximačńıch funkćı N [i].

j

i

L
R

l

r

Definice z̊ustává stejná: N [i] se skládá z po částech lineárńıch oblast́ı (v našem
př́ıpadě část́ı rovin) tak, že je jednotková v uzlu i a nulová na všech stěnách
element̊u obsahuj́ıćıho uzel i, které samy uzel i neobsahuj́ı.

Každá ze stěn N [i], označovaná jako NT [i] je tedy tvořena část́ı roviny

ax+ by + cz + d = 0,

jej́ıž koeficienty jsou v rámci T{i, j, k} definovány z podmı́nek

N [i]|x[i] = 1 N [i]|x[j] = 0 N [i]|x[k] = 0.

(vzhledem k linearitě N [i] to zaručuje i nulovost na spojnici j-k)

V praxi obvykle integrujeme v rovině xy, takže tvarové funkce voĺıme př́ımo jako NT [i] = ax+ by + c.
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Soustava rovnic omezuj́ıćı NT [i] má tvar
ax[i] + bx[i] + c = 1

ax[j] + bx[j] + c = 0

ax[k] + bx[k] + c = 0,

řešeńı Kramerovým pravidlem dává

NT [i] =
1

∆T
[(yj − yk)x+ (xk − xj)y + (xjyk − xkyj)],

kde |∆T | = 2ST souviśı s plochou elementu T a plat́ı

∆T = (xiyj + xjyk + xkyi)− (xiyk + xjyi + xkyj).
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Momentové integrály ve 2D

Je vidět, že pro operátory Laplaceova typu (lineárńı, druhého řádu) každé dosazeńı do funkcionálu MKP povede
na integrand ne vyšš́ı než druhé mocniny v proměnných x, y, přičemž parametry integrálu budou známé hodnoty
– souřadnice vrchol̊u element̊u.

To ovšem také znamená, že celé sestavováńı rovnic se rozpadne na výpočet mnoha integrál̊u typu

IT (a, b) =

∫ ∫
T
xaybdS,

kde a+ b ≤ 2. Tyto integrály nazýváme momentovými. Zjevně, IT (0, 0) = ST .

A[xa, ya]

B[xb, yb]

C[xc, yc]

T

x

y

p1

p3

p2

Nalezněme nyńı momentové integrály IT (k, j) nad obecně položeným
(trojúhelńıkovým) segmentem T .

Integrály přes prvek mohou zjevně být rozepsány jako

IT (k, j) =

xb∫
xa

p3∫
p1

xkyj dydx+

xc∫
xb

p3∫
p2

xkyj dydx.
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Obecná př́ımka p zadaná v rovině xy body [x1, y1] a [x2, y2] může být zapsána ve tvaru

p : y =
y1 − y2

x1 − x2
x+

x1y2 − x2y1

x1 − x2
,

což pro momentové integrály přináš́ı

IT (k, j) =

xb∫
xa

ya−yc
xa−xc

x+xayc−xcya
xa−xc∫

ya−yb
xa−xb

x+
xayb−xbya

xa−xb

xkyj dydx+

xc∫
xb

ya−yc
xa−xc

x+xayc−xcya
xa−xc∫

yb−yc
xb−xc

x+
xbyc−xcyb

xb−xc

xkyj dydx

Po provedeńı integrace můžeme všechny momenty až do druhého řádu psát

IT (0, 0) = ST

IT (1, 0) =
1

3
(xa + xb + xc)ST IT (0, 1) =

1

3
(ya + yb + yc)ST

IT (2, 0) =
1

6
(x2

a + x2
b + x2

c + xaxb + xbxc + xaxc)ST

IT (0, 2) =
1

6
(y2

a + y2
b + y2

c + yayb + ybyc + yayc)ST

IT (1, 1) =
1

12

[
2(xaya + xbyb + xcyc) + xa(yb + yc) + xb(ya + yc) + xc(ya + yb)

]
ST

Všimněme si, že momentové integrály byly upraveny až na tvar, ve kterém jsou zcela symetrické – t́ımto zp̊usobem
je překonána speciálnost volby polohy bod̊u při odvozeńı momentových integrál̊u (např́ıklad singularity, které by
se projevily při svislé hraně v posledńım obrázku).
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Okrajové př́ıspěvky ve 2D FEM
Př́ıspěvek okrajových podmı́nek Dirichletova a homogenńıho Neumannova typu v matici soustavy nevystupuje,
v obecněǰśım př́ıpadě jejich lineárńı kombinace jej lze nalézt explicitně. Předpokládejme smı́̌senou okrajovou
podmı́nku ve tvaru αu+ un = 0, čili ∑

j

u[j] (αN [j] + ∇N [j] · n) = 0.

Potom v rámci okrajového integrálu můžeme psát

Kij :
∑
j

u[j]

∫
∂T
NT [i]∇NT [j] · ndl = −α

∑
j

u[j]

∫
∂T
NT [i]NT [j]dl.

Vyhodnoťme posledńı integrál nad hranićı i-j elementu T (i, j, k). Na zvolené hraně l elementu plat́ı

NT [i]
∣∣
l

=
x− xj
xi − xj

NT [j]
∣∣
l

=
x− xi
xj − xi

.

Parametrizaci hrany pak voĺıme jako x = xj + (xi − xj)τ , y = yj + (yi − yj)τ , takže celkem dostáváme∫
∂T
NT [i]NT [j]dl = −

∫ 1

0

(x− xj)(x− xi)
(xi − xj)2

Lij dτ = −Lij

∫ 1

0
τ(τ − 1)dτ =

Lij

6
,

kde Lij =
√

(xi − xj)2 + (yi − yj)2 představuje délku hranice v uvažovaném elementu. Obdobně dostaneme∫
l
NT [i]NT [i]dl = Lij

∫ 1

0
τ2 dτ =

Lij

3
.
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Př́ıklad – Helmholtzova rovnice

Uvažujme stacionárńı formu skalárńı homogenńı vlnové rovnice

∆U − 1

c2

∂2U

∂t2
= 0.

Stacionarita předpokládá časově ustálený stav, o kterém u vlnové rovnice v́ıme, že je realizován harmonickým
řešeńım U(x , t) = u(x ) exp(iωt). Dosazeńım tohoto ansatzu vskutku odstrańıme z rovnice časovou závislost a
dostáváme Helmholtzovu rovnici

∆u+
ω2

c2
u = 0.

Protože je vlnová rovnice lineárńı, lze se na Helmholtzovu rovnici d́ıvat také jako na rovnici pro jednu frekvenčńı
kopmonentu časově proměnného pole, neboť obecně

U(x , t) =
∑
ω

uω(x ) exp(iωt)

Obecné časově proměnné pole pak můžeme źıskat tak, že provedeme větš́ı množstv́ı stacionárńıch simulaćı pro
r̊uzné frekvence a ty potom v prostoru slož́ıme s váhami, které źıskáme jako komponenty Fourierova rozvoje
bud́ıćıho pulzu.
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Sestavme nyńı slabou formulaci úlohy s Helmholtzovou rovnićı:∫
Ω

(
∆u+

ω2

c2
u

)
dΩ = 0.

Dosazeńım operátoru L(u) ≡ ∆u+ (ω2/c2)u do funkcionálu MKP, přičemž u(x ) =
∑
u[i]N [i], dostáváme

j :
∑
i

u[i]

∫
∂Ω
N [j]∇N [i]dW −

∑
i

u[i]

∫
Ω

[
∇N [i]∇N [j]− ω2

c2
N [j]N [i]

]
dΩ = 0.

Prvńı integrál opět představuje př́ıspěvek od okrajových podmı́nek a druhý od samotného operátoru Helmholtzovy
rovnice.

j

i

L
R

l

r K diagonálńı člen̊um Kii budou přisṕıvat všechny elementy, obsahuj́ıćı uzel i.

K nediagonálńım člen̊um Kij přispěj́ı vždy pouze dva elementy, které oba uzly
i, j obsahuj́ı.
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Sestaveńı rovnic ve 2D

Pro diagonálńı integrál Kii plat́ı

Kii =
∑

Tk∈suppN [i]

∫
Tk

(
∇N [i] ·∇N [i]− ω2

c2
N [i]N [i]

)
dS,

přičemž ∫
Tk

(
∇NTk [i] ·∇NTk [i]− ω2

c2
NTk [i]NTk [i]

)
dS =

=−
(

1

–2Sk

)2 ω2

c2
k

{
(yl − yr)2I(2, 0) + (xr − xl)2I(0, 2) + 2(yl − yr)(xr − xl)I(1, 1)+

+ 2(yl − yr)(xlyr − xryl)I(1, 0) + 2(xr − xl)(xlyr − xryl)I(0, 1)+

+
[
(xlyr − xryl)2 −

c2
k

ω2
[(yl − yr)2 + (xr − xl)2]

]
I(0, 0)

}
,

kde uzly l, r jsou v tomto př́ıpadě zbývaj́ıćı dva uzly vyhodnocovaného elementu, plat́ı Tk(i, l, r).
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Obdobně, pro nediagonálńı členy plat́ı

Kij =

∫
Lj

+

∫
Rj

(
∇N

( )
i ·∇N

( )
j −

ω2

c2
N

( )
i N

( )
j

)
dΩ ≡ Il + Ir.

Odtud,

Iv = −
(

1

2SV

)2 ω2

c2
k

{
(yv − yj)(yi − yv)I(2, 0) + (xj − xv)(xv − xi)I(0, 2)+

+
[
(yv − yj)(xv − xi) + (yi − yv)(xj − xv)

]
I(1, 1)+

+
[
(yv − yj)(xiyv − xvyi) + (yi − yv)(xvyj − xjyv)

]
I(1, 0)+

+
[
(xj − xv)(xiyv − xvyi) + (xv − xi)(xvyj − xjyv)

]
I(0, 1)+

+
[
(xvyj − xjyv)(xiyv − xvyi)−

c2
k

ω2
[(yv − yj)(yi − yv) + (xj − xv)(xv − xi)]

]
I(0, 0)

}
,

kde př́ıspěvek pro levý a pravý trojúhelńık źıskáme jako Il = Iv≡l a Ir = Iv≡r.
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Sestavovaćı procedura ve 2D

pro každý element T :

pro každý vnitřńı uzel i elementu T :

1) Kii + = IT

2a) je-li uzel j vnitřńı: Kij + = Iv=k je-li uzel j vněǰśı: bi + = u[j]Iv=k

2b) je-li uzel k vnitřńı: Kik + = Iv=j je-li uzel k vněǰśı: bi + = u[k]Iv=j

daľśı vnitřńı uzel elementu T

daľśı element.

Pořad́ı index̊u v matici K je třeba nemı́chat (index aktuálńıho uzlu je při přič́ıtáńı neustále prvńı). V kroku 2) je
uzel v vždy ten, který nevystupuje v indexech matice K.

Indexy i, j, k (tam kde se jedná o vnitřńı uzly) nejsou pořadová č́ısla odpov́ıdaj́ıćıch uzl̊u, ale pořadová č́ısla těchto
uzl̊u v seznamu vnitřńıch uzl̊u.
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Helmholtzova rovnice - okrajové podmı́nky

Na závěr prozkoumejme možné okrajové podmı́nky pro Helmholtzovu rovnici. Dirichletova podmı́nka předepisuje
amplitudu vybrané frekvenčńı komponenty v daném mı́stě hranice. Homogenńı Neumannova podmı́nka představuje
plně odrazivou hranici. Posledńı podmı́nka, kterou je vhodné připravit, je pak hranice volně vlněńı propouštěj́ıćı.
Tuto podmı́nku lze však realizovat pouze přibližně, a to např́ıklad takto: uvažujme rovinnou vlnu

u = u0 exp(ik · x).

Má-li taková vlna volně proj́ıt hranićı, muśı být jej́ı gradient

∇u = uoik exp(ik · x) = iku

rovnoběžný s normálou k této hranici. Přenásob́ıme-li obě strany rovnice normálou n,

∇u · n ≡ un = ik · nu

vede požadavek rovnoběžnosti obou vyskytuj́ıćıch se vektor̊u na podmı́nku k · n = |k||n| a tedy

∂Ω : un =
2πi

λ
u,

což je podmı́nka smı́̌seného typu. Protože tato podmı́nka zajǐsťuje, že vlněńı bude procházet kolmo každou
př́ıslušnou část́ı okraje úlohy, je velmi d̊uležité konstruovat tvar hranice pro numerickou simulaci v souladu s
předpokládáným pr̊uběhem analytického řešeńı úlohy.

Jinou možnost́ı je k hranici, kterou má vlna simulovaný objem opouštět, přidat několik vrstev prostřed́ı, ve
kterém gradientně budeme zvyšovat útlum prostřed́ı. Při vhodném nastaveńı se téměř žádná energie nevrát́ı zpět
do simulovaného objemu a vlna efektivně prostřed́ı volně opust́ı (nezávisle na směru letu v̊uči hranici).


