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Slaba formulace diferenciilni tlohy

Piedpokladejme diferencidlni rovnici v silné formé L(u) = 0. Ve slabé formé ji lze psét

/Q L(u)dQ = 0.

Platnost rovnice v silné formé implikuje platnost formy slabé, opa¢né tomu rozhodné neni. Aby slaba forma
implikovala silnou, muselo by platit

/Q wL(u)dQ = 0,

pro viechny (vhodné integrovatelné) funkce v. Matematicky smysl slabé formulace spo¢iva v prevedeni hledané
funkce u mimo diferencidlni operdtor L(u), takze podminky na diferencovatelnost hledaného feseni jsou oslabeny a
prevedeny na podminky diferencovatelnosti pomocnych funkei v. Formélné se prevodu da dosdhnout (opakovanou)
aplikaci per partes az k

/ uL'(v)dQ =0 (+ okrajové cleny),
Q
kde LT je opréator sdruzeny s L. V praxi mizeme vyvadéni u zastavit, kde potFebujeme: napiiklad pro operdtory

Laplaceova typu, které jsou druhého radu, zpravidla ponechdme pozadavek na spojitost hledané funkce i funkci
aproximacnich a per partes aplikujeme pouze jednou:

/vAdQ:/ UVu-dS—/Vu~Vde.
Q l9) Q
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Vratme se zpét k zavedeni slabé formy. Jedna se o soubor nekoneéné mnoha podminek, ale mizeme se omezit na
vybranou tiidu funkci v, v ramci které chceme slabé feSeni optimalizovat. Pro potieby MKP samoziejmé volime

v = Zv[i]N[z’],

¢ili snazime se slabé feseni optimalizovat na mnoziné funkci pfipustnych jako feseni problému MKP; dostavame

3ol /N[i]L(u)dQ 0.

Maji-li v[i] byt libovolnda, dostavame tadiéni Galerkinovy podminky

i: / N[i|L(u)d2 = 0.
Q
Provérme jesté vliv jednoduchych okrajovych podminek: okrajovy integral muzeme napsat jako
/ vVu-ndS,
o0

takze pro trividlni Neumannovu podminku na hranici, u,|sgo = Vulsq - n = 0, nedostdvame zadny piispévek.
Dirichletova podminka také neptinasi zadny okrajovy piispévek, ale z jiného divodu. Po dosazeni ansatzu MKP
do obou vyskytujicich se funkci mame

i > , N[i|VN[j] - ndS.

U Dirichletovské hranice sice neni derivace hledané funkce nijak omezena, ale sestavujeme pouze pro uzly i lezici
uvniti simulovaného objemu a hodnota jejich tvarovych funkci na hranici je nulova.
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Metoda koneénych prvkua ve 2D
Vénujme se nejprve tvaru aproximaénich funkei N[i].

Definice zustava stejnd: N[i] se sklddd z po ¢astech linedrnich oblasti (v nasem

R o piipadé édsti rovin) tak, ze je jednotkova v uzlu ¢ a nulovd na vSech sténdch
© o elementt obsahujiciho uzel 4, které samy uzel i neobsahuji.
——————— 7..
J/ J N Kazdd ze stén N[i], oznacovand jako NT[i] je tedy tvofena casti roviny
. ]’ /’______:,‘..‘..,.'
N NS axr+by+cz+d=0,
\ / \ ’
\ // \\ // o e . . ’ . .. , ,
. R s . . jejiz koeficienty jsou v ramci T{i, j, k} definovédny z podminek

Nli]|xp =1 Nlillx;; =0 NTi]|xjx = 0.

(vzhledem k linearité N[i] to zarucuje i nulovost na spojnici j-k)

V praxi obvykle integrujeme v roviné zy, takze tvarové funkce volime pifmo jako N'[i] = az + by + c.
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Soustava rovnic omezujici N7 [i] m4 tvar
azxli] + bx[i] +c=1

ax[j] + bx[j]+c=0

feseni Kramerovym pravidlem dava

Nl = 3l = e+ (on = a,)y+ (oo — oxg),

kde |Ar| = 257 souvisi s plochou elementu 7" a plati

Ar = (%’yj + TYk + TRYi) — (Tiyk + Ty + xk’yj)-

D. Hemzal, F. Miinz
hemzal@physics.muni.cz
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Momentové integraly ve 2D
Je vidét, ze pro operatory Laplaceova typu (linedrni, druhého faddu) kazdé dosazeni do funkciondlu MKP povede
na integrand ne vyssi nez druhé mocniny v proménnych z, y, pficemz parametry integralu budou znamé hodnoty

— soufadnice vrcholu elementu.

To ovsem také znamend, Ze celé sestavovani rovnic se rozpadne na vypocet mnoha integralu typu

1" (a,b) :// z%’ds,
T

kde a + b < 2. Tyto integraly nazyvame momentovimi. Zjevné, I7(0,0) = St.

Y
Naleznéme nyni momentové integraly I7(k,j) nad obecné polozenym
Clrevd(trojihelnikovym) segmentem 7.
p3
g " Integraly pfes prvek mohou zjevné byt rozepsany jako
Alza,yal n
! Blzy, ys] Tp P3 Te P3

z Ik, 5) ://xkyjdydx—i—//xkyjdyda:.

Ta P1 Th P2



F8370 Moderni metody modelovani ve fyzice D. Hemgzal, F. Miinz
jaro 2021 hemzal@physics.muni.cz

Obecna piimka p zadand v roviné xy body [z1,y1] a [x2, y2] muze byt zapsina ve tvaru

_ Y1 — Y2 T T1Y2 — T2Y1

p: + )
T1 — T2 T — 22
coz pro momentové integraly prindsi
Ya—Y. ZTaYc—TcyY Ya—Y ZTaYc—TcyY
Th x;—xix—’— aacs—xz ¢ Tc acg—xz z+ aacz—:vz ¢
(k,j) = xty dydx + x¥y) dydx
Tq Ya—Yp +Iayb—zbya Tp Yp—Yc +Tbyc—zcyb
aca—sz Tq—Tp :cb—xc'r Tp—Tc

Po provedeni integrace muzeme vSechny momenty az do druhého fadu psat

17(0,0) = Sy
T 1 T 1
I (170) = g(xa‘i‘xb‘i‘mc)ST I (07 1) = g(ya‘i‘yb‘i‘yc)ST
1
17(2,0) = 6(3}2 + 2 + 22 + 2oz + TpTe + Ta2e) ST
1
17(0,2) = (v + Y5 + Y2 + Yals + Yole + Yalie) ST
1
IM(1,1) = 5 2(zaya + Ty + TeYe) + Ta(Yp + Ye) + 2o(Ya + Ye) + Te(Ya + )] ST

Vsimnéme si, Ze momentové integraly byly upraveny az na tvar, ve kterém jsou zcela symetrické — timto zpusobem
je prekondna specidlnost volby polohy bodu pii odvozeni momentovych integralu (napiiklad singularity, které by
se projevily pii svislé hrané v poslednim obrazku).
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Okrajové prispévky ve 2D FEM
Prispévek okrajovych podminek Dirichletova a homogenniho Neumannova typu v matici soustavy nevystupuje,
v obecnéjsim piipadé jejich linedrni kombinace jej lze nalézt explicitné. Pfedpokladejme smiSenou okrajovou
podminku ve tvaru au + u, = 0, ¢ili

> ulj] (aN[j] + VN[j] - n) = 0.
J
Potom v rdmci okrajového integralu muzeme psat

Ky Zu[j] 6TNT[1']VNT[ ndl = —az TLIINT[j]al.

Vyhodnotme posledn{ integral nad hranic{ i-j elementu T'(i, 5, k). Na zvolené hrané [ elementu plat{
Nl ==L Nl =

o !

l‘j—.CUi

Parametrizaci hrany pak volime jako x = z; + (v; — x;)7, y = y; + (yi — y;)7, takze celkem dostavame

TranTra7 — 1(90—339‘)(56—377:) AT ! _ _@
NT[INT[j]dl = /0 i) dr = LU/OT(T 1)dr =

(a;i—a:j) 6 ’

oT

kde Lij = /(z; — zj)% + (vi — y;)? predstavuje délku hranice v uvazovaném elementu. Obdobné dostaneme

1
Lij
/NT[i]NT[i]dl:Lij/ r2dr = ?J
l 0
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Priklad — Helmholtzova rovnice

Uvazujme stacionarni formu skalarni homogenni vinové rovnice

1 0*U
~ 257 =0
¢t ot
Stacionarita predpokladd Casové ustaleny stav, o kterém u vlnové rovnice vime, Ze je realizovan harmonickym
fesenim U(z,t) = u(z)exp(iwt). Dosazenim tohoto ansatzu vskutku odstranime z rovnice ¢asovou zavislost a

dostavame Helmholtzovu rovnici )

Au+%u:0.
c

Protoze je vlnova rovnice linedrni, 1ze se na Helmholtzovu rovnici divat také jako na rovnici pro jednu frekvencéni
kopmonentu ¢asové proménného pole, nebot obecné

U(x,t) = Z u, () exp(iwt)

Obecné ¢asové proménné pole pak muzeme ziskat tak, ze provedeme vétsi mnozstvi stacionarnich simulaci pro
ruzné frekvence a ty potom v prostoru slozime s vdhami, které ziskame jako komponenty Fourierova rozvoje
budiciho pulzu.



F8370 Moderni metody modelovani ve fyzice D. Hemgzal, F. Miinz
jaro 2021 hemzal@physics.muni.cz

Sestavme nyni slabou formulaci ilohy s Helmholtzovou rovnici:

2
/ (Au—i— ‘”Zu) dQ = 0.
Q C

Dosazenim operatoru L(u) = Au + (w?/c?)u do funkciondlu MKP, pticemz u(x) = > u[i]N[i], dostdvame

2

j: > uli] [ N[IVN[i]dW — Zu[i]/ﬂ [VN[i]VN[j] - %N[j]N[i] dQ = 0.

: o9

Prvni integrél opét predstavuje prispévek od okrajovych podminek a druhy od samotného operatoru Helmholtzovy
rovnice.

+ K diagonalni ¢lentim K;; budou pfispivat viechny elementy, obsahujici uzel i.

K nediagonalnim ¢lenim K;; prispéji vzdy pouze dva elementy, které oba uzly
i, j obsahuji.
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Sestaventi rovnic ve 2D

Pro diagonalni integral K;; plati

OJ2

Ki= > VNJi] - VNJi] - CQN[@']N[@']) ds,
Ty EsuppN[i] Ty

pficemz

/ <VNTk i - VT[] — ‘;’QQNTk N T [i]) ds =

T

2 w2
== <215k> ci{(yl —yr)?1(2,0) + (z, — 2)21(0,2) + 2(y1 — ) (2 — 27)I(1, 1)+

+2(y — yr ) (@1yr — 2ey) 1(1,0) + 2(2 — 2) (219 — 2091)1(0, 1)+

kde uzly I, r jsou v tomto piipadé zbyvajici dva uzly vyhodnocovaného elementu, plati Ty (7,1, r).
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Obdobné, pro nediagondlni ¢leny plati

U/ /(VN( VN - 5 NIN 0) AQ=1+1,.

Odtud,

2 w2
I = - <2;’v) Ci{(yv =) (Wi = y0)1(2,0) + (25 — zo) (@0 — 2:)1(0,2)+

— i) + (yi — yo)(2j — )] 1(1, 1)+
V(@i — Toyi) + (ys — v)(xvyj - ijv)]f(l, 0)+
xzyv $vyi) (xv - xi)(xvyj - xjyv)} I(O7 1)+

c?

ToYj — TjYo)(Tily — Tw¥Yi) — ;’;[(yv = Yi) (Wi — Yo) + (75 — ) (70 — xi)]]I(O, 0)} )

+ [
+ [(wo +
+ [(z; +
+ |(

kde ptispévek pro levy a pravy trojuhelnik ziskdame jako I} = I,=; a I, = I,=,.



D. Hemzal, F. Miinz

F8370 Moderni metody modelovani ve fyzice
hemzal@physics.muni.cz

jaro 2021
Sestavovaci procedura ve 2D

pro kazdy element T :

pro kazdy vnitini uzel ¢ elementu 7"

1) Kij+=1Ir
2a) je-li uzel j vnitini: K + = L= je-li uzel j vnéjsi: b; + = u[j] L=k
2b) je-li uzel k vnitini: K + = I,—; je-li uzel k vnéjsi: b; + = ulk]l,—;

dalsi vnitini uzel elementu T

dalsi element.

Porad{ indexu v matici K je tfeba nemichat (index aktudlniho uzlu je pii pfi¢itani neustédle prvni). V kroku 2) je

uzel v vzdy ten, ktery nevystupuje v indexech matice K.

Indexy i, j, k (tam kde se jedna o vnitini uzly) nejsou poradové ¢isla odpovidajicich uzlu, ale poradové ¢isla téchto

uzlu v seznamu vnitinich uzlu.
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Helmholtzova rovnice - okrajové podminky

Na zavér prozkoumejme mozné okrajové podminky pro Helmholtzovu rovnici. Dirichletova podminka predepisuje
amplitudu vybrané frekvenéni komponenty v daném misté hranice. Homogenni Neumannova podminka predstavuje
plné odrazivou hranici. Posledni podminka, kterou je vhodné pfipravit, je pak hranice volné vlnéni propoustéjici.
Tuto podminku lze vSak realizovat pouze piiblizné, a to napfiklad takto: uvazujme rovinnou vlnu

u = ugexp(ik - ).
M3-1i takova vlna volné projit hranici, musi byt jeji gradient
Vu = uoik exp(ik - ¢) = iku
rovnobézny s normalou k této hranici. Pfenasobime-li obé strany rovnice normalou n,
Vu-n=u, =ik -nu

vede pozadavek rovnobéznosti obou vyskytujicich se vektoru na podminku k- n = |k||n| a tedy
o0 : Uy = —

coz je podminka smiseného typu. Protoze tato podminka zajistuje, ze vlnéni bude prochizet kolmo kazdou
piislusnou ¢asti okraje tlohy, je velmi dulezité konstruovat tvar hranice pro numerickou simulaci v souladu s
predpokldddanym prubéhem analytického feSeni lohy.

Jinou moznosti je k hranici, kterou ma vlna simulovany objem opoustét, pridat nékolik vrstev prostredi, ve
kterém gradientné budeme zvySovat atlum prostfedi. Pii vhodném nastaveni se téméf zadna energie nevrati zpét
do simulovaného objemu a vlna efektivné prostiedi volné opusti (nezdvisle na sméru letu vaéci hranici).



