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FEM ve 3D a v obecné dimenzi

Zatnéme s konstrukei tvarovych funkei
NTla] = ax + By + 2+

ve 3D. Vychozimi elementy 1" ve 3D jsou jehlany, defi-
nované ¢tyimi vrcholy, takze podobné jako v piipadé
nizsich dimenzi dostavame soustavu

Ta Ya Za 1 o 1
zyoyy oz L [B]_ |0
Te Ye Zc 1 vy 0
Tq Y4 24 1 1) 0

Tento tvar neni pifimo vhodny pro zapis v obecné di-
menzi v tom smyslu, zZe ji s pfibyvajici dimenzi nelze
pfimocafe rozsifovat o nové sloupce a radky. Protoze
nas vSak bude zajimat predevsim determinant této
matice, muzeme si dovolit manipulovat s jejimi fadky,
napiiklad do tvaru

Ta —=Tb Ya —Yb Za — 2b
A — Tp —Ze Yp —Yc <b— Zc
Le—=xd Ye—Yd Zc— Zd

Zd Yd Zd
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Nyni je rozvojem podle posledniho sloupce patrné, ze

Ta —Tb Ya —Yb 2a — 2b
A~ | zp— 2 Y —Yec 2b— Zc | >

Le—Td Ye—Yd Zc— 2d

a tato matice se da s pfibyvajicimi dimenzemi
rozgifovat velmi pohodlnym zpusobem. Jako bonus
sta¢i pocitat determinant z matice fadu o jedna
mensiho, nez ve vychozim tvaru. Navic existuje
obecny vztah mezi objemem d-rozmérného simplexu

a matici A,
1

~d
jak se da snadno ovéfit na 1D a 2D piipadu.

V(T) = —[Al,
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axr + By + vz + § je jeSté treba pomoci Kramerova pravidla spocitat

determinanty A, az Ag, nejpohodInéji asi v puvodni soustavé; napiiklad po zdméné prvniho sloupce dostdavame

zq 1

1

0y = 1 Y 2b

Ay = = 1Yec Zc
0 ye 2z 1 R

0 Vi Zd 1 Yd d

= \Ye—Ya 2c— 24

Y —Yec Zb— Zc

Yo —Ye 2b — Zc
Ye —Yd Zc — 2d

)

0
0 =
1

Yd Zd

ve kterém poznavame plochu projekce stény protilehlé vrcholu a do roviny yz. Obdobné dopandou Ag a A, pro

As dostaneme

ZTa Ya
Ay = Ty  Yb
Te  Ye
Td Yd

MuZeme tedy tvarovou funkci prehledné zapsat jako

Zq 1

2 0 Iy Yo 2b
ze 0 = |Tc Ye =c
24 0 Td Yd =Zd

[Az(ma)r + Ay (ma)y + Az (ma)z + As(—a)] .-
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FEM, pokrocilé vztahy

Vratme se k (pro jednoduchost dvojrozmérnému) integrélu

//T Nla]dzdy,

pro tvarovou funkci Na] = ax + By + nad elementem T'. Az dosud jsme tento integral rozdélovali na momentové
prispévky
// Nla]dzdy = oI (1,0) + BIT(0,1) +~I7(0,0).
T

Pokusme se nyni o explicitni dosazeni vSech komponent; predevsim, pro element s vrcholy a, b, ¢ mame

A =2ayp + ToYe + TcYa — Ta¥e — ToYa — TcYb,
dale Ay = (Yb — ye), Ap = (xc — xp), Ay = (TpYe — Tcyp) a pro zicastnéné momentové integraly plati

A 1 A 1 A
o0 =20 rey=teernnS m0 = teern D

Po dosazeni tedy celkem dostdvame

// N[a]dxdy _ (yb - yc)<xa + Tp +$C) + (‘TC _;g)(ya + U +yC) + 3($byc — l’cyb)@ _ %’A‘,
T

a k vypoctu tohoto typu integralu tak lze vlastné ndrocné sestaveni momentovych integralu zcela obejit.
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Obecnéji se dd ukazat, ze nad libovolnym elementem T'(a, b, ¢) plati
ilg'k!

[ iy @y (v asdy = o= TAl

tento vztah 1ze pomérné jendoduse zobecnit do obecné dimenze (povsimnéme si, ze nad 2D elementem - trojihelnikem
- se vyskytuji néjvyse tii ruzné N| |).

Dalsi typ integralu, ktery se ve fyzikalnich ilohédch vyskytuje, je
. . - 2 ary 1A
[ 9wt 9xt1asay = (afilal] + s 5

V integrandu muze také vystupovat libovolna funkce; vyfresime ve 2D piipadu integral

ff=/Tf(fay)(N[a])i(N[b])j(N[CJ)kdxdy-

Chceme-li postupovat v souladu s myslenkami MKP, vyjadiime vystupujici funkci pomoci jejtho FEM ansatzu
flz,y) = >, fIIN]l], takze cely integral mé tvar

i F(NTENE da
zl:f[l]/TN[l](N[a]) (N[o])) (N[c])" dady

a kazdy maticovy piispévek by tedy mél vznikat sumovanim f pfes vSechny elementy. 7 vlastnosti tvarovych
funkei ovSem samoziejmé vypyva, ze do celé sumy prispéji jen ty N[I], jejichz [ ndlezi aktudlnimu elementu 7.
Celkem tedy

A
(i+j+k+3)

Ir = [(i + )5k fla] + it(5 + DELF[B] + ilj! (K + 1)1 f[c]]



F8370 Moderni metody modelovani ve fyzice D. Hemgzal, F. Miinz

jaro 2021 hemzal@physics.muni.cz
Shrnuti

V rédmci zobectiovani zavedme nova oznaceni pro vrcholy (a,b,c, ...) elementu T a jejich soufadnice v prostoru s

dimenzi d.

1) Oindexujme nejprve vrcholy fimskymi indexy: a;, i = 1..d + 1, soufadnice oindexujme feckymi indexy
a € (0,d): z[0] =1, z[1] =z, z[2] =y, atd.
Pro soutadnice vrchola tak celkem dostdvame vyrazy typu a;[a] a je napiiklad a;[0] = 1, az[3] = b, atd.

2) Déle zavedme nové oznacen{ I[a, 8] momentovych integrali az do druhého fédu véetné: indexy o, 8 € (0, d)
nyni udavaji, které souradnice vstupuji do vypoctu momentu:

o) = [ [ alalslsjan,

Porovnénim s puvodnim ozna¢enim mame napiiklad I[1,1] = 1(2,0), I[1,3] = I(1,0,1), I[0,2] = I(0,1),
apod.

Vyhodou nového zapisu je, Ze je schopen jedinym kompaktnim zapisem

1 d+1 d+1 d+1 ’A |

d!

postihnout vsechny momenty do druhého #adu pro libovolnou dimenzi tlohy.



Pritom
al[l] — ag[l] a1[2] — CLQ[Q]
A = |a2[l] —a3[l]  a2[2] — a3(2]

K vyjadteni tvarovych funkei je jesté tfeba pomoci Kramerova pravidla spocitat jesté ¢dstecné determinanty,

d
NT[a]—AlT Bo(a) + 3 A(-a)|
a=1
kde
b[1] b[2]

Pro integrél z tvarovych funkce nad elementem T pak plati

il 12 _ I
//T(N[l]) (V2. 40 = A

kde pro multiindex I = (i1,42,...) plat{ I =1IL; i;l a |I| = > ;4.
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Na zavér zbyva vyjadiit momentové piispévky okrajovych integrala
N[j]VN[i]dW.
o0

Pro jednoduchost demonstrujme postup na 3D piispévku

(i, 5,k //xyzdS

na takovy integral vede nehomogenni Neumannova podminka i podminka smiSeného typu.

Je-li hraniéni sténa parametrizovana jako z = ax + Sy + 7, muzeme shora uvedeny integral (prvniho druhu)

napsat jako
2 2
.. 0z
QT(lajak) - IE y Z \/1 + + (ay) d(L‘dy,

kde koeficienty parametrizace stény se uréi opét Kramerovym pravidlem o = A, /A, atd. z

Zq Tg Yq 1 a
|l =|z w 1] |8
Zec Te Yo 1 0

Potom

\/1 + (82>2 - (82>2 =V1+a2+ 8 = =)+ (D) + (Ay)?.

ox oy |A-.]



Integrujeme tedy vlastné pfes prumét sténového elementu (zde trojihelnika) do roviny z-y, jeho skutecny sklon
je pak zohlednén vystupujici odmocninou. To s sebou pfinasi nepiijemnost v tom smyslu, ze i kdyz sténa ma
zarucené nenulovou plochu, jeji prumét jiz muze byt degenerovany do usecky (pokud bude svisld) a potom A, = 0
a shora uvedeny vztah bude (zatim) divergovat.

Problém se vyiesi iplnym vyhodnocenfm vystupujicich élenti. Vyhodnotme nejprve momenty typu Qr(i,4,0);
pro né zjevné plati

Qr(i,75,0) = |Aiz| \/(Aﬁz)z +(Ap)2 + (Aﬁy)2//xiyj dzdy = \/(Aﬁz)z +(A-z)?2 + (Aﬂy)zfﬁz(:‘j)

a vztah bude vzdy nedegenerovany. Dosazenim z = ax + Sy + v pak pro momenty az do druhého fadu podobné
dostavame

Qr(0,0,1) = /(A0 +(A)? + (B (a5 + 20)

1
Qr(1,0,1) = \/(A2)? + (Aun)? + (Ay)? 520z + T2 + Toze) + Talzn + 20) + (2 + 20) + Telza + 2)

1

QT(O7 17 1) = \/(A—'Z)Q + (A—'x)Q + (A—'y) 24 [ (yaza + Yp2p + Z/ch) + ya(zb + Zc) + yb(za + zc) + yc(za + Zb)]
1

Qr(0,0,2) = \/(A2)? + (Do) + (A2 75 (22 5 + 22 4 20 + 2020 + 20%0)

K divergencim jiz dojit nemuze a navic jsou 3D okrajové momenty plné vyjadritelné pomoci jejich 2D objemovych
variant: D

1=, ]
[A]

kde ovsem za «, [ muze libovolné figurovat také z. Uvedeny vztah je pak snadno rozsifitelny do obecné dimenze.

Pl Bl = (A2 + (A)2 + (A2



