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Numericky vypocet derivace
Tayloruv rozvoj spojité funkce y(x) v okoli bodu x = a muzeme zapsat jako
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zde se zbytkem v Lagrangeové tvaru, kde £ lezi mezi x a a. Vyznam zbytku spo¢iva v tom, ze s
jeho vyuzitim je rozvoj funkce neaproximativni. Neni sice jasné, jak konkrétné zvolit hodnotu
&, ale i tak muzeme zbytek prostiednictvim jeho majorizace dobie pouzit k odhadu pfesnosti
rozvoje.

Diskretizace

Diskretizované hodnoty nezdvislé proménné x ozna¢ime z[n]. V téchto uzlovych bodech eval-
uujeme zavislou proménnou y, ozna¢ime piirozené y(z[n]) = y[n|. V rdmci (ekvidistantni)
diskretizace zvolme z[n+1] — z[n| = ¢ > 0.

Predpokladejme v dalsim specidlné rozvoje jen v uzlovych bodech, napiiklad
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neboli, s vyuzitim zavedeného znaceni,
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y[n+1] = y[n] + y'[nle + 3V [n)e” + ... (2)
Po shrnut{ élenit s druhou a vyssf derivacemi y do O(g?) oc 2 miizeme napsat
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Tomuto vzorci se iika jednobodovd dopfednd prvni derivace, podle poétu a typu bodu, které
jsou ve vzorci zahrnuty kromé bodu vychoziho; chyba této formule je fadu e.
Stejné tak jsme ovSsem mohli napsat

y(aln] — ) = yln] — v/ [nle + 2o/ fnle* + .. (4)

a byli bychom dostali
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jednobodovou zpétnou prvni derivaci. Podotknéme, Ze numerické hodnoty dopfedné a zpétné
derivace se obecné lisi (a to v fadu chyby O(¢)) i pro spojitou vychozi funkei.

Chybu muzeme zmensit, kdyZz pouzijeme oba rozvoje soucasné: piidanim druhé rovnice jsme

ziskali jeden stupen volnosti navic a ze soustavy (2), (4) tak muzeme eliminovat ¢len s druhou

derivaci,

y[n+1] — y[n—1]
2e

tomuto vzorci se fika dvoubodovd centrdlni prvni derivace. Jak je vidét z tvaru zbytku, pokud

bude £ malé, skute¢né doslo oproti jednobodovym formulim ke zlepSeni presnosti.

y'[n] = +0(e%); (6)



Obdobnym zpusobem se hledaji n-bodové k-té derivace. Napiiklad dvoubodovd centrdlni druha

derivace se hledd opét ze soustavy (2), (4), tentokrat vylouc¢ime ¢len s prvni derivaci a dostavame
n+1| — 2yn| + yn—1

yn] = y[n+1] — 2y[n] + y| ]+0(5). G
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Centralni vzorec nemusi byt mozné pouzit u hrani¢nich bodu intervalu, na kterém méame funkci
vyjadfenu. Jedna varianta je vratit se zpét k piislusné orientované derivaci jednobodové, ale (z
hlediska chyby) je lepsi v takovém piipadé - napiiklad u levé hranice - vypomoci si rozvojem

y[n+2] = y[n] + ¢/ [n]2e + %y”[n]452 +0(e?) (8)

a ze soustavy (2), (8) opét vyloucit druhou derivaci; obdrzime

'] = —3y[n] + 4y[n+1] — y[n+2]

5 + O(£?). (9)

Tento vzorec se nazyva dvoubodovd doprednd prvni derivace.



