Sedma kapitola skripta je vénovana trojnému integralu. Struktura kapitoly je podobna predchazejici
kapitole vénované dvojnému integralu. I zde se nauCime prevadét trojny integral na trojnasobny,
naucime se transformaci do valcovych soufadnic a nakonec se budeme vénovat aplikacim. Mame
vyhodu v tom, Ze kdo pochopil postupny vypocet dvojnasobného integralu, ten nebude mit problém
s vypoctem integralu trojnasobného. Bude tam prosté o jeden krok vic. VyuZijeme také toho, Ze
umime popsat ,,pomoci nerovnosti“ utvar v roviné. O néco horsi je, Ze nyni budeme integrovat pres
mnoZinu V, ktera bude predstavovat téleso, dostaneme se tak do analytické geometrie v prostoru. Té
na stfedni Skole neni vénovana takova pozornost jako analytické geometrii v roviné. Vypocet
trojnych integrald je proto pro nds mnohem tézsi a bude vyzadovat dopliikové konzultace, ke
kterym se snad za mésic dostaneme.

Na str. 84 najdete motivacni situaci z fyziky, kdy pocitdme hmotnost télesa a pritom hustota
materialu je v riznych bodech télesa riznd a je popsana funkci tfi souradnic f(x,y,z). Trojny integral
této funkce na télese V vyjadiuje hmotnost télesa. Kdyby hustota byla rovna vSude jedné, pak
integral stanovi objem télesa. Je to stejné jako u integralu dvojného, tam integral ,,z jedniCky*
urcoval miru (obsah) mnoZiny M, nyni je to mira (objem) télesa V. Vypocet objemu télesa pro nas
bude zakladni aplikace trojného integralu.

Cést 7. 1 predstavuje Fubiniovu vétu pro trojny integral. Za¢indme na kvadru (krychli), kde je
situace nejjednodussi. Kvadr nebude zadan svymi vrcholy, je zadan nerovnostmi pro jednotlivé
soufadnice libovolného bodu kvadru. Ve vété 7. 1 plati: a <x <b,c<y<dae<z<f. Vidime na
prikladu 7. 3, Ze krychle je tak rovnou zadana, takZe sestaveni trojnasobného integralu neni Zadny
problém. MiZeme pocitat v libovolném poradi, kterych je celkem Sest (zndme z kombinatoriky, Ze
tfi prvky miiZeme sefadit do Sesti poradi). Spocitejte si ptiklad 7. 3 v nékolika z nich. KdyZ vam
pokazdé vyjde 2, mutZete Fict, Ze jste zvladli ,,trojnasobné integrovani“ v nejsnadnéjSim pripadé. V
dalSim ale budeme dodrZovat poradi, které je dano v prikladu zavorkami. Nejprve zintegrujeme
podle proménné z (na x a y se divame jako na konstanty), do vysledku dosadime meze pro z a
ziskame dvojnasobny integral, ktery jsme jiZ reSili. Opét tedy integrujeme nejprve podle y a
nakonec podle x. Toto poradi integrovani budeme pouZzivat ve vétSiné dalSich ptikladd, protoZe to
odpovida tomu, jak budou v budoucnu popsana ,,sloZit€jsi“ télesa V. Priklad s kvadrem mate
popsén také v doporuc¢eném videu. Vhodnych videf je na kanale spole¢nosti Isibalo vic. Cekal jsem,
aZ vam je pani profesorka doporuci a pfipravim komentar k dalSim z nich. Videa jsou na
diferencialni rovnice, diferencialni pocet funkci vice proménnych a také tedy na vicenasobné
integraly. Sami uvidite, Ze rozsah mnohdy velmi vyrazné presahuje to, co probirame s vami. Proto
pripravim ten komentar a vyberu jen vhodna videa. V kaZzdém pripadé nam tato videa pomohou
jesté trochu lépe spolecné zvladnout tento neStastny semestr.

Zatim tedy jen stru¢né, mluvime o videich ,,Integralni pocet funkci vice proménnych®, cely seznam
je na adrese

https://www.youtube.com/playlist?list=PLD-MTmOzXT50HC4 vHa PE2GJcsopTZOS

a my nyni hovorfime o videu ¢islo 21 v tomto seznamu.

tak, Ze v roviné xy je zadana mnoZzina M. Stejné jako u dvojného integralu, cili to umime zvladnout
jiZ v fadé situaci. Nyni je kazdému bodu [x,y] z mnoZiny M pFifazeno néjaké cislo z, které
predstavuje treti soufadnici bodu [x, y, z]. Mame tedy tfi nerovnosti pro kaZzdou z proménnych, z
nich vycteme meze jednotlivych integraldi. Integrujeme v poradi z, y , x. Proménnd x ma jiz
konstantni meze, takZe vysledkem celého procesu je Cislo.


https://www.youtube.com/playlist?list=PLD-MTmOzXT5OHC4_vHa_PE2GJcsopTZOS

Nazornou ukazkou je ptiklad 7. 5. T€leso V si nedovedeme predstavit, sestavit trojnasobny integral
a postupné ho spocitat umime. Jen si musime zvyknout, Ze v prvnich dvou krocich nedosazujeme za
meze Cisla, ale vyrazy s proménnymi. Podivejte se i na video 22. Ucitel to tam vysvétluje hodné
jinak, neZ to u¢ime my, ale tam zadany priklad si spocitejte a musite dojit ke stejnému vysledku
jako on.

Vidime, Ze pokud je téleso V zadané primo nerovnicemi, pak staci jen vytvorit trojnasobny integral
a ten postupné zintegrovat. Pfiklad 7. 6 ovSem ukazuje situaci komplikovan€jsi, kdy si téleso
musime nejprve predstavit a teprve pak jsme schopni ho nerovnicemi popsat. Skoro stejnou ulohu
fesi video 23. Jen ,,Sikma rovina“ je jina a jind je i integrovana funkce. Samotny vypocet
trojnasobného integralu je pak délany stejné, jako bychom ho délali my. Tentokrat doporucuji to
pocitat stejné.

Kdy?z se vratime k prikladu 7. 6 ve skriptu, pak v feSeni je vyslovena zakladni myslenka pro
odvozeni potfebnych nerovnosti (je to i ve videu). Téleso, v naSem pripadé Ctyr'stén, promitneme do
spodni roviny xy. Primétem je trojuhelnik s vrcholy [0,0], [1,0] a [0,1], vidime ho na obrazku b).
To je situace jako u dvojného integralu, tento trojihelnik popiSeme nerovnostmi 0 <x<l1a0<y <
1-y. Zdola je téleso ohraniCené rovinou xy, ktera ma rovnici z = 0, shora pak Sikmou rovinou z = 1
—x —y. Tim mame vSechny meze trojnasobného integralu.

Trojnasobné integrovani si miiZete dostatecné procvicit na ptikladech la-e, na str. 93. To jsou ty
snadnéjsi situace, kdy t€leso si vétSinou predstavit nedokazeme, ale sestavit trojnasobny integral
neni problém.

V prikladu 1a integrujeme pres krychli, vSechny meze jsou konstantni a integrovana funkce je
soucin xy’z. Podobné jako u dvojného integralu miizeme postupovat tak, Ze pro kazdou proménnou
vytvofime ,,vlastni urcity integral®, kazdy spocitame zvlast a vysledky vynasobime.

V priloZeném textu priklady_chemici_5.pdf najdete ¢tyfi priklady. Prvni je pocitan pres kvadr. Je
tedy mozno Sest riznych poradi integrace, zvolil jsem dvé. ProtoZe proménné je mozno ,separovat*
do tii urcitych integrald, je ptiklad vyreSen i timto zptisobem. Je zfejmé, Ze tento postup je
nejrychlejsi. Neni ho moZno provést vZdy, to je vidét u druhého prikladu, kde meze konstantni
nejsou. Téleso si predstavit nedokazeme, ale je zadano tak, Ze miZeme sestavit trojnasobny integral.

Treti priklad se vraci k prikladu 7. 6 ve skriptu. Pocitame tam objem Ctyfsténu, tedy poloZime
f(x,y,z) = 1. VSe ostatni ziistane stejné. Objem pocitame i v poslednim ptikladu. Roviny x=0, y=0 a
z=0 jsou roviny yz, xz a xy. Roviny x=1 a y=1 jsou kolmé na rovinu xy a prochazi jednickami na
odpovidajicich osach. Sikmou rovinou z = 3 — x —y je tedy sefiznut hranol, ktery stoji v roviné xy,
ma Ctvercovou jednotkovou podstavu a kdyby nebyl sefiznut, mél by nekonecnou vysku. Z obrazku
je téleso snad ziejmé. Kolmym primétem do roviny xy je tedy Ctverec. Je dileZité si uvédomit, Ze
kdybychom zvolili Sikmou rovinu stejné jako v predchozim ptikladu, primétem by jiZ nebyl ¢tverec
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