Titulni strana ~ Copyright ~ Pfedmluva Obsah Kap? Kap2 Kap3 Kap4 Kap5 Kap6 Kap7 Testy Literatura  Rejstiik

UNIVERZITA OBRANY
FAKULTA VOJENSKYCH TECHNOLOGI{
KATEDRA MATEMATIKY A FYZIKY

NUMERICKE METODY

JAROMIR KUBEN
PAavLINA RACKOVA

BrNoO 2019

Obsah  Jdi na stranu » » <@ = Celd obrazovka/Okno

Tirdz

Zaviit



Titulni strana ~ Copyright ~ Pfedmluva Obsah Kap? Kap2 Kap3 Kap4 Kap5 Kap6 Kap7 Testy Literatura Rejstiik  Tirdz

Kuben Jaromir, Rackova Pavlina
Numerické metody

(© Jaromir Kuben, Pavlina Rackova 2019
ISBN 978-80-7582-092-1

Obsah Jdinastranu |« < » » <@ = Celdobrazovka/Okno  Zaviit



Titulni strana ~ Copyright ~ Pfedmluva Obsah Kap? Kap2 Kap3 Kap4 Kap5 Kap6 Kap7 Testy Literatura Rejstiik  Tirdz

Predmluva

Tento elektronicky e-learningovy text obsahuje zdkladni poznatky z numerickych metod
a je primarné urcen studentim FVT UQO, Brno. Lze jej v§ak vyuZit pfi vyuce zakladi
numerickych metod na jakychkoli vysokych Skoldch, zejména technického zaméfeni.

Numerické metody jsou na FVT UO soucésti pfedmétti v nékolika studijnich pro-
gramech. Podle toho se 1isi probirany rozsah latky. Studentim tfiletého bakalarského
programu Technologie pro obranu a bezpecnost a konc¢iciho pétiletého magisterského
programu (SP 2014) Vojenské technologie jsou urceny kapitoly 1-6, zatimco studentim
dvouletého nadstavbového magisterského programu Vojenské technologie jsou urceny
kapitoly 1, 2, 4, 6 a 7 (s tématikou kapitol 3 a 5 se seznamili jizZ v pfedchédzejicim studiu).
V novych pétiletych magisterskych programech (SP 2019) Vojenské technologie strojni
rozS$ifujici materidl, ktery neni urcen pro vyuku ve zminénych zdkladnich kurzech, ale
bude vyuzit v pfedmétu Numerickd matematika v doktorskych studijnich programech.
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Numerické metody patfi bezesporu k zdkladnimu matematickému vzdé€lani inZenyra.
Potfeba fesit neustale slozitéjSi matematické modely a existence ¢im dal vykonnéjSich
pocitaci vede k bouflivému rozvoji numerické matematiky. Bohuzel mnohé soudobé
metody jsou velmi sloZité a jejich vysvétleni nematematikovi je velice obtiZné azZ nemozné.
Nicméné vétSina téchto metod stavi na klasickych poznatcich z numerické matematiky.
Cilem predkldadaného textu je predvést priifez nejdtlezitéj$imi partiemi numerické mate-
matiky a sezndmit studenty se zdkladnimi klasickymi vysledky.

Pro spravné pochopeni numerickych metod je bezpodminecné nutné si je ,,ohmatat*
a prakticky vyzkouset na pocitaci. Jen pak mize jejich vyuka prinést potencidlnim uziva-
telim néjaky uzitek. Témér kazdy student na vysoké Skole technického zaméfeni se totiz
Casem setkd s potfebou vyfesit néjakou matematickou dlohu nemajici feSeni dané expli-
citnim vzorcem. Ve skutecnosti je vétSina redlnych a z praktického hlediska dilezitych
a uZite¢nych udloh tohoto druhu. Takovou tlohu je nutné fesit pfiblizné pomoci vhodné
numerické metody. Studenti by méli byt na takovou situaci pfipraveni a méli by védét,
kam sdhnout. Proto je vétSina cviceni provddéna na pocitaci s vhodnym programovym
vybavenim. Existuje celd fada komercnich i volné Sititelnych velmi kvalitnich programi,
které poskytuji potiebné nastroje. Z nich Ize jmenovat napt. komercni programy Maple,
Matlab, Mathematica, Mathcad a volné Sititelné programy Maxima, Sage, Octave a fadu

dalSich.
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JelikoZ pocet hodin na vyuku numerické matematiky je dost omezeny, museli jsme po-
minout nékteré podstatné partie (napf. partie z linedrn{ algebry jako vlastni ¢isla a vektory
matic a fadu dal$ich, optimalizaci, okrajové tilohy pro feSeni obycejnych diferencidlnich
rovnic, variatni metody pro feSeni parcidlnich diferencidlnich rovnic, metodu konecnych
prvki apod.). Zajemci o né€ najdou odkazy v seznamu literatury. ProtoZe text je urCen
predevifm inZenyriim, je naprost vétiina poznatki uvedena bez ditkazi. Ctenat, ktery by

se s nimi chtél sezndmit, najde v textu ¢etné odkazy na vhodnou literaturu.

Skriptum obsahuje pomérné rozsdhly seznam literatury od elementdrnich textti aZ po
specializované monografie. V soucasnosti je dostupnd fada velmi péknych tivodnich i po-
krocilejsich texti, jak v tiSt€éné podobé tak v elektronické podobé na Internetu. Z dvodnich
textl lze doporudit napt. [9, 11, 13, 41], z pokrocilejsich pak [&, 22, 52]. V seznamu lze
nalézt vétSinu podstatnych publikaci z numerické matematiky, které byly cesky celostatné
vydany za poslednich 50 let.

Zékladem tohoto materidlu byl ucebni text [35], ktery byl obohacen o prvky charak-
teristické pro e-learning. Do kaZzdé kapitoly byly doplnény cile, pojmy k zapamatovéni,
kontrolni otdzky, cviceni s vysledky (pokud byla vhodna pro ruéni vypocty) a interaktivni
testy. Za posledni kapitolu byly pfidany souhrnné interaktivni testy, pokryvajici v§echny
kapitoly. Cely materidl je hypertextovy, obsahuje fadu odkazi jak v ramci textu (vzorce,
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véty, definice, rejstfik, obsah apod.), tak na internet (napf. ddaje o vyznamnych matemati-
cich, jejichZ jména se v textu objevuji, nebo na studijni zdroje). VSechny ilustrace jsou
nyni barevné, nékteré statické obrazky byly nahrazeny animacemi resp. pohyblivymi 3D
objekty. Po obsahové strance byl text rozsifen. Zejména byly zatazeny ukazkové piiklady
v kapitole 2. Dale byl v kapitole 4 rozsiten oddil o Hermitove interpolacnim polynomu
a v kapitole 5 pridany oddily o numerické derivaci a jeji podminénosti.

Dékujeme recenzentéim doc. RNDr. Liboru Cermékovi, CSc. z Ustavu matematiky
Fakulty strojniho inZenyrstvi VUT v Brn& a Mgr. Jiffmu Zelinkovi, Dr. z Ustavu ma-
tematiky a statistiky Prirodovédecké fakulty Masarykovy univerzity v Brné za velmi
cenné pripominky, které prispély ke zkvalitnéni textu. Rovnéz dékujeme kolegim z nasi
katedry Mgr. Vojtéchu Razickovi, Ph.D. a Mgr. Jaromiru Kubenovi za peclivou kontrolu
interaktivnich testd a druhému jmenovanému rovnéz za dikladné precteni celého textu,
pfipominky k nému a zejména za vétu 4.13.

Text ve formdtu PDF byl ptfipraven sdzecim syst¢émem TgX pomoci TgXového formatu
pdfIfTEX 2¢, statické obrazky byly vytvoreny programem METAPOST s pouZzitim baliku
TgXovskych maker mfpic, animace a 3D obrazky byly pfipraveny v programu Maple.
Interaktivni testy byly vytvoreny s pouzitim IIEXovského baliku Acrotex. Aby animace,
3D obrazky a testy fungovaly, je nutné pouZzit jako prohliZze¢ Adobe Reader (nebo plny
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Adobe Acrobat). Dile je tieba v menu Upravy/Piedvolby/3D a multimédia zatrhnout volbu
Aktivovat piehravani 3D obsahu a vhodné je rovnéz zatrhnout volbu Povolit oboustranné
vykresleni. V jinych prohliZe¢ich tyto prvky nebudou funkéni. ProtoZe na nékterych pocita-
¢ich po otevieni urcitych 3D objektl dochazi v diisledku nedostatecnych parametrti grafiky
k ,,zamrzdvani“ Adobe Readeru, je u vSech 3D objekti nejprve zndzornén bitmapovy
ndhled (ten je vidéti v jinych prohliZecich) a k aktivaci dojde az po kliknuti na jeho plochu
(pokud je povoleno piehravani 3D objekti). Problémy nejsou v plném Adobe Acrobatu.

Brno, ¢erven 2019 autori
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16

Kapitola 1

Uvod do problematiky numerickych metod

Cile

Po prostudovéni této kapitoly budete schopni vysvétlit:
e ¢im se zabyva numerickd matematika,
e jaké druhy chyb vznikaji pfi numerickém feseni dloh,
e jak jsou uloZena Cisla v pocitaci a jak se spravné zaokrouhluje,
e co jsou to korektni a dobfe podminéné tlohy,
e jaké vlastnosti musi mit numerické algoritmy,

® co jsou to vektorové a maticové normy a skaldrni soucin.
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Uvod do problematiky numerickjch metod 17

Numerickd matematika se zabyva procesy, které umoziuji fesSit matematické problémy
pomoci Ctyt aritmetickych operaci (secitani, odecitani, nasobeni a dé€leni) s vyuzitim
pocitace, popt. s pomoci kalkulacky nebo ru¢né. Cilem je vytvofit efektivni algoritmy pro
feSeni nejriznéjsich matematickych problémd.

Formulace uloh a zptsob jejich feSeni je v dneSni dobé zavisly na skute¢nosti, Ze
pracujeme s pocitatem. To vyZaduje, abychom zadali do pocitace konecny pocet Cisel-
nych udajt a postup, tzv. algoritmus, prostiednictvim kterého po konecném poctu krokti
dostaneme na vystupu vysledek.

V praxi probih4 cely postup obvykle podle nisledujictho diagramu:

Realny Matematicky Numericka Numericky
problém model tiloha algoritmus

Vsimneme si nyni jednotlivych krok.
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Uvod do problematiky numerickjch metod 18

Realny problém

Jde o zadanou ulohu z nejriznéjsich obori (fyzika, technika, chemie, biologie, 1ékarstvi,
humanitni obory apod.), kterou chceme feSit pomoci matematickych prostfedkda.

Matematicky model

Zkoumanou skutec¢nost popiSeme pomoci vhodného vérohodného matematického modelu.
Obvykle ¢im je model pfesnéjsi, tim je sloZit&jsi.

Takovym modelem miiZe byt napt. systém linedrnich nebo nelinedrnich rovnic, oby-
¢ejné diferencidlni rovnice, parcidlni diferencidlni rovnice, integralni rovnice atd.

Numericka uloha

Matematicky model nelze vétSinou feSit pfimo pomoci aritmetickych operaci, je nutné
provést jeho ,,digitalizaci*. Tak dostaneme ulohu, kterou lze feSit pomoci aritmetickych
operaci. MuZe to byt napt. soustava linedrnich algebraickych rovnic. Vstupem i vystupem
numerické dlohy jsou cisla.
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Uvod do problematiky numerickjch metod 19

Numericky algoritmus

Numerickou ulohu lze fesit riznymi zptisoby. Numerickym algoritmem rozumime postup
feSeni numerické dlohy.

Presny popis krokt (akci, které mtiZze realizovat pocitac), které vedou k vyfeSeni
numerické dlohy, nazyvame numericky algoritmus. Je to tedy jednoznacny funk&ni popis
vztahil mezi kone¢nym poctem vstupnich a kone¢nym poctem vystupnich hodnot.

1.1 Zdroje chyb

Pfi feSeni redlnych problémi téméf nikdy neziskdme presnd feSeni, musime se spokojit
s pribliZznymi feSenimi, kterd jsou zatiZena chybami. Jednim z nejdilezitéjsich tkolt je
zorganizovat postup vypoctl tak, aby celkova chyba byla co nejmensi.

Numerick4 feSeni problémt jsou obvykle zatiZena chybami (nepfesnostmi), které
vznikaji ve dvou oblastech: t€émi, které jsou obsaZeny v matematické formulaci problému
(v€etné chyb ve vstupnich ddajich), a témi, které jsou zplsobeny hleddnim numerickou
cestou. Do prvni skupiny patii:

Tirdz
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1. Chyby matematického modelu — je jen ,,aproximaci®, idealizaci redlné skutecnosti.

2. Chyby ve vstupnich datech — napft. chyby v empirickych hodnotdch ziskanych mé&fenim
nebo nepiesnosti fyzikdlnich konstant.

Do druhé skupiny patii:

1. Chyba numerické iilohy — neftesi se problém, ktery byl ptivodné zad4n, ale né€jaka jeho
aproximace (numericka uloha). ReSeni numerické tlohy, které stejné vétSinou nejsme
schopni ziskat zcela pfesné, je pouze pribliZznym feSenim matematického modelu.

2. Zaokrouhlovaci chyby — jsou dvojiho druhu: chyby, které vzniknou zaokrouhlenim
vstupnich hodnot, a chyby, vznikajici pfi aritmetickych operacich na pocitaci. Diivodem
je, Ze pocitac pracuje pouze s kone¢nou mnoZinou ¢isel — podrobnéji viz odstavec 1.3.

1.2 Aproximace cCisel

Ve vypoctech jsme asto nuceni nahradit pfesné &islo x pfibliznou hodnotou X. Cislo
X se pak nazyva aproximaci ¢isla x. Rozdil x — X = AX nazyvame absolutni chybou
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aproximace X a podil

nazyvame relativni chybou aproximace X.

JestliZe pro n&jaké ¢ > 0 plati |Ax| = ¢, fikdme, Ze ¢ je odhadem absolutni chyby.
Pak plati X — & = x = X + ¢. Pouzivd se symbolicky zapis x = X =+ ¢.

Podobné jestlize pro n&jaké 6 > 0 plati |Ax/x| = &, fikdme, Ze § je odhadem
relativni chyby. Pak plati x — §|x| = X = x + &|x|. Pouzivad se symbolicky zdpis
X =x(1=L9).

Kazdé redlné Cislo 1ze zapsat pomoci konecného nebo nekonec¢ného dekadického
rozvoje. Kazdé ¢islo ma bud jeden nebo dva takové rozvoje. Ma-li nékteré Cislo dva rizné
rozvoje, pak jeden je konecny (od jistého mista jsou cifry nulové) a druhy je nekone¢ny
a md od jistého mista samé devitky. Napf. zdpisy 23,42 a 23,419999999 ... = 23,419
urcuji jedno a totéz Cislo.

Oznaéme dy,d>, ..., kded; € {0,1,...,9},i = 1,2,...,d; # 0, cifry dekadic-
kého rozvoje aproximace X. Nechf d; (prvni nenulova cifra zleva) stoji u mocniny 10¢,

Tirdz
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kde e je celé ¢islo. Pak
X=[d10° +dp- 107" + o dpe - 10°T7F gy - 1075 4
Rekneme, 7e k-td dekadicka cifra dj aproximace X je platnd, jestlize
|x —%| £5-10°7F, (1.1)

tj. kdyZ se X 1isi od x nejvyse o pét jednotek fadu prislusejictho nasledujici cife. Pokud
nerovnost (1.1) plati pro k = p, ale uZ neplati pro k = p + 1, fikdme, Ze X md p platnych
cifer. Cislo

+[dy - 10° 4+ dyr - 107" + -+ d, - 10°T17P] = +d1d, ... d) - 107177

se pak nazyva spravné zaokrouhlenou hodnotou cisla x.

Z uvedené definice je zfejmé, Ze kdyZ d je platna cifra, jsou i vSechny predchazejici
cifry, tj. dx—1, dg—2, ..., dy, také platné.

Rekneme, 7e aproximace X ¢isla x md k-1é desetinné misto platné, jestlize

|x —%| =£5-107%71, (1.2)
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tj. kdyz se X 1isf od x nejvyse o pét jednotek fadu piislusejictho nasledujicimu desetinnému
mistu. Pokud nerovnost (1.2) plati pro k = p, ale uz neplati pro k = p + 1, fikdme,
7Ze X md p platnych desetinnych mist. Spravné zaokrouhlena hodnota ¢isla x ma tedy
vSechna desetinnd mista platna.

Z uvedené definice je zfejmé, Ze kdyZ je k-té desetinné misto platné, jsou platna
i vSechna predchozi desetinnd mista.

Pro lepsi pochopeni pojmi platnd dekadicka cifra a platné desetinné misto si uvedeme

nekolik prikladi.

X X platné cifry platnd desetinnd mista

374 380 1 —

—34,5438 —34,497 3 1

100,001 99,9965 4 2

99,9965 100,001 5 2

0,873 0,871 2 2

—0,004837 —0,0053 1 3

2,753-1078 34.10°8 0 7

Obsah

Jdi na stranu

|«

<

>

»

@« w (Celd obrazovka/Okno

Zaviit



Titulni strana ~ Copyright ~ Pfedmluva Obsah Kap? Kap2 Kap3 Kap4 Kap5 Kap6 Kap7 Testy Literatura Rejstiik  Tirdz

Uvod do problematiky numerickych metod 24

Vsimnéte si, Ze v poslednich dvou ptikladech nejsou nuly za desetinnou ¢arkou platné
cifry (neni pfed nimi Zadn4d nenulova cifra), ale jsou to platna desetinnd mista.

Pti provadéni vypoctid s aproximacemi presnych hodnot miZe dojit ke zvétseni abso-
lutni nebo relativni chyby vysledku a k vyznamné ztraté platnych cifer. Jako nejkritictejsi
z hlediska Siteni chyb se jevi odecitani dvou velmi blizkych cisel, kdy vyznamné nardsta
relativni chyba, a déleni ¢islem blizkym nule, kdy vyznamné& narista absolutni chyba.
Podrobnéji viz napt. [13, 41, 62].

Zaokrouhlovaci pravidla

Pfripometime jesté pravidla pro spravné zaokrouhlovani. Predpokladejme, Ze ¢islo x ma
(kone¢ny nebo nekonecny) dekadicky rozvoj

x==£[d - 10° +dy - 10°7 -+ di - 10°T7F 4 dyy 10575 4.
Nékdy chceme &islo x zaokrouhlit na k cifer, tj. odseknout ¢ast dekadického rozvoje

zalinajici cifrou di 1 a pfipadné upravit posledni cifru dy (eventudlné i pfedchazejici,
pokud je dx = 9). V tom piipadé postupujeme nasledovné:
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1) Je-lidr4q € {0, 1,2, 3, 4}, cifru d; neménime.

2) Je-li di 41 € {6,7,8, 9}, cifru dy zvétsime o jednicku.

3) Je-li di4+1 = 5, rozlisime dva piipady:

e JestliZe je nékterd z cifer dg 42, dg 43, . .

e Jestlize jsou vSechny cifry di 42, di+3, - -

sud4, a zvét§ime ji o jednicku, pokud je licha.

. nenulov4, cifru dy zvétsime o jednicku.

. nulové, cifru dy neménime, pokud je

Cislo X, které takto dostaneme, bude vzdy spravné zaokrouhlenou hodnotou &isla x.

Uved'me nékolik prikladi:

pocet cifer X X pocet cifer X X
2 3245 3200 4 0,99999 1,0000
2 3254 3300 3 —5,2551 5,26
3 2,463 2,46 2 3,25 3,2
4 —31,378 —31,38 2 3,35 3.4
4 7,2396 7,240 3 —-2,395 2,40
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Vsimnéte si, Ze koncové nuly v zaokrouhlenych ¢islech 3 200 a 3 300 nejsou platné, ale
musi byt napsany, protoZe jinak by zapis nedaval smysl (dostali bychom ¢isla 32 a 33).
Naproti tomu koncové nuly v ¢isle 1,0000 jsou platné, a proto jsou napsany (kdybychom
je vynechali, dostali bychom ¢islo 1 a z tohoto zapisu by nebylo mozné zjistit, Ze ¢islo ma
pét platnych cifer). Tedy u celych ¢isel vzniklych zaokrouhlenim nelze jednoznaéné fici
(bez znalosti presného ¢isla), kolik cifer je platnych. Napt. ¢islo 5 000 miZe mit jednu az
Ctyfi platné cifry.

1.3 Reprezentace Cisel v pocitaci

Redlna cisla jsou v pocitaci reprezentovdna v systému cisel s pohyblivou radovou car-
kou. V podstaté jde o semilogaritmicky zdpis s normalizovanou mantisou a zdkladem ¢.
Napfiklad 5,623 - 10° (¢ = 10) nebo 1,01011 - 2710 (g = 2). Systém t&chto &isel lze
charakterizovat ¢tyfmi celymi Cisly: zakladem ciselné soustavy q = 2, presnosti p = 1
(pocet cifer mantisy) a rozsahem exponentu [L, U], kde L < 0 < U. Ozna&ime-li tento
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systém pismenem [F, pak kazdé nenulové ¢islo x € F ma tvar

d, d d
x=®+m-q% kde m=d1+—2—|——;—|—---+ lil
q q q®

’

di€{0,1,....,q—1Yi=1,...,p,dy #0aL =< e = U.Cislo m je normalizovand
mantisa a e je exponent. Pro x = 0 klademe m = e = (. Snadno se ovéfi, Ze mnoZina IF
je kone¢nd a obsahuje 2(q — 1)g? (U — L + 1) + 1 &isel. Cisla z mnoZiny F nazyvime
strojovd cisla.

Redlné &islo x lze zapsat v poéitaci presné, jen pokud x € [F. Cislo x, které neni
strojové, musi byt pti vloZeni do pocitace zaokrouhleno na nejblizsi strojové ¢islo. Podobné
pri provadéni aritmetickych operaci se strojovymi Cisly neni vysledek obecné strojové cislo
a musi byt opét zaokrouhlen na nejbliZsi strojové Cislo. Navic se miiZe stat, Ze vkladané
¢islo nebo Cislo, které je vysledkem aritmetické operace, je v absolutni hodnot& pfilis
velké a je mimo rozsah mnozZiny [F. Pak dojde k tzv. preteceni a vypocet je prerusen.
Podrobnéjsi informace viz [13, 22, 41, 52, 62].

V pocitacich vyrobenych po roce 1985 jsou &isla reprezentovdna podle standardu
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IEEE 754-1985'. Standard IEEE 754-2008 ze srpna 2008, ktery vychézi z piivodniho

standardu, definuje pét zakladnich format: tfi bindrni (¢ = 2) a dva dekadické (g = 10).

Podle poctu bitl pouZzitych k uloZeni ¢isla v pocitaci, se oznacuji binary32 (jednoducha
presnost), binary64 (dvojndsobna presnost), binary128 (Ctyfndsobnd presnost), decimal64
a decimal128. Vice podrobnosti 1ze nalézt v [71, 75].

Kromé této tzv. hardwarové pohyblivé carky, kdy aritmetické vypocty jsou provadény

primo v procesoru a jsou rychlé, se pouziva zapis ¢isel v softwarové pohyblivé cdrce.

V tomto piipad€ jsou vypocty emulovany softwarové (pracuje se s teoreticky libovolné
dlouhymi fetézci cifer). Mluvime o aritmetice s libovolnou piesnosti. Vypocty jsou vyrazné

pomalejsi, ale pfesnost je omezena jen mnoZstvim volné paméti hostitelského systému.

Diivodem pouZiti softwarové pohyblivé Carky je, Ze hardwarova pfesnost nékdy neni
dostate¢na. Viz [60].

'nstitute of Electrical and Electronics Engineers (IEEE) je profesni sdruzeni, jehoZ vedent sidli v New
Yorku a jehoZ poslanim je podpora technologického pokroku a dokonalosti.

Tirdz
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1.4 Korektnost a podminénost tilohy

Korektni dlohy

Matematickou tlohu lze obvykle chapat jako zobrazeni f(x), které vstupu x z mnoZiny
vstupnich dat A pfifadi vystup y z mnoZiny vystupnich dat B. Rekneme, Ze takova tiloha
je korektni, jestlize

1) pro libovolna vstupni data x € A existuje jediné feSeni y = f(x) € B,
2) toto feSeni spojité zavisi na vstupnich datech, tedy dostate¢né malé zmény vstupu x
vyvolédvaji pouze malé zmény vystupu y.
Ulohy, které nejsou korektn{ (napf. nemajf pro néktera vstupni data jediné feseni), nelze
rozumné numericky fesit.

Podminénost dloh

U korektni tlohy dostate¢né mald zména ve vstupnich datech vyvoldva malou zménu
ve vystupnich datech. Otdzkou ovSem je, co znamenaji slova ,,dostate¢né mald“. Zda je

Tirdz
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u konkrétni dlohy z praktického hlediska moZné zajistit dostatecné malé nepresnosti na
vstupu, aby nepfesnosti vznikajici diky tomu na vystupu byly pfijatelné. Je tedy tfeba
néjakym zptisobem kvantifikovat vztah mezi velikosti odchylek na vstupu a na vystupu.

Rekneme, Ze korektni dloha je dobie podminéna, jestlize je pomér relativni chyby
vystupu a vstupu maly. Pfedpoklddejme pro jednoduchost, Ze vstupy A a vystupy B jsou
redlnd Cisla. Ozna¢me:

e X vstupni udaj,

e AXx absolutni chybu na vstupu,
e y = f(x) vystupni tdaj,

e Ay absolutni chybu na vystupu.

Cislo

C — Ay ‘ ’ Ax| _ [relativni chyba na vystupu|
Py x | |relativni chyba na vstupu|
nazyvame cislem podminénosti Glohy y = f(x). Je-li C, ~ 1, je tloha (velmi) dobre
podminénd, je-li C, > 1 (napf. C,, ~ 100), je tloha sSpatné podminéna.
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Obdobné postupujeme, jsou-li prvky mnozin A, B sloZit&jsi, napf. jsou-li to n-tice
redlnych ¢isel. Absolutni hodnoty v definici ¢isla podminénosti nahradime normami
(napf. eukleidovskymi, které jsou indukované standardnim skalarnim soucinem v R”, viz
definice 1.3).

Vypocet ¢isla podminénosti si ukdZeme na ptikladu.
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Priklad 1.1 Uvazujme soustavu linedarnich rovnic o dvou neznamych a soustavu, ktera
z ni vznikla malou zménou jednoho koeficientu:

a+ b= 2, a+ b= 2,
a -+ 1,01p =201, a+ 1,01b = 2,02.

Posud'te podminénost vychozi soustavy linearnich rovnic.
Reseni. Nejprve oveéfime, Ze tiloha je korektni. Obé& soustavy 1ze zapsat jednim zdpisem

a -+ b =2,
a+ 1,016 = x,

kde za x dosadime 2,01 nebo 2,02. Vstupem je tudiZ parametr x a vystupem dvojice
feseni (a, b).
Snadno se ovéri, Ze soustava md pro libovolné x jediné feSeni

_x—2

2,02 —
_ e r b=
0,01

a =
0,01
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Z ptedchozich vzorct je navic vidét, Ze vystup (a, b) spojité zavisi na vstupu x.
Pro uvazované dvé hodnoty parametru x dostaneme:

x=201 = a=1>b=1, x=202 = a=0,b=2.

Tedy mald zména druhého koeficientu pravé strany vedla k podstatné jinému feSeni
soustavy.
Urcime ¢islo podminénosti:

Vstup:  x = 2,01, |x| = 2,01, Ax =2,01 —2,02 = —0,01, |Ax| = 0,01,
Vystup: y = (1,1), [y = V12 + 12 = V2, Ay = (1,1) - (0,2) = (1,-1),
1Ay = V12 + (=1)2 = V2,

o _ 18yl /1ax] _ /001 200y,
P72/ 200 T 00

Uloha je tedy $patné podminén4.

takze
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Pfipomertime jesté Cramerovo pravidlo pro feseni Ctvercovych soustav linedrnich rovnic
s reguldrni matici soustavy. Vzorce pro nezndmé maji tvar zlomku, kde ve jmenovateli je

. . . = ez |11 .
determinant matice soustavy. Ten je v nasem piipadé 1101]| = 0,01 (srovnejte vzorce
pro a a b), coz je malé ¢islo. To je pfi¢inou $patné podminénosti a numerickych problémi
pri feseni nasi soustavy. A

1.5 Vlastnosti numerickych algoritmi

Jak jiz bylo feceno v uvodu, postup, ktery vede k feSeni numerické dlohy, se nazyva
numericky algoritmus. Co je obecné algoritmus (presnéji co jsme ochotni povaZovat
za algoritmus), neni jednoduchd otdzka (viz Churchova'-Turingova’ teze, [70]) a neni

'Alonzo Church (1903-1995) (¢ti ¢eré) — americky matematik a logik, ktery pfispél vyznamné
k rozvoji matematické logiky a teoretickych zdkladl informatiky.

2Alan Mathison Turing (1912-1954) (&ti tjuring) — britsky matematik, logik a expert na deSifrovan,
ktery vyznamné prispél k rozvoji informatiky. Béhem 2. svétové vilky se rozhodujicim zptisobem podilel
na rozlusténi kédu némeckého Sifrovaciho stroje Enigma.

Tirdz
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nasim dkolem ji fesit. Zabyva se ji teorie algoritmi, kterd je soucdsti algebry a teoretické
informatiky. Intuitivné za algoritmus povazujeme jakysi postup, ktery slouzi k feSeni

néjakého problému. Prikladd algoritmt z matematiky i jinych oblasti zname fadu, napf.

rucni postupy pro secitani, od¢itani, ndsobeni a déleni, Eukleidiiv algoritmus pro nalezeni
spolecného délitele, Hornerovo schéma, déleni polynomt se zbytkem, ndvod na instalaci
softwaru, ndvod jak vymalovat pokoj, ndvod jak péstovat kvétinu atd.

Nés budou zajimat numerické algoritmy, tedy algoritmy, jejichZ vstupy i vystupy jsou
konecné mnoziny cisel a kde kroky algoritmi se provadéji na pocitaci. Pri tom, jak jiz
vime, vznikaji zaokrouhlovaci chyby, nejprve pti ukladani vstupnich hodnot a pak pti
provadeéni aritmetickych operaci. Aby vystup nebyl zcela znehodnocen a ziskané vysledky
nebyly nesmyslné, je tfeba, aby algoritmus byl tzv. stabilni. To znamend, Ze musi byt

1) dobre podminény, tj. mélo citlivy na poruchy ve vstupnich datech,

2) numericky stabilni, tj. mélo citlivy na vliv zaokrouhlovacich chyb vznikajicich béhem
vypoctu.

Tirdz
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1.6 Symbol O

V numerické matematice (i v jinych oblastech matematiky, napf. teorii ¢isel, teorii sloZitosti
algoritm, v analyze a obecné pri studiu asymptotickych vlastnosti) je ¢asto potfebné

vyjadfit, Ze jedna veli¢ina se zmenSuje rychleji nebo roste pomaleji neZ jind velicina.
K tomu se pouZiva specidlni symbol O, &asto oznacovany jako Landauiiv' symbol velké O.

Formalni definice je nasledujici:

Definice 1.2 Necht f(x) a g(x) jsou funkce definované v okoli bodu x¢ (pFipoustime
i xg = 400). Rekneme, 7e f(x) = O(g(x)) v bodé x¢ (¢teme f je velké O g), jestlize
existuje konstanta C > 0 takovd, Ze | f(x)| = C|g(x)| v néjakém (jednostranném nebo
oboustranném) okoli bodu Xx,.

Tedy blizko bodu x( nemiiZe byt | £ (x)| v jistém smyslu vétsi neZ | g (x)|. Rikdme rovnéz,
7e funkce f(x) je v bodé xy nejvysSe stejného Fadu jako funkce g(x).

Nas bude nejvice zajimat pipad, kdy xo = 0 a funkce g (x) bude mocnina proménné x.

'"Edmund Georg Hermann Landau (1877-1938) — némecky matematik, ktery se zabyval teorif &isel
a funkcemi komplexni proménné.

Tirdz
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Napt. zdpis f(x) = O(x?) v bodé nula znamend, e existuje konstanta C > 0 takov4, Ze
v dostate¢né malém okoli nuly plati | £(x)| < Cx?,tj. —Cx? = f(x) < Cx?2. Situace je
znizornéna na obr. 1.1; na intervalu (0, §) je graf funkce f(x) mezi grafy funkei —C x?
a Cx?.

y = Cx?

Ly = —Cx?

Obr. 1.1: Vyznam symbolu f(x) = O(g(x)) pro g(x) = x?
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Pfi pocitani se symbolem O musime byt obezietni. Napf. ze vztaht f;(x) = O(g(x))
a fo(x) = O(g(x)) v bodé xg rozhodné nelze usuzovat, Ze plati fi(x) = f2(x).
Zminéné zapisy totiZ pouze znaci, Ze existuji kladné konstanty C; a C, takové, Ze
| 1(x)] = Cqlg(x)|a|fa(x)] = Ca|g(x)| v né€jakém okoli bodu x¢. Napf. v bodé€ nula
plati x sinx = O(x) a x cosx = O(x), ale ur¢it€ neni pravda, Ze X sin X = X cos X.
Podobné€ musime chdpat napt. zépisy v bod¢ nula

o +0(x*) = 0(x%), xoixk) =oEF), oot = okt

apod. Napf. prvni z nich znamend, Ze pokud f(x) = O(x*) a g(x) = O(x*), pak
rovnéz plati f(x) £+ g(x) = O(x*).

Protoze jiny piipad nez xo = 0 a pouze pravé okoli nebudeme az na vyjimky potiebo-
vat, budeme slova ,,v bodé nula“ obvykle vynechdvat. Existuji i dal§{ Landauovy symboly,
o (malé o), £2, w, ® a ~, vyjadfujici rizné vztahy mezi rychlostmi zmén dvou veli¢in —
viz [61]. Symbol o je pouZivan Casto v analyze, viz [33, str. 301].
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1.7 Vektorové a maticové normy, skalarni soucin

2 v/

Chceme-li popsat, jak moc se li§i dvé redlnd ¢isla x a y, fekneme, jaka je jejich vzdalenost.

Ta je, jak zndmo, ddna absolutni hodnotou jejich rozdilu |x — y|. Jsou-li tedy tato &isla
blizkd, je |x — y| malé &islo. Jestlize nekone¢nd posloupnost Eisel {xx} ma limitu x,
znamena to, Ze klim |xx — x| = 0, tedy Ze vzdélenosti ¢isel xi od &isla x se s rostoucim k
priblizuji k nule._)oo
Ptripomenime, jak je absolutni hodnota definovana a jaké ma vlastnosti. Pro redlné
¢islo x klademe
_ x prox =0,
el = { —x prox < 0.

Hodnota | x| uddva vzdalenost ¢isla x od nuly, tj. od poéatku soutfadnic na ¢iselné ose.

Ziejmé |x| = 0, pricemz |x| = O pravé tehdy, kdyz x = 0.

Tirdz
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Pro libovolna dvé reédlna ¢isla x, y plati nasledujici vztahy:

x| = Ix], ey S Ixl+ L byl 2 [kl =y,
x| _ Il

ol =kl |3 =1 0 #0)
yio Iyl

Hodnota |x — y| udév4, jak jiZ bylo fe¢eno, vzdélenost ¢isel x a y na &iselné ose.

1.7.1 Vektorové normy

V dal$im textu budeme pracovat s usporadanymi n-ticemi redlnych Cisel x1, x5, ..., X,,
kde n € N. Ty lze chépat jako fddkové matice [x1, ..., X,] nebo sloupcové matice
[x1,...,x,]T (symbol T zna&i transponovéni). Casto se pro né rovnéZ pouZivd nizev
(aritmetické) vektory. Radi bychom také dovedli vyjadfit, Ze jejich vzddlenost je mald, Ze
se posloupnost takovych n-tic ptiblizuje k néjaké n-tici apod. Pron = 2 an = 3 miZeme
dvojice resp. trojice redlnych ¢isel chipat jako soufadnice bodd v roviné resp. prostoru.
V téchto pifipadech mame ndzornou piedstavu, co znamena jejich vzdalenost. Pron = 4
tomu uZ tak neni.
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Abychom mohli néjakym zptisobem méfit velikost a vzdalenost takovych vektort,
zavedeme nasledujici dilezity pojem, jehoZ definice je motivovana nékterymi vlastnostmi
absolutni hodnoty. Pfipomeiime, Ze pro kazdé dvé n-tice x, y (chdpané jako matice) je
definovan jejich soucet x + y (sCitaji se sloZky vektort se stejnymi indexy) a pro kazdé
¢islo ¢ a kaZdou n-tici x je definovan (skaldrni) ndsobek vektoru Cislem cx (Cislem c se
nasobi kazda slozka vektoru).

V dalsim textu bude vhodnéjsi, kdyZ budeme vektory povazovat za sloupcové matice.
Tedy n-rozmérny vektor oznadime x = [x1, ..., X,]" (zdpis pomoci transponovani je
vhodnéjii, zabere v textu méné mista). Specidlné 0 bude nulovy vektor, tj. 0 = [0, ..., 0].
Mnozinu vSech takovych sloupcovych vektori oznacime R”.

Definice 1.3 Funkce, kterd kazdému vektoru x € R” pfifazuje redlné &islo || x ||, se
nazyva (vektorovd) norma na R", jestlize ma nasledujici vlastnosti:

1) ||x|| = 0 pro kazdy vektor x € R”, pfiCemz ||x| = 0, pravé kdyz x = 0;
2) |lex|| = || - ||x|| pro kazdé &islo ¢ € R a kazdy vektor x € R”;
3) [lx + y|l = ||x]|| + ||yl pro kazdé vektory x, y € R”.
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Druhad vlastnost se (n€kdy) nazyva homogenita, treti pak trojithelnikova nerovnost nebo
subaditivita.

Na mnoziné R” existuje nekone¢né mnoho rtiznych norem. Pokud budeme pracovat
s vice normami najednou, ozna¢ime je vhodnym dolnim indexem, napf. |.||4 a ||.||», kde
a, b jsou néjaké symboly. Uvedeme nyni piiklady nejdilezitéjSich norem, které se praxi
pouzivaji.

Nechf p = 1 je redlné ¢islo. Pak funkce definovana vztahem

n 1/p
Ixl, = (Z lx,-|”) (1.3)

i=1
je vektorovad norma. Ovéteni prvnich dvou vlastnosti normy je snadné, dtikaz trojihelnikové
nerovnosti viz napf. [15, str. 70].
Nejcastéji uzivané specidlni pripady jsou

lx|li = |x1] + -+ |xn] (souctové norma),
[x]l2 = v Xf + -4 x,f (eukleidovska norma),
|% |0 = max{|xy],...,|xn|} (maximalni norma).
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Treti norma neni specidlnim piipadem vzorce (1.3), ale snadno se ovéfi pomoci véty

o limité tif funkef (viz [16, str. 70] nebo [33, str. 156]), Ze lim x|, = ||* | co. Oznaceni
—>

je tedy logické. pmee

Priklad 1.4 Je ddn vektor x = [—1,2,3,—2]" € R*. Vypoctéte jeho normy ||x ||, pro
p=1,2,00.

ReSeni. Plati:
x|y = =1 + 2] + [3] + [-2] = 8,

s = V(1)? + 2% + 3 + (-2 = VI8,
|%]lco = max{|—1], 2|, 3|, |-2]} = 3. A

Pro dva vektory x,y € R” se &islo |x — y|| nazyva vzddlenost vektorii x,y
v normé ||.|| (srovnejte se vzorcem pro vzdélenost dvou ¢isel). Ddle pro vektor xo € R”
a &islo r > 0 se mnozina K(xg,7) = {x € R” : |x — x¢|| = r} nazyva uzaviend
koule v normé ||.|| se stfedem xo a polomérem r. Je to tedy mnoZina vSech vektord, které
maji od pevného vektoru x¢ vzdalenost nejvyse r. Podobné definujeme ofevienou kouli
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O(xg,7r) ={x € R" : ||x — x¢|| < r} akulovou plochu S(x¢,r) = {x € R" : |x —
— Xo|| = r}. Je-lin = 2, pouzivime misto ndzvu koule ndzev kruh a misto ndzvu kulova
plocha ndzev kruznice. Pojmenovani koule a kulova plocha resp. kruh a kruZnice musime
brét s rezervou. Vzdéalenost se méfi pomoci dané normy, takZe tvar t€chto mnoZin obecné
neodpovidéd tomu, co standardné tato slova oznacuji, viz nasledujici ptiklad.

Piiklad 1.5 Nakreslete obrazky kruhti se stfedem v po¢atku a polomérem r > 0 v R?
v normdch ||.||, pro p = 1,2, co.

Reseni. Prvky mnoziny R? lze ztotoZnit s kartézskymi soufadnicemi bodd v roving.

Hledéme tedy dvojice x = [x1, x5]", pro néz plati || x — 0| = ||x|| = r v uvedenych

norméch.

1) Pro p = 1 dostaneme nerovnost | x ||y = |x1|+ |x2| = r. Zjistime, jak tato podminka
vypada v jednotlivych kvadrantech.

V prvnim kvadrantu je x; = 0 a x, = 0, takZe ma platit x; + x, = r. Body tudiz lezi

pod piimkou o rovnici x, = —x; + r.
Ve druhém kvadrantu je x; = 0 a x, = 0, takZe ma platit —x; + x, = r. Body tudiz

lezi pod pfimkou o rovnici x, = x; + 7.

Tirdz
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Ve tfetim kvadrantu je x; = 0 a x, = 0, takZe ma platit —x; — x, = r. Body tudiz
lezi nad pfimkou o rovnici x, = —x; — r.

Ve ¢tvrtém kvadrantu je x; = 0 a x, = 0, takZze ma platit x; — x, = r. Body tudiz
leZi nad pfimkou o rovnici x, = x; —r.

Vysledek je zndzornén na obr. 1.2 a). Jednd se o &tverec s vrcholy [r, 0], [0, r], [—r, 0]
a0, —r].

2) Pro p = 2 dostaneme nerovnost ||x ||, = vx? + x2 = r, tj. x7 + x2 = r2. Jednd
se tedy o kruh v norméalnim slova smyslu, viz obr. 1.2 b), coZ se dalo Cekat, protoze
jde o eukleidovskou normu.

3) Pro p = oo dostaneme nerovnost |x oo = max{|x1], [x2[} = r. Musf tudiZ platit
|x1] S rilxy] =r,tj. —r = x; = r asouasné —r = xp = r. Body spliiujici
prvni podminku leZi mezi svislymi pfimkami o rovnicich x; = —r a x; = r a body
splitujici druhou podminku leZi mezi vodorovnymi piimkami o rovnicich x, = —r
a X, = r. Vysledek je zndzornén na obr. 1.2 ¢). Jednd se o Ctverec s vrcholy [r, r],
[—r,r], [-r,—r]a[r,—r]. A
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X2 X2 X2
r r r
X1 X1 X1
—r r —r r —r r
—r —r —r
a) Souctova norma b) Eukleidovska norma ¢) Maximalni norma

Obr. 1.2: Kruh v R? v riznych normach

V dalsim textu budeme pracovat s posloupnostmi vektorti. ProtoZe dolnimi indexy
jsou ocislovany slozky vektorti, pouZijeme, tak jak je obvyklé, pro oznaceni poradi ¢lenti
posloupnosti horni indexy v kulatych zdvorkich. Tedy

x® — [xgk), ... ,x,(lk)]T, kde k£ € N.
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Definice 1.6 Necht {x(k)}, k =1,2,..., je posloupnost vektorti v R”. Rekneme, 7e

tato posloupnost konverguje v normé ||.|| k vektoru x € R” a piseme lim x® = x
k—o00

nebo x® — x pro k — oo, pravé kdyz lim |[x® — x| = 0.
k—o00

Konvergence v normé je tedy definovana pomoci konvergence ¢iselné posloupnosti
||x® — x||. Jeji hodnoty vSak zavisi na volb& normy. Je tedy pfirozené poloZit si otdzku,
zda je moZné, Ze néjaka posloupnost v jedné normé konverguje, ale v jiné ne. K odpovedi

na tuto otdzku zavedeme ndsledujici pojem.

Definice 1.7 Rekneme, 7e dv& normy ||.||, a ||.||[» na R” jsou ekvivalentni, jestlize
existuji kladné konstanty c; a ¢, takové, Ze pro libovolny vektor x € R” plati nerovnosti

crllxlla = lixlle = c2llx|la-

Je ziejmé, Ze pro ekvivalentni normy plati, Ze klim |x® — x||, = 0, pravé kdyz
—>00

lim ||x® — x|, = 0. Tedy ekvivalentni normy ur&uji tytéZ konvergentni posloupnosti
o
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vektord. Jako piiklad ekvivalentnich norem lze uvést dvojici ||.||1 a ||.||eo. Plati totiz:

% lloo = max{lxq|. ..., |xXal} = x| = 1] 4+ + [xn] =
= [lxlls = [xr| 4 -+ + [xr| = nlxr[ = 1]lx 0.

n krat

Lze tedy zvolit c; = 1 a ¢c; = n. Tyto konstanty nelze zlepsit (¢ zvétSit a ¢, zmensit),
protoZe pro x = [1,0,...,0]" plati |x|lc = 1 = ||x[|y aprox =[1,1,...,1]" plati
[xlloo = Ta x|y = n, tedy [lx[; = n]x]oo-

Lze dokazat nésledujici netrividlni vysledek (viz napft. [8, str. 157], [52, str. 209] nebo
[54, str. 93 a 100]).

Véta 1.8 Libovolné dvé vektorové normy na R" jsou ekvivalentni.

7 ptedchozi véty vyplyva, Ze pokud néjaka posloupnost vektort konverguje v jedné normé,
konverguje v jakékoli jiné a limita je vZdy stejnd. Dale je snadno vidét, Ze posloupnost
vektort x %) konverguje v normé ||.||; k vektoru x, pravé kdy?Z posloupnosti jednotlivych
slozek xi(k), i = 1,...,n, konverguji ke slozkam x;. Ve spojeni s vétou 1.8 dostaivame

nasledujici dileZity vysledek.
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Disledek 1.9 Posloupnost vektorii x® konverguje v néjaké vektorové normé na R”"
k vektoru x, prave kdyz lim xl-(k) = Xx; prokazdéi = 1,...,n.

k—o00
Tedy konvergence posloupnosti vektorti v libovolné normé je ekvivalentni s konvergenci
¢iselnych posloupnosti slozek (mluvime o konvergenci po slozkéch). Zdanlivé by tudiz
stacilo vybrat a pouzivat jen jednu normu. Ukazuje se vsak, Ze to neni pravda, v riznych
situacich je vyhodné pracovat s riznymi normami.

Poznamka 1.10 Doposud jsme pracovali s vektory, jejichZ slozky byla redlnd ¢isla. Analogicky je
moZné uvaZovat vektory, jejichZ sloZky jsou komplexni ¢isla. MnoZinu vSech takovych sloupcovych
matic ozna¢ime C”. Ukazuje se, Ze vSechny pojmy, které jsme zavedli v tomto oddilu, je moZné
beze zmén prenést i na komplexni piipad. (U eukleidovské normy musi byt misto xiz, coZ nemusi

byt redlné &islo, |x; |2.) Rovn&Z vechna uvedend tvrzeni zistdvaji v platnosti.

1.7.2 Maticové normy

Podobné jako je v nejriznéjsich c¢astech matematiky tfeba pracovat s fadky nebo sloupci
Cisel, je Casto potiebné pracovat se soubory Cisel usporddanymi do obdélnikovych schémat,

Tirdz
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tedy s maticemi. I v pfipadé matic je Zddouci mit moZnost posuzovat, jak je dand matice
,»velka“ nebo jak jsou dvé matice ,,vzdalené*.

Ozna¢me M, , mnoZinu vSech obdélnikovych matic o m fadcich a n sloupcich
s redlnymi prvky. Je-li m = n, tj. jde-li o ¢tvercové matice, pouZijeme oznaceni Mi,,.
Pfipomenime, Ze pro libovolné matice A, B € M, , a libovolné ¢islo ¢ € R je definovdn
soucet matic A + B a ndsobek matice ¢islem c A.

Naskldddame-li prvky matice z mnoZziny M, , do jednoho sloupce, dostaneme vlastné
vektor z mnoziny R™*”. Pfi tomto ztotoZnéni si budou odpovidat i operace se¢itani
matic a ndsobeni matice ¢islem. Neptekvapi proto, Ze definice normy matice bude téméft
identickd s definici normy vektoru (coZ je vlastné sloupcova matice).

Definice 1.11 Funkce, kterd kazdé matici A € M, , pfifazuje redlné ¢islo ||A||, se
nazyva (maticova) norma na M, 5, jestliZe ma nésledujici vlastnosti:

1) |A|l = O pro kazdou matici A € M,, ,, pfiCemzZ ||A| = O pravé tehdy, kdyz
A= 0;

2) |lcA|l = |c| - ||A|| pro kazdé &islo ¢ € R a kazdou matici A € M, ,;

3) |A + BJ| = ||A|| + || B]| pro kazdé matice A, B € M, ,.
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Druhad vlastnost se (n€kdy) nazyva homogenita, treti pak trojithelnikova nerovnost nebo
subaditivita.

Na mnoZiné M, , existuje nekone¢né mnoho riznych norem. Pokud budeme pracovat
s vice normami najednou, ozna¢ime je vhodnym dolnim indexem, napt. ||.||s a ||.||,

kde a, b jsou néjaké symboly. Uvedeme nyni piiklady tif norem, které jsou analogiemi
vektorovych norem ||.||1, ||.]l2 a |||/ co-

m n
[Alls = Z Z |aij| (souétovd norma),

i=1j=1

|AllF = (Frobeniova' norma),

[Allsr = max {[a;;[} (maximdln{ norma).

'Ferdinand Georg Frobenius (1849-1917) — némecky matematik. Zabyval se zejména algebrou.
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Frobeniova norma je také znam4 pod n4zvy Hilbertova'-Schmidtova’ norma nebo
Schurova® norma.

Pro maticové normy se zavadéji obdobné pojmy a plati obdobné vysledky jako pro
vektorové normy. Nebudeme je podrobné vypisovat, uvedeme jen strucny prehled.

1. Pro posloupnost matic A® ¢ My n, bk =1,2,..., amatici A € M, , definujeme,
7e lim A® = A v norms ||.|, pravé kdyz klim |A® — A]| = 0 (definice 1.6).
—>00

k—o00
2. Stejnym zplisobem se zavadi ekvivalentni maticové normy (definice 1.7). Ty urcuji

tytéZ konvergentni posloupnosti matic v M, ,.

3. VSechny maticové normy v M, ,, jsou ekvivalentni (véta 1.8).

'David Hilbert (1862-1943) — vyznamny némecky matematik. Ovlivnil fadu matematickych obort. Je
povazovan za jednoho z nejvyznamnéjsich matematikt vSech dob. Na 2. mezindrodnim kongresu matematiki
v PafiZi v roce 1900 pfedloZzil 23 otevienych problémd, dnes nazyvanych Hilbertovy problémy, které
povazoval za klicové pro dalsi rozvoj matematiky. Ne vSechny byly dodnes vyfeseny.

ZErhard Schmidt (1876-1959) (&ti $mid) — némecky matematik. Zabyval se integrdlnimi rovnicemi
a topologii.

3ssai Schur (1875-1941) (&ti $ur) — némecky matematik Zidovského ptivodu narozeny v Rusku.
Zabyval se reprezentaci grup.
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4. Posloupnost matic A®) € M, , konverguje v n&jaké norm& k matici A € M, ,

pravé tehdy, kdyZ konverguji posloupnosti jednotlivych slozZek, tj. hm a( ) = = a;j,

i=1,...,m,j =1,...,n (disledek 1.9).

Pro matice vSak existuje jesté jedna dilezitd operace, a to ndsobeni matic. Pro matici
A € M, , avektor x € R" je jejich soucin Ax vektorem v R a pro matice A € M, ,
a B € M, , je jejich soucin AB matici v M, ,. Na zacatku oddilu 1.7 jsme mluvili
o absolutni hodnoté, ktera byla inspiraci pro definici normy. Jednou z vlastnosti absolutni
hodnoty je, Ze pro soucin dvou &isel plati |ab| = |a| - |b|. Tento poZzadavek vSak pro
normy nelze rozumné splnit. Nicméné v mnoha aplikacich je podstatné umét odhadnout
normu soucinu pomoci norem Ciniteld. Proto se zavadéji nasledujici dva dilezité pojmy.

Tirdz
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Definice 1.12

1) Necht ||.||, je vektorovd norma na R”, ||.|» je vektorovd norma na R™ a ||.| je
maticova norma na M, ,.
Rekneme, 7e maticovd norma ||.|| je souhlasnd s vektorovymi normami ||.||a a .||,
jestlize nerovnost ||Ax | = ||A]| - ||x |z plati pro libovolnou matici A € M, ,

a libovolny vektor x € R”.
Speciélng, je-li ||.||o = ||.||» (nemusi nutné platit m = n, touto rovnosti se mysli, Ze

normy jsou ddny obdobnymi vzorci, viz napt. (1.3)), fikdme, Ze maticovd norma ||.||
Je souhlasnd s vektorovou normou ||.||4.

2) Necht ||.|| je maticovd norma definovand na M, , pro libovolné rozméry m a n.
Rekneme, Ze maticovd norma ||.|| je submultiplikativni, jestlize nerovnost | AB|| <
= ||A|l - || B|| plati pro libovolnou dvojici matic A € M, , a B € M, ,.

Pozadavek submultiplikativity se Casto zahrnuje do definice 1.11 maticové normy.
Lze napf. ukdzat, Ze Frobeniova maticovd norma je souhlasné s eukleidovskou vek-
torovou normou, tj. plati ||Ax||, = ||A||F - ||x]|2. Déle plati, Ze Frobeniova norma je

submultiplikativni, tedy ||AB||r = ||Allr - || Bl F-

Obsah Jdinastranu |« < » » <@ = Celdobrazovka/Okno  Zaviit



Titulni strana ~ Copyright ~ Predmluva Obsah Kap? Kap2 Kap3 Kap4 Kap5 Kap6 Kap7 Testy Literatura Rejstiik  TirdZ

Uvod do problematiky numerickych metod 55

Konstrukce operatorové normy

V obecném piipad€ vSak bohuzel vyse uvedené dvé dileZité vlastnosti norem neplati.
Proto si nyni popiSeme konstrukci, kterd ke dvojici vektorovych norem ptifadi jistou
,nejmensi‘ souhlasnou maticovou normu.

Necht |. ||, je vektorovd norma na R”, ||.||5 je vektorovd normana R™ a A € M, ,,
je libovolna matice. Uvazujme mnozinu vSech jednotkovych vektord v R”, tj. takovych
vektordt x € R”, pro néz plati ||x|, = 1. Tyto vektory tvoii jednotkovou kulovou
plochu S(0, 1) v normé ||.||, v R". Lze ukdzat, Ze redlna nezdporna funkce || Ax |5 na
S(0, 1) nabyva nejvétsi i nejmensi hodnotu. Nejvétsi hodnotu ozna¢ime symbolem || A ||45.
Tedy

[Allap = max [[Ax. (1.4)
Ixla=1

Véta 1.13 Funkce || A||4p definovand vztahem (1.4) je maticovd norma na M, ,.
Diikaz. Ziejmé || Alzp Z 0a |04 = 0.Je-li A # O, existuje x € R", ||x||o = 1, takovy,
Ze Ax # 0, takZe ||Ax||p > 0. Tedy musi platit ||A||, > O.

Proc € R je ||cAx||p = |c|- ||Ax||p, takZe max |cAx||p = |c| max |Ax]p. To
znamend, Ze [[cAllgp = lc| - [|Allq,p- Ixlla=1 Ixlla=1
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Kone¢né pro libovolny vektor x € R”, ||x||lz = 1,je [|(A + B)x||p = ||Ax + Bx||p =
= | Axllp + | Bx|lp = | Alla,p + 1| Blla,b takZe musi platit nerovnost [| A + Bllg,p = [|Alla,s +
0

O maticové normé ||. || p fikdme, Ze je indukovand vektorovymi normami ||.||q a ||.||»
nebo Ze je pFidruzend k vektorovym norméam ||.||a a ||.||».

Je-li [|.|la = |.|l» (nemusi platit m = n, touto rovnosti se mysli, Ze normy jsou
dany obdobnymi vzorci), pouzivime (pokud nemtiZze dojit nedorozuméni) pro normu ma-
a fikdme, Ze maticovd norma ||.|| 4 je indukovand vektorovou

normou ||.| 4
Maticovd norma indukovand né€jakymi vektorovymi normami se nazyva operdatorova
maticovd norma.

Uvedeme dva dalsi vztahy, pomoci nichZ 1ze ekvivalentné maticovou normu ||.||4.5

definovat.
Pro nenulovy vektor x plati Hm”a = Hm H = ||X"a |x|ls = 1 (pouZili jsme
homogenitu normy). Ddle A(”x”a) — A(mx) s ”x" —m—Ax (podle pravidel pro naso-

beni matice ¢islem). Tedy (opét pouZijeme homogenitu normy) plati, Ze H A( ||x||a) ” p =
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= H P = Ax Hb ”x" | Ax||5. Probihd-li x vSechny nenulové vektory v R”, pak ”x”
probiha v8echny vektory v S(0, 1). Plati tudiz, Ze
|| Ax |
[Allap = max [[Ax||, = max : (1.5)
hella=1 x#0 | x]a

7. ptedchoziho vztahu plyne dileZity poznatek, Ze pro libovolny nenulovy vektor
x € R” je splnéna nerovnost ||Ax||p = ||Allab - ||x|lq. Ta plati trividln€ i pro nulovy
vektor. Pfitom &islo || A 4.5 je nejmensi konstanta k, pro niZ plati pro v§echna x € R”
nerovnost ||Ax || = k||x||s. Dostdvame ndsledujici tvrzeni.

Disledek 1.14 Maticovd norma ||.||4.» je souhlasnd s vektorovymi normami ||.||4 a |||,
které ji indukuyji.

Ze vztahu (1.5) rovnéZ plyne, Ze norma ||.||4 5 je nejmensi maticova norma, kterd je
souhlasnd s vektorovymi normami ||. |5 a ||.||».

Necht A € M, , a B € M, ,. Jestlize na R™, R" i R? zvolime tutézZ vektorovou
normu |.||4, bude prox € R? platit, Ze | ABx[|a = [[Alla-[[Bx|la = [|Alla-|Blla-x |la-
ProtoZe || AB]||, je nejmensi &islo k, které spliiuje nerovnost ||ABx ||, = k|x | 4, dost4-
vame, 7e |AB||lo = ||Alla - || Bl|o- TudiZ:

Tirdz
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Disledek 1.15 Maticovd norma ||.||, indukovand vektorovou normou ||.||4 je submul-
tiplikativni.

Necht ||.||4,» je maticovd norma indukovand Vektorovymi normami ||.||; a |.||5-
Prox € R”, x|l = 1, dostaneme, Ze [[Ax|[ly = [[Allap - [x]la = [Allas. od-

kud ”max |Ax|p = ||Alla,p. Na druhé strang, jelikoz S(0,1) < K(0 1), plati, Ze

[Allas = o [Ax|lp = A [Ax |- Tedy |[Allap = s |Ax |, a miZeme do-
<
plnit vztah (1.5) o tfeti ekvivalentni definici. Maticovou normu indukovanou vektorovymi

normami miZeme tudiZ definovat kterymkoliv z nasledujicich vyrazi.

Ax
|Allap = max ||Ax|p = max ||Ax||, = max | Ax |5
lxlla=1 lx]la=1 x#0 ”x”a

(1.6)

Tirdz
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NejuZzivanéjsi operatorové maticové normy

Uvazujme matici A € M, ,. Na mnozZinich R™ a R” budeme vzdy uvazZovat tutéz
vektorovou normu ||.||,, kde p = 1, 2 nebo oco. Pijde tedy o souctovou, eukleidovskou
nebo maximdlni vektorovou normu. Lze ukdzat, Ze maticové normy ||.||, indukované
témito vektorovymi normami maji ndsledujici vzorce (viz napft. [ 18, str. 167] nebo [52,
str. 210]).

m
D |4l = max > layl.
j=1,...,n ‘=1

1
Norma ||A||; je tedy rovna maximu sloupcovych souctii absolutnich hodnot prvka
matice A.

2) |All2 = v/ Amaxs kde Apax je nejvetsi vlastni Eislo matice ATA.
n

3) |Allec = max E |aij|.
i=1,....m “ i
j=

Norma || 4|« je tedy rovna maximu faddkovych soucti absolutnich hodnot prvki
matice A.
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Vzorec pro maticovou normu ||. ||2 potfebuje jisté vysvétleni. Ctvercova matice B se nazyva
symetrickd, jestlize plati BT = B. Je-li B € M, symetrick4 a pro libovolny nenulovy vektor
x € R" plati xTBx > 0 (x"Bx = 0), nazyvé se matice B pozitivné definitni (semidefinitni).
Viz téz str. 225. Uvédomte si, Ze x T Bx je jednorozmérna matice, tj. &islo.

Lze dokézat, Ze vSechna vlastni Cisla, tj. kofeny charakteristického polynomu, pozitivné
definitni (semidefinitn) matice jsou redln a kladnd (nezdpornd). Matice ATA je symetrickd,
protoze (ATA)" = AT(AT)" = ATA. Je rovné&z pozitivné semidefinitni, protoze x TATAx =
= (Ax)TAx = || Ax ||% 2 0. TudiZ Amax = 0 a zminény vzorec ma smysl.

Podle dtsledku 1.14 jsou vSechny tfi vySe uvedené maticové normy souhlasné s nor-
mou, kterd je indukuje, tj. plati [|Ax|, = [|A|, - [|x][p. kde p = 1,2, co. Podle dii-
sledku 1.15 jsou tyto normy rovnéz submultiplikativni, tj. plati | AB||, = || All, - || B|lp.
kde p = 1,2, 00.

Tirdz
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Piiklad 1.16 Vypoctéte maticové normy || Alls, |All 7, [|Allaz, |41, [|A]l2 a [|A]leo

pro matici
2 -1 0
A= (—3 1 —2)'

Reseni. Pomoci vySe uvedenych vzorcti dostaneme:

|Alls = 2] + |=1] + [0] + [=3] + 1] + [-2] = 9,

IAllF = V22 4 (1) + 02 + (=3)% + 12 + (=2)* = V19,
[ Allar = max{|2|, |—1[, O], [=3],[1], |-2[} = 3,

[Allx = max{[2| + [=3|, |=1] + [1], 0] + |=2[} =5,

| Alloo = max{|2] + [—1] + [0], | =3[ + [1] + [-2]} = 6.

K uréeni normy || A ||, musime nejprve spocitat matici ATA, najit jeji charakteristicky
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polynom a vypocitat jeho kofeny. Vyjde:

2 -3 13 -5 6
AA=|-1 1 (_i _i _g)z -5 2 =2,
0 -2 6 -2 4
13—2 =5 6
det(A"A—AE)=| —5 2—-1 =2 |=-A%+19A?-21A.

6 -2 4-2
Jeden kofen je A; = 0. Zbyvajici dva dostaneme feSenim kvadratické rovnice A% — 194 +
+21=0:

19 + V277
Az,:; = .
2

Tedy

19 277
1All2 = v o = —+2V = 4000, )

Tirdz
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Poznamka 1.17 Je-li ||.|| operdtorova norma na M, indukovand né&jakou vektorovou
normou na R, je z jeji definice ziejmé, Ze | E|| = 1, kde E € M, je jednotkovd matice.

ProtoZe | E||r = +/n, je jasné, Ze Frobeniova norma neni pro n > 1 operatorova.

7 Xz

Poznamka 1.18 Vysledky tohoto oddilu plati i pro matice, jejichZ prvky jsou komplexni ¢isla —
srovnejte pozndmku 1.10. Je pouze tieba provést né€kolik drobnych modifikaci. Vektory budou
prvky mnoZiny C”.

V definici Frobeniovy normy je tieba zménit aizj (coZ nemusf byt redlné &islo) na |a;; |2. Ve
vzorci pro maticovou normu ||. ||, je tieba matici ATA nahradit matici A*A. Zde A* zna¢&f matici
konjugovanou k A™. Ta je rovna matici A7, jejiZ prvky se nahradi komplexné sdruZenymi &isly.
Ctvercova matice B = A*A je pak tzv. hermitovskd, coZ znamend, Ze pro ni plati B* = B.
Definice pozitivné definitni resp. semidefinitni matice se zavadi pro hermitovské matice. Pro
nenulové vektory x € C” musi platit x* Bx > Oresp. x* Bx = 0, kde B je hermitovska matice.
(Lze ovéfit, Ze x* Bx je pro hermitovskou matici redlné ¢islo.) VSechna vlastni ¢isla pozitivné
definitnich resp. semidefinitnich matic jsou redlnd a kladn4 resp. nezdporna.
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1.7.3 Cislo podminénosti ¢tvercové matice

Predpoklddejme, Ze ||.|| je maticovd norma na mnoZiné ¢tvercovych matic M, kterd je
submultiplikativni, je souhlasnd s vektorovou normou ||.|| na R” a plati, ze || E| = 1.
Napriklad to mize byt operdtorovd maticovd norma indukovand néjakou vektorovou
normou — viz disledky 1.14, 1.15 a poznamka 1.17.

Pripometime, Ze ¢tvercovd matice A se nazyva reguldrni, pravé kdyz det A # 0. Tato
vlastnost je souc¢asné ekvivalentni existenci inverzni matice 4~

Definice 1.19 Nechf A je regularni étvercova matice. Cislo k (4) = || A|| - [|[A7!]| se
nazyva cislo podminénosti matice A.

Jak uvidime v kapitole 3, ¢islo podminénosti matice ma zdsadni vyznam pii vySetrovani
citlivosti numerického feSeni soustav linearnich algebraickych rovnic na chybach ve
vstupnich datech a zaokrouhlovacich chybach.

Cislo podminénosti z4visi pochopiteln& na volbé& konkrétni maticové normy. V aplika-
cich to vSak vétSinou nehraje podstatnou roli.

Tirdz
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Vzhledem k predpokladtim, které jsme udélali o pouZité maticové normé, plati
L=[lE| = 447 = Al - A7 = x(A).

Pro libovolnou ¢tvercovou matici je proto k(A) = 1. Je-li k(A) =~ 1, nazyva se ma-
tice dobfe podminénd. Je-li k (A) hodné vétsi neZ jedna, je matice Spamné podminénd —
srovnejte definici podminénosti korektni dlohy na str. 30.

Na zavér uvedeme jesté jedno vyjadieni ¢isla podminénosti matice. Je-li A regularni
matice a vektor x probihd vSechny nenulové vektory mnoziny R”, pak také vektory Ax
probihaji celou tuto mnoZinu. Jak jiZ bylo zminéné pied vztahem (1.4), funkce ||Ax||
nabyvé na S(0, 1) i minimum, které musi byt pro reguldrni matici kladné, protoze Ax # 0
pro x # 0. Vypocitime nyni normu inverzni matice. Vyjde:

I 2 [ e e
A7) = max A5 = max AT =
o el xA JAx]
E S
P A4x] ~ min TAET ~ min [lAx]
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Dostavame tak, Ze

max || Ax || —1
Jxl=1 [Ax]| [ Ax|
k(A)= —— = [ max —— | - | min :
min || Ax | x#0 x| x#0 x|
lxll=1
Pro singuldrni matici je ”1r|1|in |[Ax || = 0, proto je pro takovou matici rozumné poloZit
=1
K(A) = oo. *
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1.7.4 Spektralni polomér

Uvazujme ¢tvercovou matici A s redlnymi nebo komplexnimi prvky. Pfipomeiime, Ze
vlastni ¢isla matice A jsou kofeny charakteristického polynomu det(4 — A E). Obecné
jsou to komplexni ¢isla (i v piipadé, Ze matice A je redlnd).

Definice 1.20 Nechf A1, A5, ..., A, jsou vlastni &isla matice A. Cislo

p(A) = max |3 (1.7)

se nazyva spektralni polomér matice A.

Spektralni polomér hraje dileZitou roli napf. pfi vySetfovani konvergence itera¢nich
metod feSeni soustav linedrnich rovnic. UrCit jej je obecné pomérné obtiZzné, avak jeho
velikost 1ze odhadnout pomoci vhodné maticové normy.

V nésledujici véteé predpokladdme, Ze pouZitd maticovd norma je souhlasnd s néjakou
vektorovou normou. ProtoZe vlastni ¢isla mohou byt komplexni, a tudiz slozky ptislusSnych
vlastnich vektortt mohou byt rovnéZ komplexni, je tfeba obecné pracovat s vektorovymi
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normami na C” a maticovymi normami, které jsou uréeny pro matice s komplexnimi
prvky — viz poznamky 1.10 a 1.18.

Véta 1.21 Necht A je ctvercova matice. Pak pro jeji spektrdlni polomér plati nerovnost
p(A) = ||A||, kde ||.|| je libovolnd maticovda norma, kterd je souhlasnd s néjakou vekto-
rovou normou.

Diikaz. Nechf uvaZovana maticovd norma je souhlasnd s vektorovou normou |.||,. Pfed-
pokladejme, Ze A je vlastni ¢islo matice A piislu$né vlastnimu vektoru x. Ze vztahu
Ax = Ax dostaneme:

Al llxlla = lAxlla = | Axlla = [[A]l - 1 a-

ProtoZe x # 0, je ||x|lo > 0, takZe z predchozi nerovnosti dostaneme, Ze |A| = || A4].

7 ¥z

Jelikoz vlastni ¢islo A bylo libovolné, plati dokazovand nerovnost. O
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1.7.5 Skalarni souéin

V oddilu 4.3 budou pouzity nékteré poznatky o ortogondlnich vektorech v R”. Uvedeme
nyni proto struény ptrehled potfebnych pojmi a vysledkii.

Definice 1.22 Funkce, kterd kazdé dvojici vektorti x, y € R” pfifazuje redlné ¢islo
(x, y), se nazyva skaldrni soucin na R", jestlize jsou splnény ndsledujici ¢tyti vlastnosti:
1) (x,y) = (y,x) pro kazdé vektory x, y € R”";

2) (cx,y) = c(x,y) pro kazdé &islo ¢ € R a kazdé vektory x, y € R”;

3) (x +y,z) = (x,z) + (y, z) pro kazdé vektory x, y,z € R”;

4) (x,x) > 0 pro kazdy nenulovy vektor x € R”.

Prvni vlastnost se nazyva komutativni zdakon, druhd homogenita v prvni sloZce a tteti pravy
distributivni zdkon. Poznamenejme, Ze v elementdrni analytické geometrii a ve fyzice se
skalarni soucin obvykle znaci teckou, tj. x - y. NaSe oznaceni md vSak své prednosti,

vvvvvv

Z. definice skalarniho soucinu se snadno odvodi dalsi vlastnosti, které pro néj plati.
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a) (x,cy) = (cy,x) = c(y,x) = c(x,y) pro kazdé &islo ¢ € R a kazdé vektory
x,y € R".
Plati tedy i homogenita ve druhé sloZce.

b) (z,x+y)=(x+y,z) = (x,2) + (y,z) = (z,x) + (z, y) pro kazdé vektory
x,y,zeR"
Plati tedy i levy distributivni zdkon.

¢) (0,x) =(0-0,x) =0(0,x) = 0 pro kazdy vektor x € R”.
Tedy skalarni soucin nulového vektoru s libovolnym dal$im vektorem je ¢islo nula.
Ctvrtou vlastnost skaldrniho sou¢inu Ize proto zformulovat také tak, Ze (x, x) = 0 pro
kazdy vektor x € R”, pfiCemz rovnost nastane pouze pro nulovy vektor.

Skalédrni soucin tzce souvisi s vektorovou normou, coZ je obsahem ndsledujici véty.
Ta tik4, Ze na prostoru se skaldrnim soucinem je dédna jistd pfirozena norma.

Véta 1.23 Necht' je na R" ddn skaldrni soucin. Pak funkce ||.|| dand vztahem

x| = v(x,x), x € R”, (1.8)

Jje vektorovd norma na R". Rikdme, Ze tato norma je indukovand skaldrnim soucinem.
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Diikaz. Prvni vlastnost normy je zfejmd. Ovéfeni druhé vlastnosti normy je snadné. Pro
¢ € Rax € R” s vyuzitim homogenity v obou slozkach vyjde

lex | = V(ex,ex) = Ve2(x,x) = V2 /(x,x) =[] - | x|

Treti vlastnost, trojihelnikova nerovnost, se odvodi pomoci dileZité nerovnosti, zndmé
pod jmény Cauchyova'-Bunjakovského®-Schwarzova®, které fik4, Ze pro libovolné vektory
x,y € R" plati

|G, ) = Nl - Myl (1.9)
kde ||x|| = (x,x) a|y|| = /(y,y). Dikaz viz napt. [30, str.66]. S vyuZitim

'Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) (¢ti kosi) — vynikajici francouzsky matematik, autor 789 praci.
Polozil zdklady soucasné matematiky, zejména analyzy.

2Viktor Jakovlevi¢ Bunjakovskij (1804—1889) — rusky matematik. Zabyval se teorif &isel, geometrif
a aplikovanou matematikou.

SHermann Amandus Schwarz (1843-1921) (&ti §varc) — némecky matematik. Zabyval se analyzou
a jejimi aplikacemi v geometrii.
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distributivniho a komutativniho zakona a této nerovnosti dostaneme:

lx +ylP=Gx+y.x+y)=@x)+@xy)+y.x)+ .y =
= x>+ 2@, ) + Iy I* = x> + 2=yl + lyI* =
= (x| + lyH>*

Po odmocnéni obdrZime trojtihelnikovou nerovnost. O

vvvvvv

¢in, ktery je ddn vzorcem

(x,y) =X1y1+ -+ XnYn-

Jim indukovand vektorova norma je pak

el = VGE.3) = /x3 + -+ 22

coZ je nam jiz zndma eukleidovskd norma, kterou znacime ||x ||».
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Neni tézké popsat vSechny skaldrni souciny na R”. ProtoZe v§ak v dal§im textu budeme
potiebovat pravé standardni skaldrni soucin, dalsi priklady nebudeme uvadét. Nicméné
nasledujici vysledky plati pro libovolné skaldrni souciny.

Poznamka 1.24 Vidéli jsme, Ze eukleidovskou vektorovou normu lze indukovat skaldrnim souci-
nem. Je pfirozené poloZit si otdzku, zda kazda vektorovad norma mtiZe byt indukovand néjakym
skaldarnim souc¢inem. Odpovéd je negativni.

Pomoci vlastnosti skaldrnfho soucinu se snadno ovéfi, Ze pro normu indukovanou skaldrnim
soucinem, tj. danou vztahem (1.8), plati identita

lx + 112 + llx — 12 = 2]x | + 2]y >

Lze ukdzat, Ze tato podminka je i postacujici. Dtikaz nenf trividlni, viz napf. [32, str. 68].
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Pravotihly prumét vektoru na podprostor

V oddilu 4.3 budeme potfebovat umét rozlozit dany vektor na soucet dvou kolmych
vektorli. Zavést pojem kolmosti ndm umozZni pravé skaldrni soucin.

Definice 1.25 Piedpoklddejme, Ze na R” je dan skaldrni soucin (-, -).
Rekneme, 7e dva vektory x, y € R” jsou ortogondlni neboli kolmé (vzhledem k tomuto
skalarnimu soucinu) a piSeme x L y, jestliZze plati

(x,y)=0. (1.10)

Daile fekneme, Ze vektor x je ortogondlni nebo kolmy k mnoziné vektort A C R”
apiSeme x L A, jestliZe je vektor x ortogondlni ke kazdému vektoru y € A.

V piipadé mnozin R? a R se standardnim skaldrnim soucinem, jejichZ geometrickymi
modely jsou rovina a (trojrozmérny) prostor s eukleidovskou vzdélenosti, jde o obvykly
pojem kolmosti, jak ho zndme z analytické geometrie.

Necht x M, x®@ . x™ e R” je dand mnoZina m vektord. UvaZujme nyni mno-
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7zinu U C R”" vSech vektord x € R” tvaru
x =cxM +0x@ 4o 40 x ™, (1.11)

kde cq, c3, . . ., c;,y jsou libovolna redlna Cisla. Rikdme, Ze vektor x je linearni kombinaci
vektorii xV, ..., x"™ s koeficienty cy, ..., cmy. Mnozina U se nazyva podprostor R"
generovany vektory x (D, ... x™ a pouZijeme pro ni oznaceni

U= [x(l),x(z), .. ,x(m)].

Snadno je vidét, Ze pokud x, y € U a c je libovolné Cislo, pak také x + y € U
acx € U. Vektory x a y maji totiz vyjadieni x = c1x®D .o 4 cpyx™ g y =
=dixD .+ dpx™, takze

x+y=(1+d)x® +- 4 (cm + dn)x™,

cx =coepx® + o+ copx™,

coZ jsou opét vektory majici vyjadfeni ve tvaru (1.11). Tedy mnoZina U s kazdymi dvéma
vektory obsahuje jejich soucet a s kazdym vektorem obsahuje jeho libovolny ndsobek.
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Pravé podmnoziny R” majici tyto dvé vlastnosti se nazyvaji podprostory R”. VSimnéte
si, Ze zejména x® . x™ ¢ U. Prolibovolné i = 1, ..., m staci polozit ¢; = 1
aci =0proi # j.Pakcix® + oo + ¢,y x™ = x®,

Dile uvazujme vektory x € R”, které jsou ortogonalni k mnoziné U, tj. x L U.
Mnozinu viech takovych vektorti nazyvame ortogondlni doplnék U a znadime ji U~.
Tedy

x € UL, pravé kdyZ (x, y) = 0 pro kazdy vektor y € U.

Pomoci vlastnosti skalarntho soucinu (distributivniho zdkona a homogenity) se snadno
ové&ii, Ze pokud x, y € U~ a c je libovolné &islo, pak také x +y € Ut acx € U+,
Pro libovolny vektor z € U totiz plati:

(x+y.2)=(x.2)+(y.2)=0+0=0,
(cx,z) =c(x,z) =c-0=0.
Tudi? ortogonélni doplnék U~ je také podprostor R”.
ProtoZe viechny vektory x (), ..., x ™ lezi v U, musi k nim byt libovolny vektor
y € U+ ortogonalni, tj. musi platit, e y L x¥,i = 1,..., m. Plati viak i opa¢né tvr-
zeni, tzv. kritérium kolmosti: Je-1i néktery vektor y € R” ortogonalni ke v§em vektortim

Tirdz
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xM, ., x" pak y € UL. Skute¢ng. Libovolny vektor x € U mé tvar (1.11). Tedy

3. x) =, cixV 4+ epx™) =c;(y, xD) + -+ ey, x™) =
=¢-0+---+¢,-0=0,

takZe vektor y je kolmy ke kazdému vektoru z podprostoru U .
Nyni jiz miZeme zformulovat hlavni vysledek.

Véta 1.26 NechtU =[xV, x@ ... x™)] je podprostor R" a U~ je jeho ortogondini
doplnék.

K libovolnému vektoru y € R™ existuje pravé jedna dvojice vektoriix € U az € U+
takovd, Ze y = x + z.

Dukaz viz napf. [30, str. 96]. Vektor x se nazyva pravouihly priimét vektoru y na pod-
prostor U . Véta tika, Ze libovolny vektor Ize jednoznacné rozlozit na soucet ortogondlnich
sloZek, pficemz jedna z nich lezi v daném podprostoru.

Pravouhly primét x ma dilezitou vlastnost. Je nejlepsi aproximaci vektoru y ze
viech vektort X € U, tj. minimalizuje vyraz ||y — X||. Skute¢né. Plati totiz, Ze y —
—X=x+4+z—-Ft=x—-X+zkdex —x cUaze U, takie (x — %,2z) = 0.
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Odtud
ly —xPP=lx+z-2P=(x -2 +zx-2+2)=@x—-%x—-%)+

+(x—%,2) 4 (z,x — %)+ (z,2) = [|x — 2> + ||z].
Pro x # X je proto
ly = %11 = llx = II> + 121> > 121> = Iy — x>

Tudi?
|y —x|| = min [y — %], (1.12)
xeU

pricemz pravouhly primét x je jediny vektor, v néz se toto minimum nabyva. Dale je
vidét, Ze &islo ||z]| udéava, jaké chyby se pri ndhradé vektoru y vektorem x dopustime.

Pro lepsi piedstavu zndzornime pravothly priimét vektoru y v mnoZiné R3 se stan-
dardnim skaldrnim soucinem, kterd je modelem trojrozmérného prostoru s béZznou euklei-
dovskou metrikou. Kolmost ma tedy béZzny vyznam a vSe si dokdZeme predstavit. Vektory
umistime do pocatku O. Trojici ¢isel chapeme jako soutfadnice koncového bodu vazaného
vektoru, tj. orientované tsecky, jejimz pocatecnim bodem je pocatek.
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Necht U = [x (D, x @] a predpoklddejme, e vektory x 1 a x @ jsou nekolinedrni
(jeden neni nasobkem druhého). Pak trojice tvaru clx(l) + czx(z), kde ¢y a c; jsou
libovolna ¢isla, odpovidaji bodtim, které lezi v roviné prochazejici pocatkem a jejimiz
smerovymi vektory jsou pravé x M 3 x@ Vlastng jde o parametrické rovnice této roviny.

Zvolme pro jednoduchost x = [1,0,0]Tax® = [0, 1, 0]" (v analytické geometrii
tyto vektory obvykle zna¢ime i a j ). Potom podprostor U splyva s pidorysnou a ortogo-
nalni dopln&k U+ splyv4 s pfimkou, kterd je k ptidorysn& kolm4 a prochézi po&atkem —
viz obr. 1.3.

Nechf vektor y nelezi v podprostoru U. Jeho pravoihly primét x dostaneme tak,
Ze z koncového bodu spustime kolmici na ptidorysnu. Ddle z = y — x a tento vektor
lezi v UL. Zvolme vektor ¥ € U, ¥ # x. Pak koncové body vektorii y, x a £ uréuji
pravouhly trojihelnik. Délky jeho stran jsou ||y — X || (pfepona), |x —x || a ||z || (odvé&sny).
Vztah ||y — £||? = ||x — £]||?> + ||z||? tedy pFedstavuje Pythagorovu vétu. Z obrazku je
ziejmé, 7e délka ||y — X || je minimélni, pravé kdyZ je X = x.

Obsah Jdinastranu |« < » » <@ = Celdobrazovka/Okno  Zaviit



Titulni strana ~ Copyright ~ Pfedmluva Obsah Kap? Kap2 Kap3 Kap4 Kap5 Kap6 Kap7 Testy Literatura Rejstiik  Tirdz

Uvod do problematiky numerickjch metod 80

UL

)

Z/ Ilx — %] U

Obr. 1.3: Pravotihly primét vektoru v R3

Obsah Jdinastranu |« < » » <@ = Celdobrazovka/Okno  Zaviit



Titulni strana ~ Copyright ~ Pfedmluva Obsah Kap? Kap2 Kap3 Kap4 Kap5 Kap6 Kap7 Testy Literatura Rejstiik  Tirdz

Uvod do problematiky numerickjch metod 81

Nalezeni pravothlého primétu

Na zavér popiSeme, jak 1ze slozky jednoznacného rozkladu y = x + z urcit. Pfedpokla-
dejme, 7ze U = [x(l), x® x(m)]. Protoze x € U, lze tento vektor vyjadfit ve tvaru
X = clx(l) + czx(z) + -+ cmx(’”). Po dosazeni dostaneme

y=c1x® 4+ 6@ 4. 4 x™ 42,

V predchozi rovnici nezndme konstanty c1, ¢, . . ., ¢, a vektor z. Toho se vSak elegantné
zbavime. Vime totiz, Ze le7i v U+, takZe je ortogondlni ke viem vektoréim xM x@ a7
x ™ tudiz (x @, z) =0,i = 1,..., m.Pfedchozi rovnost proto postupné témito vektory
skalarné vynasobime. Dostaneme:
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(x(l),y) — cl(x(l),x(l)) 4+ cz(x(l),x(z)) 4o cm(x(l),x(m)),
(x(Z)’y) :Cl(x(Z)’x(l)) _|_62(x(2)’x(2)) +,__+cm(x(2)’x(m)),

(x(m—l)’ y) — cl(x(m_l),x(l)) 4+ cz(x(m_l),x(z)) 4o cm(x(m_l),x(m)),

(x(m), y) = Cl(x(m), x(l)) + CZ(x(m), x(2)) 4ot cm(x(m),x(m)).
(1.13)
To je soustava m linedrnich rovnic pro m nezndmych. Nazyva se normalni soustava rovnic.
Véta 1.26 zarucuje, Ze tato soustava ma feSeni. Jakmile zname konstanty c1, 3, ..., i,
mizeme urdit vektor x = c;x D +c,x@ 4.4 ¢,,x ™ andslednd i vektorz = y —x.
Na z4vér si v§imneme, kolik m4 soustava (1.13) feSeni. Matice soustavy mé tvar

(x®, xM) (x®M, x@) .. (x D, x ™)
(x(2)’ x(l)) (x(z), x(2)) o (x(2)’ x(m))
G(x(l), ... ,x(’”)) =
(x D xM) (x=D @) (xD x0m)
(x™ x M) (x™ x®@) . (x ™ x )
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Nazyv4 se Gramova' matice systému vektori xM o x™ Je symetrickd a lze o ni
dokazat, Ze det G(x(l), e x(m)) = 0, pricemz rovnost nastane praveé tehdy, kdyZz jsou
vektory x® . x linedrng zavislé, tj. kdyZ je hodnost matice, kterd ma za sloupce
pravé tyto vektory, mens$i nez m.

Pokud jsou tedy vektory xM . x™ které generuji podprostor U, linedrné ne-
z4avislé, je matice soustavy reguldrni a soustava (1.13) md jediné feSeni. Jsou-li zavislé,
mad soustava nekonecné mnoho feseni zavisejicich na jednom nebo vice parametrech, ale
diky jednoznacnosti pravoihlého primétu vyjde tento vektor vZdy stejny (parametry se
po dosazeni za ¢y, ..., ¢, do vzorce pro X vyrusi).

Piiklad 1.27 V prostoru R3 se standardnim skaldrnim sou¢inem jsou ddny vektory
x®M =11,-1,2]", x® = [-3,1,-2]Ta y = [3,—1, 1]". Najdéte pravodhly pramst
vektoru y na podprostor U = [x(l), x(z)].

Reseni. Podle véty 1.26 lze vektor y vyjadiit vetvaru y = x +z,kdex e U az € UL,
Tedy x = c1x® + c,xP a

y = c1x® + cx@ + 2.

! Jorgen Pedersen Gram (1850-1916) — dansky matematik.

Tirdz
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Ptedchozi rovnost skaldrné vyndsobime postupné vektory x® a x® Dostaneme:
(x(l),y) — cl(x(l),x(l)) + Cz(x(l),x(z)) 4+ (x(l),z),
(x(Z),y) — cl(x(2)’x(1)) + CZ(x(2)’x(2)) + (x(Z),z).
Vime, 7e (xV,z) = (x®@, z) = 0. Vypo&itdame zbyvajici skaldrni souciny.
(x(l),x(l)) =6, (x(l),x(z)) — -8, (x(2)’x(2)) = 14,
x®,y) =6, (x?,y) =-12.

Soustava linearnich rovnic ma tvar

6c; — 8cy = 6,
—8C1 + 14C2 = —12.

Jejim jedinym feSenim je

L= ——, Cyr = ——.
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Po dosazeni mame

3 6 3 6]
x=—=[1,-1,2]"— -[-3,1,-2]' = |3,—, Z
5 5

55
a T T
3,—1,1]" 3 3 ¢ 0 2 1
zZ= —X = s Ly - s T o < = s T s T 2 .
d 55 575
Podle (1.12) pak
Iy — x|l = min |y — £ = Jz]| =
—Xx|| =min ||y — x| = ||z]| = —
/ xeU Y ﬁ
je nejmensi chyba, které 1ze dosahnout pfi ndhradé vektoru y vektorem z U. A

Poznamka 1.28 Skaldrni soucin Ize zavést i pro vektory z C”, jejichZ slozky jsou komplexn{
¢isla. Skaldrni soucin (x, y), kde x, y € C”, bude komplexni ¢islo.

V definici 1.22 je tfeba udélat jedinou zménu a to ve vlastnosti 1). Misto komutativniho
zdkona musf platit, Ze (x, y) = (y, x), kde pruh zna¢i komplexné sdruZené ¢islo. VSe ostatni je
stejné. Vlastnost 4) navic fikd, Ze (x, x) je vZdy redlné &islo. Misto homogenity ve druhé sloZce
dostaneme, Ze plati (x,cy) = ¢(x,y).

Standardni skaldrni soucin se definuje vzorcem (x,y) = x1y1 + -+ + Xn Vn.
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Pojmy k zapamatovani

— matematicky model

— numericka dloha

— numericky algoritmus

— chyba numerické tdlohy

— zaokrouhlovaci chyby

— absolutni a relativni chyba aproximace
— platn4 cifra a platné desetinné misto
— strojova cisla

— korektni dloha

— Cislo podminénosti dlohy

— dobfe podminény a numericky stabilni algoritmus
— symbol O

— vektorova norma
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— maticovd norma

— operdtorovd norma matice
— Cislo podminénosti matice
— spektralni polomér matice
— skalarn{ soucin

— pravouhly pramét vektoru na podprostor

Kontrolni otazky

1. Cim se zabyva numerickd matematika?

2. Popiste jednotlivé kroky postupu od redlného problému k numerickému algoritmu.
3. S jakymi typy chyb se mtizeme setkat pfi numerickém fesSeni tiloh?

4.
5
6
7

Vysvétlete pojmy aproximace ¢isla, absolutni a relativni chyba aproximace.

. Co je to platna cifra a platné desetinné misto?
. Jak jsou reprezentovana ¢isla v pocitaci a co jsou to strojova Cisla?

. Co je pric¢inou zaokrouhlovacich chyb, kdyZ provddime vypocty na pocitaci?
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8. Co znamend, Ze numericka tdloha je korektni?

13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.

. Co znamen4, Ze numericka tloha je dobfe podminéna?
10.
11.
12.

Jak je definovdno ¢islo podminénosti korektni tlohy?

Co znamen4, 7Ze numericky algoritmus je stabilni?

Co znameni zépis f(x) = O(g(x))? Vysvétlete napt. pro funkci g(x) = x* (nacrtndte

obrazek).

Jak je definovand norma vektoru? Co je vysledkem normy vektoru?

Uvedte priklady vektorovych norem.

Co jsou to ekvivalentni vektorové normy?

Jak je definovand konvergence posloupnosti vektorti?

Jak je definovand norma matice? Co je vysledkem normy matice?

Uvedte priklady maticovych norem.

Co znamen4, 7Ze maticova norma je souhlasnd s vektorovymi normami?

Co je to submultiplikativni maticovd norma?

Uvedte vztah, kterym je definovand maticovd norma indukovand vektorovymi normami.

Uvedte priklady operatorovych maticovych norem.
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23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.

30.

Jak je definované ¢islo podminénosti matice?

Co je to spektrdlni polomér matice?

Jak je definovany skaldrni soucin vektorti? Co je vysledkem skaldrniho soucinu?

Jak se zavadi norma indukovand skaldrnim souc¢inem?

Jak je definovén standardni skaldrni soucin vektorti v R”?

Kdy fikdme, Ze jsou dva vektory ortogondlni?

Vysvétlete, co je to pravothly primét vektoru na podprostor. Vysvétlete s pomoci obrazku
vR3.

Popiste postup nalezen{ pravouhlého primétu.

Cviceni

1.

Vypoctéte souctovou, eukleidovskou a maximalni vektorovou normu vektort:
x = [-3,2,-7T e R3 y = [-5,2,1,3]T € R%, z = [-5,13,-2,7,3]T € R>,
u=1[-1,3,-4,8 -3, -7 € RS,
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2. Pro dané vektory vypoctéte normy ||| 1, ||.l2 a ||.]|co:
x=[4,2-18TecR* y=1[-523,0,1,4,-2,9T eR.
3. Pro dané vektory vypoctéte normy |. |1, ||-]l2 a ||| co:
x=[2,3-4-71TeR> y=[-1,-2,-4,-31,21]T e R7.
4. Pro dané vektory vypoctéte normy ||.]|1, ||.]l2 @ |||l co:
x =[-1,-9,—-14,24,-31,-7]" e R®, y = [11,2, 44, -83]" € R*.
5. Vypoctéte souctovou, Frobeniovu a maximdlni normu nésledujicich matic.
—1 -2
2 2 3
2 4 5 =3 -3 2
A=|-1 4 B = =
3 9 g ’ (—2 0 -3 1)’ ¢ -8 7
—11 2
6. Vypoctéte maticové normy ||.||s, |17, |I-laz> II-11, |12 2 || |co pro matice
—1 1 2
2 4 -2 =5
a=(2 o1 B=( ) C=( )
b _ b 2
1 —1 1 5 =3 5
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7. Vypoctéte maticové normy ||.||s, .17, I-llaz> I-Il15 l|-]l25 ||-]loo pro matice
-1 1 2 3 1 =5
A= , B=A", C= ,D=C".
( 2 0 1) 1 3 1
8. Vypoctéte maticové normy ||.||s, |I.Il £, lI-llaz> II-11> II-ll2 |- |lco pro matice
—1 1 1 -2
A=| 2 -1], B=4", c=|5 -1|, D=cC".
4 -3 2 —1
9. Vypoctéte maticové normy ||.||s, .1l Il-llaz> lI-II15 |12, ||./lco ndsledujicich matic. Resent
pro |||z je tfeba ziskat numericky.
3 -5 —4 2 —4 -3 5 1
A=1]2 -2 1], B=]2 O 1], C= 2 01
0 -3 0 1 — -2 0 2
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10. Urcete spektralni polomér ctvercovych matic.

-1 0 1 2 4 2 3 9
A= 01 0), B=|—-4 8 —4,C:( ),D:
0 21

1
1
2
-1 11
1 -2 2 -3 4 3
J=| 01 2] K=( ) L=( ) M=( )
_221) 5 -1 302 -3 4

11. V prostoru R3 se standardnim skalarnim soucinem jsou dény vektory x D = [—1,1,1]%,
x@ =11,-1,1]Tay = [3, 1, 7]T. Najdéte pravodhly pramét z vektoru y na podprostor
U=[x® x®]
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12. V prostoru R3 se standardnim skaldrnim sou¢inem jsou ddny vektory x@ = [1,1,1]7,
x® =1[-3,3,6Tay = [2,1,4]". Najdéte pravothly primét z vektoru y na podprostor
U=[xD x@

13. V prostoru R* se standardnim skaldrnim sou¢inem jsou ddny vektory x @ = [1,-1,0,2]T,
x@ =11,2,1,1]Tay = [1, -2, 3, 4]T. Najd&te pravouhly primét z vektoru y na podprostor
U=[xD x@

14. V prostoru R* se standardnim skaldrnim soudinem jsou ddny vektory @M = [1,1,1,1]T,
x@ =[-2,-1,3,2]Tay = [2,—2,—1, 1] . Najdéte pravoihly primst z vektoru y na
podprostor U = [x (D), x @],

15. V prostoru R* se standardnim skaldrnim sou¢inem jsou dény vektory x@® = [1,1,1,1]T,

x@ =[-2,-1,0,1]", x® =[4,1,0,1]Ta y = [-1,2,0, 1]T. Najdéte pravothly pri-
mét z vektoru y na podprostor U = [x (D, x @ x@)].
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Reseni
Lxllv = 12, [x]l2 = v62, [Ix[lec = 7, [¥lh = 11, [lyll2 = V39 [yl = 5,

Izlln = 30, [|zll2 = 16, [[z]lco = 39, l|lull1 = 26, |lul2 = 2v37, |ulo = 8.
lxlls =15, [lxfl2 = V85, [*lleo = 8, ¥ ll1 = 24, ¥ l2 = 234, [[y[lc = 9.

el =17, llxll2 = V79, [xlloo = 7. llyllh = 14, [yll2 = 6, [y oo = 4.
- Nlxlly =86, x|z = 23466, [ x[loo = 31, [|y[l1 = 140, [|y[l2 = 5v358, [|y[lcc = 83.

MAlls =29, |AllF = 11, Al = 7, [Blls = 29, |Blr = sv17, Bl = 5,

IClls =36, [|CllF =16, |Cllpm = 11.

[4lls =10, [[AlF = V14, [Allar = 2. [All1 = 4, [A]l2 = V4 + V10, [[A]c = 4,

IBls = 14, |BllF =36, |Blp = 5. [ Blli = 7. | Bll2 = V27 + /53, || Blloo = 8,
IClls =14, CllF = V38, [Cllar =5, |Clli =7, [Cll2 =7, [[Clloc = 7.

NAlls =714l F = VIL | Alx = 2. | Al =3, [ All2 = V6, | Allo = 4, | Blls =7,

IBllF = V1L 1Bl = 2. |Blli = 4, 1Bl2 = v/6,[Blloo = 3, [IClls = 14, |CllF =
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= V46, |ICllm = 5. Clli = 6, [[Cl2 = v23+ V145, [Cllec = 9, [ Dlls = 14,
IDIlF = ~46, [Dlsr =5, [Dllr = 9, [|D]l2 = v23 + V145, | Do = 6.

8. [Alls = 12, |AllF = 4v2, | Al = 4 1|41 = 7, [|4]2 = V16 + 5/10, | Alloc = 7,
IBlls = 12, |BllF = 4v2, [|Bllm = 4, |Bll1 = 7. || Bl2 = V16 + 5410, || B|oo =
=7, |Cls =12, |ICllr = 6, Cllm = 5. [ICllh = 8, [Cll2 = v33, [Cllc = 6,
IDlls =12, |D||F = 6,|Dllpm = 5, [|D]l1 = 6,[[D]l2 = v/33, | Dloc = 8.

9. |Alls = 26, |[AllF = 2426, [[Allm = 6, [|All1 = 11, [[A]2 = /57, |[Allc = 12,
IBlls = 1L, |Blr = 3v3,||Bllm = 4, By = 5. ||Bll2 = \/23/2+v429/2,
IBlloo = 6,[Clls = 16,|C|lF = 4¥/3,]|Clle =5, ICll1 = 7,[Cll2 = V21 + +/291,
[Clloc = 9.

10. p(4) = 1, p(B) = 15, p(C) = 1+ /14, p(D) = 5, p(F) = /11, p(G) = /5,
p(H) =1,p(J) =1+ 2, p(K) =3, p(L) = V13, p(M) = 5.

1.z =1[2,-2,7".

12. z = [%, %,3]T.
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T
13. z = [_%,_L 3_?’ 167] .
14. z = [—;_5 9 _15 _i]T

15.2=[-3.4.8.3]
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Testy ke kapitole 1

Vyberte spravnou odpovéd (prave jedna je spravnd). Za chybnou odpovéd se neodecitaji
body. Test 1ze kdykoli tla¢itky na konci ukoncit a nechat si vypsat sprdvné odpovédi.

Test 1

(1b.) Které Ctyfi matematické operace se vyuZivaji pfi numerickém feSeni dloh?

Séitani, odecitani, nasobeni a umocnovani.
Sc¢itani, odecitani, derivovani a integrovani.
Séitani, odecitani, nasobeni a déleni.

Logaritmovani, derivovani, integrovani a umocnovani.
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(1b.) Co zadavame na vstup numerické dlohy a co ziskavime na vystupu?
Cisla/funkce. Cisla/&isla. Funkce/Cisla. Funkce/funkce.

(1b.) Dokoncete vétu tak, aby byla pravdiva. Korektni dloha je dobfe podminéna,
jestlize

je pomér absolutni chyby vystupu a vstupu maly.

je pomér ¢isel na vystupu a vstupu maly.

je pomér relativni chyby vstupu a vystupu maly.

je pomér relativni chyby vystupu a vstupu maly.
(1b.) Rozhodnéte, zda je ndsledujici tvrzeni pravdivé. JestliZe je algoritmus numericky
stabilni, pak je mdlo citlivy na vliv zaokrouhlovacich chyb, které vznikaji béhem

vypoctu.
Ano. Ne.
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(1b.) Je dan vektor x = [1,—2,—8,7,4]" € R°. Pak je jeho maximdlni norma rovna:

2. 8. 7. v 134.

(1b.) Vektorovad norma ||x||, = \/xf + x2 + -+ + x2 se nazyvé:

Eukleidovska. Souctova. Frobeniova. Maximalni.

(Ib.) Na mnoziné matic M, , 1ze zavést tzv. operatorové normy diky tomu, Ze je na
ni definovdna operace . .. matic se sloupcovymi vektory délky 7.

secitani, umocnovani, nasobeni, odecitani.

(1b.) Vyberte tu vlastnost, kterou nespliiuje norma ||x || nenulového vektoru x € R”.
lc- x|l =lel-llx],c €R. lx + Il = [lx[l + [y, pro kazdy
vektor y € R”.

%]l = 0. lx]| > 0.
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(1b.) Spektrélni polomér p(A) matice A € M, je roven hodnoté

7 Ms

max |A;[, kde A; jsou vlastni ¢isla matice A.
i=1,...,n

n
max Z la;j|, kde a;; jsou prvky matice A.
i=1,...,n

Jj=1
~max {|a;;|}, kde a;; jsou prvky matice A.

i=1,...,

j=1,...,n
(1b.) Kterd z vlastnosti plati pro skaldrni souc¢in na R"?
(x+y.2)=(x,y+2). (x,x) =0.
(x+y,2)=(x,2)+ (¥, 2). (cx,cy) =c(x,y), kdec € R.
Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:

Procento tspésnosti:
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Test 2

(1b.) Vyberte zjednoduSené schéma numerického feSeni néjaké ulohy.

Redlny problém — numerickd tloha — numericky algoritmus — matematicky model.
Redlny problém — matematicky model — numerickd tiloha — numericky algoritmus.
Experiment — analytické feSeni — matematicky model — numericky algoritmus.

Redlny problém — numericky model — matematicky model — numericky algoritmus.

(1b.) Je-li x pfesné ¢islo a X jeho ptiblizna hodnota, pak rozdil x —X = AXx nazyvame

absolutni chybou aproximace X. odhadem relativni chyby.

relativni chybou aproximace X. odhadem absolutni chyby.
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(1b.) Dokoncete vétu tak, aby byla pravdiva. Je-li ¢islo podminénosti ilohy C,, ~ 150,

pak je uloha
dobie podminéna. chybné zadana.
Spatné podminéna. nefesitelnd.

(1b.) Dopliite tvrzeni tak, aby bylo pravdivé. Norma libovolného vektoru x € R” je

veétsi nez 0. mensi nez 0.
mensi nebo rovna 0. vetsi nebo rovna 0.

(1b.) Je dén vektor x = [—1,3,—4,—-5, -2, 3]T € R®. Pak je jeho eukleidovska
norma rovna:

—17. 5. 8. 18.
(1b.) Vektorovd norma || x| = max{|x1|, |x2|,...,|Xn|} se nazyva:
Souctova. Frobeniova. Eukleidovska. Maximalni.
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(1b.) Maticové normy se zavadéji pouze pro ¢tvercové matice M,,.
Ano. Ne.

(1b.) Vypoctéte maximalni normu matice

-6 2 -10 3
A_( 1 -2 24 —5)'
5. 6. 26. V98,

(1b.) Cislo podminénosti matice ze zdkladniho defini¢niho vztahu lze urcit pro

libovolnou matici. ¢tvercovou matici.
reguldrni matici. matici, jejiZ determinant je roven jedné.

(1b.) V piipadég, Ze pro dva nenulové vektory x,y € R”", kde R" je prostor se
skaldarnim soucinem, plati, Ze (x, y) = 0, pak

je jeden vektor ndsobkem druhého. jsou vektory k sobé kolmé.

norma jednoho z vektort je rovna nule.  tato skutecnost nemtiZe nikdy nastat.
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Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:
Procento tspéSnosti:
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Test 3

(1b.) Jaky je vztah mezi matematickym modelem a numerickou tilohou?

Vysledkem zanedbdnim nékterych rovnic v matematickém modelu je numericka
dloha.

Jestlize v matematickém modelu zaokrouhlime naméfené veliciny a fyzikalni
konstanty, ziskdme numerickou tlohu.

Numericka dloha je vysledkem digitalizace matematického modelu.

Numericka dloha je postup feSeni matematického modelu.

(Ib.) Ozna¢me x presné ¢islo a X jeho pfibliznou hodnotu. Vyberte vztah pro vypocet
relativni chyby aproximace X.
x—X . xX—X X
- =1 B

X — X.

X X
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(1b.) Kdy mohou vznikat pfi feseni numerické tlohy zaokrouhlovaci chyby?

Pfi méfeni vstupnich dat empirickych hodnot.
Pfi nevhodné volbé matematického modelu.
Pfi provadéni aritmetickych operaci na pocitaci.
Pti aproximaci matematického modelu numerickou dlohou.
(1b.) Co znamend, Ze numericky algoritmus je dobfe podminény?
Je mdlo citlivy na poruchy ve vstupnich datech.
Je mélo citlivy na vliv zaokrouhlovacich chyb vznikajicich pti vypoctu.

(1b.) Vyberte tu vlastnost, kterou vektorova norma na R” nema
(x a y jsou vektory z R" ac € R).

lxf = 0. lex(l = le| - llx].

le =yl = llxl =1yl le =yl = llxll + [yl
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(1b.) Je dén vektor x = [—1,3,-2,—-7,4, 6]T € R®. Pak je jeho souctova norma
rovna:

3. 7. 23. 87.

(1b.) Vyberte ptedpis, ktery se pouZiva pro vypocet Frobeniovy normy (A € M, ,,

x € R™).
[Allm = max {la;|}. IAllF =
i=1,....,m,
j=1,...,.n
lxlly = [xa] + - + |xnl. Ixll2 = Vxi + - + x5
(1b.) Je-li A ¢tvercova matice a A;, kdei = 1,...,n, jsou jeji vlastni &isla, pak Cislo
p(A) = max |A;]| se nazyvd
i=1,...,n
¢islo podminénosti matice A. spektrdlni norma matice A.
relaxaéni polomér matice A. spektrdlni polomér matice A.
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(1b.) Vyberte piedpis pro standardni skaldrni sou¢in na R”.

(x,y) = [x1y1 + -+ XnYnl (x,y)= \/lel + o XnYn.

(x,y) =x1y1+ -+ Xpn.

Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:
Procento tdspésnosti:
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Test 4

(1b.) Dokoncete vétu tak, aby byla pravdivd. Numericky algoritmus je
systém linedrnich nebo nelinedrnich rovnic, pomoci kterych vyfesime realny pro-
blém.

presny popis krokd, které vedou k vyfeSeni numerické ulohy.

postup, pomoci kterého ze zadanych funkci na vstupu ziskdme ¢iselné hodnoty na
vystupu.

postup, pti kterém ziskdme vysledek matematické tlohy.

(1b.) Spravné zaokrouhlend hodnota ¢isla 99,4253827 na tfi platné cifry bude
99,425. 99,0. 100. 99.4.

Obsah Jdinastranu |« < » » <@ = Celdobrazovka/Okno  Zaviit



Titulni strana ~ Copyright ~ Pfedmluva Obsah Kapl Kap2 Kap3 Kap4 Kap5 Kap6 Kap7 Testy

Uvod do problematiky numerickjch metod

Literatura

Rejstiik  Tirdz

110

(1b.) Je dén libovolny nenulovy vektor x € R”. Pak

jeho norma ||x || miiZe byt rovna nule.
jeho norma ||x || miZe byt libovolné zdporné &islo.
jeho norma ||x || nemtze byt zaporné &islo.

o znaménku normy ||x || nelze nic fict.

(1b.) Vyberte vektor, jehoZ souctovd i maximalni norma jsou si rovny.
x =(0,0,2,0,0).

x =(1/2,0,1,0,—1/2).
x = (1/3,-1/3,1/3,—1/3,1/3).

Z4dné z nabizenych moznosti neni spravna.
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(1b.) Vyberte ptedpis, ktery neptfedstavuje Zddnou vektorovou normu vektoru x nebo
maticovou normu matice A (A; jsou vlastni ¢isla matice A).

max{|x1|, ..., |xn|}. i:I{laXm|aij|-
j=1ysn

n
inz. max |A;].
i=1,...,n

i=1

(1b.) Vypoctéte souctovou normu matice

-3 -3 i @ 4
A_( 1 -2 24 —1)'

—6. 4. 5. 20.
(1b.) Je-li matice A dobfe podminénd, znamena to, Ze pro jeji ¢islo podminénosti
Kk (A) plati

k(A) < 0. k(A) ~ 1. k(A) > 1. k(A) = 1.

Obsah Jdinastranu |« < » » <@ = Celdobrazovka/Okno  Zaviit



Titulni strana ~ Copyright ~ Pfedmluva Obsah Kapl Kap2 Kap3 Kap4 Kap5 Kap6 Kap7 Testy

Literatura

Rejstiik  Tirdz

Uvod do problematiky numerickjch metod 112
(1b.) Spektrélni polomér p(A) matice A lze ur¢it pouze pro
obdélnikovou matici. ¢tvercovou matici.
reguldrni matici.
(1b.) Kterd z vlastnosti plati pro vektorovou normu na R"?
lx|| = 0. lcx|| = c|lx]||, kde ¢ € R.
e+ yll = llxll + [yl le +yIl + Nzl = llxl + ly + =]

Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:
Procento tspéSnosti:
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Kapitola 2

Numerické reseni nelinearnich rovnic

Cile

Po prostudovéni této kapitoly budete schopni vysvétlit:
e jak postupujeme pti hledani kofend nelinearnich rovnic a jejich soustav,
e jak posuzujeme kvalitu metod a pfesnost fesent,

e podle ¢eho metody klasifikujeme,

vvvvvv

vvvvv
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Reseni rovnic patff k zdkladnim tloham numerické matematiky. S potiebou najit
koteny rovnic se setkivime v mnoha partiich matematiky, avSak jen vyjimecné dokdZeme
jejich hodnoty pfesné urcit. V této kapitole se budeme vénovat feseni nelinearnich rovnic,
studium soustav linedrnich rovnic, které ma sva specifika, odlozime do kapitoly 3.

Ve vétsiné kapitoly se budeme zabyvat jednou rovnici o jedné nezndmé. Sezndmime
se se zdkladnimi principy a pojmy a uvedeme tradi¢ni metody feSeni takovych rovnic.
Zavérecny oddil je vénovan soustavdm nelinedrnich rovnic, tato problematika je vSak

Vv s

daleko sloZit€jsi a podrobnéjsi vyklad pfesahuje cile tohoto textu.

2.1 Nelinearni rovnice o jedné neznimé

Budeme se zabyvat hledanim reédlnych kofend rovnice

f(x) = 0. @2.1)

Na$im tkolem je najit ¢isla @ € R, pro néZ plati, Ze f(«) = 0. Tato ¢isla nazyvame
koFeny rovnice. Chceme vlastné najit x-ové soufadnice priseéika grafu funkce f s osou x
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X

al\/az NS N

Obr. 2.1: Kofeny a4, . .., a5 rovnice f(x) =0

(=)

— viz obr. 2.1. Obecnéji bychom mohli uvaZzovat rovnici

g(x) = h(x).
Tu Ize ale vZdy upravit na tvar (2.1), kde f(x) = g(x) — h(x).

O funkci jedné proménné f(x) budeme predpokladat, Ze je ,,rozumna®, tj. je aspon
spojita. Tato vlastnost ndm zaruci existenci kofend. Ma-li spojitd funkce ve dvou bo-
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dech opa¢nd znaménka, ma podle Cauchyovy-Bolzanovy' véty mezi nimi kofen (viz [33,
str. 204]). Bez predpokladu spojitosti v podstaté nema tloha smysl.

2.1.1 Postup pri hledani koi'ent

Hledani kotent lze v zdsad€ rozd€lit na nésledujici dva kroky.

1. Separace korenii — urceni intervalu, ktery je dostate¢né€ maly a obsahuje jediny
koten.

2. Aproximace korenii — nalezeni posloupnosti ¢isel xg, X1, X2, . . . , kterd konverguje
ke kofenu o, tj. lim x, = «, f(«) = 0, viz obr. 2.2. Sestrojeni takové posloupnosti
se déla pomocg H)éolzteré z iteracnich metod, které budou uvedeny v nasledujicim
textu.

NP

"Bernard Placidus Johann Nepomuk Bolzano (1781-1848) — filozof a nejvétsi Gesky matematik
19. stoleti. Piisobil jako profesor filozofie a ndboZenstvi na Karlove univerzité. VEtSina jeho matematickych
praci ziistala v rukopisech a nebyla tehdy zndma, takZe neovlivnila dal3i rozvoj matematiky. Jeho vysledky
byly pozdéji znovuobjeveny. Pres tragicky osud jeho dila je mu dnes pfizndna priorita v mnoha myslenkdch
a je po ném pojmenovdna fada tvrzeni zejména diferencialniho poctu.
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y=f(x)

Obr. 2.2 Aproximace kofenu

Pro separaci kofentl neexistuje jednoznacna a spolehliva univerzalni metoda. Obvykle
informaci o poloze kofend ziskavame nékterym z nésledujicich postupti.

(a) Graficky — z obrazku grafu priblizné odhadneme polohu koreni. Tento zpisob je
dnes, kdy jsou k dispozici pocitacové programy, které graf dokdZou snadno a s velkou
presnosti nakreslit, nejcastéjsi.

(b) Pomoci tabulky hodnot — vypocitame funk¢ni hodnoty ve vhodnych bodech x a vy-
bereme ty intervaly, v jejichZ krajnich bodech maji funkéni hodnoty opa¢nd znaménka.
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Tento postup byl typicky v minulosti, kdy nebyly k dispozici pocitace, ale pouze
kalkulacky, popf. jen ru¢ni vypocty a pomicky, které je usnadiiovaly (logaritmické
pravitko, tabulky logaritmi, goniometrickych funkci apod.).

(c) Z vlastnosti problému, ktery je uvaZzovanou rovnici modelovan.

(d) Analyzou vlastnosti funkce néstroji diferencidlniho poctu. Je-li f(a)- f(b) <0,
a < b, pak mezi a a b existuje kofen. Monotonie funkce f na intervalu (a, b)

0 a i_/x b
|

Obr. 2.3: Existence a jednoznacnost kofenu
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potom zarucuje jednoznacnost, viz obr. 2.3. Jeji ovéfeni je obecné obtizné. (Monotonii
Ize sice urcit pomoci znaménka derivace, k tomu jsou ale obvykle potiebné kofeny
funkce f”(x), které ¢asto neumime urcit jinak neZ numericky, ¢imz se dostdvame do
zacarovaného kruhu.)

2.1.2 Zastavovaci podminky

Pfi pouziti iteraéni metody sestrojime podle néjakého vzorce posloupnost ¢isel {x,}.
Nejcastéji se hodnota x,, pocitd z pfedchazejici hodnoty x,_; nebo dvojice predchazejicich
hodnot x,_; a x,—5, jsou ale i sloZit&jsi vzorce. S konkrétnimi piiklady se sezndmime
déle.

Nicméné na pocitaci pochopitelné miZzeme vypocitat pouze konecny pocet clenti
posloupnosti {x,}. V ur¢ity okamzik proces musime ukondit. Obvykle se zad4d malé
kladné ¢islo ¢ a posuzuje se, zda velikost néjaké veliciny je jiZ mensi neZ toto Cislo.
Ideélni by bylo posuzovat vzdélenost |x, — «| od pfesné hodnoty kofenu «, ten vSak
nezndme. V praxi proto k zastaveni iteracniho procesu pouzivame nékterou z nésledujicich
zastavovacich podminek (je mozné pouZzit i jejich kombinaci):
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i) [x, — xp—1| <,

.. |Xn_xn—1|

i) ————
||

iii) | f(xn)| <&

Jakmile je pro nékteré n zvolend podminka splnéna, proces ukonc¢ime a klademe o = Xx;,.
Cislo ¢ se nazyva presnost reSeni.

<e,

Poznamka 2.1

1. Splnéni kterékoli ze zastavovacich podminek neznamen4, Ze absolutni chyba feSeni
| — x;,| je mensi nez zvolené ¢. Pfesny kofen o miiZe byt jesté hodné vzdalen. Napr.
je-li graf funkce f v okoli kofenu plochy, mize byt hodnota | f(x,)| velmi malé,
takZe pfi pouziti podminky iii) je proces zastaven, pfestoZe kofen je jesté prili§ daleko.
Podobné je tomu u druhych dvou zastavovacich podminek.

Pro nékteré iterani metody existuji odhady absolutni chyby |o — x, | pomoci ¢isla ¢,
byvaji vSak Casto pesimistické (skute¢na chyba je daleko mensi neZ odhad).

2. Pokud je kotfen « blizky nule nebo je naopak hodné velky, je vhodné pouzit zastavovaci
podminku ii).
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3. Pti velmi pomalé konvergenci je vhodné nastavit maximalni povoleny pocet iteraci
s naslednou signalizaci, Ze nebyla dodrzena poZadovana presnost. Tim se vyhneme
moZnému nekone¢nému cyklu (v dasledku zaokrouhlovacich chyb se miize stat, Ze
poZadovand zastavovaci podminka nebude nikdy splnéna).

2.1.3 Rychlost konvergence
Sestrojime-li pomoci néjaké iteraéni metody posloupnost {x, }, zajimaji nds odpovédi na
nasledujici otazky:

1. Konverguje tato posloupnost ke kofenu & rovnice f(x) = 0?

2. JestliZze ano, jak rychle?

Podminkami konvergence se budeme zabyvat u jednotlivych metod. Nyni si vS§imneme
toho, jak se posuzuje rychlost, s niZ se posloupnost {x,} pfiblizuje ke kofenu «. Jde
o dulezity ukazatel kvality iteracni metody.

Predpoklddejme, Ze posloupnost xg, X1, X3, ... konverguje ke kofenu «. Jestlize
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existuje konstanta C > 0 a &islo k takové, ze

|xn+1 - (X| _

lim =C,

n—o00 |x, — a|k
nazyva se k rdd konvergence posloupnosti a C chybovd konstanta.

Rikdme, Ze dand iteracni metoda je ddu k , jestlize libovolnd konvergentni posloupnost
ziskand touto metodou md fad konvergence vétsi nebo rovny k a alespori jedna posloupnost
ma fad konvergence piesné k.

Je-1i ¥ad konvergence posloupnosti {x,} roven k, plati v blizkosti kofenu, tj. pro
velkd n, piiblizny vztah |x, 4+, — | ~ C|x, — a|¥. ProtoZe pro velkd n je |x, — o] malé
&islo, je pro velké k &islo |x, —a|* jesté mnohem mensi, tudiz absolutni chyba |x, 41 — o]
bude daleko mensi nez absolutni chyba |x, — «|. Tedy ¢im vyssi je fad konvergence, tim
rychleji se x, pfiblizuje k .

Pouziva se terminologie linedrni (k = 1, C < 1), superlinedrni (k > 1) a kvadra-
tickd (k = 2) konvergence.
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2.2 Iteracni metody pro reSeni rovnic o jedné neznamé

V tomto oddilu uvedeme pét klasickych iteracnich metod pro feSeni nelinearnich rovnic
o jedné nezndmé. Tento vycet zdaleka nenf tplny, v literatufe 1ze nalézt fadu dalSich
metod, viz napt. [22, 43, 52].

2.2.1 Klasifikace iteracnich metod

Iteracni metody se obvykle d€li na dva typy:

i) Startovaci metody — jsou vzdy konvergentni, ale konvergence je pomala.
ii) Zpresnujici metody — jsou rychlejsi, ale pocate¢ni aproximace musi byt dostatecné
blizko kotfenu, aby metoda konvergovala.

Obvykle postupujeme tak, Ze provedeme separaci kotfenu, tj. ur¢ime dostate¢né maly
interval obsahujici jediny kofen dané rovnice. Pak nékterou startovaci metodou najdeme
pribliZznou hodnotu tohoto kofenu. Tu pak zlepSime vhodnou zpfesiujici metodou.

Z péti nize uvadénych metod se mezi startovaci fadi metoda bisekce (metoda ptileni
intervalu) a metoda regula falsi (metoda tétiv), které konverguji za dosti obecnych predpo-
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kladd, ale jejich konvergence byva pomal4. Proto se pouZivaji pouze k hrubé aproximaci
kofenu.

Mezi zpresnujici metody patii metoda prosté iterace, Newtonova metoda (metoda
teCen) a metoda secen.

V konkrétnim piipadé mtize byt startovaci metoda rychld a zpresnujici metoda pomal4.
Klasifikace nenf jednoznacnd, nékdy se metoda prosté iterace fadi mezi startovaci metody.
Navic tuto metodu lze chédpat jako jakési obecné vychodisko pro konstrukci dalSich
metod. Ani vySsi fad konvergence nemusi u konkrétni rovnice nutné znamenat rychlejsi
konvergenci.

U kazdé metody kromé jejiho popisu a podminek konvergence uvedeme ukizkovy
priklad. Jeho dcelem je pfedevsim pochopit, jaky je geometricky princip dané metody.
K tomu slouZi zarazené animace. Aby bylo dobfe vidét jednotlivé kroky, byly imyslné
vybrany ponékud ,,neobvyklé“ rovnice a poc¢atecni aproximace byly voleny ne pfili$ blizko
hledaného kotenu. Jinak by totiZ dal$i aproximace byly rychle pfili§ dobré a v animacich
bychom toho moc nevidéli. Vypocty byly provedeny v programu Maple 2018, pocet
dekadickych cifer mantisy byl nastaven na 10.
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2.2.2 Metoda bisekce (metoda puleni intervalu)

Predpokldddme, Ze funkce f(x) je spojitd na intervalu (a, b) a plati f(a) f(b) < O.
To zajistuje existenci aspoti jednoho kofenu rovnice f(x) = 0 uvnitf tohoto intervalu.
Nasledujici konstrukce nevyZaduje, aby koten byl jediny.

Postup:
Oznatme ag = a, by = b. Sestrojime posloupnost vnofenych intervald, které vzdy

obsahuji kofen rovnice, pfi¢emz jejich délka se zmenSuje a konverguje k nule.

(1) Ur&ime stied ¢g = “O;bo intervalu (ag, by).
Je-li f(co) = 0, nasli jsme kofen & = ¢ a postup konéi.
V opacném piipadé néktery z intervald (ag, co), (co,bo) obsahuje kofen. Plati-li
f(aop) f(co) < 0, jetointerval (ag, o), je-li f(co) f(bg) < 0, je to interval {cg, bg).

Tento interval oznacime (ay, b1). Zfejmé plati by — a; = @ a f(ay) f(by) <O.

(2) Postup opakujeme. Obecné v n-tém kroku vychdzime z intervalu (a,—1, b,—1), pro
n&jz plati by — dn—1 = 2% a f(an-1) f(ba-1) < 0.
Uréime stied ¢, = % intervalu (a,—1, by—1).
Je-li f(cy—1) = 0, nasli jsme kofen @ = ¢, —; a postup kon&i.
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y=f(x)

as

Obr. 2.4: Metoda bisekce

V opaéném piipadé néktery z intervald (a,—1,cn—1), (Cn—1,bn—1) obsahuje ko-
fen. Jestlize plati f(an,—1) f(cn—1) < 0, je to interval {(a,—1,cn—1), jestlize plati
f(cn—1) f(by—1) <0, je to interval (c,—1, b,—1). Tento interval oznacime (a,, b, ).

Ziejmé plati b, — a,, = b"_lga"_l = boz_nao a f(an) f(bn) < 0.
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(3) Na obr. 2.4 jsou znazornény prvni dva kroky.
Teoreticky miiZzeme po konec¢ném poctu kroki najit presnou hodnotu kotfenu, kromé
velmi jednoduchych rovnic je to vSak vzhledem k zaokrouhlovacim chybam nepravdé-
podobné.
Za Cleny posloupnosti, kterd konverguje ke kofenu &, zvolime stiedy intervalti (a,,, b, ),
: — antby —
4. xp, = A0 =0,1,2,...

Konvergence:
Jednd se o vzdy konvergentni metodu. Ziejmé ag = a; = a, = --- (posloupnost je ne-

klesajici), bg = by = by = --- (posloupnost je nerostouci) a a, < b,. Obé posloupnosti
{a,} a{b,} jsou proto konvergentni. Protoze lim (b, —a,) = lim boz_,flo = 0, musi
n—>oo n—oo

mit stejnou limitu. JelikoZ libovolny interval {(a,, b,) obsahuje kofen rovnice f(x) = 0,
musi platit lim a, = lim b, = «, kde « je kofen rovnice.
n—>0o0 n—00

ProtoZze a, < Xx, < by, plati rovnéZz lim x, = o. Metoda bisekce tedy vzdy
n—>oo

Xp—a| = b;);alo‘ NevyuZivaji se Zadné

konverguje. Konvergence je obecné pomald, plati
specidlni vlastnosti funkce f, pouze skute¢nost, zda funkéni hodnoty jsou kladné nebo
zdporné. Méame vsak dolni i horni odhad pro velikost kofenu, protoze a, < x, < b,.

Obsah Jdinastranu |« < » » <@ = Celdobrazovka/Okno  Zaviit



Titulni strana ~ Copyright ~ Pfedmluva Obsah Kap? Kap2 Kap3 Kap4 Kap5 Kap6 Kap7 Testy Literatura Rejstiik  Tirdz

Numerické reseni nelinedrnich rovnic 128

Pokud vychozi interval (a, b) obsahoval vice kofenti, metoda dava posloupnost {x,},
ktera sice konverguje ke kofenu rovnice f(x) = 0, nevime ovSem, ke kterému. KdyZ
vypocet po konecném poctu krokl zastavime, miiZe byt v tomto pripadé ve vysledném
intervalu (a,, b,) vice kofen.

Piiklad 2.2 Metodou bisekce najdéte nejmensi kladny kofen rovnice e* — 3x2? = 0.
Pouzijte zastavovaci podminku | f(x,)| < &, kde ¢ = 0,02.

Reseni. Nejprve nakreslime graf funkce f(x) =
= e* — 3x2 — viz obr. 2.5. Z obrizku je vidét,
7e hodnota nejmensiho kladného kofenu « je
a ~ 1. Zvolime tedy ag = 0,5a by = 2.
V intervalu (ag, bg) ma rovnice jediny kofen.
Nyni podle vySe popsaného postupu uré¢ime
intervaly (aq, b1), {az, b,) atd. Vysledky jsou
zapsany v nasledujici tabulce. Je vidét, Ze zasta-
vujici podminka byla splnéna po sedmi krocich.
Plati x¢ = 0,968 75, tedy o ~ 0,968 75. Obr. 2.5: Graf funkce z pfikladu 2.2
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n dn bn Xn S (xn) | f (xn)]

0 | 0,5000000000 | 2,000000000 | 1,250000000 |—1,197157043 | 1,197157043
1 | 0,5000000000 | 1,250000000 | 0,8750000000 | 0,102000294 | 0,102000294
2 | 0,8750000000 | 1,250000000 | 1,062500000 |—0,493122806 | 0,493122806
3 | 0,8750000000 | 1,062500000 | 0,9687500000 |—0,180780599 | 0,180780599
4 1 0,8750000000 | 0,9687500000 | 0,9218750000 |—0,035560824 | 0,035560824
51 0,8750000000 | 0,9218750000 | 0,8984375000 | 0,034193158 | 0,034193158
6 | 0,8984375000 | 0,9218750000 | 0,9101562500 | —0,000442459 | 0,000442459

U metody bisekce miZeme odhadnout vzdéalenost ziskaného priblizného vysledku od
piesné hodnoty kofenu. Plati totiZ |o — x¢| =
Na obr. 2.6 je uvedena animace, kterd zndzorfiuje konstrukci jednotlivych clend

bo—ao

27

posloupnosti {x,}, jeZ konverguje ke kofenu .
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Obr. 2.6: Animace

k prikladu 2.2 —
metoda bisekce

7 iteration(s) ofthe bisection method applied to
flx)=¢— 357 with initial points =05 and b=2..

S
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2.2.3 Metoda regula falsi (metoda tétiv)

Predpokldddme, Ze funkce f(x) je spojitd na intervalu (a, b) a plati f(a) f(b) < O.
To zajistuje existenci aspoti jednoho kofenu rovnice f(x) = 0 uvnitf tohoto intervalu.
Tétivou rozumime dsecku (¢ast pfimky) spojujici dva body na grafu funkce. Nésledujici
konstrukce nevyzaduje, aby kofen byl jediny.

Postup:

Oznaéme ag = a, by = b. Sestrojime posloupnost vnofenych intervald, které vzdy
obsahuji kofen rovnice, pfi¢emz na téchto intervalech budeme graf funkce nahrazovat
pfimkami (tétivami) ur¢enymi hodnotami funkce f v krajnich bodech intervald.

(1) Graf funkce f nahradime na intervalu (a, bo) pfimkou, jeZ prochdzi body [ag, f(ao)]
a [bg, f(bo)]. Linedrni funkce /, jejimz grafem je tato pfimka, ma vzorec [(x) =
= f(ao) + k(x — ao), kde k = LLI=S0) je smernice. Protoze I(ao)!(bo) =
= f(ao) f(bo) < 0, mé rovnice /(x) = 0 v tomto intervalu jediny kofen, ktery

oznac¢ime cg. Z rovnice

J(bo) — f(ao)

bo —ag

(co—ap) =0

f(ao) +
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vypocitime, Ze

 fla)
f(bo) — f(ao)

Jmenovatel f(bg) — f(ag) v pfedchozim vztahu je nenulovy, protoZe ¢isla f(ag)

a f(by) maji opa¢nd znaménka.

Je-li f(co) = 0, nasli jsme kofen & = cg a postup kondi.

V opaéném piipad€ néktery z intervald (aq, co), (co,bo) obsahuje kofen. Plati-li

f(ap) f(co) < 0, je tointerval {(ag, co), je-li f(co) f(bg) < 0, je tointerval {cg, by).

Tento interval oznacime (ay, by). Ziejmé plati f(ay) f(by) < 0.

(bo — ay). (2.2)

Co = Ay

(2) Postup opakujeme. Obecné v n-tém kroku vychdzime z intervalu {(a,—1, b,—1), pro
néjz plati f(an—1) f(bp—1) < 0. Graf funkce f nahradime na tomto intervalu
piimkou, kterd prochdzi body [a,—1, f(an—1)] a [bp—1, f(by—1)]. Linedrni funkce /,
jejimZ grafem je tato pfimka, ma vzorec [(x) = f(an—1) + k(x — ay—1), kde
ke = LGp=1)=Gu=1) e smirmice. ProtoZe (an—1)l(ba—1) = f(@n—1) f(bn-1) <0,
md rovnice /(x) = 0 v tomto intervalu jediny kofen, ktery ozna¢ime c,—. Z rovnice

F(dnor) + S (bp—1) — flan-1)

bn—l —dAap—1

(Cn—l - an—l) =0,
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vypocitime, Ze

C f@nm)
F o) — (@n1)

Jmenovatel f(b,—1) — f(an—1) v pfedchozim vztahu je nenulovy, protoze &isla
f(an—1) a f(b,—1) maji opa¢nd znaménka.
Je-li f(cy—1) = 0, nasli jsme kofen o = ¢, a postup konéi.
V opaéném piipadé néktery z intervald (a,—1,cn—1), (Cn—1,bn—1) obsahuje ko-
fen. Jestlize plati f(a,—1) f(cn—1) < 0, je to interval {a,—_1,cp—1), jestlize plati
f(cn—1) f(by—1) <0, je to interval (c,—1, by—1). Tento interval oznacime (a,, b, ).
Ziejmé plati f(ay) f(b,) < O.

(3) Na obr. 2.7 jsou znazornény prvni dva kroky.
Ziskali jsme posloupnost vnofenych intervali (a,, b, ), jejichz délky se zkracuji. Na
rozdil od metody bisekce vSak tentokrat nemusi platit, Ze nll)n;o (by —ay) = 0. Naopak,

Cn—1 = Ap—1 (bn—l - an—l)- (2.3)

jak uvidime ddle, v ,,rozumnych‘ piipadech tomu tak neni.
Nyni poloZime: xg = ag, X1 = by (nebo naopak, pofadi neni podstatné) a x, = ¢,,—»
pron = 2. Cleny posloupnosti {x,} jsou tedy ag, by, co, C1,C2, . . .
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v = f()

bo

Obr. 2.7: Metoda regula falsi

Stru¢né shrnuto: Novy interval {(a,, b,) vznikd z pfedchoziho tak, Ze jeden koncovy
bod se zachova (zlstava pevny), druhy se zméni (posune se ,,dovniti*‘). Zda se méni
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levy nebo pravy koncovy bod, je obecné zcela nepravidelné (z4visi to na hodnotich
funkce f'), je napf. mozné, Ze jeden koncovy bod je pofdd pevny a méni se pouze
druhy. Ty koncové body, které se méni, vytvareji posloupnost {c,}, a tudiZ i {x,}.
(4) Najdeme rekurentni vztah pro ¢leny posloupnosti {x, }. Pfedpokladdme, Ze pfesnou
hodnotu kofenu nenajdeme po kone¢ném poctu krokd, tj. plati f(x,) #% O pron =
=0,1,2,... Z (2.3) je vidét, Ze pron = 2 se ¢, politd z a, a b,. Pfitom jedno
z téchto cisel je ¢,—1. Druhé je koncovym bodem nékterého z predchozich intervald
(ak, bx), k < n. PfinaSem oznaceni lze zdvislost popsat takto:
Pron = 1 oznaéme m = m(n) (zdpisem m = m(n) zdlraziiujeme, Ze m zavisi na n)
nejvétsiindex m < n takovy, Ze f(x,) f(x,) < 0.Naintervalu s koncovymi body x,,
a X, nahradime graf funkce f ptimkou prochdzejici body [x,, f(x,)] a [Xm, f(Xm)].
Lineérni funkce /, jejimz grafem je tato pfimka, ma vzorec [(x) = f(x,)+k(x—xp,),
kde k = Le)=SCm) je smérnice. ProtoZe [(x,) (xn) = f(xn) f(xm) < 0, md

Xn—Xm
rovnice /(x) = 0 mezi x, a x,, jediny kofen x, 1. Z rovnice
S (xn) = f(xm)
S(xn) + . - (Xn+1—Xxn) = 0.
Xn - .Xm
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vypocitime, Ze

X
Xn+1 = Xn — f( n) (Xn — Xm), n=12,..., 2.4)

f(xn) - f(xm)

neboli po dpraveé

Xim f (Xn) = Xn f (Xm)
Xn+1 = , n = 1,2,... (25)
S Cen) = f(xXm)
Jmenovatel f(x,) — f(x,,) v pfedchozim vztahu je nenulovy, protoZe &isla f(x,)
a f(x,) maji opacnd znaménka.
Novy ¢len x, 41 posloupnosti {x,} se tudiZ pocitd z predchoziho ¢lenu x, a jesté
jednoho drivéjsiho ¢lenu x,,. Metoda regula falsi je proto dvoukrokova. ProtoZe in-
dex m je proménny (zdvisi na n a pochopitelné také na funkci f), fikdme, Ze jde
0 nestaciondrni dvoukrokovou iteracni metodu.

Konvergence:

Jedna se o vZdy konvergentni metodu (viz [, str. 275], dlikaz nenf trividlni). Plati lim x, =
n—>oo

= «, kde « je kofen rovnice. Pokud vychozi interval (a, b) obsahoval vice kofeni, metoda
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dava posloupnost {x, }, kterd sice konverguje ke kofenu rovnice f(x) = 0, nevime oviem
ke kterému. KdyZ vypocet po konecném poctu krokd zastavime, miZe byt v tomto piipadé
ve vysledném intervalu (a,, b,) vice kofend.

Metoda regula falsi konverguje pomérné pomalu, Ize ukdzat, Ze (za predpokladu
konstantniho znaménka druhé derivace f” v okoli kofenu) fdd konvergence je jedna, viz
[52, str. 340].

Vsimneme si podrobnéji, jak vypadd posloupnost {x, }. Funkce f nabyva podle pfedpokladu
v koncovych bodech intervalu {a, b) hodnoty opaénych znamének. Pfedpoklddejme pro urcitost, Ze
f(a) <0a f(b) > 0. Ptipad opa¢nych znamének se vySetii obdobné. Z vySe popsané konstrukce
plyne, Ze potom f(a,) < 0a f(b,) > 0 pro libovolné n = 0,1,2,... ProtoZze xo = ay,
X1 = boax, = cp—ppron = 2, je kazdy ¢len x,, n = 2, roven nékterému ay nebo by, kde
k=n-2.

Cleny posloupnosti {x; } rozdélime do dvou podposloupnosti. V prvni budou ta x, pro néz
f(xn) <0, ve druhé ta, pro néZ f(x,) > 0. Ani jedna podposloupnost nebude prazdna, protoZe
f(x0) <0a f(x1) > 0. Cleny prvni podposloupnosti ozna¢ime x,, a druhé xs, . Ztejmé ro = 0
asg = 1. ProtoZe intervaly {(a,, b, ) jsou do sebe vnorené, bude prvni podposloupnost neklesajici
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a druhé nerostouci, tj.

A

X0 é Xry é Xry = Xr3 ' é Xs3 é Xso é Xsy é X1 (2.6)

Mohou nastat dva piipady:
(i) Jedna podposloupnost je kone¢nd a druhd nekonecnd. Necht je nekone¢na napt. podposloup-
nost {xy, }.
K tomu dojde, pravé kdyz existuje Cislo p takové, Ze index m(n) ze vztahu (2.4) bude pocinaje
hodnotou p konstantni, tj. m(p) = m(n) pron = p. (Jinymi slovy, pro velka k se pravé konce
intervall (ay, by ) prestanou ménit a ¢leny x, budou rovny levym konctim téchto intervali.)

Podposloupnost {x, } je neklesajici a ohrani¢end, takZe ma limitu. Nech{ lim x, = o.
k—o0

Limitnim pfechodem ve vztahu (2.4) dostaneme vzhledem ke spojitosti funkce f, Ze

o=a— /(@) (¢ —x ).
f@ = Gy P
ProtoZe f(xr,) < 0, musibyt f(a) = 0. Déle plati f(x,,(p)) > 0. Odtud dostaneme, Ze
jmenovatel f () — f (X (p)) pfedchoziho vyrazu je nenulovy a o # X, (p). Z toho plyne,
Ze nutné f(a) = 0.
V tomto piipadé neplati, Ze lim (b, —ay) = 0.
n—>oo
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(ii) Obé podposloupnosti jsou nekonecné.

ProtoZe jsou obé monoténni, maji limitu. Necht hm Xr, =@a lim x5 = fB.Vzhledem
k—o00 k—o00

k (2.6) musi platitae = 8, f(e) =0a f(B) = 0.
Je-lia = B, plati, Ze lim x, = aa f(ax) = 0.
n—>oo
Lze ukazat, Ze piipad o < B nemiZe nastat, viz vySe zmin&ny odkaz [8, str. 275].
V tomto piipadé plati, Ze li)m (by —an) = 0.
n—oo

Uvazujme specidlni piipad, kdy funkce f je na intervalu (a, b) konvexni nebo kon-
kévni. Tuto vlastnost 1ze napf. zjistit pomoci druhé derivace. Plati-li na {(a, b) nerovnost
f"(x) = 0, je zde funkce f konvexni, plati-li f”(x) = 0, je konkdvni; viz [ 10, str. 124]
nebo [33, str. 244].

Snadno lze ukdzat, Ze jestlize funkce f je na intervalu (a, b) konvexni nebo kon-
kavni a plati f(a) f(b) < O (tzv. Fourierovy' podminky), ma rovnice f(x) = 0 na
tomto intervalu jediny kofen «, jeden z koncovych bodi a,,, b, se neméni a druhy kon-
verguje monoténné ke kofenu «. V pripadé konvexni funkce se neméni ten koncovy

! Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768—1830) (&ti furje) — francouzsky matematik, jeden ze zakladatell
matematické fyziky.
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bod d € {a,b}, vnémz f(d) > 0, zatimco u konkdvni funkce je to ten koncovy bod d,
vnémz f(d) < 0. Ma-li funkce f nenulovou druhou derivaci a d je ten koncovy bod,
pronéjz f(d) f"(d) > 0, pak se tento koncovy bod neméni.

Funkce na obr. 2.7 je konkdvni, tj. /" (x) je zdpornd, tudiz f(a) f”(a) > 0. Je pé€kné
vidét, Ze posloupnost {c, } je ryze monoténni (klesajici) a konverguje ke kofenu o zprava,
levé konce a,, jsou pofad rovny a.

Priklad 2.3 Metodou regula falsi najdéte nejmensi kladny kofen rovnice

In(x*> + 1) —xe %% — 0,9 + sin(0,7x) = 0.
PouZijte zastavovaci podminku % < g, kde ¢ = 0,006.
Reseni. Nejprve nakreslime graf funkce f(x) = In(x2+1)—x e~ %2 —0,9+sin(0,7x)
— viz obr. 2.8. Z obrazku je vidét, Ze hodnota nejmensiho kladného kofenu o je ¢ ~ 1,5.
Zvolime tedy ag = 0,5 a by = 4,5. V intervalu (ag, by) ma rovnice jediny kofen.
Nyni podle vySe popsaného postupu s pouzitim vztahu (2.5) uréime intervaly (aq, by ),
(as, by) atd. Vysledky jsou zapsdny v ndsledujici tabulce. Je vidét, Ze zastavujici podminka
byla splnéna po péti krocich. Plati xg = 1,454 836 146, tedy o ~ 1,454 836 146.
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Obr. 2.8: Graf funkce z pfikladu 2.3

an b, Xn+2 chyba

0,5 | 4,500000000 | 3,347224152 | 0,3443975652
0,5 | 3,347224152 | 2,109958583 | 0,5863932965
0,5 | 2,109958583 | 1,560007057 | 0,3525314347
0,5 | 1,560007057 | 1,462935229 | 0,06635415299
0,5 | 1,462935229 | 1,454836146 | 0,005567006994

BRI =OS

Na obr. 2.9 je uvedena animace, kterd zndzornuje konstrukci jednotlivych ¢lend posloup-
nosti {x, }, jeZ konverguje ke kofenu «. A
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Obr. 2.9: Animace
k prikladu 2.3 —
metoda
regula falsi
(metoda tétiv)

X
5 iteration(s) ofthe method of false position applied to

fx) =In(2 + 1) —xe” %" — 09 + sin(0.7x) with initial points a= 0.5 and b=4.5.

(=)o)
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2.2.4 Metoda prosté iterace

Rovnici f(x) = 0, kterd md kofen o, upravime na ekvivalentni (alespoii v okoli kofenu)
tvar x = g(x). Misto rovnice f(x) = 0 pak budeme fesit rovnici x = g(x). Tato
rovnice bude mit rovnéz kofen «, tj. musi platit @ = g (o). Hledame tedy dislo, které po
dosazeni do funkce g (x) dé touz hodnotu. Takovému ¢&islu fikdme pevny bod funkce g(x).
Z geometrického hlediska hledame priisec¢ik grafu funkce g (x) s pfimkou o rovnici y = x.

Postup:
Rovnici f(x) = 0 upravime na tvar x = g(x) (na tzv. tvar vhodny k iteract).

(1) Zvolime pocatecni aproximaci x¢ (dostatecné blizko kofenu «). Dédle poloZime: x; =
= g(x0), X = g(x7) atd. Obecné se dalsi ¢leny poditaji podle vztahu

Xn+1 = g(xn) n = 07 17 25 s (27)

Jedna se o tzv. staciondrni jednokrokovou iteracni metodu. Novy ¢len posloupnosti
{x,} se pocitd z bezprostiedné piedchazejiciho. Pochopitelné je tieba zajistit, aby
hodnota g(x,) byla vZdy definovana.
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(2) Pokud narazime na kofen, bude pro nékteré k platit xx = g(xg).

Obecné se tak asi nestane a dostaneme posloupnost xg, X1, X5, ... Je tieba zajistit,
aby tato posloupnost konvergovala ke kofenu «.

(3) Znéazornime-li ¢islo x i jeho obraz g(x) na ¢iselné ose a prifazeni vyzna¢ime Sipkou,
hleddme bod «, ktery se zobrazi sdm na sebe. Odtud pochazi ndzev pevny bod; viz
obr. 2.10, ktery ilustruje vytvéfeni ¢lent posloupnosti {x, }, jeZ konverguje k pevnému
bodu «.

T T T T T T
X1 X2 X3 X4 ... O X0

Obr. 2.10: Princip pevného bodu
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0 o

Obr. 2.11: Kofen rovnice x% = e

Danou rovnici Ize upravit mnoha zptisoby. Uvazujme napt. rovnici x> —e™ = 0, tj.

f(x) = x? —e™*. Rovnici Ize psit ve tvaru x2 = e™*. Z

—X

obr. 2.11 je ztejmé, Ze grafy

funkcf x2 a e majf jediny prisecik. UvaZovand rovnice m4 tudiZ jediny kofen « a ten je
kladny. Pfi pfevodu na tvar x = g(x) se nabizeji ndsledujici formalni dpravy:
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x2=e* = x =+ (odmocnéni) g(x) = e =,
x2=e* = X =—+e* (odmocnéni) g(x) = —v/e %,
x2=e* = x=-2Inx (logaritmovéni) g(x) = —2Inx,
xZ=e* = x = —2In(—x) (logaritmovani) g(x) = —2In(—x),
¥—e =0 => x=x+x*-e" gx) = x + f(x),
e ¥ —x*=0 = x=x+e*—x? gx) =x — f(x).

Vzhledem k tomu, Ze kofen « je kladny, jsou nékteré ipravy nesmyslné.

Konvergence:

Metoda nemusi konvergovat. Konvergence je napt. zarucena, kdyz jsou splnény predpo-
klady Banachovy' véty o kontrakci. Tak tomu bude, kdyZ na n&jakém uzavieném ohrani-
Ceném intervalu / obsahujicim kofen « bude existovat spojitd derivace g’(x) apro x € [

IStefan Banach (1892-1945) — vyznamny polsky matematik, jeden ze zakladateld funkciondlni
analyzy.
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bude platit g(x) € I (tj. interval se bude zobrazovat do sebe) a |g’(x)| < 1 (viz [22,
str. 28]).

Metoda je obecné pouze fddu jedna, ale pfi vhodné volbé funkce g(x) miZe byt fad
daleko vétsi. Cim mensf je |g’(x)| v okoli kofenu, tim je konvergence rychlejsi. Pokud
je absolutni hodnota derivace v okoli kofenu jen o médlo mensi nez jedna, pak je vhodné
zvolit jinou Upravu nebo pouZit jinou numerickou metodu.

Neexistuje Zadny univerzalni postup, jak lze rovnici f(x) = 0 upravit na tvar x =
= g(x) tak, abychom dostali posloupnost konvergujici ke kofenu. Mé-li funkce f spojitou
derivaci, ¢asto pomiZe dprava na tvar x = x — f(x)/k, kde k je vhodna konstanta.
Polozime-li g(x) = x — f(x)/k, plati g’(x) = 1 — f'(x)/ k. Zvolime-li za k hodnotu
k = f'(x0), kde xq je &islo blizké hledanému kofenu, bude v jeho okoli platit g’(x) &~ 0
a je velkd nadéje, Ze metoda bude rychle konvergovat.

Podle znaménka a velikosti derivace g’(x) mohou v okoli kofenu nastat v podstaté
Ctyfi moZnosti.
(a) Posloupnost {x,} je monoténni a vzdaluje se (doleva nebo doprava) od kofenu «. Tato
situace je zndzorné&na na obr. 2.12. Toto chovéni 1ze oekavat, kdyz 1 < g’(a).
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y

595 = ({35 aeaneaansansansse<sessianonoomoaEaORR00E

Xo = g(xq) e

x1 = g(xg) e

@ L x
/ XoX1 X2 X3
Obr. 2.12: Prost4 iterace — {x, } se monot6nné& vzdaluje doprava od kofenu o
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y y=x y=gkx)
57 = @)oo ECRR R R R R Y

X2 = g(x1)1

0 axp X1 X0

Obr. 2.13: Prostd iterace — {x, } monoténné konverguje zprava ke kofenu o

(b) Posloupnost {x,} je monoténni a konverguje (zleva nebo zprava) ke kofenu «. Tato
situace je zndzornéna na obr. 2.13. Toto chovani lze o&ekdvat, kdyz 0 < g’(«) < 1.

(c) Posloupnost {x,} stiidavé preskakuje pfes kofen o a vzdaluje se od ného. Tato situace
je zndzornéna na obr. 2.14. Toto chovéni l1ze ocekdvat, kdyz g’ () < —1.

(d) Posloupnost {x,} stfidavé preskakuje pres kofen o a konverguje k nému. Tato situace
je zndzornéna na obr. 2.15. Toto chovani lze o¢ekdvat, kdyz —1 < g’(«) < 0.
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y| y=28(x) b
X4 = g()C3)- : . .-..E
x2 = glanp
x1 = g(x0)1
x3 = g(x)

xs=gxa) | o

X3X1 0XgX2 X\~

Obr. 2.14: Prostd iterace — {x,} se
vzdaluje stfidavé vlevo a vpravo od

kofenu o

y=2g) \ 9
x2 = g(x1)
x4 = g(x3) :
x5 = g(xa){
x3 = g(xz)-..-4

521 = (@{(37) e seosbasesannotaostoseson s

X1 X3 O X4 X xXo X

Obr. 2.15: Prosté iterace — {x,} konverguje
stiidavé zleva a zprava ke kofenu «

Predchozi moZnosti popisuji chovéani posloupnosti {x, } v okoli kofenu «. Pokud tato
posloupnost nekonverguje ke kofenu o, miiZe byt jeji chovani velmi sloZzité. V jednodussich
pripadech je napt. mozné, Ze diverguje do nekonecna nebo konverguje k jinému kotenu.
Miize vSak také rizné oscilovat apod.
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vvvvv

konvergence lze nalézt napt. v [&, str. 188], [22, str. 26] nebo [52, str. 290].
Priklad 2.4 Metodou prosté iterace najdéte nejmensi kladny koren rovnice

x*In(x +4) +x—0,5=0.

PouZijte zastavovaci podminku % < g, kde ¢ = 0,05.
n

Reseni. Nejprve nakreslime graf funkce f(x) = x?In(x +4) + x — 0,5 — viz obr. 2.16.
Z obrazku je vidét, Ze hodnota nejmensiho kladného kofenu « je o ~ 0,3.
Nyni musime rovnici f(x) = 0 n&jak upravit na tvar vhodny k iteraci. PouZijeme

e . . S £(x) . e -
lokalné ekvivalentni rovnici x = x — T1-2a funkci g(x), jejiz pevny bod budeme
hledat, tudiZ zvolime g(x) = x — % Grafy této funkce a rovnéz pfimky y = x jsou

také znazornéné na obr. 2.16. Vlastné hleddme x-ovou soufadnici priseciku téchto dvou
grafti, coZ je pravé koren «.

Za pocatecni aproximaci vybereme xo = 0,06. Pomoci vzorce (2.7) vypocitame dalsi
Cleny x1, x, atd. Vysledky jsou zapsdny v ndsledujici tabulce.
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Rejstiik

<
S

Xn

chyba

0,0600000000

0,4554143103

0,8682518343

0,2142342305

1,125777516

0,4140027827

0,4825294915

0,2608283384

0,5872615117

al X
;/QA\

0,3886125134

0,3288215654

0,2868192317

0,3549039620

y=gKx)

R I[N N | W —=O

0,3717646516

0,2284924603

0,3029956456

0,2269636775

Obr. 2.16: Graf funkce z prikladu 2.4

O

0,3602959011

0,1590366566

—_
)

0,3135223314

0,1491873625

Je vidét, Ze zastavujici podminka byla splnéna po

—_
—

0,3524247390

0,1103850079

Sestnécti krocich. Plati x;¢ = 0,328 408 8290,

—_
\S]

0,3205206557

0,09953830660

—
w

tedy o ~ 0,328 408 829 0.

0,3470130449

0,07634407291

—
~

Na obr. 2.17 je uvedena animace, kterd zndzorfiuje

0,3252257322

0,6699135567

—
W

konstrukci jednotlivych ¢lend posloupnosti {x,},

0,3432941626

0,05263250113

—_
@)

0,3284088290

0,04532561943

jez konverguje ke korenu «. A
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g(pp) 4 E
£(Py6)
Obr.2.17: Animace Po /e
k prikladu 2.4 —
metoda prosté iterace

(po) -

I flx) glx) x

16 iterations of the fixed-pointiteration applied to

flx) =05090909091 P In{x +4) + 09090909091 x — 04545454546
with initial point p, = 0.06.

S
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2.2.5 Newtonova metoda (metoda tecen)
Tato metoda vyZaduje, aby existovala derivace f’(x). Newtonova metoda totiZ vyuZivd

k nalezeni kofenu rovnice f(x) = 0 te¢ny ke grafu funkce f.

Postup:
Graf funkce f v okoli kofenu nahrazujeme te¢nou. Pfedpokladejme, Ze existuje f’(x)
a 7e v né&jakém okoli kofenu « plati f’(x) # 0.

(1) Zvolime pocate¢ni aproximaci X, kterd leZi dostate¢né blizko kofenu «. V bod¢
[x0, f(x0)] nyni sestrojime te¢nu ke grafu funkce f(x). Prisecik te¢ny s osou x bude
novéa aproximace kofenu.

Rovnice te¢ny ke grafu funkce f(x) v bod€ [xq, f(xo)] je

y = f(xo) + f'(x0)(x — Xo).

Najdeme prisecik x; této tecny s osou x, viz obr. 2.18. Z rovnice

0= f(xo0) + f'(x0)(x1 — x0)
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4 y=f(x)
X

(0] /Xz /Xl

X0

Obr. 2.18: Princip Newtonovy metody

dostaneme, ze

S (xo)

X] = Xg— ——.
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(2) Analogicky postupujeme v dalSich krocich. Obecné ¢len x,; sestrojime z ¢lenu x,,
tak, Ze sestrojime te¢nu ke grafu funkce f(x) v bod€ [x,, f(x,)] auréime jeji prisecik
s osou x. Rovnice této tecny je

y = f(xn) + f/(xn)(x — Xn).

Z rovnice
0= f(xn) + f'(xn)Xn+1 — Xn)
dostaneme, Ze
Xn+1 = Xp — M >
S (xn)
Novy ¢len x4+ posloupnosti {x, } se tudiz pocitd z pfedchoziho ¢lenu x,,. Newtonova
metoda je proto staciondrni jednokrokova iteracni metoda.

n=20,12,... (2.8)
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Konvergence:

Metoda nemusi konvergovat. Lze v8ak ukdzat, Ze pokud ma f spojitou druhou derivaci,
o je jednoduchy kofen, tj. plati f’(a) # 0, a pocéte¢ni aproximaci x¢ zvolime dostate¢né
blizko kofenu, ddva vztah (2.8) posloupnost {x,} konvergujici ke kofenu «. Rychlost
konvergence je pritom asponl kvadratickd. Viz [22, str.41] nebo [52, str. 295]. Pro svou
rychlost se tato metoda velmi Casto uZiva. Je-li kofen vicendsobny, tj. f/(a) = 0, je
konvergence pouze linearni, viz [52, str. 295].

Konvergence je zarucena, plati-li tzv. Fourierovy podminky f(a) - f(b) < 0 (existuje
kofen), f’(x) # O na intervalu (a, b) (funkce je ryze monoténni) a f”(x) # O na
intervalu (a, b) (funkce je bud konvexni nebo konkdvni). Za x je tieba zvolit ten konec
c € {a,b}, prongjzplati f(c)- f"(c) > 0. Posloupnost {x,} je pfitom monoténni. Viz
[22, str.44]. Na obr. 2.18 je funkce rostouci a konvexni, takze plati f(b) - f”(b) > 0.
Spravna volba je v tomto piipadé€ proto xo = b. Za¢neme-li v druhém konci, mizZe se
stat, Ze prisecik teCny s osou x je daleko od kofenu «.

Pokud nejsou splnény Fourierovy podminky a po¢atecni aproximace x¢ neni dosta-
tecné blizko kofenu o, nemusi metoda konvergovat nebo miize konvergovat k jinému
kotenu, jak ilustruje obr. 2.19.
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Obr. 2.19: Newtonova metoda mtiZe divergovat, nejsou-li splnény
Fourierovy podminky

Priklad 2.5 Newtonovou metodou najdéte nejvétsi zaporny kofen rovnice
1,97 %% —0,1x — V4 —x2 = 0.

PouZijte zastavovaci podminku |x, — x,—1| < &, kde & = 0,001.
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Reseni. Nejprve nakreslime graf funkce f(x) =
=1,9¢7%01x _ 0 1x — v/4 — x2 — viz obr. 2.20.
7. obrazku je vidét, Ze hodnota nejvétsitho zaporného
kofenu « je @ ~ —0,5.

Za pocatecni aproximaci vybereme xo = —1,95.
Pomoci vzorce (2.8) vypocitdme dal$i ¢leny x1, x5
atd. Vysledky jsou zapsdny v sousedni tabulce.

Je vidét, Ze zastavujici podminka byla splnéna
po Sesti krocich. Plati x¢ = —0,435 986 735 8, tedy QTR 22 Gr%f UELE
o ~ —0,4359867358. 2 pifkladu 2.5

Na obr. 2.21 je uvedena animace, kterd zné-
zorfiuje konstrukci jednotlivych clend posloup-
nosti {x,}, jez konverguje ke kofenu . A

Xn chyba
—1,950000000 —
—1,575488656 | 0,374511344
—0,9634337644] 0,6120548916
—0,5716120111] 0,3918217533
—0,4482688909 0,1233431202
—0,4361033189 0,0121655720
—0,4359867358 0,0001165831

N[N | W =S
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-2
15
1
Obr. 2.21: Animace
k ptikladu 2.5 —
Newtonova metoda 0.5
(metoda tecCen)
0

X
6 iterations of Newton's method applied to

flx)=19 e g1~ -2 + 4 withinitial point p, = -155.

S
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2.2.6 Metoda secen

Newtonova metoda je velmi rychld, ale vyZaduje v kazdém kroku vypocet derivace f’(x,).
V ptipadech, kdy je derivace ddna prili§ sloZitym vztahem nebo neexistuje, se proto Casto
pouzivd ndhrada tecny secnou. Seénou rozumime piimku, kterd prochdzi dvéma body
grafu funkce f(x).

Postup:

Tato metoda vyZaduje dva startovaci body xg, X1, blizké kofenu « rovnice f(x) = 0.
Nemusi nutné platit f(x¢) f(x1) < 0, tedy koFen nemusi leZet mezi nimi. Myslenka je
obdobnd jako u Newtonovy metody, jen misto te¢ny nahrazujeme graf funkce f se¢nou.

(1) Graf funkce f nahradime pfimkou, kterd prochdzi body [xo, f(xo)] a [x1, f(x1)].
Linedrni funkce [, jejimz grafem je tato pfimka, md vzorec [(x) = f(x1)+k(x—x1),
kde k = w je smérnice. Pfedpoklddejme, Ze tato pfimka protne osu x

1—X0
v bodé€ x,. Z rovnice

For) + f(x1) — f(xo) (s — x1) = 0
X1 — Xo
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vypocitime, Ze
X1 — Xo

- S (x).
S (x1) — f(xo)
Predpokladdme, Ze jmenovatel zlomku v pfedchozim vyrazu je nenulovy.
Vlastn€ jsme oproti Newtonové metodé nahradili smérnici f'(x;) te¢ny ke grafu

funkce f v bodé [xy, f(x1)] smérnici se¢ny, kterd je urCena dvéma body [xq, f(xo)]
a [x1, f(x1)]. Pro blizké body lze totiZ predpokladat, Ze

JO) = flxo)

X1 — Xo

X2 = X1

f(x) ~

(2) Postup opakujeme. Obecné v n-tém kroku nahradime graf funkce f ptimkou, kterd
prochézi body [x,—1, f(xn—1)] a[xn, f(x,)]. Linedrni funkce /, jejimz grafem je tato
piimka, md vzorec [(x) = f(x,) + k(x — x,), kde k = %

Ptredpokladejme, Ze tato pfimka protne osu x v bod€ x,+1. Z rovnice

f(xn) B f(xn—l)
— X

Xn n—1

je smérnice.

(Xn+1—xn) =0

S (xn) +
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dostaneme, ze

X = x, — Xn — Xn—1
T f () — f (1)

Predpokldddame, Ze jmenovatel zlomku ve vztahu (2.9) je nenulovy pro libovolné
n=0,12,....

(3) Novy ¢len x,41 posloupnosti {x,} se tudiZ pocitd ze dvou predchozich clenii x,—1
a x,. Metoda secen je proto dvoukrokovd. Rikdme, Ze jde o staciondrni dvoukrokovou
iteracni metodu. Srovnejte se vzorcem (2.4) pro metodu regula falsi, kterd je nestacio-
ndrni. VSimnéte si rovnéz, Ze na rozdil od metody bisekce nebo regula falsi nemusi

platit, Ze f(x,—1) f(x,) <O.
Na obr. 2.22 jsou zndzornény prvni dva kroky metody secen.

f(xn), n=0,1,2,... (2.9)

Konvergence:

Metoda neni vZdy konvergentni. Konvergence je zarucena, pokud ma funkce spojitou
prvni a druhou derivaci, pficemz f’(a) # 0 (kofen je jednoduchy), a pokud volime
pocatecni aproximace x¢ a x; blizko kofenu «. Rychlost konvergence je za uvedenych
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Obr. 2.22: Princip metody secen

predpokladd fadu %(l + v/5) = 1,618 (toto &islo je kladnym kofenem kvadratické
rovnice u? — p — 1 = 0). Viz [22, str. 49] nebo [52, str. 341].

Metoda secen ma nizZsi fad nez Newtonova metoda, takZe 1ze ocekavat, Ze konverguje
pomaleji. Nicméné lze ukdzat, Ze pfi srovnatelné vypocetni ndro¢nosti (dva kroky metody
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seCen jsou maximalné tak drahé jako jeden krok Newtonovy metody) lokdlné konverguje
rychlosti %(l + +/3) 4+ 1 = 2,618, tj. rychleji neZ Newtonova metoda, viz [52, str. 342].

Pouziti vyZaduje jistou opatrnost. Je-li zastavovaci podminka napt. | f(x,)| < &, kde
¢ je velmi malé, miiZe se stat, Ze podminka jesté neni splnéna, avSak v ramci strojové
pfesnosti je X, = x,—_1, takZe ve vzorci (2.9) dostaneme neurcity vyraz % a vypocet
zhavaruje.

Priklad 2.6 Metodou secen najdéte nejmensi kladny kofen rovnice

c0s(0,3x) vV x2 + 2x + 4 —2(9—0,016x%)%%° + 0,6 = 0.

PouZijte zastavovaci podminku |x, — x,—1| < &, kde & = 0,05.

Reseni. Nejprve nakreslime graf funkce f(x) = cos(0,3x)v/x2 +2x + 4 — 2(9 —
— 0,016x%)%2> + 0,6 — viz obr. 2.23. Z obrizku je vidét, Ze hodnota nejmensiho
kladného kofenu « je @ ~ 1,7. Zvolime xo = 2,86 a x; = 2,8.

Pomoci vzorce (2.9) vypocitame dalsi cleny x,, x3 atd. Vysledky jsou zapsdny v na-
sledujici tabulce. Je vidét, Ze zastavujici podminka byla splnéna po Sesti krocich. Plati

x7 = 1,768 854775, tedy o ~ 1,768 854 775.
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y = f(x)

Xn chyba
2,860000000 =
2,800000000 =
2,693153896 | 0,106846104
2,499248330 | 0,193905566
2,254566608 | 0,244681722
1,992118060 | 0,262448548
1,814275893 | 0,177842167
1,768854775 | 0,045421118

[V NN W =S

Obr. 2.23: Graf funkce z piikladu 2.6

Na obr. 2.24 je uvedena animace, kterd znazortiuje konstrukci jednotlivych clenti
posloupnosti {x,}, jeZ konverguje ke kofenu «. V§imnéte si, Ze na rozdil od metody
regula falsi je podstatné, ktery bod je oznacen jako x¢ a ktery jako x;. Pfi zméné& potadi
dostaneme jinou posloupnost — viz animace na obr. 2.25. A
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3_
24
Obr. 2.24: Animace i
k prikladu 2.6 —
metoda secen
0

X
6 iteration(s} of the secant method applied to

025
flix) =y +2x+4 cos(03x) —2(9—0016:5) " +06

with initia peints q=2.86 and 5=28.

S
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Obr. 2.25: Animace
k piikladu 2.6 — g
metoda seCen —
zména poradi
startovacich bodl

X
7 iteration(s) of the secant method applied to

0.23
flx) =y L +2x+4 cos(03x) —2(9—0016:°) " + 06

with initial points =28 and 5=2 86.

(=)o)
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Poznamka 2.7

i) Kromé péti klasickych metod, které jsme uvedli, existuje mnoho dalSich metod. Jejich
popis Ize najit v fad€ ucebnic numerické matematiky, napt. [4, 22, 42, 43, 52].

ii) DileZitou dlohou je hledani kofenti polynomi. Pro hledani redlnych kofenti 1ze pouZit
kteroukoli z pfedchozich metod. Vzhledem k vyznamu této dlohy v§ak byly vyvinuty
specidlni velmi u¢inné metody pro nalezenfi jak redlnych tak i komplexnich kofend, viz
napft. [22, 52].

Tirdz
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2.3 Systémy nelinearnich rovnic

Z2 N Vv

Obdobné jako se fes$i numericky jedna rovnice o jedné nezndmé, je mozné fesit i soustavy
rovnic. Pfedpokladejme, Ze je ddn systém # rovnic o # nezndmych

Sfi(x1,x2,...,x,) =0,

fn(xl’xzy-‘-,xn) = O

Jeho kofenem rozumime uspotddanou n-tici ¢isel @ = [ay, ..., a,] takovou, Ze plati
rovnosti f;(ay,...,0,) =0proi =1,...,n.
Oznaéime-lix = [xq,...,x,]Ta f(x) = [fi(x),..., fn(x)]", miZeme predchozi

systém stru¢né zapsat pomoci vektorové symboliky jako f(x) = 0.

Obecné jde o ndro¢nou problematiku, proto se omezime pouze na zdkladni informace.
Vychozi myslenka je stejnd — nejprve se urci priblizna hodnota kofenu (separace) a pak
se najde posloupnost {x(k)} takovd, Ze klim x® = o (aproximace). Limitu chipeme

—00
(%)

po slozkéch, tedy oznac¢ime-li x®) = [xgk) e ,x,(lk)]T, musi platit klim X; = o pro
—>00
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i = 1,...,n. Podle disledku 1.9 je to ekvivalentni konvergenci posloupnosti {x(k)}
k vektoru & v libovolné vektorové normé.

Rovnéz zastavovaci podminky se pouZivaji obdobné, jen misto absolutni hodnoty se
pouZije vhodna vektorova norma. Tedy vypocet ukoncujeme, kdyZ je splnéna néktera
z podminek

% — 5 &)
@]

k k— &
[x® — x®D|| < g, <g, If (x®)| <e,

kde ¢ > 0 je zadané malé ¢islo.

Separace koienti

Nalezeni priblizné polohy koteni je velmi obtizné. Neexistuje zadny univerzalni postup.
Pro n = 2 1ze odhad provést graficky pomoci vhodného softwaru (zndzornime ,kiivky“,
které odpovidaji rovnicim f(x1,x2) = 0, f2(x1,x2) = 0 a odhadneme soutradnice
jejich priseciki). Nékdy l1ze kotfen odhadnout na zdklad€ znalosti konkrétniho problému,
jehoZ matematickym modelem soustava je.
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Aproximace koient

Ne vSechny metody pro nalezeni kofenu rovnice o jedné neznamé Ize prenést na systémy.
Nejde to napf. u téch, které jsou zaloZené na tom, Ze spojitd funkce md mezi dvéma
body, v nichZ nabyva hodnot opa¢nych znamének, aspoii jeden kofen. Z téch, které jsme
uvedli, je to metoda bisekce a regula falsi. Zminime se pouze o metod¢ prosté iterace
a Newtonoveé metodé pro soustavy rovnic. Kromé nich existuje fada dalsich, dilezité
a ucinné jsou zejména metody, které tilohu najit kofen prevedou na hledani minima funkce
vice proménnych. Vzhledem k rozsahu a urceni tohoto textu se jimi nemtiZeme zabyvat.

Viz napt. [8, 22, 43, 52].
Itera¢ni metody maji ve vektorovém zapisu obdobny tvar jako v pfipadé€ jedné rovnice,
ato
x&D) = ox®) Kk =0,1,...,
kde x®© = [xfk), o x5 je k-td aproximace kofenu & = [y, o, ..., 0n]Ta g =
= [g1,82, ..., &n] je n-tice funkci n proménnych.

V dalsim vykladu se pro jednoduchost omezime na piipad dvou rovnic o dvou nezna-
mych, které ozna¢ime x a y. Obecny piipad je obdobny. ProtoZe nebudeme potiebovat
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dolni indexy k oznaceni nezndmych, pouZijeme je k oznaceni poradi iterace, cimz se
znaceni zjednodusi. TudiZ [xx, yx]| bude znadit k-tou aproximaci kofenu, ktery ozna¢ime

[, B].

2.3.1 Metoda prosté iterace

Budeme fesit soustavu dvou rovnic

fl(-x’y) =0,
f2(x’y) =0

majici kofen [a, B], tj. plati, Ze fi(a,B) = 0 a fo(x, ) = 0. Musime ji nahradit
ekvivalentni soustavou (aspon v okoli hledaného korenu)

x=gi(x,y),
y = ga(x,y),

pro kterou plati, Ze « = g1 (0, B) a B = ga(a, B).
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Zvolime pocateéni aproximaci [xg, yo]. Pak poloZime

x1 = g1(x0, Yo0),
Y1 = g2(x0, Yo).

Obdobné pokracujeme dél. Obecné bude platit

Xk+1 = &1(Xk, V&),

k=0,1,2,... (2.10)
YVi+1 = 82(Xk, V&),

Podminky zarucujici konvergenci hm X =wa hm Yk = B jsou pomérné kompliko-

vané, viz napft. [22, str. 64] nebo [ str 293]. Zhruba 1ze Tici, Ze pokud maji funkce g;
a g, spojité prvni parcidlni derivace, jejichZ hodnoty jsou v okoli kofenu malé, a pocatecni
aproximace [xg, Vo] je dostate¢né blizko kofenu, bude itera¢ni proces (2.10) konvergovat
k feSeni [«, B].
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2.3.2 Newtonova metoda pro systémy

Budeme fesit soustavu dvou rovnic

fl(x’y) =0,
f2(xvy) = 0.

Rovnice linearizujeme v okoli bodu [xg, o], ktery leZi dostate¢né blizko pfesného Fesent,
které hledame.

Pripomenime definici totdlniho diferencidlu funkce g, majici spojité prvni parcidlni
derivace. Ozna¢ime-lih = x — xgak = y — yo, plati

2.11)

0 0
g(xo + . yo + k) = g(x0. yo) + g(xo,yo) h+ %(XO»J’O) -k + R(h, k)

resp. pfi jiném oznaceni

d 0
g(x,y) = g(xo0,¥0) + %(Xo,yo) “(x — xo) + %(Xo,yo) “(y —yo) +

+ R(x_xo’y_y0)9
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kde zbytek R je (v rozumnych piipadech) maly pro [h,k] = [x — Xxo, ¥ — yo] blizké
[0, 0]. Jeho zanedbanim dostaneme, Ze pro [x, y] blizké [x¢, yo] pFiblizné plati

0 B
g(x,y) ~ g(xo, yo) + %(Xo,yo) < (x —x9) + %(XO,J’O) “(y = Yo)-

Vyraz napravo je linedrni funkce proménnych x, y, kterd je rovnici te¢né roviny ke grafu

funkce g v bodé [xo, Yo, &(xo, yo)].
Timto zptisobem nahradime obé funkce v soustavé (2.11). Dostaneme nasledujici
priblizné vztahy:

8 1 a 1
fi(x,y) = fi(xo,y0) + —af (X0, Yo) - (x — Xxo) + —af (%0, Y0) - (y — yo).
x y

0 0
f2(x,y) = fa(xo0, yo) + %(Xo, Yo) - (x — xo) + aiyz(xo, Yo) - (¥ = Yo).

Obsah Jdinastranu |« < » » <@ = Celdobrazovka/Okno  Zaviit



Titulni strana ~ Copyright ~ Pfedmluva Obsah Kap? Kap2 Kap3 Kap4 Kap5 Kap6 Kap7 Testy Literatura Rejstiik  Tirdz

Numerické reseni nelinedrnich rovnic 177

Misto soustavy (2.11) budeme feSit pomocnou linedrni soustavu (nezndmé jsou x a y)

d d
J1(x0, y0) + i(xo, Yo) - (x — xp) + i(XO, yo) - (¥ — yo) =0,
0% o 2.12)

8f2 af2
Sa(x0, yo) + ——(x0, yo) - (x — Xo) + ——(x0, Yo) - (¥ — yo) = 0.
0x ady
PrepiSeme ji do maticového zapisu. Zavedeme oznaceni

_ (filx,y) C(By) Py
f(x’y)_(fz(x’Y))’ )= 32 (x, ) afz(x »)

Tedy f je sloupcovéa matice 2 x 1 a J (tzv. Jacobiova' matice) je ¢tvercovd 2 x 2. Pak
soustavu (2.11) Ize stru¢né zapsat jako

fey) = (8)

'Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851) (&ti jakobi) — vyznamny némecky matematik. Zabyval se
teorii funkci, linedrni algebrou, diferencidlnimi rovnicemi a mechanikou.
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a jeji linearizovanou verzi (2.12) (s vyuZitim maticovych operaci secitini a ndsobeni) jako
X — Xo 0
= ) 2.1
S (xo0,¥0) + J (x0, yo) (y _ yo) (O) (2.13)
Pokud existuje inverzni matice J ~(xo, Vo), soustavu (2.13) snadno vyfesime:

(; : ;2) = —J " (x0. y0) f (X0. Yo).

(;) B (;Z) — J 71 (x0, ¥0) f (x0, yo).

Oznacme jeji feSeni x1 a yy, tj.
X b _
() = (52) = 7 oo £ 000
J1 Yo

Nyni nahradime bod [xg, yo] bodem [x;, y;] a obdobné& uré¢ime bod [x;, y,]. A tak
dél. Obecné bude platit:

(xk+1) _ (xk) _ J_l(xk, yk)f(xkv yk), k=0,1,2,... (2.14)

YVk+1 Yk
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Poznamka 2.8 Porovnejte vzorec (2.14) se vzorcem (2.8) pro ,,skaldrni* piipad

f(xx)
fr(xe)’

ktery jsme pouZili pro feSeni jedné rovnice f(x) = 0 Newtonovou metodou (néhrada
grafu funkce f te¢nou v bod€ [xx, f(xx)]). Zfejmé jde o jeho maticovou verzi. V tomto
piipadé je totiz J (x) = (f'(x)), takZe tato jednorozmérnd matice je reguldrni, pravé
kdyz f’(x) # 0. Inverzni matice je pak J ' (x) = (1/f'(x)).

Obdobné Ize postupovat pro soustavy tif a vice rovnic, maticovy zdpis vzorce pro
vypocet iteraci je obdobny jako (2.14).

Xk+1 = Xk —

Vypodet iterace [Xx+1, Vk+1] Z iterace [Xg, Vx| pomoci vzorce (2.14) vyZaduje vypo-
Cet inverzni matice J ! (xx, yx), coZ neni problém pro dvé nezndmé, ale pro vétsi pocet
je to numericky pomérné ndro¢né. Proto se vypocet obvykle organizuje jinak. Oznaéme

()= Ge)- ()
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Pak ze (2.14) je vidét, ze

0 (38) = =1 o).

coZ je soustava linedrnich rovnic s nezndmymi u, a vg. Na nalezeni jejiho feSeni existuji
velmi U¢inné numerické metody, viz kapitola 3. Potom

Gee) =)+ (5):

Tento postup je (zejména pro vétsi pocet nezndmych) daleko ucinné;si.

Konvergence:

Lze ukézat, Ze pokud funkce fi a f, maji spojité druhé parcidlni derivace, plati,
7e det J (x, y) # 0 v blizkosti pfesného feSeni soustavy (2.11) (tato podminka zajistuje
existenci inverzni matice k Jacobiov€ matici) a po¢dte¢ni aproximace [xg, o] je dostate¢né
blizkd tomuto feseni, pak posloupnost [xx, yx] dand vzorcem (2.14) konverguje pro
k — oo k pfesnému feSeni a rychlost konvergence je kvadratickd. Obdobny vysledek
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plati i pro soustavy o vice nezndmych. Presnd formulace je pomérné komplikovan4, viz
napt. [4, IL. dil, str. 155], [30, str. 703], [52, str.299] nebo [69, str. 20].

Poznamka 2.9 Newtonovu metodu Ize dalekosdhle zobecnit na operatorové rovnice,
které v sobé zahrnuji jako specidlni ptfipad nejen vySe uvazované rovnice v R”, ale rovnéz
obycejné a parcidlni diferencidlni rovnice apod. Viz [&, str. 290] nebo [30, str. 689]. Touto
problematikou se zabyval Kantorovic'.

Pojmy k zapamatovani

— kofen nelinedrni rovnice
— existence a jednoznacnost kofenu
— separace korend

— aproximace kofent

"Leonid Vitaljevi¢ Kantorovi¢ (1912—1986) — rusky matematik. Zabyval se funkciondln{ analyzou
a matematickymi metodami v ekonomii (matematické programovani). V roce 1975 obdrzel Nobelovu cenu

o ¢

za ekonomii (spolecné s Tjallingem C. Koopmansem) za ,,pfispévek k teorii optimaln{ alokace zdroja .
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zastavovaci podminky

rychlost konvergence, fad itera¢ni metody
startovaci a zpresnujici metody

metoda bisekce (ptleni intervalu)

metoda regula falsi (t€tiv)

metoda prosté iterace

pevny bod funkce

Newtonova metoda (tecen)

metoda secen

koten systému nelinearnich rovnic
separace a aproximace kofenti systémtu rovnic
metoda prosté iterace pro systémy

Newtonova metoda pro systémy

Obsah  Jdinastranu |«

<

|

»|

@« ®» (Celd obrazovka/Okno

Zaviit



Titulni strana ~ Copyright ~ Predmluva Obsah Kap? Kap2 Kap3 Kap4 Kap5 Kap6 Kap7 Testy Literatura Rejstiik  TirdZ

Numerické reseni nelinedrnich rovnic 183

Kontrolni otazky
. Kterd ¢isla nazyvame kofeny rovnice f(x) = 0?
. Jakymi zplsoby lze ziskat informaci o poloze kofent rovnice f(x) = 0?
. Popiste postup pfi hledani kotfent.

1

2

3

4. Vysvétlete, co znamenda pojem separace kotfent.

5. Vysvétlete, co znamend pojem aproximace kotent.
6

. Uvedte podminky, které zarucuji, Ze funkce f(x) = 0 md na intervalu {(a, b) alespori jeden

kofen.

7. Pro funkci f(x) spojitou na intervalu (a, b} plati f(a) f(b) < 0. Co miZeme fici o poctu
kofend rovnice f(x) = 0?

8. Pro funkci f(x) spojitou na intervalu {(a, b) plati f(a) f(b) < 0, pficemZ f’(x) neméni na
(a, b) znaménko. Co miZeme Fici o poétu kofenti rovnice f(x) = 0?

9. Uvedte podminku, kterd zarucuje, Ze spojitd funkce splitujici f(a) f(b) < 0 ma na intervalu
(a, b) pravé jeden koten.

10. Uvedte podminky, které se pouZivaji pro zastaveni vypoctu pti hledani kofenu numerickou
metodou.
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11.

12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.

V pripadé, Ze je splnéna néktera ze zastavovacich podminek na strané 120, znamen4 to, Ze

plati o — x| < &?

Jaké jsou prednosti a nedostatky jednotlivych zastavovacich podminek na strané 120?

Vysvétlete, co je Fad konvergence posloupnosti {x, } a f4d iteraéni metody.

Vysvétlete princip metody bisekce.

Kolik startovacich bodl potfebuje metoda bisekce?

Vysvétlete princip metody regula falsi.

Co rozumime tétivou u metody regula falsi?

Kolik startovacich bodl potfebuje metoda regula falsi?
Uvedte, jaké podminky zarucuji, Ze metoda regula falsi konverguje.
Vysvétlete princip metody prosté iterace.

S ¢im souvisi rychlost konvergence prosté iteracni metody?
Jaké podminky zarucuji, Ze metoda prosté iterace konverguje?
Vysvétlete princip Newtonovy metody.

Kolik startovacich bodl potfebuje Newtonova metoda?

Uvedte, jaké podminky zarucuji, Ze Newtonova metoda konverguje.
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26.
27.
28.
29.
30.
31.

32.

33.
34.
35.
36.
37.
38.

Kdy je vyhodnéjsi misto Newtonovy metody pouZit metodu secen?
Vysvétlete princip metody secen.

Co rozumime se¢nou u metody secen?

Kolik startovacich bodl potfebuje metoda secen?

Uvedte, jaké podminky zarucuji, Ze metoda secen konverguje.

Ktera z probiranych metod pouZivajicich dva startovaci body nevyZaduje, aby funkéni hodnoty
ve startovacich bodech mély opa¢nd znaménka?

Které z iteracnich metod pro nalezen{ kofent jsou vZdy konvergentni, pokud spojita funkce
f(x) naintervalu (a, b) spliiuje podminku f(a) f(b) < 0?

Které metody oznacujeme jako startovaci a proc?

Které metody oznacujeme jako zptesiujici a proc?

Co rozumime kofenem systému rovnic?

Jaké znate itera¢ni metody pro systémy nelinedrnich rovnic?

Popiste, jak lze postupovat pfi hleddni kofenu systému dvou nelinedrnich rovnic.

Vysvétlete princip metody prosté iterace pro systémy rovnic.
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39.

40.
41.
42.

Mite nalézt FeSeni soustavy rovnic f1(x,y) = 0, f2(x,y) = 0 pomoci metody prosté
iterace. Napiste, jak vypada jeji prepis na ekvivalentni soustavu vhodnou pro fesSeni touto
metodou.

Jaké podminky zarucuji, Ze metoda prosté iterace pro systémy konverguje?
Vysvétlete princip Newtonovy metody pro systémy rovnic.

Jaké podminky zarucuji, Ze Newtonova metoda pro systémy konverguje?
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Testy ke kapitole 2

Vyberte spravnou odpovéd (prave jedna je spravnd). Za chybnou odpovéd se neodecitaji
body. Test 1ze kdykoli tla¢itky na konci ukoncit a nechat si vypsat sprdvné odpovédi.

Test 1

(1b.) Nechf funkce f(x) mad na intervalu (a, b) kofen. Aby bylo zaruceno, Ze tento
koten je jediny, staci, aby
funkce f(x) byla na tomto intervalu konkdvni.

funkce f(x) byla na tomto intervalu konvexni.
funkce f(x) méla prvni derivaci rovnou nule.

funkce f(x) byla na tomto intervalu ryze monoténni.
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(1b.) M4 kvadratickd rovnice (x — 1)? + 2 = 0 redlné kofeny?

Nema. Ano, ma kofeny x; = 1 ax, = —2.

Ano, ma dvojnasobny kofen Ano, md kofeny x;», = 1 & v/ 2.

X1,2 = 1 + v =2.

(1b.) Médme nalézt nejvétsi zdporny koten rovnice f(x) = 0 pomoci Newtonovy
metody. Pak

volime libovolny startovaci bod kdekoli na ose x.
volime jeden startovaci bod pobliz tohoto kotenu.
volime dva startovaci body tak, aby hledany kofen leZel mezi nimi.

volime dva startovaci body tak, aby hledany kofen leZel mezi nimi a funk¢ni hodnoty
v téchto bodech mély opa¢néd znaménka.
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(1b.) Vyberte, o kterou itera¢ni metodu se jednd: Graf funkce f(x) se na intervalu
(a, b) nahradi ptimkou, kterd prochdzi body [a, f(a)] a [b, f(b)], priseik x¢ této
pifmky s osou x je ptiblizny odhad kofenu. Déle pak vybereme ten z intervalt (a, x¢)
nebo (xg, b), pro ktery plati f(a) f(x¢) < 0 nebo f(x¢) f(b) < 0, a postup opaku-

jeme.
Metoda bisekce. Newtonova metoda (metoda tecen).
Metoda regula falsi (metoda tétiv). Metoda secen.

(1b.) V pripadé, ze posloupnost ¢isel xg, x1, ... konverguje ke kofenu o rovnice

f(x) = 0 velmi pomalu, pak

zastavovaci podminku zvolime rad€ji nastavenim maximdalniho poctu iteraci.
zastavovaci podminku volime ve tvaru |x, — xy—1| < &.

p p p |xXn — Xx—1]
zastavovaci podminku volime ve tvaru T < e.
Xn
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3
(1b.) Je ¢islo 0 kofenem rovnice 2 sin x + 3 e’ —0,6 =x2?

Ne. Ano. Nelze rozhodnout.

(1b.) Jestlize rovnici f(x) = 0 piepiSeme do tvaru f1(x) = f>(x), pak
funk¢ni hodnoty v kofenech ptivodni rovnice jsou stejné jako funkéni hodnoty
v x-ovych soufadnicich priseciki grafa funkci fi(x) a f2(x).

funk¢ni hodnoty v kofenech plivodni rovnice jsou stejné jako y-ové soutadnice
priseciki grafi funkci f1(x) a f2(x).

kofeny piivodni rovnice a x-ové soufadnice prise¢iki grafii funkei fi(x) a f5(x)
maji stejné hodnoty.

kofeny plvodni rovnice maji jiné hodnoty nez x-ové souradnice prisecikil grafi

funkci fl(X) afz(X).
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(1b.) Jsou-li splnény podminky pro konvergenci prosté itera¢ni metody x,+1 = g(x,)
na intervalu (a, b), pak pocet iteraci nutnych k dosaZeni pfedepsané presnosti

je ovlivnén znaménkem funkéni hodnoty v pocate¢ni aproximaci.
je ovlivnén volbou pocatecni aproximace.
neni ovlivnén vlastnostmi funkce g(x).

Ize ovlivnit tim, Ze funkci derivujeme a hleddme ko¥en rovnice g’(x) = 0.

(1b.) Co je kofenem soustavy n rovnic o 7 neznamych tvaru f;(xq,...,x,) = 0,
i=1,...,n,n>1?
Kofenem je redlné Cislo o takové, Ze pro vSechnai = 1,...,n plati rovnosti

file,...,a) = 0.

Kofenem je uspordadand n-tice &isel @ = [y, ..., ®,] takovd, Ze pro vSechna
i =1,...,nplati rovnosti f;(c;,...,a;) =0.
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Kofenem je usporadand n-tice ¢isel « = [ay, . . ., o] takovd, Ze alespori pro jedno
i =1,...,nplati rovnost f;(aq,...,0,) = 0.
Kofenem je usporddand n-tice ¢isel @ = [oq,...,a,] takovd, Ze pro vSechna
i =1,...,nplati rovnosti f;(oy,...,0,) =0.

Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:
Procento tspéSnosti:
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Test 2

(1b.) Kofenem rovnice f(x) = 0 je libovolné redlné &islo o, pro které plati:

a=0. f(x) =0. f(0) = . fa) =1.
(1b.) Polynom P(x) = ax>—bx +c,kdea,b,c €R,a # 0,

md v redlném oboru pravé 3 kofeny (pocitdno véetné ndsobnosti).
md v redlném oboru vZzdy 3 rizné koreny.
ma v komplexnim oboru vice nez 3 kotfeny.

md v komplexnim oboru pravé 3 kofeny (pocitdno véetn€ ndsobnosti).

Obsah Jdinastranu |« < » » <@ = Celdobrazovka/Okno  Zaviit



Titulni strana ~ Copyright ~ Pfedmluva Obsah Kap? Kap2 Kap3 Kap4 Kap5 Kap6 Kap7 Testy Literatura Rejstiik  Tirdz

Numerické reseni nelinedrnich rovnic 194

(1b.) JestliZe separujeme koteny, pak
stanovime jejich presnou hodnotu pomoci nékteré z itera¢nich metod.

ur¢ime intervaly, které jsou dostatecné malé a obsahuji jediny koten.
nalezneme posloupnost ¢isel xg, X1, . . ., kterd konverguje ke kofenu.

z obrazku ptibliZn€ odhadneme jejich hodnotu.

(1b.) Vyberte vhodny interval, kterym lze odstartovat metodu bisekce pti hledani
zaporného kofenu funkce f(x) = 3x% — 3.

(—2,0). (—2,2). (0,2). (1/2,3/2).
(1b.) Ktera z metod vyuziva pfi hledani kofenu rovnice f(x) = 0 ekvivalentni zépis
x = g(x)?

Metoda bisekce. Newtonova metoda.

Metoda prosté iterace. Metoda secen.
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(1b.) Predpoklddejme, Ze data v tabulce jsou ze spojité funkce. Vyberte dvojici bodi,

mezi kterymi musi leZet alespon jeden koten této funkce.

x; [10[15] 20] 23] 27] 3.0
F() 0,710,104 [—1,0 [—2,1 [-2,3
1,0a1,5. 1,522,0. 2,7 a3,0.

2,3a3,0.

(1b.) Hleddme-li kofeny funkce f(x) na intervalu (a, b) a vynechdme pozadavek na
spojitost funkce f(x), pak

spojitost prvni derivace funkce f(x) zarucuje, Ze je na intervalu {a, b) kofen.

v pfipadé, Ze funkce f(x) je na intervalu (a, b) monoténni a plati f(a) f(b) < 0,
bude mit funkce na intervalu (a, b) kofen.

podminka f(a) f(b) < 0 nezarucuje, Ze na intervalu (a, b) ma funkce kofen.

podminka f(a) f(b) < 0 je postadujici k tomu, aby funkce f(x) méla na intervalu

(a, b) koften.

Obsah

Jdi na stranu

|«

>

@« w (Celd obrazovka/Okno

Tirdz

Zaviit



Titulni strana ~ Copyright ~ Pfedmluva Obsah Kap? Kap2 Kap3 Kap4 Kap5 Kap6 Kap7 Testy Literatura Rejstiik  Tirdz

Numerické reseni nelinedrnich rovnic 196

(1b.) Vyberte iteracni metodu pro hledani kofenti nelinedrnich rovnic, kterd pottebuje
k odstartovani pouze jeden bod blizko kotenu.

Metoda tétiv. Metoda Newtonova.

Metoda secen. Metoda bisekce.

(1b.) Které z metod pro nalezeni kofenu nelinedrni rovnice o jedné neznamé lze prenést
na systémy #n nelinedrnich rovnic o # nezndmych?

Metodu prosté iterace a Newtonovu metodu.
Metodu bisekce a metodu tétiv.
Metodu prosté iterace a metodu secen.

Newtonovu metodu a metodu regula falsi.
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Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:
Procento tspéSnosti:
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Test 3

(1b.) Jaké podminky zarucuji, aby funkce f(x) méla uvnitf intervalu (a, b) koten?
Funkce f(x) mé v krajnich bodech intervalu hodnoty opa¢nych znamének.
Funkce f(x) je na tomto intervalu spojita.

Funkce f(x) je na tomto intervalu spojitd a hodnoty v krajnich bodech intervalu
maji opacnd znaménka.

Funkce f(x) je na tomto intervalu spojitd a hodnoty v krajnich bodech intervalu
maji stejnd znaménka.
(1b.) Vyberte tu odpovéd, kterd obsahuje vSechny kofeny polynomu
P(x) = x* + x> — 2x%
0, -1, 2. 0 (dvojndsobny kotfen), 1, —2.
0, 1 (dvojnasobny koten), —2. 0,-1,1, -2.
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(1b.) Aproximaci kofenu rozumime
nalezeni posloupnosti &isel xg, x1, .. ., kterd konverguje ke kofenu «, tj. plati
lim x, = «, f(a) =0.
n—oo
nalezeni intervald, v nichz vZzdy leZi jediny kofen.
nalezeni ¢isel «, pro kterd plati f(a) = 0.

postup, kterym nalezneme kotfeny dané rovnice.

(1b.) Itera¢ni metodou byla sestrojena posloupnost konvergujici ke kofenu rovnice
f(x) = 0. Vypolet byl zastaven po splnéni podminky |x, 11 —x,| < 5-107°. Urcete,
kterd posloupnost byla ziskdna.

0,5; 0,10981; 0,20970; 0,27240; 0,28611; 0,28607; 0,28607.

0,9; —0,68658; 0,33871; 0,82083; —0,12534; 0,97675; —0,63310; 0,43512.
0,6;0,41788; 0,72451; 0,13585; 0,97188; —0,61558; 0,46515.

0; 1;0,73212; 0,37303; 0,58097; 0,55938; 0,55653; 0,55649.
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(1b.) Kdy je zaruceno, ze Newtonova metoda bude na intervalu (a, b) konvergovat?

Pokud m4 funkce f(x) spojitou druhou derivaci a po¢dteni aproximaci xo zvolime
blizko kofenu.

Pokud jsou splnény podminky f(a) f(b) < 0, f'(x) # 0, f"(x) # 0O aza
pocatecni aproximaci xq zvolime a nebo b tak, aby f(xg) /" (xo) > 0.
Pokud jsou splnény podminky f(a) f(b) > 0a f'(x) # 0.

Newtonova metoda je vZdy konvergentni.

(1b.) Na jakém principu funguje metoda bisekce?
Najdeme stied x intervalu (a, b), zjistime, zda je v ném funk&ni hodnota rovna
nule, pokud ano, mdme kofen. Jinak pokracujeme stejnym zptisobem ddle s tim, Ze
pracujeme s intervalem, pro ktery plati f(a) f(x¢) > Oresp. f(b) f(xo) > O.
Najdeme stied x intervalu (a, b), zjistime, zda je v ném funkéni hodnota rovna
nule, pokud ano, mdme kofen. Jinak pokracujeme stejnym zptisobem ddle s tim, Ze
pracujeme s intervalem pro ktery plati f(a) f(xo) < Oresp. f(b) f(xo) <O.
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Najdeme stied x intervalu (a, b), zjistime, zda je v ném funk&ni hodnota rovna
nule, pokud ano, mame koten. Jinak pokracujeme stejnym zptsobem dale s tim, Ze

pracujeme s libovolnym z intervald ( f(a), f(xo)) resp. { f(x0), f(b)).

Ani jedna z ptedchozich moznosti neodpovidd metodé bisekce.

(1b.) Mame nalézt kofeny rovnice x3—2x%2—47x—44 = 0. Misto toho budeme hledat

x-ové soufadnice priiseéiki grafi funkcei fi(x) = x> —2x2 a fo(x) = —47x — 44.
Najdeme stejné kotfeny?
Ne. Ano.

(1b.) Ktera z itera¢nich metod pro hledani kofend na intervalu (a, b) je zaloZena na
tzv. vete o pevném bodu?

Prosta iterani metoda. Metoda teCen (Newtonova metoda).

Metoda secen. Metoda tétiv (metoda regula falsi).
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(1b.) Kterda z metod pro hledani kofenti nelinedrni rovnice f(x)
existenci derivace funkce f(x)?

Prosta iteraCni metoda. Metoda tétiv.

Metoda secen. Newtonova metoda.

Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:
Procento tspéSnosti:

= 0 vyzaduje
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Kapitola 3

Numerické reseni systémi linearnich rovnic

Cile

Po prostudovéni této kapitoly budete schopni vysvétlit:
e jak vypada maticovy zapis systému linedrnich rovnic,
e v ¢em spociva obtiZnost numerického feSeni systémd linedrnich rovnic,
e podle ¢eho metody klasifikujeme,
e které jsou nejdulezitéjsi iteracni metody a jak fungujf,

e co ovliviiuje velikost chyb pfi numerickém feSeni systémi linedrnich rovnic.

Obsah Jdinastranu |« < » » <@ = Celdobrazovka/Okno  Zaviit



Titulni strana ~ Copyright ~ Pfedmluva Obsah Kap? Kap2 Kap3 Kap4 Kap5 Kap6 Kap7 Testy Literatura Rejstiik  Tirdz

Numerické reSeni systémii linedrnich rovnic 204

Resen{ systémi linedrnich rovnic patif k nejdtleZitéjsim dlohdm numerické mate-
matiky. Dlivodem je, Ze fada jinych problémi se pfevadi na tuto ulohu. Zdanlivé jde
o jednoduchou zaleZitost. Ze zdkladniho kurzu linearni algebry vime, Ze na rozdil od
nelinedrnich rovnic dokdZeme po konec¢ném poctu kroki teoreticky urcit presné reSeni
line4drniho systému. Skute¢nost je ov§em ponékud jind. V soucasnosti se fesi systémy
majici fddové az miliony rovnic a nezndmych. Vypocty takového rozsahu je pochopitelné
nutné provadét numericky na po&itadi. ReSeni proto dostaneme jen pfiblizné. Nevhodné
zvoleny postup mtiZe kviili zaokrouhlovacim chybam u konkrétniho systému zptisobit, Ze
dostaneme naprosto chybné fesSeni. PotiZe tohoto druhu, zptisobené vypocty v mnoziné
strojovych Cisel, 1ze ale demonstrovat i na zcela malych systémech, viz ptiklad 1.1.

Zformulujme nejprve pfesné, jakou ulohu vlastné budeme feSit. Z linedrni algebry
je znamo, Ze systém linedrnich rovnic mé bud jediné feSeni, nebo Zadné feSeni, nebo
nekonecné mnoho feseni. My se budeme zabyvat numerickym feSenim systémd majicich
jediné feseni. V tomto piipad¢ musi byt pocet rovnic stejny jako pocet neznamych nebo
vetsi. Je-li vétsi, jsou rovnice linedrné zdvislé a nékteré z nich je mozné vynechat, takze
zbylé rovnice budou linedrné nezavislé a bude jich tolik, kolik je nezndmych.
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Budeme tedy uvazovat ctvercovy systém line4rnich rovnic o # nezndmych tvaru

ayxy + appxy + -+ + aypx, = by,
aAx1X1 + AxpXy + -+ + axpxy = by, 3.1)
An1X1 + ApaXo + -+ + AupXy = bnv

kde n = 1 je pfirozené ¢islo. Redlnd ¢islaa;j,i = 1,...,n, j = 1, ..., n, jsou koefi-
cienty u neznamych x;, j = 1,...,n, aredlnd ¢isla b;,i = 1, ..., n, jsou koeficienty
pravych stran. Oznacime

aipr dip ... dip bl X1

dz1 dzy ... dzp b2 X2
A= , B = , X =

anl an2 oo ann bn .x”

Pak A € M, je matice soustavy, B € R" je vektor pravych stran a x € R" je vektor
nezndmych. Systém (3.1) pak miZeme stru¢né maticové zapsat ve tvaru

Ax = B, (3.2)
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kde Ax je maticovy soucin ¢tvercové matice A a sloupcové matice x. Pfedpoklad, Ze
tento systém ma pravé jedno feSeni, je ekvivalentni tomu, Ze matice A je reguldrni, tj.
det A # 0. Tato podminka je rovnéZ ekvivalentni s existenci inverzni matice 4™, tedy
matice, proniZ plati AA™! = A~'A = E kde E je jednotkova matice. Dal3{ ekvivalentni
podminkou je, Ze pro hodnost matice A plati h(4) = n. Pfipomerime je$té, Ze matice
(A|B) € M, ,41, ktera vznikne pfipojenim sloupce B k matici A4, se nazyva rozsifend
matice soustavy.

Klasifikace metod

Metody numerického feseni systému (3.1) rozd€lime do dvou skupin.

(A) Pirimé/finitni metody
Po kone¢ném poctu krokti dostaneme (pti pocitani bez zaokrouhlovani) presné fesen.
Jelikoz zaokrouhlovéni se nevyhneme, ziskané feSeni bude pouze pfibliZné.

(B) Iteracni metody
Konstruujeme (obecné nekonecnou) posloupnost vektord x(o), x(l), x(z), ..., ktera
konverguje k pfesnému fesSeni. Po konecném poctu krokd, kdyZ je splnéna vhodna
zastavovaci podminka, vypocet zastavime. Nalezneme tedy jen ptibliZzné feSeni.
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3.1 Primé metody

Zékladem vétsiny téchto metod je Gaussova' elimina¢ni metoda (GEM), se kterou se
studenti seznamuji v tvodnim kurzu linedrni algebry. Pfipomeneme piisluSny algoritmus

sV s

a v§imneme si, jakd dskali prinasi pfi vypoctech na pocitaci, kdy dochézi k zaokrouhlovéni.

3.1.1 Gaussova elimina¢ni metoda

Pfi této metodé nahrazujeme dany systém postupné ekvivalentnimi systémy, tj. systémy
které maji totéz feSeni. Na konci tohoto fetézce dostaneme systém, ktery 1ze snadno fesit.
Pri vytvéreni ekvivalentnich systémi pouzivame tzv. elementdrni radkové upravy matic.
Ty jsou tif typt:

1) vymeéna dvou fadkt matice,

2) vyndsobeni fddku matice libovolnym nenulovym c¢islem,

3) pricteni ndasobku jednoho fadku matice k jinému fadku matice.

!Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855) — vynikajici némecky matematik, astronom a kartograf.
Jeden z nejvétSich matematikli vSech dob. Jeho prace podstatné ovlivnily mnoho matematickych obord.
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Provedeme-li posloupnost libovolnych elementédrnich tddkovych tprav s rozsifenou matici
(A|B) soustavy (3.2), dostaneme matici (U |D), kde U je opét Etvercova matice a D je
sloupcova matice Ze zakladniho kurzu linedrn{ algebry je zndmo, Ze systém Ux = D je
s vychozim systémem Ax = B ekvivalentni. Cilem je provést dpravy tak, aby matice U
byla horni trojihelnikovd, protoze pak je systém Ux = D snadno feSitelny.

Zminény algoritmus nyni popiSeme piesnéji. GEM sestdva ze dvou Casti: pfimého
chodu, v némz se vytvoii ekvivalentni systém s horni trojihelnikovou matici soustavy,
a zpétného chodu, v némz se tento specidlni systém vyftesi.

Obsah Jdinastranu |« < » » <@ = Celdobrazovka/Okno  Zaviit



Titulni strana ~ Copyright ~ Pfedmluva Obsah Kap? Kap2 Kap3 Kap4 Kap5 Kap6 Kap7 Testy Literatura Rejstiik  Tirdz

Numerické reSeni systémii linedrnich rovnic 209

Piimy chod GEM

Ozna¢me A® = A, B©® = B. Nyni postupn& vytvofime ekvivalentni systémy A@x =
=B AWy = B AC-Dy — BO=D akové, 7e v matici AX k = 1,...,n—
— 1, budou vSechny prvky pod hlavni diagonélou v prvnich k sloupcich nulové. Tedy
matice 4”1 bude horni trojihelnikova.

Prvni krok: Vytvoreni systému A Vx = BM
(1) Polozime AW = A©® 3 B = B©),
(2) Predpokladejme, Ze prvek a(o) # 0. Nazyvame ho hlavni prvek nebo pivot.

Prvni fddky novych matic uZ nebudeme ménit. Ostatni budeme modifikovat.
Urcime, kolikandsobky prvniho fddku musime postupné odecist od druhého azZ posled-
niho fddku, abychom v prvnim sloupci dostali pod hlavni diagondlou nuly. Oznac¢me

tato ¢isla [;1, i = 2, ..., n. Tedy
(1 7 (1) @ 7 (1 (1) (1)
121—612 /all, —6131/6111, c e ey nl /a
Nyni postupné odeéteme od druhého tadku /5;-ndsobek prvniho fadku, od tietiho
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fadku /31-ndsobek prvniho fddku atd. Nové prvky tedy budou (symbol := znadi, Ze
prvky v matici pfepiSeme; napravo je pouZzita pivodni hodnota, leva strana pak znaci
novou hodnotu):

aD = 4O

1 o 5
ij a;; —l,-la() i=2,...,n, j=2,...,1.

1
Toté? ud&lame s vektorem B . Jeho nové prvky budou:
bV :=p® —1pV =2, n.

Dostaneme tudiZ matice

1 1 1 1
R a B
(1) (1) (1)
A(l) _ 0 022 . a2n , B(l) _ b2
0 a® ... ) bV

Matice A1) m4 v prvnim sloupci pod hlavni diagonalou nuly.
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Obecny k-ty krok, k < n — 1: Vytvoreni systému A ®x = B®

(1) Polozime A®) = A*—1 3 k) — gk—1)

(2) Protoze matice A*~V mé&la v prvnich k£ — 1 sloupcich pod hlavni diagonélou nuly,
m4 tuto vlastnost i matice 4®.
Predpokladejme, Ze prvek a](c];c) # 0. Nazyvame ho hlavni prvek nebo pivot.
Prvnich k fadkd novych matic uz nebudeme ménit. Ostatni budeme modifikovat.
Uréime, kolikandsobky k-tého fadku musime postupné odecist od (k + 1)-niho
az posledniho fadku, abychom v k-tém sloupci dostali pod hlavni diagondlou nuly.
Ozna¢me tato &isla i, i = k + 1, ..., n. Tedy

_ (k) (k) _ (k) k) k) (k)
k16 = ak—f—l,k/akk’ k20 = ak+2,k/akk’ cees =4,k /a

Nyni postupné odecteme od (k + 1)-niho fadku lk+1,k—nésobek k-tého fadku, od
(k + 2)-hého fadku Iy, r-ndsobek k-tého fadku atd. Nové prvky tedy budou:

(k) k) (k)
a;;” = a;; — I Kay

i=k+1,....,n, j=k+1,...,n
TotéZ udélame s vektorem B(k). Jeho nové prvky budou:

b := b® — 1,6, i=k+1,....n
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Dostaneme tudiZ matice

k) (k) (k) k) (k) k)
all alz . o Cll’k_l Cllk Cll’k+1 . aln
(k) (k) k) (k) k)
0 ay ... Gypy Ay dypiy - Ay
®) _ o : ® ®) *)
A - O O .« oo 0 akk ak’k+1 o .. Clkn )
(k) k)
0 0o ... 0 0 A irk+r - Qtin

: : : : o o
0 o ... 0 0 Ay k1 vao (@

b

(k)

g — | b2
by

Matice A®) ma v prvnich k sloupcich pod hlavni diagondlou nuly.
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Oznatime U = A®™D a D = B®~D_ Matice U je horni trojihelnikovd s nenu-
lovymi prvky na diagondle, takZe je regularni. Zavedeme jest€ dolni trojihelnikovou
matici L, jeZ md na hlavn{ diagondle jednicky a pod ni prvky /;;,i =2,...,n, j =1 azZ
i — 1, které jsme ziskali v pfedchozim postupu. Vyznam této matice uvidime pozdéji.
Tedy

Uil U2 ... Uin 1 0 ... 0
T I PR B BT
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Zpétny chod GEM

Nyni vyfesime soustavu Ux = D s horni trojuhelnikovou matici soustavy, kterd ma totéz
feSeni jako vychozi soustava Ax = B. Jeji tvar je

U X +upXy + oo+ Upp—1Xp—1 + UXy = di,

UppXy + o+ + Uz p—1Xp—1 +  UzpXp = da,
................................... (3.4)

Up—1,n—1Xn—1 + Up—1,nXn = An—1,

UpnXn = dp.
Soustavu zaéneme fesit pozpatku od posledni rovnice. VSechny diagonalni prvky matice U
jsou nenulové. Z posledni rovnice vyjde x, = d,/uy,. Tuto hodnotu dosadime do
predposledni rovnice a uréime nezndmou X, —; = (dy—1—Un—1,2Xn)/Un—1,n—1. Obdobné

postupujeme ddle, aZ nakonec z prvni rovnice ur¢ime nezndmou x; .

VySe popsany algoritmus tvofeny pfimym a zpétnym chodem se nazyva GEM bez
vybéru hlavnich prvki (pivotii). Postup je pochopitelné mozny, pravé kdyZ jsou vSechny
hlavni prvky a,(ci) # 0,k =1,...,n — 1. Nésledujici véta (viz [22, str. 105]) uvadi, kdy
tomu tak je.
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Véta 3.1 Soustavu Ax = B lze Fesit GEM bez vybéru hlavnich prvkii pravé tehdy, kdy?
vSechny horni rohové hlavni minory matice A jsou nenulové, tj. kdyZ

a a ajl diz2 dis G eeo @l

11 12 . .

app #0, o G #0, |az1 ax ax|#0,..., | : : | #0.
asp dsz dss an1 Ann

GEM s ¢asteénym vybérem hlavnich prvki

Pokud v algoritmu GEM pfi provadéni k-tého kroku, 1 = k = n — 1, dojde k tomu,
Ze hlavni prvek a,(jc) = 0, vypocet zhavaruje. Vzhledem k tomu, Ze matice A% mg
plnou hodnost, tj. h(A%*~V) = n, musi byt n&ktery z poddiagondlnich prvki k-tého
sloupce této matice nenulovy, tj. ay,i_l) # 0 pro nékteré r, k + 1 = r = n. Pak miiZeme
v soustavé A®—Dx = k-1 vyménit k-tou a r-tou rovnici a pokracovat standardnim
krokem GEM.

Vzhledem k tomu, Ze vSak predpokldddme, Ze pii vypoctech dochézi k zaokrouhlova-

cim chybam, problém muze nastat, i kdyZ je hlavni prvek sice nenulovy, ale hodné maly ve
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srovnani s dosud neeliminovanymi pod nim leZicimi prvky k-tého sloupce. Koeficienty /i,
l1=k=n-1,k+1=1i = n, mohou byt obrovské, coZ m4 za nésledek, Ze v dalsich
vypoctech dojde k velkym zaokrouhlovacim chybam a ziskané vysledné hodnoty pro
nezndmé X1, ..., X, jsou naprosto chybné.

Abychom se pravé popsané situaci vyhnuli, provadime na zacdtku kazdého kroku
GEM tzv. castecny vybér hlavniho prvku (pivota). Z. prvka al.(z_l), kdei = k,...,n,
vybereme ten, ktery je v absolutni hodnoté nejvétsi. Necht

k—1 k—1
a% V) = max a7V
k=i=n
Pak vyménime k-tou a r-tou rovnici v soustavé A% Dx = B®=D_ Formalng tuto

vyménu provedeme nasledovné. Oznacme P ® tzv. permutacni matici, kterd vznikne
z jednotkové matice E zaménou k-tého a r-tého fadku. Z definice nasobeni matic je zfejmé,
Ze vynasobeni zleva touto matici md za nésledek zdménu zminénych fadka. PoloZime
tudiz A®) = pE) 4&=1 3 pE) = p®) pE=1) Dgle pokratujeme tak, jak v GEM bez
vybéru hlavnich prvki. Vyména rovnic pred zahdjenim k-tého kroku je zndzornéna na
obr. 3.1.
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Obr. 3.1: GEM s ¢astenym vybérem hlavnich prvka.
Prvek, ktery se stane hlavnim prvkem, je zakrouZkovan.
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GEM s tplnym vybérem hlavnich prvki

Nekdy se stavd, Ze pri pouZiti GEM nestaci ani ¢dstecny vybér hlavnich prvki a koefici-
enty /;; je tfeba zmensit jesté vice. Pak se pouZivd tzv. diplny vybér hlavnich prvkii (pivotit).
Tentokrat se v k-tém kroku, kde 1 = k = n — 1, vybere z celé dosud neeliminované ¢asti

matice A®~D prvek, ktery je v absolutni hodnot& nejvétsi. Necht
(k—1)| _ (k—1)
lays™ | = kfglgn laz; .
k=j=n

Pak vyménime k-tou a r-tou rovnici v soustavé A%=Dx = B*=D Djle vymeénime
v matici A%~ k-ty a s-ty sloupec, coZ odpovidd zméné poradi neznamych.

Formdlné tyto vymény provedeme nasledovné. Oznaéme PL(k) permuta¢ni matici,
kterd vznikne z jednotkové matice E zdménou k-tého a r-tého fadku a P ng) permutacni
matici, kterd vznikne z jednotkové matice E zdménou k-tého a s-tého sloupce (nebo
fadku, vysledek je stejny). Vyména potirebnych fadki resp. sloupci se docili ndsobenim
zleva resp. zprava témito maticemi. Polozime tudiz A®) = PL(k)A(k_l)PI(Qk) a B®) =

= PL(k) B®=D Navic oznagime x ® = x (vektor nezndmych s jejich vychozim poradim)
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ax® =p ng) x * =1 (vektor neznamych s jejich pofadim po k-tém kroku). Resit tudiz
budeme vlastné systém A®x® = BE) Djle pokracujeme tak, jak v GEM bez vybéru
hlavnich prvké. Vyména rovnic a poradi nezndmych pfed zahdjenim k-tého kroku je pro
r < s zndzornéna na obr. 3.2 (mtze bytir > s nebor = ).

Zména poradi nezndmych se obvykle zaznamendva v pomocném vektoru p, jehoz
slozky jsou na pocatku ¢isla 1 az n. V kazdém kroku se s vyménou sloupcti vymeéni
i odpovidajici slozky vektoru p, takze na konci primého chodu GEM sloZky tohoto

vektoru, jez jsou permutaci ¢isel 1 az n, udavaji spravné poradi neznamych. Z nich se
vytvoif permutaéni matice Pgr = Plg"_l) e PIgZ)PIgl). Plati x "D = Prx©.
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Obr. 3.2: GEM s tplnym vybérem hlavnich prvki.
Prvek, ktery se stane hlavnim prvkem, je zakrouZkovan.
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Vypoctova naroé¢nost GEM

Vsimneme si, kolik aritmetickych operaci je tfeba k vyfeSeni soustavy linearnich rovnic
Ax = B pomoci GEM. Vzhledem k tomu, jak dlouho trvaji jednotlivé operace, je vhodné
rozdélit je do dvou skupin: scitaci (s¢itani a od¢itani) a ndsobici (ndsobeni a déleni).
Tabulka 3.1 uvadi piislusné pocty (odvozeni viz [22, str. 100]).

Hodnoty jsou polynomy v proménné n, kterd udava pocet nezndmych. Protoze pro
velkd n je rozhodujici nejvyssi mocnina, mizeme pomoci symbolu O (definice 1.2)
pro n — 00 zapsat, Ze pocet sCitacich i ndsobicich operaci pifimého chodu GEM je

Ptimy chod Zpétny chod Celkové
Uy n®—n n?—n 2n% + 3n? —5n
Scitaci operace: —_—
3 2 6
o 2n3 4+ 3n% — 5n n?+n n3+3n%—n
Nésobici operace: e > —

Tab. 3.1: Pocty operaci v GEM
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3 D) v S 2 . 2 a2 .
% + O(n®), kdezto u zpetncj,bv(z chodu je to pouze 7~ + O(n). Pifimy chod je tedy co do
Navic u GEM s ¢aste¢nym nebo tplnym vybérem hlavnich prvki je tfeba pti hleddni

nejvétstho prvku provést srovnani ¢isel. Jejich poCty jsou (viz [22, str. 102]):

g n>—n-2 n?

Casteény vybér: — — 3 + O(n)

) 2n®+3n? -5 n3

Uplny vybér: + 3 =3 + 0(n?)

Obvykle pouzivime GEM s castecnym vybérem hlavnich prvki. Praktické i teoretické
poznatky totiz ukazuji, Ze je postaCujici k tomu, aby zaokrouhlovaci chyby zistaly malé

a neznehodnotily vysledky (viz str. 250). Navic pocet operaci je daleko niZsi neZ u GEM
s Gplnym vybérem hlavnich prvki.

Specialni matice

V tadé aplikaci vznika ve findlni fazi potfeba numericky fesit systémy linearnich rovnic,
jejichZ matice soustavy maji specidlni vlastnosti. Diky tomu se nékteré postupy zjednodusi,
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nekteré predpoklady jsou automaticky splnény apod. Uvedeme nyni nékolik takovych
nejcastéjsich typt matic.

Definice 3.2 Ctvercovd matice A € M, se nazyva ryze radkové diagondlné dominantn,
jestliZe plati
n

|aii|>Z|azj|, i=1,...,n.

Jj=1
J#i

Ctvercovd matice A € M, matice se nazyva ryze sloupcové diagondlné dominantni,
jestlize plati

n
|ajj|>Z|aij|, J=1...,n
=1
i#]
Tedy absolutni hodnota libovolného diagondlniho prvku je vétSi nez soucet absolutnich

hodnot zbyvajicich prvki v témze fadku (sloupci). Zfejmé vSechny diagonalni prvky
takové matice musi byt nenulové.
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Véta 3.3 Ryze radkove nebo sloupcove diagondlné dominantni matice je reguldrni.
Diikaz. Pripusfme, Ze A je ryze fadkove diagondlné dominantni a je singularni. Pak ma
homogenni soustava Ax = 0 netrividlni feSeni x. Necht

|x,| = max{|xq], |x2],...,|x]|}.

Tedy x, je slozka, kterd je v absolutni hodnoté nejvétsi. Ziejmé |x,| > 0.
UvaZujme nyni r-tou rovnici soustavy Ax = 0. Osamostatnime z ni x,.

Ary Xy = —Ar1X1 — = Arr—1Xr—1 —Arypr+1Xr+1 — *°° — ArpXn.

Vypocitdme absolutni hodnotu obou stran pfedchozi rovnosti. S vyuZzitim pravidel pro
pocitani s absolutni hodnotou (viz str. 40) vyjde
larr| - |xr| = |—@r1 X1 — - — Grp1Xr—1 — Qrpi1Xr41 — - — QrpXp| =
= lanl - |xil + -+ larr—1l - %1 +
+ lar 1l - [Xrgal 4o+ larn| - [xa] =

(lart] 4 -+ + larp—1| + larrs1] + - + |arnl) x|
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Po vydéleni kladnym ¢islem |x, | dostaneme
|arr| é |ar1| +-+ |ar,r—1| + |ar,r+1| + -+ |arn|’

coz je spor s predpokladem, Ze matice A je ryze fadkové diagonalné dominantni.
Je-li A ryze sloupcové diagondlné dominantni, je podle prvni &4sti diikazu matice AT
regulérni, protoZze AT je ryze fadkové diagondlné dominantni. Protoze A a AT majf stejny

determinant, je A regularni. O

Dalsi vlastnost je definovand pro symetrické matice, tj. takové ¢tvercové matice, pro
néZ plati AT = A. S nasledujicim ddileZitym pojmem jsme se jiZ setkali na str. 60.

Definice 3.4 Symetrickd matice A € M, se nazyva pozitivné definitni, jestlize pro
libovolny nenulovy vektor x € R”, x # 0, plati, e xTAx > 0.

Piimo z definice snadno plynou nékteré vlastnosti pozitivné definitnich matic. Takové
matice je nutné reguldrni. Jinak by existoval x # 0 takovy, Ze Ax = 0. Pak by ov§em pro
tento vektor platilo xTAx = xT0 = 0, coZ je spor. Déle pro vektor, jehoZ i -t4 slozka je
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jednicka a ostatni jsou nulové, tj. xT =[0,...,0,1,0,...,0], vyjde xTAx = a;;. Tedy
vSechny diagondlni prvky musi byt kladné.

Existuje nutnd a postacujici podminka pozitivni definitnosti. Jeji pouZiti v piipadé
rozséhlé matice ov§em neni snadné.

Véta 3.5 (Sylvestrovo' kritérium) Symetrickd matice A € M, je pozitivné definitni pravé
tehdy, kdy? vSechny horni rohové hlavni minory matice A jsou kladné, tj. kdyz

4 ay djn apz das dir ... din
1 2 . .
ap; > 0, a a >0, |az1 azx ax3|>0,..., : : > 0.
21 a22
aszp dszz 4ss anl ... Qpn

Dikaz viz [18, str. 56] nebo [52, str. 204 a 283].

Poznamka 3.6 Je-li A € M, symetrickd matice a pro libovolny nenulovy vektor x € R”
plati xTAx = 0, nazyvé se A pozitivné semidefinitni. Pozitivné semidefinitni matice, ktera nenf
pozitivné definitni, je urcité singularni.

! James Joseph Sylvester (1814-1897) — anglicky matematik. Zabyval se algebrou, maticemi a teore-
tickou a aplikovanou kinematikou.
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Lze ukdzat, Ze A je pozitivné semidefinitni, pravé kdyZ vSechny hlavni minory (tj. determinanty
podmatic tvofenych tymiz fadky a sloupci) jsou nezaporné.

Obdobné se zavadi pojmy negativné definitni (x T Ax < 0prox # 0)anegativné semidefinitni
(xTAx = 0 pro libovolné x) matice. Snadno je vidét, Ze A je negativné (semi)definitni, pravé
kdyZ je —A pozitivné (semi)definitni. Odtud 1ze snadno odvodit kritéria ovéfujici tyto vlastnosti
pomoci hlavnich minort.

Symetrickd matice, kterd nemd Zaddnou ze ctyf zminénych vlastnosti, se nazyvd indefinitni.

Symetrické matice maji fadu dtlezitych vlastnosti, viz napt. [ | &, str. 44—65] a hraji vyznamnou

roli v mnoha ¢dstech matematiky vcetné numerickych metod.

Nas zajimaji tyto specidlni matice v souvislosti s GEM. Zfejmé kazda horni rohova
podmatice ryze fadkove nebo sloupcové diagondlné dominantni matice ma tutéz vlastnost.
Z vét 3.1, 3.3 a 3.5 proto plyne nésledujici tvrzeni.

Véta 3.7 Je-li matice A € M, ryze radkové nebo sloupcové diagondlné dominantni
nebo symetrickd pozitivné definitni, lze soustavu Ax = B s libovolnou pravou stranou
B € R" fesit GEM bez vybéru hlavnich prvkii.

Casto se setkdvame s (velkymi) maticemi, které maji vétSinu prvki nulovych. Takovym

s Vs

maticim se fika Fidké. Tato vlastnost je dilezita z hlediska paméfovych narokt, nulové
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prvky neni nutné uklddat. Obvyklé jsou ptipady, kdy nenulové prvky jsou pouze na hlavni
diagondle a v jeji blizkosti.

Definice 3.8 Matice A € M), se nazyva pdsovd, jestlize existuji ¢isla p,q € Ny,
0= p,g=n-—1,takovd, zepro j —i > pneboi — j > g plati a;; = 0. Cislo
p + g + 1 je sitka pasu.

Pfedchozi vlastnost znamend, Ze A mtize mit nenulové prvky pouze na hlavni diagondle,
p naddiagonalach a g poddiagondldch. Casté jsou zejména t¥idiagonalni matice (p =
= g = 1, tj. §ifka pdsu je tfi). Pro p = g = 0 jde o diagondlni matici.

Je-li matice A pasovd, je celkem ziejmé, Ze v pfimém chodu GEM bez vybéru hlavnich
prvkl nemohou vzniknout v maticich A(k), k =1,...,n— 1, nenulové prvky mimo
tento pds. Je-li pas uzky, pocet operaci potfebnych k eliminaci se vyznamné redukuje
a i paméfové naroky na uloZeni pribéznych vysledkd se znateln€ sniZi.
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3.1.2 Metoda LU rozkladu

Definice 3.9 Jestlize 1ze matici A € M, vyjadfit ve tvaru sou¢inu A = LU, kde L je
doln{ trojihelnikovd matice a U je horni trojihelnikova matice, nazyva se toto vyjadfent
LU rozklad matice A.

Nas bude zajimat piipad, kdy matice A4 je regularni. Pak i matice L a U musi byt regu-
larni (soucin dvou Ctvercovych matic je regularni, praveé kdyZ jsou oba Cinitelé regularni).
ProtoZe jsou trojihelnikové, musi byt tudiZ vSechny jejich diagonalni prvky nenulové.

V piimém chodu GEM bez vybéru hlavnich prvki jsme z matice A ziskali dvé matice
— horni trojihelnikovou matici U a dolni trojihelnikovou matici L, viz (3.3). Matice U
byla dale vyuzita ve zpétném chodu GEM. Velmi diilezitd je vSak i matice L. L.ze dokazat
(viz napt. [22, str. 98]), Ze tyto matice urcuji LU rozklad matice A, tj.

A=1LU. (3.5)

VSimneme si existence takového rozkladu. JestliZe je moZné provést piimy chod GEM
bez vybéru hlavnich prvki, zminény rozklad existuje.
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Nechf naopak LU rozklad existuje. Oznacme Ay, Lx a Uy podmatice matic A, L
a U tvofené prvnimi k fadky a prvnimi k sloupci, k = 1, ..., n. Zfejmé matice Ly a Ug
budou trojuhelnikové a reguldrni (protoZe maji nenulové diagondlni prvky). Snadno je
vidét, Ze Ay = LUy, takZe A jsou regularni. To znamend, Ze v§echny horni rohové
hlavni minory jsou nenulové, takze podle véty 3.1 je mozné provést GEM bez vybéru
hlavnich prvki. Dostdvame néasledujici vysledek:

Véta 3.10 Necht A € M, je reguldrni matice. Pak LU rozklad této matice existuje pravé
tehdy, kdy? Ize systém Ax = B, kde B € R" je libovolny sloupec, resit GEM bez vybéru
hlavnich prvki.

Pripomeinime, Ze podle véty 3.1 je dalsi ekvivalentni podminkou existence LU rozkladu
nenulovost v§ech hornich rohovych hlavnich minord matice A.

Poznamka 3.11 LU rozklad regularni matice A nenf uréen jednozna¢né. Abychom mohli tuto
otazku vyresit, budeme potiebovat nékteré poznatky o trojuhelnikovych maticich, které 1ze snadno
ovétit. O vSech maticich pfedpokladdme, Ze jsou Etvercové fadu n.
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e Soucin dvou hornich (dolnich) trojuhelnikovych matic je opét horni (dolni) trojihelnikova
matice.

e Inverzni matice k reguldrni horn{ (doln{) trojihelnikové matici je opet horni (dolni) trojihelnikova
matice.

e Jsou-li R a S horni (dolni) trojdhelnikové matice a T = RS, pak t;; = rjisij, i = 1 az
n. Tedy diagondlni prvky soucinu dvou hornich (dolnich) trojihelnikovych matic jsou rovny
soucinu diagondlnich prvki jednotlivych Ciniteld.

e Je-li R reguldrni trojihelnikovd matice, jsou diagonalni prvky matice R~! rovny 1/r;;,i = 1 az
n. Tedy diagondlni prvky matice inverzni k trojihelnikové matici jsou rovny prevrdcenym
hodnotdm diagonalnich prvki ptivodni matice.

VSechna predchozi tvrzeni zejména plati pro diagondlni matice, které jsou soucasné horni i dolni
trojuhelnikové.
Ukazuje se, Ze rozklad A = LU je jednoznacné ur€en, jestliZze pfedepiSseme vSechny diago-
nalni prvky bud’ matice L nebo U. Pfedepsané hodnoty musi byt samoziejmé nenulové.
Predpoklddejme, Ze A = LU je néjaky LU rozklad matice A a zvolme nenulova ¢&isla p; az
Pn- UkdZeme, Ze pak existuje LU rozklad, kde napft. prvni ¢initel mé na diagondle pfedepsana
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Cisla.
Oznacme D diagondlni matici, jejiZ diagondlni prvky jsou &isla p; / l;;. Pak plati

A=LU =LDD™'U = LUy, kde Ly = LD, Uy = D7'U.

Matice L je doln{ trojihelnikova a U; je hornf trojihelnikova. Pfitom L md na diagonale ¢isla
Pls.-s Dn.

Pripusfme, Ze existuje jesté druhy LU rozklad A = L,U>, kde matice L, ma na diagondla
tataz cisla pp, ..., pn. Pak

LUy = LU,  odkud  L7'Ly = U U; "

Matice Ll_1 L je dolni trojiihelnikovd a matice Uy U, 1 je horni trojihelnikovd. ProtoZe se rovnajf,
musi byt rovny néjaké diagonalni matici D. Jelikoz L a L, maji stejné diagonalni prvky, musi byt
D jednotkova matice. Z rovnosti L1_1L2 =FalU U2_1 = E plyne,7e L1 = L, aU; = Uy,
takZe LU rozklad je ur€en jednoznacné.
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Pouziti LU rozkladu k feSeni linearnich systémii

Predpoklddejme nyni, Ze jsme pomoci pfimého chodu GEM nasli LU rozklad matice
soustavy A ve tvaru A = LU. Ukazeme, jak jej miZeme pouZit k feSeni soustavy
Ax = B s libovolnou pravou stranou B. Tento postup se nazyva metoda LU rozkladu.
Soustava ma tvar LUx = B. Oznacime-li Ux = y, je vektor y feSenim soustavy
Ly = B. Tama tvar (pfipomenme, Ze L ma na hlavni diagonéle jednicky — viz (3.3))

V1 = by,
[y + Y2 = b,,
............................... (3.6)
In11y1 + lai12y2 +--- + Yn—1 = bp_1,

ln,1y1 I ln,2y2 =P °00 5F ln,n—lyn—l + yp = bn

Tu snadno vyfeSime. Z prvni rovnice mame y; = b;. Po dosazeni do druhé rovnice
vypoditime y, = by — [>1y1. A tak déle aZ z posledni rovnice vypocitame y,,.

Se soustavou Ux = y jsme se setkali ve zpétném chodu GEM — viz (3.4). Snadno
ji vyfeSime, tentokrat od konce.
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Pouziti metody LU rozkladu je zejména vyhodné, kdyZ mame feSit vice soustav
Ax = B sriznymi pravymi stranami B, ale touz matici A. Sta¢i jednou najit LU rozklad
matice A, coz je vypoctové mnohem naro¢néjsi ¢ast, a pak jen pro kaZzdou pravou stranu B
vyfesit dvojici trojuhelnikovych soustav, coZ je daleko méné nérocné.

Vsimneme si vypoctové ndro¢nosti metody LU rozkladu. Nejprve musime najit rozklad
A = LU, coz je rovnocenné piimému chodu GEM. Neupravujeme vSak iédny sloupec B,

takze pocet scitacich i ndsobicich operaci se oprotl tabulce 3.1 sniZi o 2 " . Nicméné
asymptoticky tyto pocty ztistanou stejné, tj. 7 + O(n?). Pak provedeme zpétny chod
metody LU rozkladu, tedy vyfeSime dvé trojihelnikové soustavy, coz odpovida dvéma
zpétnym chodiim GEM, tj. n? 4+ O(n) séitacim i nasobicim operacim.

Pouziti metody si ukdZeme na prikladu. ProtoZe nam jde o pochopeni algoritmu a ne
o problémy se zaokrouhlovdnim, vypocty provedeme v celoCiselné aritmetice.

Priklad 3.12 Metodou LU rozkladu najdéte feSeni soustavy

X1+ 2x2+ x3= 3,
X1+ X, — 2X3 = 5,
3X1 — X2 — X3 = 2.
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Reseni. Nejprve ovéfime, Ze metodu LU rozkladu lze pouZit. Podle vét 3.10 a 3.1 mus{
byt vSechny horni rohové hlavni minory nenulové. Dostaneme:

- 1 2 1
1 0, =140, 1 1 —2|=-174#0.
b 3 -1 -1

LU rozklad matice soustavy A tedy existuje. V ndsledujicich tpravéch ¢isla v kulatych
zdvorkdch znadf ¥adky, koeficienty u nich udavajf, ¢fim fadky ndsobime. Cisla fadk se
vzdy vztahuji k pfedchozi matici, vysledky se zapisuji do toho fadku nové matice, vedle
kterého tudaje stoji.

1 2 1 1 2 1 1 2 1
1 1 =2)~(0-1 3}]@-11)~]0 -1 -3
3 -1 -1 0 -7 —4) 3)-3(1) 0 0 17) 3)-7Q)

Koeficienty /;; udavaji, kolikandsobek j -tého fadku odecitime od i-té¢ho fadku — viz
algoritmus pfimého chodu GEM. Tedy /,; = 1, [3; = 3 alz, = 7. Nyni jiZ miZeme
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sestavit matice L (na hlavni diagondle ma jednicky) a U — viz (3.3).

1 00 I 2 1
L={|11 0], U=1(0 -1 -3
371 0 0 17

Reseni soustavy Ax = B, tj. LUx = B, dostaneme postupnym fesenim soustav
Ly = BaUx = y. Vyjde:

)’1 = 3a yl = 3a

1 + Y2 = 5, odkud Y2 = 5— Y1 = 2,
31+ 7y2 + y3 = =2, y3=—=2-=3y1 =Ty, = =25,

X1+ 26+ x3= 3, x3 = —2,
—X2 — 3X3 = 2, odkud Xy = -2 — 3X3 = %,
17X3:—25, X1—3—2X2—_X3:—
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LU rozklad s ¢astecnym vybérem hlavnich prvku

Jak vime, ne kazda regularni matice A ma LU rozklad. Ten podle vét 3.10 a 3.1 existuje,
pravé kdyZ jsou vSechny horni rohové hlavni minory nenulové. Neexistence LU rozkladu

se v pirimém chodu GEM projevi tim, Ze v nékterém kroku je hlavni prvek a,(jc) =

N4

Pak je nutné sdhnout k vyméné fadka. Jak jsme ale vysvétlili v GEM s casteCnym vy-
bérem hlavnich prvki, problémem jsou i malé hlavni prvky a,(jc) , které zptisobuji velké
zaokrouhlovaci chyby.

Stejny problém se projevuje i pfi LU rozkladu. Abychom se témto potiZim vyhnuli,
i v tomto pripadé pouZivame Castecny vybér hlavnich prvki. Postup je obdobny jako
u GEM — viz str. 215. Je vSak tfeba rozmyslet si, jak ziskdme dolni trojihelnikovou
matici L a horni trojihelnikovou matici U .

Pii GEM s ¢astecnym vybérem hlavnich prvki provadime (pokud je to nutné) vymeény
fadkd upravované matice A. Celou situaci si miizeme piedstavit tak, Ze providime GEM
bez vybéru hlavnich prvkd, tj. bez piehazovani fadk, ale ne s matici 4, avSak s jistou
matici A , jeZ z A vznikne vhodnym piehdzenim fadki. BohuZel dopfedu nevime, které

radky se maji prehdzet. To zjisfujeme azZ béhem piimého chodu GEM.
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Pfi popisu GEM s ¢asteCnym vybérem hlavnich prvki jsme zavedli permutacni ma-
tice P® k =1, ..., n — 1. Vyndsobeni zleva tdmito maticemi provedlo vymé&nu dvojice
fadké. Matice A®), v niz jsme v k-tém kroku eliminovali poddiagondlni prvky, se proto
rovnala P ® 4&=1 Postupne nasobem zleva témito permuta¢nimi maticemi tudiz vytvori
z matice A hledanou matici A.Tedy A = P=Dpr=2 ... p@ pM) 4 Stagilo by tedy
vzit matici4 a najit jeji LU rozklad, tJ.A =LU.

Oznaéime-li P = P@=D... pM) pyde platit PA = A = LU.Matice P se rovn&
nazyva permutacni. Vznikne z jednotkové matice postupnym piehazovanim fadkut. Tedy
P ma v kazdém fadku a kazdém sloupci pravé jednu jednicku, jeji ostatni prvky jsou
nulové.

Bohuzel, jak jiZ bylo fe¢eno, matice PV, ..., P~V piedem neznime. Miizeme
v§ak vzit vektor pT € R”, do néhoZ pfed zahdjenim vypoctu vlozime &isla 1 aZ n, tj.

[1,2,...,n]". KdyZ budeme v nékterém kroku ménit napf. k-ty a r-ty rddek,
vyménime ve vektoru p jeho k-tou a r-tou sloZku. Na konci budeme mit v p poznaceno,
jak se fadky matice A prehdzely, a snadno vytvofime matici P. Horni trojihelnikova
matice U, kterou dostaneme, je rovnéz ta, kterou potfebujeme.

Jak vSak dostaneme spravnou dolni trojihelnikovou matici L? Vime, Ze pribézné
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ukladame po sloupcich jeji prvky pod hlavni diagonalou. Pfedstavme si, Ze bychom piredem
védéli, Ze v k-tém kroku pfimého chodu GEM bude nutné vyménit k-ty a r-ty fadek.
Jaky by to mélo dopad na pribézné vytvarenou matici L, kdybychom vyménu skutecné

piedem provedli? Zfejmé by se vyménil k-ty a r-ty fadek v dosud hotové ¢dsti matice L,
tj. prvky v prvnich k — 1 sloupcich. Cely vypocet 1ze zorganizovat nasledovné.

1) Do postupné eliminovanych sloupcti matice A zapisujeme pod hlavni diagonalu misto
nul prvky matice L.

2) Pokud je tfeba provést v k-tém kroku vyménu k-tého a r-tého fddku, provedeme ji
s celymi n-¢lennymi fadky, tj. vyménime vlastné jak dosud hotové &asti k-tého a r-tého
fadku matice L (prvni az (k — 1)-ni sloupec), tak dosud neeliminované ¢asti k-tého
a r-tého fadku matice A (k-ty az n-ty sloupec).

3) Pfinésledné eliminaci poddiagonélnich prvki k-tého sloupce, tj. odecitdni /; -ndsobkd
k-tého fadku od fadk lezicich pod nim, se prvky v prvnim az (kK — 1)-nim sloupci
neméni (tvoii ¢ast matice L), do vynulovanych poddiagondlnich pozic k-tého sloupce
se uloZi dal$i prvky matice, tj. &isla [jx, a prvky v k-tém az n-tém sloupci se standardné
upravi.
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Tento postup je vyhodny i z hlediska dspory mista, zejména u velkych matic. Nulové
poddiagonalni prvky neni tfeba ukladat, misto nich tam uschovame prvky matice L.
Takova strategie, tj. uloZeni prvk matice L do eliminovanych pozic pod diagondlou, je
samoziejmé moznd a vhodnd i u LU rozkladu bez vybéru hlavnich prvkd.

Ve vysledné matici A”~ prvky na hlavni diagonle a nad ni uréuji hornf trojihelni-
kovou matici U a prvky pod ni urcuji dolni trojihelnikovou matici L (ta ma na diagonéle
jednicky). Pomoci vektoru p vytvoifime matici P. Je-li i-ty prvek p roven ¢islu j, ma
matice P v i-tém fadku a j-tém sloupci jednicku, ostatni prvky i-tého fadku jsou nuly.
Dadle plati

PA=LU. (3.7)

Mluvime o tzv. PLU rozkladu matice A.

Tento rozklad miZeme vyuzit k feSeni soustavy Ax = B. Po vyndsobeni permutacni
matici P dostaneme PAx = PB,tedy LUx = PB.Oznac¢ime-li Ux = y, dostavime
opét dvé trojuhelnikové soustavy Ly = PB a Ux = y. Postup nazyvame metoda LU
rozkladu s castecnym vybérem hlavnich prvkii.

Vypoctova slozitost je stejnd jako u GEM s ¢asteCnym vybérem hlavnich prvkd, tj.
g + O(n?) s¢itacich a ndsobicich operaci a % + O(n) srovnani pro nalezeni PLU
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rozkladu a n? + O(n) séitacich a nasobicich operaci pro feseni dvou trojihelnikovych
soustav.

PRV ERY

Poznamka 3.13 Snadno se zvézZi, Ze pri dané permutacni matici P je PLU rozklad jednoznacny,
kdyz predepiSseme diagondlni prvky matice L (v nasem piipadé€ jsou to jednicky) nebo U, srovnejte
pozndmku 3.11.
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Priklad 3.14 Vyfeste soustavu z piikladu 3.12 metodou LU rozkladu s ¢aste¢nym vybérem
hlavnich prvk.

ReSeni. Budeme postupovat obdobné jako v pitkladu 3.12. Do vynulovanych poloh pod
hlavni diagondlou ale budeme psat prvky matice L (jsou v rameccich).

1 2 1 3 -1 -1\ (3) 3 -1 ~1
12 ~[1 122 ~ 2 lo-10 ~
1 — i 7 4 1
3 -1 —1 1 2 1)@ I 413-10
3 -1 —1 3 -1 -1
1 7 4 1 7 4
~E 3 3]0~ 303
13/ 0 [-%/ ®-3@
Do vektoru p zapiseme vymény radka:
1 3 3
p=12 — 2 — 1
3 1
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Nyni jiz miZzeme sestavit matice L (na hlavni diagondle ma jednic¢ky), U a P.

1 00 3 -1 -1 0 01
L=|3 1o, v=|0o I 5]. P=[100
1 4 17
14 0o 0 - 010
Jesté uréime vektor PB:
0 01
PB={1 0 0
010
Reseni soustavy PAx = PB.tj. LUx = PB, dostaneme postupnym feSenim soustav
Ly = PBaUx = y. Vyjde:
)’1 = _25 yl = _2’
I+ » = 3, odkud y2=3—3n=1%,
§y1+%yz+y3= s J’3=5—%Y1—%Y2=§,
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25
3.X1 — X3 — X3 = —2, X3 = —317
7 4 _ 11 _ 41
5)62 + §X3 = 3 odkud Xo = -2 — 3X3 = 17
17 _ 25 — — 6
—7X3 = =, X1 = 3 —2X2 — X3 = —17° A

3.1.3 Choleského metoda

Metoda, kterou nyni uvedeme, je urcena pouze pro piipad, kdy matice soustavy je symet-
rickd a pozitivné definitni. Je zaloZena na nésledujicim vysledku (viz [52, str. 205]).

Véta 3.15 Necht A je symetrickd pozitivné definitni matice. Pak existuje pravé jedna dolni
trojiihelnikovd matice L s kladnymi prvky na hlavni diagondle takovd, Ze plati A = LL".

Vyjéadfeni z predchozi véty se nazyvd Choleského' rozklad matice A.

'André-Louis Cholesky (1875-1918) (&ti Solesky) — francouzsky diistojnik, zabyval se geodézii
a kartografif. Na zacatku 20. stoleti se podilel na zemémeérickych pracich na Krété a v severni Africe. Padl
krétce pred koncem prvni svétové vélky.

Obsah Jdinastranu |« < » » <@ = Celdobrazovka/Okno  Zaviit


http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Biographies/Cholesky.html

Titulni strana ~ Copyright ~ Pfedmluva Obsah Kap? Kap2 Kap3 Kap4 Kap5 Kap6 Kap7 Testy Literatura Rejstiik  Tirdz

Numerické reSeni systémii linedrnich rovnic 245

Pro vypocet prvkt matice L se snadno odvodi rekurentni vzorce. ProtoZe tato matice
je dolni trojihelnikova, proi < k je [;x = 0. Z rovnosti A = L L™ dile dostaneme

llzl+l]§2+"’+l]§k:akk, k:l ,n, (38)
lelin + lgalin + -+ - + leklie = agi, 1=k<i én ’
Prvky nyni pocitime po sloupcich.

ly =

lil — 1 = 27 ’n9

Ik = k=2, ....n, (3.9)

iy = lkk(a’” Zlk, l,) k=2,....n,i=k+1,...,n.

Pri feSeni soustavy Ax = B se symetrickou pozitivné definitni matici soustavy
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najdeme nejprve rozklad A = LLT a pak podobné jako u LU rozkladu fesime dvé
trojihelnikové soustavy Ly = B a LTx = y. Postup nazyvdme Choleského metoda.
Vypoctova slozitost Choleského rozkladu je % + O(n?) séitacich a ndsobicich operact
a vypocet n druhych odmocnin (coz je zanedbatelné) a feSeni dvou trojihelnikovych
soustav, jak jiz vime, n? + O(n) séitacich a ndsobicich operaci.
Z prvni rovnosti v (3.8) je vidét, ze lx; = Ja,,.k =1,...,n, j =1,..., k, tedy
prvky matice L nemohou pfili§ nardstat oproti diagonalnim prvkim matice A.

Pozniamka 3.16 Choleského rozklad existuje i pro symetrické matice, které nejsou pozitivné
definitni, ale maji LU rozklad (horni rohové hlavni minory jsou nenulové, viz véty 3.10 a 3.1). Pak
ovSem nékteré diagondln{ prvky matice L budou ryze imagindrni (pod odmocninou ve (3.9) vyjde
zéporné &islo). Stane-li se to pro /g, pak i vSechna [j, j = k + 1, ..., n, budou ryze imaginarni.

Pti feSeni trojuhelnikovych soustav se tato komplexni ¢isla zrusi (pfi pfesném vypoctu). Viz [
str. 108].

>

Priklad 3.17 Choleského metodou najdéte feSeni soustavy

X1+ 2x — x3= 3,
2.X1 —|— 5.X2 = 2.X3 = 5,
—X1 — 2)C2 + 3)C3 = -2.
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Reseni. Matice soustavy A je zfejmé symetrickd. Ovéfime pomoci Sylvestrova kritéria,

7e je pozitivné definitni.

| 2 I 2 -1
1>0, ) 5:1>0, 2 5 =2/=2>0.
-1 -2 3

ProtoZe vSechny horni rohové hlavni minory jsou kladné, je A skute¢né pozitivné definitni.
Najdeme Choleského rozklad matice soustavy A = LLT. Ze vzorci (3.9) dostaneme:

a a
i = f@, = 1l Ly =2 =2, Iy = -2
11 11

E—— 1
122 = ay, — 1221 = 1, 132 = E (a23 - 121131) = 0»

= as— 13 —15 =2

= —1,

Reseni soustavy Ax = B, tj. LL"x = B, dostaneme postupnym fe$enim soustav
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Ly = BalL"x = y. Vyjde:

Y1 = 3, y1 =3,
2y1 + y2 = 5, odkud y2=5-2y1 =—1,
-+ V2y3=-2, Y3 = %5(—2 +y1) = 2,
X1 + 2.X2 = X3 = 3, X3 = %,
X2 = —1, odkud X, = —1,
\/§X3:\/Ti, X1:3—2X2+X3:%. A

Poznamka 3.18 Choleského rozklad je ziejmé specidlnim piipadem LU rozkladu. Zatimco pfi
hledani LU rozkladu jsme pouZili algoritmus GEM, pro Choleského rozklad mame vzorce (3.9) pro
nalezeni prvkt matice L. Obdobné tzv. pfimé vzorce 1ze odvodit i pro obecny pripad LU rozkladu.
Existujf réizné postupy, v jakém pofadi se pocitaji prvky matic L a U. U Croutovy' metody se
stfidavé poditaji shora fadky matice U a zleva sloupce matice L, zatimco u Banachiewiczovy”
metody se stfidavé pocitaji shora fadky matice U a matice L. Podrobnéji viz [52, str. 197].

"Prescott Durand Crout (1907-1984) (&ti kraut) — americky matematik.
2Tadeusz Banachiewicz (1882—1954) (&ti banachievi¢) — polsky astronom a matematik.
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3.1.4 Analyza chyb pii numerickém reSeni soustav linearnich rovnic

V predchozich oddilech jsme se zabyvali pfimymi metodami feSeni soustav linearnich
rovnic Ax = B s reguldrni matici soustavy A. Pfi pfesném pocitani tyto metody davaji
pfesné feSeni x. AvSak provadime-li vypoCty na pocitaci v Ciselné soustave s plovouci
fddovou ¢arkou, dochdzi nutné k zaokrouhlovéni. Disledkem toho je, Ze dostaneme pouze
priblizné feSeni x. Zasadni otdzkou je, nakolik je tento vysledek piesny.

Cela tato problematika je technicky obtiZna a vysledky formulované jako presné
matematické véty jsou sloZité, zdjemci je naleznou ve specializované literature. My se
omezime na volny popis zdkladnich poznatk, které ukazuji, co ovliviiuje pfesnost nu-
mericky nalezeného feSeni. V oddilu 1.4 jsme mluvili o podmin€énosti numerickych tloh
a v oddilu 1.5 pak o numericky stabilnich algoritmech. Jak uvidime, pravée tyto vlastnosti
hraji pfi numerickém feseni soustav linearnich rovnic klicovou roli.

Numericka stabilita

Priblizné feSeni X soustavy Ax = B nebude tuto soustavu spliiovat piesné. Budeme vsak
poZadovat, aby spliiovalo pfesné soustavu, jejiz koeficienty se jen mdlo lisi od koeficienti
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matice A a vektoru B. Proto zavadime nésledujici pojem.

Definice 3.19 Algoritmus pro vypocet feSeni linedarni soustavy Ax = B se nazyva
numericky stabilni, jestliZe pfiblizné feSeni X jim vypoctené spliiuje soustavu

(A +8A)% = B + 8B,

kde matice §A a vektor 6B jsou malé (v néjakych norméch). Pfitom §A se nazyva
chybova matice.

Je mozZné, Ze nektery algoritmus obecné neni numericky stabilni, ale pro jisté specidlni
ptipady numericky stabilni je. Lze ukdzat (viz [22, str. 121], [52, str. 215] a v nich uvedené
odkazy), Ze pro metody, o kterych jsme mluvili v pfedchozim textu, plati:

Obsah Jdinastranu |« < » » <@ = Celdobrazovka/Okno  Zaviit



Titulni strana ~ Copyright ~ Pfedmluva Obsah Kap? Kap2 Kap3 Kap4 Kap5 Kap6 Kap7 Testy Literatura Rejstiik  Tirdz

Numerické reSeni systémii linedrnich rovnic 251
GEM bez vybéru hlavnich prvki numericky nestabilni
GEM s ¢astecnym nebo tiplnym vybérem hlavnich numericky stabilni
prvki
GEM bez vybéru hlavnich prvki pro ryze diago- numericky stabilni
nalné dominantni nebo pozitivné definitni matice
Choleského metoda numericky stabilni

Predchozi zavéry plati i pro metodu LU resp. PLU rozkladu, protoZe je ekvivalentni GEM
bez vybéru hlavnich prvki resp. s ¢aste¢nym vybérem hlavnich prvki.
Je-li x priblizné feseni soustavy Ax = B, nazyva se rozdil r = B — AX reziduum.
Ptedchozi poznatky Ize stru¢né shrnout takto:
GEM s castecnym nebo tiplnym vybérem hlavnich prvkii zarucuje vznik
malych rezidud.

Otazkou ovsem je, zda malé reziduum zajistuje, Ze X je dobrou aproximaci pfesného
feSeni x. Odpovéd je bohuZel negativni, jak ukazuji uz priklady dvou rovnic o dvou
nezndmych.
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Podminénost soustav linearnich rovnic

Je-1i algoritmus pro feSeni soustavy Ax = B, majici pfesné feSeni x, numericky stabilni,
vyhovuje ziskané pfiblizné feSeni X soustavé, kterd ma od ptivodni soustavy jen velmi
mélo odli$né koeficienty (definice 3.19). Otdzkou vSak je, zda naopak plati, Ze feSeni
soustavy s mélo odliSnymi koeficienty od soustavy Ax = B se jen malo li${ od jejiho
presného feseni x .

K téZe otdzce miZeme dojit i jinak. Koeficienty matice A a vektoru B jsou Casto
ziskané méfenim a jsou tudiZ jen priblizné. Rikame, Ze prvky A a B vznikly poruchou
neboli perturbaci pfesnych hodnot. Ve skute¢nosti tudiZ nefeSime ,,spradvnou‘ soustavu,
ale pouze jeji aproximaci. Musime se tedy zajimat o to, jak vzniklé neptfesnosti ovlivni
feSeni a zda vlibec presné feSeni perturbovaného systému dobte aproximuje presné feSeni
systému se spravnymi, ale nim nezndmymi koeficienty.

UvaZujme soustavu Ax = B, kterda ma presné feSeni x. Jejim poruSenim vznikne
soustava AX = B, majici pfesné feSeni ¥. Oznaéme A = A + §4, B = B + §B
ax = x + 6x. Tedy 64 a §B jsou poruchy matice A a vektoru B, §x udava, o kolik se
1isi presné feSeni porusené soustavy (A + A)(x + dx) = B + 8B od presného feseni
soustavy Ax = B.
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Pfipometime, Ze jsme v definici 1.19 zavedli ¢islo podminénosti x(A) regularni
matice A dané vztahem k(A4) = ||A||||A™"]|. VZdy plati k(A4) = 1. O norméch, které
budeme v dal$im potfebovat, budeme predpokladat, Ze spliiuji poZadavky uvedené pred
zminénou definici. Lze dokazat néasledujici vysledek (viz [22, str. 125]).

Véta 3.20 Necht A je reguldrni matice a pro poruchu 8A plati ||SA|| < 1/|| A7 (1. §A
Je dostatecné mald porucha). Potom pro FeSeni x soustavy Ax = B areSenix = x+6x
porusené soustavy (A + 6A)(x + 6x) = B + 6B plati

18]l . «(A) (||5B|| ||5A||).

Il = T B\ ] 4]

(3.10)

Ptedchozi vztah ud4va horni odhad relativni chyby feSeni x. Odhad zavisi na relativnich
chybdch A a B a ¢islu podminénosti x(A).
Vsimneme si dvou specidlnich pripadi. Predpokladejme nejprve, Ze porusen je jen
vektor B, tj. SA = O, takZe ||6A|| = 0. Vyjde
182 | 18B]

e Y= 3.11)
=l =B
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Predchozi vztah ukazuje, Ze relativni chyba feSeni x nemitize byt vic nez k (A)-krat vetsi,
nez je relativni chyba pravé strany B. Existuji vSak matice A, pro néz v (3.11) nastava
rovnost, tudiZ relativni chyba feSeni miiZe byt az « (A)-krat vétsi neZ je relativni chyba
pravé strany. Tedy Cislo podminénosti funguje jako jakysi zesilujici koeficient, ktery nas
informuje, jak moc se mtiZe zvysit relativni chyba feSeni oproti relativni chybé pravé strany.
Pokud je tedy k(A) hodné velké, mtize se stdt, Ze i kdyZ je relativni chyba vektoru B
mald, miZe byt relativni chyba feSeni x hodné velka.
Pro reziduum plati

r=B— A% = B— (B +8B) = —$B,

tedy

ox r
1560 _ g Il
[l IB]
Tato nerovnost potvrzuje skutecnost, kterou jsme jiz konstatovali: Je-li reziduum malé,
nemusi byt (v piipad€ velkého &isla podminénosti k (A)) mald relativni chyba feSeni.
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Nyni pfedpoklddejme, Ze je porusena jen matice soustavy A, tj. 6B = 0, takze

|6B]| = 0. Tentokrat vyjde

ox k(A 0A

ol ) _Jad] .

lxll = 1 —x(a)l2Al |4

Al

Protoze 0 < 1 — k(A) ””5:”” <1,je

k(4)  JlsA] (4) 18A]|

N VTR VT
L=y

Obdobné jako v ptfedchozi situaci i v tomto pfipadé miiZe byt relativni chyba feSeni
mnohem Vvétsi, neZ je relativni chyba matice soustavy A.

Cislo podminénosti matice « (A) tedy hraje déileZitou roli pfi numerickém fesent line-
arnich soustav Ax = B.Z pfedchozich tvah je vidét, Ze soustavy se Spatné¢ podminénou
matici (napt. k(A) > 100) d€laji pfi numerickém FeSeni problémy a nezéleZi pfitom na
volbé algoritmu. Jedinou cestou je pouZiti mantisy s velkym poctem cifer; ani hardwarova
dvojndsobna presnost v§ak nemusi byt dostate¢nd. Naopak soustavy s dobfe podminénou

Tirdz
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matici soustavy lze GEM s ¢4steCnym nebo Gplnym vybérem hlavnich prvka dspésné
resit.

Poznamka 3.21 Poznamenejme, Ze feSeni x soustavy Ax = B s reguldrni matici 4

(majici tedy jediné feSenf) spojité zdvisi na 4 a B. To vyplyvé ze vztahu x = A~ !B,
vzorce pro inverzni matici A™! = dez - adj AT a defini¢niho vzorce pro determinant; pfi-

pomenme, Ze prvky adjungované matice jsou minory matice A, tj. jsou rovnéz definované
pomoci determinantii. Uloha nalezeni feSeni soustavy Ax = B je tudiZ korektni (viz
oddil 1.4), avSak nemusi byt dobfe podminéna.
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3.2 Iteracni metody

Jak jiZ bylo feceno, u téchto metod konstruujeme posloupnost vektorti x © xMD x@
vlastné jakychsi pfibliznych fesent, kterd konverguje k pfesnému feseni systému Ax = B.
Cela situace pfipomind postup pfi feSeni nelinedrnich rovnic z kapitoly 2. Musime provést
ndsledujici kroky:

e Upravit vychozi soustavu Ax = B na tvar, ktery umozni vytvaret ze zvolené poca-

N

te¢ni aproximace x © dalsi ¢leny x ®
e Ovéfit konvergenci posloupnosti {x (k)} k presnému feSeni.

e Po konecném poctu krokli na zdkladé néjakého kritéria (zastavovaci podminky)
rozhodnout o ukonéeni postupu. Posledni ¢len ziskané posloupnosti prohldsime za
pfiblizné feSeni.

Iteracni metody se pouZivaji zejména pro feSeni rozsdhlych systémi s fidkymi mati-
cemi soustavy. Takové systémy se vyskytuji v fadé aplikaci. Pro mensi systémy (pocet
rovnic je kolem stovek) obvykle davame prednost pfimym metodam, které jsou vétSinou
presnéjsi.
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Uprava na tvar vhodny k iterovani

Mame zadan linedrni systém Ax = B s reguldrni matici soustavy A € M, vektorem
pravych stran B € R" a vektorem nezndmych x € R”. Matici A vyjadiime ve tvaru
M + N,kde M je reguldrni, takze existuje M ~1. Po tipravich dostaneme:

Ax = B,
(M + N)x = B,
Mx =—-Nx + B,

x=-M"'Nx+M'B.
Oznacime-li T = —M N aC = M~!B, plati
x=Tx+C, T e M, C e R".

Soustava x = Tx + C je ekvivalentni s ptivodni soustavou Ax = B. Nyni zvolime
po&ateeni aproximaci x© € R” a definujeme (k + 1)-ni aproximaci feSeni vztahem

x®+D — 7@ 4 k=0,1,2,... (3.13)
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Matice T se nazyva iteracni. Hledame vlastné pevny bod zobrazeni definovaného vzta-
hem (3.13). Rozepsanim do sloZek dostaneme

xik—H) =1 x( ) + 1 X(k) S °00 ¢ llnxn + ¢1,
e = e x(k)—l— C o+ x4 o,
x D — oy x (k) L tnzx(k) 4 oo tyux® + oy

Konvergence posloupnosti aproximaci

ProtoZe piesné feseni nezndme, volime po&éteéni aproximaci x (9) libovoln& a pozadujeme,
abychom vZzdy dostali konvergentni posloupnost. Pojem konvergence vektort byl zaveden
v definici 1.6 pomoci normy. Z disledku 1.9 vime, Ze na konkrétni volbé normy nezalezi

(k)

aze lim x® = x, prave kdyz hm x; ' = x; pro kazdou slozkui = 1,...,n. Je-li

k—o00
posloupnost {x (k)} konvergentni a ma hmltu X, dostaneme limitnim pfechodem v (3.13),

Zeplatix = Tx + C,atedyi Ax = B.
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Vsimneme si podminek zarucujicich konvergenci. Ve formulaci nasledujiciho vysledku
budeme potiebovat pojem spektralniho poloméru matice zavedeny v definici 1.20.

Véta 3.22 Posloupnost urcend vzorcem (3.13) konverguje pro libovolnou pocdtecni apro-
ximaci x© pravé tehdy, kdyz p(T) < 1.

Dtikaz viz [22, str. 135] nebo [52, str.624]. Cim mensi je p(T), tim je konvergence
rychlejsi. Je-li p(T') jen o mélo mensi nez jedna, mize se diky zaokrouhlovacim chybam
stat, Ze dostaneme nekonvergentni posloupnost.

Ur¢it spektrdlni polomér matice je obtizné. Nicméné s vyuZitim véty 1.21 dostaneme
nésledujici postacujici podminku konvergence, ktera se ovéii daleko snéz.

Dusledek 3.23 Je-li | T|| < 1, kde ||.|| je libovolnd maticovi norma, kterd je souhlasnd
s nejakou vektorovou normou, konverguje iteracni proces (3.13) pro libovolnou pocatecni
aproximaci x ©,
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Zastavovaci podminky

ProtoZe pri numerickém feSeni mizeme provést pouze konecny pocet kroki, musime
vypocet v jistém okamziku zastavit. To uc¢inime, kdyZ na zdkladé vhodného kritéria
povazujeme ziskané feSeni za dostatecné piesné. PopiSeme nyni, jak v praxi postupujeme.
Uvazujme soustavu Ax = B, jejiz feSeni ziskdvame itera¢ni metodou (3.13). Zvolime
n¢jaké malé Cislo € > 0 (presnost Feseni) a vhodnou vektorovou a s ni souhlasnou
maticovou normu. V praxi se pouZivaji nasledujici zastavovaci podminky.
x® — x &)

i <eé,
)T @
ii) I <& kder® = B — Ax®
[A[lllx®] + || B

V prvnim pfipadé tedy posuzujeme relativni zménu aproximace, v druhém relativni
velikost rezidua. Je-li zvolend podminka splnéna, vypocet ukonc¢ime a x &) povazujeme
za priblizné feseni.
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Jsou-li splnény ptedpoklady disledku 3.23, 1ze dokdzat nerovnost (viz [22, str. 136])

k
e —x®) = 0 g0
=TT

Tentokrét jsme tedy schopni odhadnout vzddlenost k -té aproximace od pfesného feseni a to
pomoci vzdalenosti prvnich dvou aproximaci a normy matice 7. Protoze klim IT|* = o,
—00

je pro dostate¢né velké k prava strana predchozi nerovnosti libovolné mald, takZe 1ze najit
takové k, Ze bude mensi neZ zvolené . Tento odhad je v§ak obvykle hodné pesimisticky,
skute¢nd vzdalenost ||x — x®|| byva pro takto uréené k mnohem mensi, tedy k je
zbytecné velké.

Nynfi si v§imneme konkrétnich dprav systému Ax = B na tvar vhodny k iteraci.
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3.2.1 Jacobiova metoda

Uvazujme systém Ax = B s regularni matici soustavy A. Tuto matici rozdélime na tfi
¢asti: diagondlu a dvé trojihelnikové matice s naddiagonélnimi resp. poddiagondlnimi
prvky (s opa¢nymi znaménky).

Oznacime
ail 0 0 0
0 azy . 0 0
D=1 : = - : B (3.14)
0 0 . Adp—1,n—1 0
0 O 0 e

Tirdz
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0 0 . 0 0
—dn 0 500 0 0
L= : S (3.15)
—Aap—1,1 —Ap—-1,2 ... 0 0
—An —dn2 <o TUpp—1 0
0 —ayp ... —aip1 —ain
0 0 ... —Qop—1 —dzp
v=1|: =+ - : : . (3.16)
0 0 e 0 _an_lﬁn
o o0 ... 0 0

Ztejmé plati A = D — L — U. Budeme ptedpokladat, Ze matice A ma nenulové
diagondlni prvky. Potom je matice D regularni, k ni inverzni matice D! je rovnéz
diagondlni a md na diagonadle prvky 1/aq, ..., 1/ayy.

Tvar vhodny k iteraci ziskame tak, Ze z prvni rovnice osamostatnime neznamou x1,
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z druhé rovnice nezndmou x,, a tak dale, aZ z posledni rovnice osamostatnime nezna-
mou Xx,. Maticové vypada zapis takto:

Ax = B,
(D—L—-U)x =B,

Dx =(L+U)x + B,

x=DYL+U)x+ DB,

x =Tx + D7 'B,

kde
0 —42 _41n—-1  __ain
a;p 77 arl arl
_a21 0 _%2n-1 a2
TJ =D_1(L+U)= ano az az»
an an An.n—1
e Tam o Tam 0
Iterac¢ni formule bude mit tvar
x®D =7x® 4L DB, k=0,1,2,... (3.17)
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Tato tGprava se nazyva Jacobiova' iteracni metoda. Tteraéni matice 7, ma na hlavni dia-
J

gondle nuly.
Ziejmé i-ta sloZka ma tvar

i—1 n

1) aij (k) aij & , bi .

x| _—Z;xj — Z i i=1,2,....,n. (3.18)
J=1 11 ]=l+1 11 123

Rozepsand soustava po tpraveé na tvar vhodny k iterovéani je potom

(k+1) __ _apn k) . ain K) ag, k) b1
X1 - a2 Tan Yn-1 an n + a’
(k+1) _  an (k) ... _ @n-1 (k) _ azn (k) by
) = Tantl 4 “n—1 ax + az’
(k+1) am &) _ app k) _ _ ann— (k) by
Xn - Ann 1 Ann 2 Ann xn_l + ann

Viz str. 177.
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Konvergence Jacobiovy metody

Podle véty 3.22 plati nasledujici tvrzeni.

Véta 3.24 Jacobiova metoda (3.17) konverguje pro libovolnou pocdtecni aproximaci k fe-
Seni soustavy Ax = B pravé tehdy, kdyZ p(T;) = p(D~'(L + U)) < 1.

Urceni spektrdlniho poloméru itera¢ni matice je vSak obtizné. Ve specidlnich piipadech
existuje jednodussi postacujici podminka konvergence (viz [, str. 213], [22, str. 140] nebo
[52, str. 625]).

Véta 3.25 Necht je splnéna nékterd z nasledujicich podminek:
1) Matice A je ryze rdadkové diagondlné dominantni.
2) Matice A je ryze sloupcové diagondlné dominantni.

Pak Jacobiova metoda (3.17) konverguje pro libovolnou pocatecni aproximaci k reseni
soustavy Ax = B.
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3.2.2 Gaussova-Seidelova metoda

U Jacobiovy metody je ziejmé, Ze pokud zndme vSechny slozky k-té iterace x &) mizeme

pocitat slozky nésledujici iterace x *+D v libovolném pofadi, nemusi to byt nejprve
x%kﬂ), pak xékﬂ) atd. Pokud mé pocitaC vice procesori, Ize toho ptipadné vyuzit
k paralelnim vypoctim jednotlivych slozek, kazd4 se pocitd na jiném procesoru, ¢imzZ se

vypocet miiZze vyznamné urychlit.

Na druhé stran&, poéitdame-li slozky iterace x *+1 postupn& v pofadi x%kﬂ), pak
xng) atd., je ptirozenym ndpadem vyuZzit pri vypoctu jednotlivych slozek ty slozky
(k + 1)-ni iterace, které jsou jiz spoétené. Ocekdvame totiZ, Ze ddvaji piesné&jsi aproxi-

maci neZ tytéz slozky k-té iterace. Tedy pii vypoctu x£k+1) pouzijeme ve vzorci (3.18)

aproximaci x}kﬂ) misto xik), pii vypoctu xng) pouZijeme xikH) a xékﬂ) misto xgk)
a xgk) atd.
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V maticovém zdpisu vypadd uvedeny postup takto:

Ax = B,
(D—-L—-U)x = B,
(D—-L)x =Ux + B,
x=MD-L)'Ux+(D-L)"'B,
x =Tzgx + (D — L) 'B,

kde
Tes = (D — L)7'U.

Vsimnéte si, Ze matice D — L je reguldrni, protoZe je dolnf trojihelnikovd a na diagondle
ma nenulové prvky, tudizZ jeji inverzni matice existuje a je rovnéZ dolni trojihelnikova.

Itera¢ni formule bude mit tvar

x® D = x® L (D—L)'B,  k=0.12,...
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Tato tprava se nazyvéa Gaussova'-Seidelova’ iteracni metoda. K iterovani viak pouzivame

tvar
x&tD = plpx®+ED 4 p-lyx® 4 p=1B. k=0,1,2,... (3.20)
Ziejmé 1-td slozka ma tvar
=1 " a b
(k+1) ij (k+1) ij (k) i .
X; = — —X; — —x: + —, i=1,2,...,n. 3.21
' Z Ty Z Tz aj; )
J=1 ]=l+1

Tato podoba je ndzornéjsi a je z ni 1épe vidét, Ze odpovida predchozimu slovnimu popisu.
Rozepsand soustava po tpravé na tvar vhodny k iterovéni je potom

(k+1) __ _apn k) ain-1 (k) _ ain (k) b1
X1 - a2 ai; n—1 a + an’
(k+1) _  an (k+1) . a1 (k) _ azn (k) by
& = o 4y n—1 ax + az ’
A1) _ _am (D) _ @y (kD) awamr (ED) by
Xn - annx1 Ann xz ann n 1 + ann *

Viz str. 207.
ZPhilipp Ludwig von Seidel (1821-1896) (&ti zajdl) — némecky astronom a matematik.
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Konvergence Gaussovy-Seidelovy metody

Podle véty 3.22 plati nasledujici tvrzeni.
Véta 3.26 Gaussova-Seidelova metoda (3.19) konverguje pro libovolnou pocdtecni apro-
ximaci k FeSeni soustavy Ax = B, pravé kdyz p(Tgg) = p((D — L)7'U) < 1.
Jak jsme jiz konstatovali, urCeni spektralniho poloméru iteracni matice je obtiZné.
I pro tuto metodu ve specidlnich ptipadech existuji jednodussi postacujici podminky
konvergence.
Véta 3.27 Necht je splnéna nékterd z nasledujicich podminek:
1) Matice A je ryze Fadkové diagondlné dominantni (viz [5, str.213], [22, str. 142]
nebo [52, str. 628]).
2) Matice A je ryze sloupcové diagondlné dominantni (viz [ S, str. 213 ] nebo[ 14, str. 351]).
3) Matice A je symetrickd pozitivné definitni (viz [5, str. 211], [ 14, str.427] nebo [52,
str. 631]).

Pak Gaussova-Seidelova metoda (3.19) konverguje pro libovolnou pocatecni aproximaci
k reseni soustavy Ax = B.
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Srovnani Jacobiovy a Gaussovy-Seidelovy metody

Mnoziny soustav Ax = B, pro néz konverguje Jacobiova resp. Gaussova-Seidelova
metoda, jsou nesrovnatelné. Existuji soustavy, pro néZ Jacobiova metoda konverguje
a Gaussova-Seidelova metoda nekonverguje, a rovnéZ soustavy, pro néz Gaussova-Seide-
lova metoda konverguje a Jacobiova metoda nekonverguje. Rovnéz nemusi byt pravda, Ze
pokud obé tyto metody konverguji, je Gaussova-Seidelova metoda rychlejsi, tj. Ze plati
p(Tgs) < p(T;) < 1 (mensi spektralni polomér znamend rychlejsi konvergenci).

Nicméné je fada dileZitych a Casto se vyskytujicich pfipadi, kdy tomu tak je. Napriklad
plati, Ze pokud md matice A kladné diagondlni prvky a nekladné mimodiagonalni prvky
a Jacobiova metoda konverguje, konverguje i Gaussova-Seidelova metodaa 0 < p(T5g) <
< p(Ty) < 1nebo p(Tyg) = p(T;) = 0 (viz [52, str. 629], [55, str. 76]).

Z vét 3.25 a 3.27 vime, Ze pokud je matice soustavy A ryze fadkové nebo sloupcové diagondlné
dominantni, konverguje Jacobiova i Gaussova-Seidelova metoda. Ukazuje se, Ze tento poZadavek
Ize oslabit, staci kdyz v definici 3.2 budou nerovnosti splnény jako neostré s vyjimkou aspon jedné,
ktera bude ostrd. Jde tedy o jakousi neryzi verzi diagondlni dominantnosti.

Matice soustavy vSak musi mit navic jistou specidlni vlastnost. Pfipomenime, Ze permutacni
matice je matice, kterd vznikne z jednotkové matice E prehdzenim nékterych fadkti. Nasobime-li
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néjakou matici zleva (zprava) permutacni matici, vyméni se v této matici odpovidajicim zptisobem

cr N2

jeji radky (sloupce).

Definice 3.28 Rekneme, 7e ¢tvercova matice A € M, je ireducibilni, jestliZe neexistuje permu-
tacni matice P takova, Ze plati

A Ar
PTAP = -
O Axn)
kde A1; je matice velikosti pXpa A»> je matice velikosti q xgq,ptiemzp +q =n,p = 1,
gzl

Jinymi slovy, nesmi byt mozné vytvofit z matice A pfehdzenim nékterych fadki a tychz sloupci

matici, kterd ma v levém dolnim rohu blok nul o velikosti g x p, kde p + ¢ = n. Podrobnéji viz
napf. [18, str. 71], kde je popsédno, jak 1ze tuto vlastnost ovérit.
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Véta 3.29 UvaZujme soustavu Ax = B. Nechf matice A je ireducibilni a plati

n

laiil 2 ) laijl.  i=1....n,
j=1
J#i

pricemZ aspori pro jeden index io plati dokonce

n
\igio] > Y laigl.
Jj=1
J#io
Pak Jacobiova metoda (3.17) konverguje pro libovolnou pocdtecni aproximaci k reSeni soustavy

Ax = B.

Predchozi tvrzeni plati i pro sloupcové diagonalni dominovani a rovnéZ pro Gaussovu-Seide-
lovu metodu. Viz [8, str.213], [52, str. 626 a 628] a [55, str. 79].

Soustavy spliiujici predpoklady predchozi véty se Casto vyskytuji v souvislosti s numerickym
feSenim parcidlnich diferencidlnich rovnic.
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3.2.3 Relaxaé¢ni metody, metoda SOR

Relaxacni metody jsou zaloZeny na myslence vyjit z nékteré iteracni metody a upravit

itera¢ni matici tak, aby novd metoda konvergovala rychleji (nebo viibec konvergovala, po-

kud vychozi metoda nekonverguje). Princip si vysvétlime na Gaussové-Seidelové metodé,

coZ je nejcastéjsi ptipad, 1ze ho vSak pouZit i pro Jacobiovu metodu (viz [ 13, str. 34]).
Postup relaxace lze popsat takto:

1) Slozky (k + 1)-ni iterace po¢itdme postupné, tj. x(k+1) ékﬂ) atd.

(k+1)

2) Pii vypoctu slozky x; nejprve predpovime jeji hodnotu zédkladni metodou, ¢imzZ

ziskame jistou hodnotu x(k+1)
3) Slozku x( +1) vypocteme z hodnot x(k+1) a xl-(k) jako jejich vazeny primeér. Tedy
xi(kH) = a)~(k+1) + (1 - a))x(k) i=1,2,...,n.

Cislo w se nazyva relaxacni parametr. Je-li @ < 1, mluvime o dolni relaxaci, je-li w > 1,
mluvime o horni relaxaci. Pro @ = 1 dostaneme zdkladni metodu. Dolni relaxace se
Casto pouziva pro zajisténi konvergence nekonvergentnich metod, horni relaxace pak pro
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zrychleni konvergence. Relaxace Gaussovy-Seidelovy metody se nazyva metoda SOR
(Successive Overrelaxation). Navrhli ji téméf soucasné v roce 1950 David M. Young, Jr.

a Stanley Phillips Frankel. Viz [64].
V pripadé relaxace Gaussovy-Seidelovy metody, tj. metody SOR, dostaneme podle

vzorce (3.21), Ze

i—la n a b

~(k+1 ij (k41 ij (k ] 5

xi<+):_zlxj<,+)_ 3 lx})+—’, i=12,...,n.
= ai; iSit aij aij

Na pravé strané predchoziho vyrazu vystupuji hodnoty x}kﬂ), protoZze pro j < i

jsou jiz zndmé. Tedy

xi(kH) = a)ii(kﬂ) + (1 - w)xl.(k) =
—o(= DAt — 3 Ly 2 ) (- -
— Aajj — aiji a;;
J=1 Jj=i+1
— " a b
(k) ij (k+1) (3) ij (k) i
=x; +ow|— —X; —Xx; — —x; "+ —]. 3.22
l ( ;aiz’ / ! jg,;l ai; ? a,-,-) (3-22)

Tirdz
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Odvodime rovnéz maticovy zapis. Ze vztahu (3.20) po vyndsobeni matici D dostaneme
pro predpovézenou hodnotu

pDi&+D — [ &+D) + Ux® + B, k=0,12,...

Tedy
Dx%*t) = pp*+t) L (1 —w)Dx® =
= o Lx*D 4+ Ux® 4 B) + (1 —w)Dx® =
= wLlx®™ + [(1-0)D +0U]x® + 0B,
takZe

(D —owL)x®) = [(1-w)D + 0U]x® + wB,
x® D = (D —wL)[(1 —w)D + 0U]x® + o(D — L)™' B,
x®0 = T x® 4 (D — wL)'B, (3.23)
kde
T,=(D—-wL)'[(l1-w)D + U]
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Matice D — w L je dolni trojihelnikova a ma na diagondle nenulové prvky a1, ..., dun,
takZe je regularni, a tudiZ existuje jeji inverze.
Zajima nés, pro kterd @ je metoda SOR dand vztahem (3.23) konvergentni a kdy bude
tato konvergence nejrychlejsi, tj. kdy bude spektralni polomér itera¢ni matice 7, nejmensi.
Ukazuje se vsak, Ze md smysl uvazovat pouze nékteré hodnoty w. Plat{ totiZ nasledujici
tvrzeni (viz [52, str. 631]).

Véta 3.30 (Kahan) Pro libovolnou matici A plati p(1,) = | — 1|.

Podle véty 3.22 vime, Ze metoda SOR bude konvergovat, pravé kdyz p(T,)) < 1.
TudiZ aby metoda SOR mohla konvergovat, musi platit | — 1| < 1, tj. o € (0, 2).
Tato podminka je pouze nutnd (pokud neni splnéna, metoda SOR nekonverguje), nemusi
vsak zarucovat konvergenci. Jak ukazuje nasledujici tvrzeni, je vSak postacujici v piipadé
pozitivné definitnich matic (viz [&, str. 211], [52, str. 631] nebo [55, str. 83]).

Véta 3.31 (Ostrowski, Reich) Je-li A symetrickd pozitivné definitni matice, plati p(1,)) < 1
pro libovolné w € (0, 2), tj. metoda SOR konverguje.
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Ur¢it v obecném piipadé, pro které w € (0, 2) je metoda SOR konvergentni, neni
jednoduché a jeste obtizn&jsi je urcit, pro které w je p(7,,) nejmensi, tj. konvergence je nej-
rychlejsi. Pro nékteré specidlni typy matic jsou hodnoty zndmé, viz napf. [52, str. 633] a [55,
str. 111]. Existuji postupy, jak relaxa¢ni parametr o priibéZné ménit, zmensovat p(7,))
a tim urychlovat konvergenci.

Poznamka 3.32 Uvedené iteracni metody jsou tzv. klasické. Dnes jsou zndmé jiné, Gcin-
néjs$i metody. Jejich vyklad vSak pfesahuje moZnosti tohoto tvodniho textu. Patf{ k nim
metody zaloZené na minimalizaci kvadratického funkciondlu, napt. metoda nejvetsiho
spddu, viz [22, str. 114]. Vyznamné jsou metody zaloZené na Krylovovych'prostorech.
K nim patif metoda sdruZenych gradientii, kterou lze pouZit pro symetrické pozitivné
definitni matice, pro libovolné matice pak metoda bikonjugovanych gradientii, metoda
GMRES (generalized minimum residual method), metoda QMR (quasi-minimal residual
method) a dalsi. Viz napft. [52, str. 657]. Jde vlastné o ptimé metody (v pfesné aritmetice),
ale v disledku zaokrouhlovacich chyb dochdzi ke vzniku nekonecné posloupnosti aproxi-

'Alexej Nikolajevi¢ Krylov (1863—-1945) — rusky lodni inZenyr a matematik. Zabyval se aplikovanou
matematikou.
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maci. Vypocet musime ukoncit pomoci vhodné zastavovaci podminky. Tyto metody se
pouzivaji zejména na rozsahlé systémy s fidkymi maticemi.

Pojmy k zapamatovani

— soustava linedrnich rovnic

— existence a jednoznac¢nost feSeni

— piimé metody

— iteracni metody

— Gaussova elimina¢ni metoda, pfimy a zpétny chod
— CasteCny a uplny vybér hlavnich prvki v GEM

— vypoctova ndroénost GEM

— tadkové a sloupcové diagonalné dominantni matice
— symetrické pozitivné definitni matice

— metoda LU rozkladu, ¢astecny vybér hlavnich prvkt
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— Choleského metoda

— numericky stabilni algoritmy

— podminénost soustav linedrnich rovnic

— tvar systému linedrnich rovnic vhodny k iterovani
— podminky konvergence itera¢nich metod

— zastavovaci podminky

— Jacobiova metoda

— Gaussova-Seidelova metoda

— relaxacni metody, metoda SOR
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Kontrolni otazky
. Kdy ma ¢tvercovd soustava rovnic Ax = B pravé jedno feSeni?
. Uvedte ekvivalentni podminky, které zarucuji, Ze matice A je reguldrni.
. Co lze ftici o matici A, vite-li, Ze k ni existuje matice inverzni A719

1
2
3
4. Kolik feSeni m4 systém Ax = B v piipad€, Ze matice A je reguldrni?
5. Které upravy patii mezi elementarni fadkové tipravy matic?

6

. Pro¢ je vyhodné upravit soustavu Ax = B na soustavu s ni ekvivalentni Cx = D, kde C je
horn{ trojihelnikovd matice?

7. Jaké je zakladni dé€leni numerickych metod pro feSeni soustav linedrnich rovnic?

8. Které metody pro feSeni soustav linedrnich rovnic fadime mezi pfimé metody?

9. Kdy se zpravidla pro feSeni soustav pouZivaji pfimé metody?
10. Kterd metoda je zdkladem vétSiny pfimych metod pro feseni soustav linearnich rovnic?
11. Jaké ¢asti ma Gaussova elimina¢ni metoda?
12. Popiste detailné pfimy chod Gaussovy elimina¢ni metody.

13. Které prvky oznacujeme jako hlavni prvky neboli pivoty?
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14.
15.
16.

17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.

Jaka je vypoctova ndrocnost jednotlivych ¢asti Gaussovy elimina¢ni metody?

Kdy lze fesit soustavu Ax = B pomoci algoritmu GEM bez vybéru hlavnich prvki?
Co se stane, jestliZe pii FeSeni soustavy Ax = B pomoci algoritmu GEM bez vybéru hlavnich
prvki bude néktery z prvka a](sc) =0,kdek=1,...,n—1?

Kdy se pouzivd algoritmus GEM s ¢astecnym vyberem hlavnich prvkia?

Jak funguje algoritmus GEM s ¢4ste¢nym vybérem hlavnich prvkt?

Co je to permutacni matice? K ¢emu slouzi?

Kdy se pouzivd algoritmus GEM s tplnym vybérem hlavnich prvka?

Jak funguje algoritmus GEM s dplnym vybérem hlavnich prvka?

Co je to LU rozklad regularni matice?

Je-li A reguldrni matice, existuje vZdy jeji LU rozklad?

Uvedte podminky, za kterych existuje LU rozklad regularni matice A.

Vysvétlete, jak najdeme LU rozklad dané matice.

Popiste kroky metody LU rozkladu pro feseni soustav linedrnich rovnic.

Yevs

Kdy je vyhodnéjsi pouzit pro feseni soustav linearnich rovnic metodu LU rozkladu misto
Gaussovy elimina¢ni metody?
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28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.
35.
36.
37.
38.
39.
40.
41.
42.

~Nsoo2

Kdy se pouziva LU rozklad s ¢asteCnym vybérem hlavnich prvki?

Popiste nalezeni LU rozkladu s ¢asteCnym vybérem hlavnich prvki.

Kdy lze systém rovnic Ax = B fesit Choleského metodou?

Jak vypadé Choleského rozklad matice A?

Jaky je princip feSeni systému rovnic Choleského metodou?

Je Choleského rozklad specidlnim piipadem LU rozkladu matice A?
Dostaneme pfi pouZiti pfimych metod vzdy pfesny vysledek? Zdivodnéte odpoved.
Které matice nazyvame ryze fadkové (sloupcove) diagondln€ dominantni?
Muize byt ryze fadkové (sloupcove) diagondlné dominantni matice singularni?
Které matice nazyvame symetrické?

Kdy se symetricka matice nazyva pozitivné definitni?

K ¢emu slouzi Sylvestrovo kritérium?

Které matice se oznacuji jako fidké?

Které matice se oznacuji jako pasové?

Co rozumime numerickou stabilitou algoritmu pro feseni soustav linedrnich rovnic?
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43.
44.
45.
46.
47.
48.
49.
50.
51.
52.
53.
54.

55.

Co je to reziduum?

Které pfimé metody pro numerické feSeni soustav linedrnich rovnic jsou numericky stabilni?
Které pfimé metody pro numerické feSeni soustav linedrnich rovnic jsou numericky nestabilni?
Jaky vliv m4 ¢islo podmin€nosti matice soustavy na pfesnost feSeni?

Dostaneme numericky stabilnim algoritmem vZdy dobrou aproximaci pfesného feseni?

Co je to dobfe podminénd soustava linedrnich rovnic?

Kdy se zpravidla pouzivaji pti feseni linearnich soustav rovnic iteracni metody?

Které metody pro feseni soustav linearnich rovnic fadime mezi iteracni metody?

Jak postupujeme, kdyz hleddme feseni soustavy pomoci iteracnich metod?

Jak vypada zdkladni formule pro iteracni metody fesen{ soustav linearnich rovnic?

Co je potreba ovérit pred pouzitim iteracnich metod pro feSeni soustav linedrnich rovnic?

Co je nutnou a postacujici podminkou konvergence itera¢nich metod pro feSeni soustav linear-
nich rovnic?

Co je postacujici podminkou konvergence iteracnich metod pro feSeni soustav linearnich
rovnic?
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56.

57.

58.
59.
60.
61.
62.
63.
64.
65.
66.

S ¢im souvisi rychlost konvergence iteracnich metod? Kdy je konvergence iteracnich metod
rychlejsi?

Uvedte zastavujici podminky, které se pouzivaji pro ukonceni iteracnich metod pro fesSen{
soustav linedrnich rovnic.

Popiste Jacobiovu metodu.

Uvedte postacujici podminky konvergence Jacobiovy metody.

Popiste Gaussovu-Seidelovu metodu.

Uvedte postacujici podminky konvergence Gaussovy-Seidelovy metody.

Jaky je vztah mezi konvergenci Jacobiovy a Gaussovy-Seidelovy metody?

Vysvétlete princip relaxacnich metod.

Co je to metoda SOR?

Pro jaké hodnoty relaxa¢niho parametru mize metoda SOR konvergovat?

Uvedte postacujici podminku konvergence metody SOR.
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Testy ke kapitole 3

Vyberte spravnou odpovéd (prave jedna je spravnd). Za chybnou odpovéd se neodecitaji
body. Test 1ze kdykoli tla¢itky na konci ukoncit a nechat si vypsat sprdvné odpovédi.

Test 1

(1b.) Je-1li matice A regularni, pak
|A| = 0. |A| = 1. A=A". |A| # 0.

(1b.) Numerickd metoda fesSeni soustavy Ax = B, ktera vede po kone¢ném poctu
krokt k pfesnému feSeni (pfedpokldddme, Ze nedochdzi k zaokrouhlovéni), se nazyva

prima metoda. iterani metoda.

Newtonova metoda. metoda postupnych aproximaci.
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(1b.) Jsou-li vSechny horni rohové hlavni minory ¢tvercové matice A v soustavé
Ax = B nenulové, pak

soustavu nelze feSit GEM bez vybéru hlavnich prvkda.
I1ze soustavu feSit GEM bez vybéru hlavnich prvka.
algoritmus GEM bez vybéru hlavnich prvka zhavaruje.

je potieba pouzit GEM s ¢astenym nebo tplnym vybérem hlavnich prvkd.

(1b.) Porovnejte vypocetni naro¢nost piimého a zpétného chodu u GEM.

Oba jsou zhruba stejné narocné. Obecné je nelze srovnat.
Ptimy chod je narocné;jsi. Zpétny chod je narocnéjsi.

(1b.) JestliZe je absolutni hodnota libovolného diagonalniho prvku vétsi neZ soucet
absolutnich hodnot zbyvajicich prvkl v témzZe fadku, pak se ¢tvercovd matice nazyva

ryze fadkové diagonalné dominantni. ryze sloupcové diagondlné dominantni.

pozitivné definitni. symetricka.
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(1b.) Resime-li numericky soustavu linedrnich rovnic, kterd mé jedno feSeni, pak

pocet rovnic musi byt stejny jako pocet nezndmych. Navic mohou byt nékteré
rovnice linedrng zavislé.

pocet linedrné nezavislych rovnic musi byt mensi nez po¢et nezndmych.

je-li pocet rovnic vétsi, neZ je pocet neznamych, 1ze vynechat libovolné rovnice
tak, aby zbyly pocet rovnic odpovidal po¢tu neznamych.

pocet rovnic miiZze byt vétsi jak pocet neznamych. Je-1i vétsi, jsou rovnice linearné
zavislé, takze 1ze nékteré vynechat a zbylé rovnice budou linedrné€ nezévislé a bude
jich tolik, co nezndmych.

(1b.) Vyberte, co plati pro symetrické matice.

|4l =0 AT = A
A7l = A Vsechny jejich diagondlni prvky jsou
nenulové.
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(1b.) Existuje néjaky vztah mezi GEM bez vybéru hlavniho prvku a metodou LU roz-
kladu?

Ne. Obé metody sice patii mezi pfimé metody, ale nic dalsiho je nespojuje.

Ne. Metodu LU rozkladu pouzivdme pro soustavy s malym poctem rovnic, zatimco
GEM se pouZiva pro soustavy s velkym poctem rovnic.

Ano. Pokud neexistuje LU rozklad matice soustavy, tak zhavaruje GEM bez vybéru
hlavniho prvku.

Ano. Pokud lze soustavu vyfesit metodou LU rozkladu, pak ji nelze vyteSit GEM.

(1b.) Kdy davame prednost iteracnim metoddm pied pfimymi metodami?
V ptipadech, kdy neni matice soustavy symetricka.
V piipadech, kdy fesime soustavy s velkym poctem rovnic, jejichZ matice soustavy
jsou fidké.
V piipadech, kdy neocekavame piesny vysledek, ale staci ndm jen pfiblizny odhad.

V pripadech, kdy soustavy nejsou piili§ rozsdhlé (obsahuji jen nékolik stovek
rovnic).
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(1b.) Na ¢em jsou zaloZeny relaxac¢ni metody?

k+1) .. . y . e o
; , tj. i-tou slozku (k + 1)-ni iterace, po¢itame jako vdZeny pramér

) 4 1),

Hodnotu x
hodnot x
Hodnotu xl-(kH), tj. i-tou slozku (k + 1)-ni iterace, po¢itame jako vaZeny pramér
k) _(k+1)

hodnot x;"" a x;
Pfi vypoétu i -té slozky (k + 1)-ni iterace nejprve zdkladni metodou piedpovime

hodnotu )Ei(kﬂ) a z ni a hodnoty xi(k_l) uréime xi(kH) jako jejich vaZeny primér.
Pfi vypoctu i -té slozky (k + 1)-ni iterace nejprve zdkladni metodou piedpovime

hodnotu )?i(kﬂ) a z ni a hodnoty xl.(k) l_(k +1)

urcime x jako jejich vdZeny primer.
Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:

Procento uspésnosti:
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Test 2

(1b.) Je-li matice A regularni, pak

je jeji determinant nulovy.

je jeji hodnost h(A) < n, kde n je
pocet fadkid matice A.

k ni existuje inverzni matice A™.

k nf existuje transponované matice,
pfi¢emz plati A* = A.

(1b.) Co je vysledkem piimého chodu GEM?

Prevod systému Ax = B na ekvivalentni systém Cx
trojuhelnikova matice, kterd ma na diagonaéle jednicky.

D, kde C je dolni

Prevod systému Ax = B na ekvivalentni systém Cx D, kde C je horni

trojuhelnikova matice.
Rozklad matice A systému Ax = B na doln{ a horni trojihelnikovou matici.

Posloupnost vektort x(o), X (1), X (2), . . ., kterd konverguje k pfesnému fesen.
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(1b.) Soustava je pomoci GEM upravena na trojuhelnikovy tvar
X1 + 2)C2 — X3 = 19,
Xy — 3.X3 = 5,
2X3 =
Jejim feSenim je
xT=(3,8,1). x'=(4,8,1).
T _ T _
x = (16,2,1). x = (21,2,1).
(1b.) Je-li ¢tvercova matice A soustavy Ax = B ryze fadkové nebo sloupcové

diagondlné dominantni, pak 1ze tuto soustavu feSit GEM bez vybéru hlavnich prvkd.

Ano. Ne.

(1b.) Ktera z nasledujicich primych metod neni numericky stabilni?
Metoda PLU rozkladu. Choleského metoda.

GEM bez vybéru hlavnich prvkd. GEM s ¢asteCnym nebo uplnym
vybérem hlavnich prvkd.
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(1b.) Vyberte pravdivé tvrzeni. Choleského metoda

patii mezi pfimé metody feSeni soustav linedrnich rovnic. Jde o specidlni pripad
GEM.

patii mezi iteratni metody feSeni soustav linedrnich rovnic. Jde o specidlni pfipad
relaxaéni metody.

patii mezi pfimé metody feSeni soustav linedrnich rovnic. Jde o specidlni pripad
metody LU rozkladu.

patii mezi pfimé metody fesSeni soustav linedrnich rovnic. Metodu pouZivame
v pripadé, Ze matice soustavy ma vSechny prvky kladné.

(1b.) Vyberte postup pfi feseni soustav linearnich rovnic tvaru Ax = B itera¢nimi
metodami.

Soustavu prepiSeme na tvar vhodny k iteraci, zvolime pocate¢ni aproximaci fe-
Senf x @ a po urcitém poctu krok ukoncime postup a posledni aproximaci prohla-
sime za pribliZné feseni.
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Soustavu prepiSeme na tvar vhodny k iteraci, zvolime pocatecni aproximaci x ©

ovéiime podminku konvergence posloupnosti {x (k )} k pfesnému feSeni, po urcitém
poctu kroki (na zakladé néjaké zastavovaci podminky) ukonéime postup a posledni
aproximaci prohldsime za pfibliZné feSeni.

Urc¢ime spektralni polomér matice soustavy, abychom védéli, zda bude iteracni
proces konvergovat, stanovime pocatecni aproximaci feseni x©, zkonstruujeme
konvergentni posloupnost {x (k )}, po urcitém poctu krokl (na zdkladé néjaké zasta-
vovaci podminky) ukon¢ime postup a posledni aproximaci prohldsime za ptiblizné

feSeni.
(1b.) Vyberte nutnou a postacujici podminku, aby posloupnost aproximaci x &0 =
= Tx% 4+ C ,kde k = 0,1,..., konvergovala pro libovolnou pocéte¢ni aproxi-
maci x©,

p(T) = 0. p(T) =1

p(T) < 1. p(T) = &, kde ¢ < 0,5 je kladné &islo.
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(I1b.) Metoda SOR vznikne relaxaci
Choleského metody. Gaussovy-Seidelovy metody.
Jacobiovy metody. Gaussovy elimina¢ni metody.
(1b.) Ktera z nasledujicich vlastnosti nezarucuje pfi feSeni soustavy Ax = B Jacobi-
ovou metodou konvergenci?
A je ryze fadkové diagondlné A je ryze sloupcové diagondlné
dominantni. dominantni.
A je symetrickd pozitivné definitni.
Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:
Procento tspésnosti:
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Test 3

(1b.) Je-li A € Ml,,, kde n > 1, regularni matice, pak ma soustava Ax = B

nekonecné mnoho fesen. pravé jedno feseni.
dvé feSeni, z nichZ jedno je trividlni. n feSeni, kde n je pocet neznamych.
(1b.) Je-li soustava Cx = D ekvivalentni s vychozi soustavou Ax = B, pak to

znamena, Ze

ob¢ soustavy majf stejnd feSeni. platt A=C aB = D.
(1b.) Je-li soustava pomoci GEM upravena na tvar

X1 — 3.X'2 + 4.X'3 = 5,
6)C2 — X3
12x3 = 24,

I
—
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pak postup, kterym nalezneme jeji feSeni, se nazyva

metoda LU rozkladu. vyjadieni nezndmé ze vzorce.
zpétny chod. primy chod.

(1b.) Vyberte postup feseni soustavy Ax = B metodou LU rozkladu.
Ax =B —>LUx =B —>x=L"'U"'B.

Ax =B - LUx=B—->Ux=L"B—x=L"BU"
Ax =B - LUx =B —-Ly=B —>Ux=y.
Ax =B > LUx =B —>Ux =B — Lx =Y.

(1b.) Necht reziduum r = B — AXx pfi feSeni soustavy Ax = B je malé. Kdy je

mald relativni chyba feSeni ||6x || /|x]|?
Vidycky. Kdyz k(A) = 100.
Kdyz | Al = 1. KdyZ je matice A dobfe podminéna.
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(1b.) Vyberte, co plati pro pifimé metody numerického feseni soustavy Ax = B.
Zkonstruujeme posloupnost vektort x © x® . kterd konverguje k presnému
feSeni.

Po kone¢ném poctu krokti, kdyz je splnéna vhodnd zastavovaci podminka, ziskdme
presné feseni.
Po konec¢ném poctu krokii dostaneme feSeni. ProtoZe se nevyhneme zaokrouhlovand,

ziskané feseni bude jen ptibliZné.

Pfimé metody pouzivame v piipadech, kdy mame velmi velky pocet neznamych
(fadove tisice), protoZe jejich vypoctova ndrocnost je mala (rychleji konverguji
k pfesnému feSeni).
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(1b.) Na jakém principu jsou zaloZeny iteraéni metody feSeni soustavy Ax = B?
Vychozi soustavu Ax = B prevedeme pomoci fadkovych elementarnich Gprav na
ekvivalentni soustavu Cx = D.

Vychozi soustavu Ax = B prevedeme na ekvivalentn{ soustavu LUx = B, kde
A = LU je LU rozklad natice A.

Vychozi soustavu Ax = B prepiSeme na soustavu x = Tx + C, ktera je

ekvivalentni s plivodni soustavou a umoZziiuje iterovani.

(1b.) Kdy ddvame ptednost pfi feSeni soustav linedrnich rovnic metodé¢ LU rozkladu
pfed GEM?

KdyZ méame fesit vice soustav Ax = B s riznymi pravymi stranami B, ale stejnou
matici A.

Kdyz mame fesit vice soustav Ax = B se stejnymi maticemi B, ale riznymi
maticemi A.

V pftipade, Ze si nejsme jisti, Ze GEM nezhavaruje.

Metodé LU rozkladu neddvame pied GEM piednost nikdy.
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(1b.) Algoritmus pro feSeni soustavy Ax = B se nazyva numericky stabilni, kdyz

jim ziskané feSeni X se malo 1i${ od pfesného feseni x.

jim ziskané feSeni X vyhovuje soustavé AX = B, kde matice A se malo li$i od
matice A a sloupec B se malo lisi od sloupce B.

pfi pfesném pocitani (bez zaokrouhlovani) jim ziskané feSeni X se malo lisi od
pfesného feSeni x .

po konecném poctu krokti ddva presné fesent.

(1b.) Ktera z nasledujicich vlastnosti nezarucuje pfi feSeni soustavy Ax = B Gausso-
vou-Seidelovou metodou konvergenci?

A je ryze fadkové diagondlné A je ryze sloupcové diagonalné
dominantni. dominantni.
A ma nenulové diagonalni prvky. A je symetrickd pozitivné definitni.
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Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:
Procento tspéSnosti:
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Kapitola 4

Interpolace a aproximace funkci

Cile

Po prostudovéni této kapitoly budete schopni vysvétlit:
e co rozumime aproximaci funkce a jaké typy aproximaci pouzivame,

® Co je to interpolacni polynom a jaké metody jeho nalezeni zndme,

co je to Hermittiv interpolacni polynom,
e co rozumime kubickymi splajny, jaké jsou jejich druhy a jaké maji prednosti,
e kdy pouzivime metodu nejmensich Ctverct a jaka je jeji podstata,

e jak postupujeme pii vyrovnani polynomy metodou nejmensich ctverc.
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Neékdy je tieba ,slozitou* funkci f(x) nahradit ,,jednodussi* funkci ¢(x), kterd
je funkci f(x) ,blizkd“ a kterd se snadno matematicky zpracovdva nebo modeluje na
pocitaci. Typickd je situace, kdy nemame k dispozici vzorec funkce f(x), ale pouze
funkéni hodnoty v néjaké konecné mnozin€ bodu.

Predpokladdame, Ze funkci f(x) zndme v n + 1 tzv. tabulkovych (uzlovych) bodech
Xo, - - ., Xn n&jakého intervalu (a, b). Body nemusi byt v tabulce sefazeny podle velikosti,
ale musi byt navzdjem rizné. Budeme pouzivat oznaceni f(x;) = y; nebo f(x;) = f;.
Tedy

Xi|[Xo | X1 | ..o | Xpn=1| Xn
Yi | Yo [ V1 |---|Vn—1]|DIn

Velmi Casto hledame aproximujici funkci ¢(x) jako linedrni kombinaci nékolika
jednoduchych zédkladnich funkci

@(x) = copo(x) + -+ + CmPm(X),

kde cog, . . ., iy jsou vhodné konstanty a @g(x), ..., @, (x) jsou pevné dané funkce. Nej-
Castéjsi ptipady jsou:
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L. po(x) = 1, 01(x) = x, ..., om(x) = x™,...; pak ¢(x) je polynom,

2. @o(x) = 1,01(x) = cos x, pa(x) = sinx, p3(x) = cos2x, p4(x) = sin2x,...;
pak je ¢(x) tzv. trigonometricky polynom, jehoZ pouZiti je vhodné pro aproximaci
27t-periodickych funkci (ptipad obecné periody 2/ Ize vyfesit substituci x — (7t/[)x).

Oznaceni. Pro uzavieny interval, jehoZ konci jsou nejmensi a nejvétsi z ¢isel xg, ..., X,,
pouzijeme oznaceni Int(xg, , ..., Xz), tj.

Int(xog, ..., x,) = (min(xo, ..., X,), max(xg,...,X,)).
Obdobné pro otevieny interval pouZijeme oznaceni Int(xo, . . ., Xp).
Funkci ¢(x) pouzivime k feSeni fady dilezitych dloh, mezi néZ patii napf.

1. interpolace — tj. vypocet hodnot f(x) v neuzlovych bodech v intervalu
Int(xo, ..., Xp),

2. extrapolace — tj. vypocCet hodnot f(x) mimo interval Int(xo, ..., X,),

b
3. vypocet hodnot derivace f”(x), ur¢itého integrdlu [ f(x) dx apod.
a
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Budeme chtit, aby funkce ¢(x) spliiovala urcité pozadavky, a bude nds zajimat, zda
takova funkce ¢(x) = co@o(x) + -+ + cmem(x) existuje a je jedind. V dal$im textu
budeme studovat dva zdkladni typy aproximace:

1. Interpolacni aproximace: Budeme hledat takovou funkci ¢ (x) , pro kterou plati

o(xj))=y;, i=0,1,...,n.

Je tedy podstatné, aby graf interpolaéni funkce ¢(x) prochdzel body o soufadnicich
[xi, vi],i = 0,...,n. Tento pozadavek je pfirozeny, pokud se domniviame, Ze hod-
noty y; jsou presné.

Omezime se pfitom na piipad polynomd, kde vysledky jsou jednodussi. SloZitéjsi
otazkou trigonometrickych polynomt se zabyvat nebudeme (tato problematika tizce
souvisi s diskrétni Fourierovou transformaci, viz napt. [52, str. 59]).

2. Aproximace metodou nejmensich ¢tvercti: Budeme hledat takovou funkci ¢(x), pro
kterou plati

w(xi)iyi’ i:()’]‘?"',n’
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pfiemz pribliznd rovnost je uréena tak, aby soucet druhych mocnin odchylek y; — ¢(x;)
byl minimdlni. Graf interpola¢ni funkce ¢(x) tudiZ nemusi pfesné prochézet body o sou-
fadnicich [x;, y;],i = 0, ..., n. Tento poZadavek je pfirozeny, pokud se domnivdme,
Ze hodnoty y; nejsou presné (napf. jsou zatiZzené chybami méfeni).

4.1 Interpolac¢ni polynom

Necht je ddno n + 1 uzlovych bodi xg, X1, .. ., X, a jsou zndmy hodnoty funkce f(x)

v té€chto bodech yo = f(x¢), y1 = f(x1),..., yn = f(x,). Hleddme polynom P (x)
stupné nejvyse n ve tvaru

P(x) =co+cix+ -+ cpx”, 4.1)
pro néjz plati P(x;) = y;,i = 0,...,n.Jde tedy o interpolaéni aproximaci, kde volime
¢i(x) = x',i = 0,...,n. Takovy polynom budeme nazyvat interpolacni polynom.

Tento polynom je zndzornén na obr. 4.1.
Polynom stupné n ma n + 1 koeficientd, pro jejich uréeni mame n + 1 podminek
P(x;) = y;.Pojejich dosazeni dostaneme obecné nehomogenni soustavu 7 + 1 linedrnich
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rovnic pro n + 1 nezndmych cy, . .
jediné feSen.

Obr. 4.1: Interpolaéni polynom P (x) hodnot funkce f(x)
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4.1.1 Lagrangeiv tvar interpola¢niho polynomu

Nasledujici véta uvadi, Ze interpolacni polynom existuje a je jediny. V jejim diikazu je
soucasné popsan jeden z moZznych algoritmi jeho konstrukce (diky jednoznacnosti musi
byt vysledek vZdy stejny). Vysledny tvar se nazyva Lagrangeiiv' interpolacni polynom.
Proto k jeho oznaceni na rozdil od vztahu (4.1) pouZijeme pismeno L.

Véta 4.1 Pro libovolnych n + 1 dvojic ¢isel [x;, y;], i =0, ..., n, takovych, Ze x; # X;
proi # J, existuje pravé jeden interpolacni polynom L(x).

Diikaz.

1. Existence. Najdeme polynom s poZadovanymi vlastnostmi.
Nejdiive sestrojime specidlni tzv. Lagrangeovy polynomy L;(x),i = 0,1,...,n,
stupné n s ndsledujicimi vlastnostmi:
1. st Lj(x) = n.

! Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) (¢ti lagran)
ptuvodu. Zabyval se mechanikou, geometrii, diferencidlnimi rovnicemi, analyzou, algebrou, teorif ¢isel
a dal$imi matematickymi obory a téZ teoretickou astronomii. Rozpracoval zdkladni pojmy variacniho poctu.

vyznamny francouzsky matematik italského

Tirdz
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2. Li(x;) =1, L;(x;) =0proi # j.
Uvedenym pozadavkim vyhovuji polynomy L; (x) dané vztahy

(x —x0) - (x = xi—) (X = Xj41) -+ (X — Xxp)
(xi = x0) + -+ (xi — Xi—1)(X; — Xi1) -+ (X — Xp)

, 1=0,...,n.

4.2)
Citatel je totiZ polynom, ktery nabyva nulovych hodnot ve viech uzlech kromé x;.
V uzlu x; pak nabyva nenulové hodnoty, kterd je stejna jako jmenovatel zlomku, takZe
plati L;(x;) = 1.
Nyni polozime

Li(x) =

L(x) = yoLo(x) + -+ ynLu(x). 4.3)

Pro libovolné x; plati:

L(x;) = yoLo(xi) + -4+ yiLi(x;) + -+ ynLn(x;) =
=y-0+---+yi-1+---4+y,-0=y;.

Nasli jsme tedy polynom s pozadovanymi vlastnostmi.
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2. Jednoznacnost. Necht také pro polynom K(x), st K = n, plati K(x;) = y;, i =
=0,...,n.Pak M(x) = K(x)— L(x) je polynom stupné nanejvys n nebo je nulovy
aM(x;) = K(x;)—L(x;) =yi—yi =0,proi =0,...,n.Tedy M(x) mdn + 1
kofend, coz znamend, Ze nutné M (x) je nulovy (nenulovy polynom nemuize mit vice
kofent, nez je jeho stupen), tj. K(x) = L(x). O

Poznamka 4.2

1. Pokud budou mit body [xg, Vo], . . ., [Xn, Yn] specidlni polohu (napft. budou leZet na piimce),
miiZe byt stupeii L(x) podstatné mensi nez n. Ale obecné je tieba polynom stupné 7 (tj. pocet
uzlovych bodut sniZeny o jednicku).

2. Jestlize v pfedchozi vété pripustime i polynomy stupné vétsiho nez n1, bude existovat nekonecné
mnoho polynomd, které prochézeji danymi body [x¢, yol, . . ., [Xn, Yn]. (Stadi pfidat dal$i body
— jeden nebo vice — s libovolnymi soufadnicemi tak, aby aspoii jeden leZel mimo graf L (x).
Podle véty 4.1 bude existovat polynom, jehoZ graf prochdzi touto rozsifenou mnoZinou bodd.

Yy,

Avsak jeho stupen bude urcité vyssi nez n.)

Obsah Jdinastranu |« < » » <@ = Celdobrazovka/Okno  Zaviit



Titulni strana ~ Copyright ~ Pfedmluva Obsah Kap? Kap2 Kap3 Kap4 Kap5 Kap6 Kap7 Testy Literatura Rejstiik  Tirdz

Interpolace a aproximace funkcit 312

Priklad 4.3 Najdéte Lagrangedv interpolacni polynom pro data z nasledujici tabulky.

x| —1]0] 1]3
yi| 1]1]=1]2

Reseni. Podle postupu z véty 4.1 postupné dostaneme:

(x —0)(x — 1)(x—3) 1

Lo() = = oy = gt D =),
L) =& +1 1)((x1; 1()();)_ ) l( +1)(x — 1)(x — 3),
L) = &F 12)(’; (0)2()x =3 _ (x + Dx(x —3),
Ly = &F Dg’f 3_.02)(’“ - _ ﬁ(x + Dx(x— 1),

L(x)=1-Lo(x)+1-Li(x)—1-La(x)+2-Ls3(x)=
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1 y
= —gx(x —D(x—-3)+ 21 9
1 /’-\ y =L@ Il
+ 3G DE-Dx=3) + d N |
1 \
+ G+ Dx(x=3) + | \_ /‘ N
1 —1 o] \1 [ 3
+—(x+ Dx(x—1) = \ /
12 N \(\ //
13 37 -
= —x>—x*——x+1. \\ //
24 24 .
Graf Lagrangeova polynomu je zndzornén
na obr. 4.2. A Obr.42:L(x)=2x3—x>—3Ix+1

Jak jiZ bylo feceno, interpola¢ni polynom ma mnoho dileZitych aplikaci, napt. je zdkla-
dem pro odvozeni vzorct pro numerické derivovani a integrovani a feSeni diferencidlnich
rovnic, jak uvidime v nésledujicich kapitolach.
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Na z4vér si vSimneme, jak dobrou aproximaci je interpolacni polynom. Kvalita apro-
ximace je obecné lepsi uprostied intervalil a hor$i u okraja. Zalezi na volbé uzli, zejména
v pripadé ekvidistantnich uzll je chyba u okraji velkd. Rozhodné je obvykle zcela ne-
vhodny na extrapolaci. Pro chybu aproximace lze dokdzat nésledujici vztah (napft. [3,
str. 37], [22, str. 167], [43, str. 63] nebo [52, str. 49]).

Vétad.4 Nechi'funkce f(x) md derivaci fadun+ 1 na intervalu (a, b) a L(x) je Lagran-
getiv interpolacni polynom zkonstruovany v bodech xy, . . . , X, € {a, b). Oznacme

f(x) = L(x) + R(x).

Pak pro libovolné x € (a, b) Ize chybu R(x) vyjadFit ve tvaru

VAR G3)
Rx)=(x—x0)(x —x1) - (x —x,) - ——=,
(¥) = (= x0)(r = 00) -+ (= )+ {o
kde & € Int(xg, ..., Xp, X) je vhodné Cislo. Je-li tento interval nedegenerovany, je & jeho

vnitini bod (k degeneraci intervalu dojde pron = 0. a x = xg, pak & = xy).

Na velikost chyby md mimo jiného velky vliv polynom (x —xg) - - - (x — X, ). UkdZeme,
Ze pri vétSim poctu uzlti mohou byt chyby na okrajich intervalu skutecné veliké.
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Priklad 4.5 Je ddna funkce f(x) =

11 Najdéte a zndzornéte Lagrangetv interpo-
X
la¢ni polynom, ktery prochdzi body [x;, f(x;)], kde x; = =5,—4,...,4,5.

Reseni. Polynom L(x) ma prochézet jedendcti body danymi tabulkou

Xi|—-5|—-4|-3|-2|—-1{0|1]|2|3 4|5
L] L | L 1 g1y L)L L
Yil26 |17 | 10| 5 | 2 25|10 |17 |26

Jeho stuperi tedy bude nejvyse deset. Podle véty 4.1 je L(x) = yoLo(x) 4+ -+ y10L10-
Po dpravé vyjde

149 2181 83 7 1

Lx)=1——x%+ x4 — e = ——

221 11050 3400 5525 44200

Z obrézku 4.3 je vidét, Ze na okrajich intervalu (—5, 5) je aproximace funkce f(x)

interpolacnim polynomem L (x) velmi $patnd, polynom zde osciluje. Pro rostouci pocet

uzlt u této funkce chyba interpolace neomezené roste (tzv. Rungeho jev). Podrobnéji napf.

[42, str. 38], diikaz, ktery je netrividlni, viz [27, str. 275] nebo [66]. A

xlO
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Obr. 4.3: Graf funkce f(x) = ;7 ainterpolacniho polynomu L (x)
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4.1.2 Newtonuv tvar interpolacniho polynomu

Algoritmus pro vypocet Lagrangeova interpolacniho polynomu ma jednu nevyhodu. Roz-
hodneme-li se dodate¢né pridat jeden uzlovy bod, musime vSechny vypocty provést znovu.
Existuji postupy zaloZené na tzv. iterované interpolaci, kdy se uzly postupné ptidavaji,
které tento problém odstratiuji. Nejznamé&jsi jsou Nevilliiv' algoritmus a Aitkeniiv’ al-
goritmus (napt. [22, str. 181] nebo [52, str. 40]). Nicméné tyto metody jsou vhodné pro
vypocet hodnoty interpolacniho polynomu v jednom konkrétnim bod€, pro nalezeni obec-
ného vzorce se prili§ nehodi. Proto si v tomto oddile popiSeme jiny zptisob nalezeni
interpolac¢niho polynomu.

Predpokladejme opét, Ze je dano n 4 1 uzlovych bodd xg, x1, ..., X, a hodnoty
funkce f(x) v té€chto bodech f(x;) = y;,i = 0,...,n. Interpolaéni polynom N (x)
budeme hledat ve tvaru

N(x) = ao + ai1(x — xo) + az(x —xo)(x —x1) + -+
+ ap(x —x0)(x —x1) - (x —Xxp—1). (4.4)

"Eric Harold Neville (1889-1961) (&ti nevil) — anglicky matematik.
2Alexander Craig Aitken (1895-1967) (ti eitken) — novozélandsky matematik.
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Dosazenim se snadno ovéri, Ze takové konstanty a; existuji a jsou uréeny jednoznacné.
Staci postupné dosazovat hodnoty xo, ..., Xj:

N(xo0) = yo = ao = Yo,
yr—Y
N(Xl):yl = Cl()+6ll(xl—x0):y1 = a :1—0,
X1 — Xo
N(x2) = y2 = ap + ay(x2 — Xo) + az(x2 — xo)(x2 — x1) = y2
=

Y2=¥1 _ Y1—Yo

X2—X X1—X
4, = 22X ¥TX0 g4

X2 — Xo
Polynom N(x) se nazyvéa Newtoniiv' interpolacni polynom. Z jednozna¢nosti interpo-
la¢niho polynomu (véta 4.1) plyne, Ze nutné L(x) = N(x), kde L(x) je Lagrangetv
interpolacni polynom pro dand data. Tedy je to jen jiny zdpis Lagrangeova interpolac¢niho
polynomu! Spravnéjsi je tedy mluvit o Lagrangeoveé nebo Newtonove tvaru interpolacniho
polynomu.

"Isaac Newton (1643—-1727) (&ti njitn) — anglicky matematik, fyzik, mechanik a astronom. PoloZil
zaklady diferencidlniho a integralniho poctu, ktery potfeboval pro vybudovani klasické mechaniky.
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Ukézeme si, jak lze koeficienty a; Newtonova polynomu snadno nalézt. K tomu
zavedeme tzv. pomérné diference.

Pomeérné diference

Pomérné diference jsou jakousi ndhradou derivaci pro funkce, které jsou definované pouze
na diskrétni mnoziné bodt xy, . . ., X,. Pripomeiime, Ze tyto body nemusi byt usporadané
podle velikosti, ale musi byt navzdjem razné.

Pomérné diference k-tého rfadu,kde k = 0,1, ..., n, definujeme rekurentné takto:

Nulty fad: f[x;] = f(x;),i =0,...,n.
Sxig1] = fxi]

Prvni ¥ad: f[x;, xi+1] = ,i=0,....,n—1.
Xi41 — X
Xidls ooy X; — flx;, .o Xjph—
k‘t};fédZf[xi,xi+l,~--7xi+k] _ f[ i+1 1+k] f[ i i+k 1],
Xi+k — Xi
i+k=n.
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Pomérné diference f[x;, X;+1, ..., Xi+k] je mozné vyjadfit pomoci hodnot y;, y; +1 az
Vi+k- Indukei Ize ukéazat (viz napt. [3, str. 38]), Ze

k

E i+
f[-xi’xi+1,...,xi_|_k]: iTJ

l_[ (xl+] - xz—i—r)
r#]

Kk
Z Yi+j
oy (i = X)X = X j—1) (X j = X jn) - (i j = Xigie)

Z tohoto vztahu vyplyva, Ze pomérné diference jsou symetrické vzhledem ke svym argu-
mentiim, tedy hodnoty f[X;, X;+1, ..., X;i+k] nezédvisi na poradi uzld, v nichZ se pocitaji.
Lze dokdzat, Ze pro koeficienty polynomu N(x) plati ax = f[xo,...,Xr], kde k =
=0,...,n (viz [3, str. 39], [52, str. 44]). Tedy Newtondv interpolacni polynom ma tvar

N(x) = flxo] + flxo0,x1](x —xo) + f[x0, X1, X2](x — Xx0)(x — x1) +

4+ -+ fx0, ..., Xn](x — x0) -+ (X — Xp—1). (4.5)
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Vypocet pomérnych diferenci je vhodné zorganizovat do nésledujici tabulky (Cervené vy-
znacené pomérné diference budeme potifebovat do Newtonova interpolaéniho polynomu):

i xi | flxil Sflxio1. xi] SXion+1, .00 %] Sxion, oo %]
0 xo | f[xo]
N\
1 x1 | flx1l = flxo, xi]
N N\
n—11|x,-1| flxn-1] = f[flxn—2,%n-1] .. = flxo0,..., xn-1]
N N
n Xn f[xn] g f[xn—l,xn] el f[xls-u;xn] - f[XOs ----- X n]

Tab. 4.1: Vypocet pomérnych diferenci
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Priklad 4.6 Jsou dany uzly x
fxo) =1, f(x1) =1, f(x2)

la¢ni polynom.

—1L,x; =0,x2 =1, x3
—1, f(x3) = 2. Najdéte pro né Newtonlv interpo-

3 a funk¢ni hodnoty

ReSeni. Potfebujeme vypoditat pomérné diference. Vypocet usporaddame do tabulky:

i oxi | yi = ) = flxi] S Ixi-1, xi] Sxi—2. xi—1. %] | fxi—3. Xi—2, Xi—1, Xi]
0] -1 Slxol =1

Slxo, x1] =
1 0 f[xl]zl o 1-1 —0

= giey =

flx1,x2] = flxo0,x1.x2] =
2 1 f[x2] =-1 o —1-1 __ ) =20 __ —1

=T0 — “| T1=(=1n

flx2, x3] = flx1,x2,x3] = Sflxo0,x1,x2,x3] =
3 3 Sl =2 — 2D _3 -2 _ 4 _ D _ 13

&=l 2] T30 T6 ~ 3—(—1) _ 24
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Podle vzorce (4.5) tedy plati

N(x) = flxo] + f[xo0, x1](x — xo0) + f[xo0, X1, X2](x — X0)(x — x1) +
+ f X0, x1, X2, X3](x — x0)(x — x1)(x — x2) =
=1+O-(x+1)—1-(x—|—1)x—|—§(x—|—1)x(x—1)=
:1—(x—|—l)x—|—5(x—|—1)x(x—l):

=1+ (x+ 1)(0—|—x(—1 +§(x—l))).

Zapis s postupnym vytknutim je stru¢néjsi a efektivnéjsi pri dosazovini za konkrétni x
(dosazuje se zprava a zevnitf, jde vlastné o obdobu Hornerova schématu).

ProtoZe data ze zadani tohoto ptikladu jsou stejnd jako v piikladu 4.3, musi jit diky
jednoznacnosti interpolacniho polynomu o tentyZ polynom, rozdil je jen v zapisu. Zejména
graf na obr. 4.2 je soucasné i grafem vypocéteného Newtonova polynomu N (x). A

U Newtonova interpolacniho polynomu je jednoduché ptidat dalsi uzel. Protoze uzly
nemusi byt uspotrddané podle velikosti, staci pridat do tabulky dolti jeden fadek s novym
uzlem, pfipsat doprava jeden sloupec a dopocitat chybéjici pomérné diference. Obdobné
muiZeme snadno pridat dalsi uzly.
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4.1.3 Newtontv interpola¢ni polynom — pripad ekvidistantnich uzla

Vsimneme si, jak se Newtontiv tvar interpolacniho polynomu zjednodusi, kdyZ budou uzly
ekvidistantni a usporddané podle velikosti. Budeme tedy pfedpokladat, Ze x; = xo + A,
Xy = X9+ 2h,...,x, = Xo+nh,kde h > 0 je konstantni krok. Aby se zépis co nejvice
zjednodusil, je ucelne zavést obdobu pomérnych diferenci pro ekvidistantni uzly. Jedn4 se
opét o jakousi diskrétni obdobu derivaci. Definice jsou zase rekurentni.

1) Diference vpred neboli dopredné diference:

Aoyi =y;,i =0,...,n,... nulta diference vpted,
Ay; = A'y; = yiy1 — v, i =0,...,n—1,... prvni diference vpred,

Az)’i = A(Ayi) = A(i+1 —Yi) = itz = Yi+1) — Qiv1 — i) =
= Yit+2 —2YVi+1 + i, i =0,...,n—2,... druhd diference vpted atd.

Obecné definujeme k-tou diferenci vpred neboli diferenci vpred k-tého Fddu vztahem

Aky; = ANy = ARty — ARy i =0,... n—k.
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Indukci 1ze ukézat, Ze plati vzorec
i k

U Y ( .)ka_,- -
j=0 4

k k k
= YVi+k — 1 Vitk—1 + ) Yitk—2 — - (=1)"yi,

kde (':) = (m+'),n, prom,n € Zg, m = n, je kombina&ni &slo. Klademe 0! = 1.
2) Diference vzad neboli zpétné diference:
Voyi =y;,i =0,...,n,... nultd diference vzad,

Vyi =Vl =y, —yi_1,i =1,...,n,... prvni diference vzad,

V2yi = V(Vyi) = V(i = yic1) = (i — yie1) — (i1 — Yi2) =
=y —2yi—1 + Yi—z, I =2,...,n,... druhd diference vzad atd.

Obecné definujeme k-tou diferenci vzad neboli diferenci vzad k-tého Fadu vztahem

VEy = V(VEy) =Vl =V, i =k,
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Indukci 1ze ukézat, Ze plati vzorec
i k k k
VEy = ;(—1)] (j)yi—j = yi— (I)Yi—l + (2)yi—2 — o (=D*yig.
Z ptedchoziho vzorce a obdobného vzorce pro diference vpred je vidét, Ze
VEyi = ARy resp. A¥y = VEyig. (4.6)

Vypocet diferenci vpred a vzad je vyhodné zapsat do ndsledujicich tabulek.
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i xi | yi Ay, ... Ay A"y;
0 xo | vo - Ay .o Alyy = Ay
S S
1 X1 1 — Ayl oo =2 An_lyl
/! S
n—=1[xy—1 | Yn-1 — Ayna
/!
n Xn | Yn
i Xi Vi Vy,‘ . V"_lyi V"yi
0 Xo | Yo
N
1 X1 |n - Vn
N\ N\
n—1|xp-1 | -1 — Vyp - Vn_lyn—l
N\ N
n Xn |[yn = Vya ... = Vly, o Viy,

Tab. 4.2: Vypocet diferenci vpted a vzad

Obsah Jdinastranu |« < » » <@ = Celdobrazovka/Okno  Zaviit



Titulni strana ~ Copyright ~ Pfedmluva Obsah Kap? Kap2 Kap3 Kap4 Kap5 Kap6 Kap7 Testy Literatura Rejstiik  Tirdz

Interpolace a aproximace funkcit 328

Vzhledem ke vztahiim (4.6) obsahuji obé tabulky tytéZ hodnoty a jsou tedy rovnocenné.
Zejména na vedlejii diagonale prvni tabulky najdeme hodnoty y,., Vy,, VZy,, ..., Vy,
a na hlavni diagonéle druhé tabulky najdeme hodnoty yo, Ayo, A%yo, ..., A" y,.

Nyni se vratime k Newtonovu polynomu. Budeme uvaZovat dva pripady — uzly
sefazené vzestupné a sestupné. Nejprve najdeme vztah mezi pomérnymi a dopfednymi
a zpétnymi diferencemi. Plati

i) = fO) _ Yia =y _ A

SIxi, xipa] =

Xi+1 — X h h ’
fxic) = f(xi))  yici—yi  —Vy Vy;
f[xi,x,-_l] = = = = .
Xi—1 — X; —h —h h
Z téchto vztaht se indukci dokdZe, Ze obecné plati
Aky- ka
Sl xigr, oo Xigk] = k'h’z , Slxi, xica, oo xick] = k'h’i 4.7)

Abychom zjednodusili oznaceni, zavedeme si jesté tzv. zobecnény binomicky koefici-
ent.
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Prot € Raj € N definujeme

t tt—-1)---(t—7j 1 4
() = ( ) ( S+ ); pro j :Oklademe( ) = 1.
J J! 0

Prot € N,0 = j =t, je tato definice ve shod¢€ s oby¢ejnym binomickym koeficientem.

(I) Uzly sefadime vzestupné, tj. xo < X1 < - -+ < X,,. Zavedeme substituci x = xq +th.

Odtud dostaneme
; X — Xo X —X; Xo+th—(xo+ih) f i i—0
= s = =1—1, 1 =0U,...,n.
h h h
Po dosazeni do (4.5) s vyuZitim pfedchozich vztahi po tpravé vyjde
NT ()= N(x) = (4.8)
A A? A"
ot 2 S =) e+ 2= 1)t —n 1) =
—+IA+ZA2++IA”—XH:[AJ
=Jo 1 Yo ) Yo n Yo = j Yo-

j=0
Polynom N T (¢) se nazyvd Newtoniiv interpolacni polynom vpred.
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(ID) Uzly sefadime sestupné, tj. x, > x,—1 > -+ > X¢. Zavedeme substituci x = x, +
+ sh. Odtud dostaneme
X — Xp, X —Xp—i Xp+Ssh—(x,—1ih) L
, = =s+1i, [=0,...,n.
h h h
Po dosazeni do (4.5), kde zaménime X, X1, . .
predchozich vztahl po tpravé vyjde

S =

.y Xn Za Xp, Xp—1, ..., X0, S VyuZitim

N7 (s) = N(x) = (4.9)
\% e %
= yn + 1);"s+ 2?}ns(s—l—l)—l—-"—i- najns(s—l-l)---(s—i-n—l):

=Vn— (_s)vyn + (_S)szn — et (_1)n (_S)Vnyn =
1 2 n

n
=5 .
=31y ( | )Wyn.
j=0 4
Polynom N ~(s) se nazyva Newtoniiv interpolacni polynom vzad.
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Casto se setkdvame se situaci, kdy mame rozsahlou tabulku s hodnotami [x;, y;] odpo-
vidajicimi nezndmé funkci f a potfebujeme uréit hodnotu funkce f v bod€ X, ktery neni
uzlovy a leZzi mezi xo a x,. Pak miZeme nahradit funkci f interpolaénim polynomem L
apolozit f(x) &~ L(x).Jak jiZ vime, pouZijeme-li na konstrukci interpola¢niho polynomu
pfili§ mnoho uzlovych bodii, dostaneme obecné Spatnou aproximaci. Proto vybereme jen
nékolik uzlovych boda, které jsou blizko ¢isla x, a ty pouzijeme ke konstrukci interpolac-
niho polynomu. Jsou-li uzly ekvidistantni, Ize s vyhodou pouZit Newtoniiv interpolacni
polynom vpred nebo vzad. Ty jsou zvlast vhodné, jestliZze ¢islo X lezi na zacatku nebo
konci tabulky. Pokud se totiZ rozhodneme zvysit pocet pouZzitych uzli, snadno je pridame.
Tyto polynomy jsou vhodné pro nalezeni jedné konkrétni funkcni hodnoty, nehodi se pfili§
pro nalezeni obecného vzorce interpolacniho polynomu.
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Piiklad 4.7 V nasledujici tabulce jsou dany hodnoty neznamé funkce f:

xi 100 (0,2 (04 (0,6 |08 |10 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0
vi 10,96 10,94 |0,9 | 0,79 | 0,59 | 0,27 |—0,17 |—0,64 |—0,96 |—0,92 | —0,40

Pomoci vhodného interpolaéniho polynomu uréete pfiblizné £(0,3) a f(1,7).

ReSeni. Zvolime napf. interpoladni polynomy tietiho stupné a vybereme étyfi uzlové body
ze zaCétku resp. z konce tabulky. ProtoZe uzly jsou ekvidistantni s krokem 4 = 0,2,
muzeme pouzit Newtonlv interpolacni polynom vpred resp. vzad. Nejprve vypocitime
potfebné diference vpted resp. vzad. Vypocty uspordddme do tabulek.

Tabulka diferenci vpted pro prvni Ctyfi uzly je:

il xi | yi | Ay | Ay | Ay
0] 0 0,9 —0,02]-0,02]-0,05
110210,94]—0,04 | —0,07
210,40,9 ] —0,11

310,6]0,79
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Odpovidajici Newtondv interpolacni polynom vpfted je:

2

A A A3
NT@) = yo + 1y'°t+ 2'y°:(z—1)+ 3'y°z(z—1)(:—2)=

= 0,96 — 0,02t — 0,017 (t — 1) — (0,05/6)¢ (1 — 1)(t — 2).

Prot = 220 = 2320 — | 5yyjde N7(1,5) = 0,925625, tedy f(0,3) ~~ 0,925 625.

Tabulka diferenci vzad pro posledni ¢tyfi uzly (pfeznacené na x¢ az x3) je:

xi | yi | Vyi | V|V
1,4 ] —0,64
1,6 | —0,96 | —0,32
1,8 -0,92| 0,04] 0,36
2 |—0,40] 0,52]0,48 [ 0,12

WIN| =IO~
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Odpovidajici Newtondv interpolacni polynom vzad je:

Vy, | V2 %
N=(s) = ya+ =25 + 255 + 1) + 7

= —0,40 + 0,525 + 0,24s(s + 1) + 0,02s5(s + 1)(s + 2).

s(s+1)(s+2) =

Pros = 5% = 122 = —1,5 vyjde N~ (=1,5) = —0,992500, tedy plati f(1,7) ~
~ —0,992 500.

Hodnoty v zadané tabulce jsou hodnoty funkce g(x) = cos(x? + 0,3) zaokrouhlené
na dvé desetinnd mista. Pfesné hodnoty jsou tudiZ pro porovnani g(0,3) = 0,924 909
a g(1,7) = —0,998 829 (zaokrouhleno na $est platnych cifer). A

Poznamka 4.8 Riznymi zptlisoby uspofadani uzll 1ze ziskat dalsi interpolaéni polynomy. Mezi né
patii napt. Gaussovy interpolaéni vzorce, interpolaéni vzorec Stirlingtiv', Besseltiv?, Everettiiv’

! James Stirling (1692—1770) — skotsky matematik.
Friedrich Wilhelm Bessel (1784—1846) — némecky matematik a fyzik.
3 Joseph David Everett (1831-1904) — anglicky fyzik.
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a Steffensentiv'

— viz [3, 4, 29, 43, 51]. Nékteré jsou vhodné pro nalezeni hodnoty v bodé¢,
ktery lezi uprostfed tabulky znamych hodnot s ekvidistantnimi uzly, protoze umoziuji snadno
pridavat dalsi uzlové body z obou stran. Je vSak tfeba pfipomenout, Ze vzhledem k jednozna¢nosti
interpolacniho polynomu (véta 4.1) jde (pfi stejné mnozing€ uzlovych bodt a hodnot v nich) jen

o rtizné zapisy téhoz polynomu.

4.1.4 Hermitav interpola¢ni polynom

Lagrangeiiv interpolacni polynom nabyva v danych uzlovych bodech xg, x1, ..., x, pfe-
depsané hodnoty. Obecnéji 1ze hledat polynom, ktery mé v uzlovych bodech pfedepsané
i hodnoty nékterych derivaci.

Necht mo, ml, e,y jsou dand prirozena Cisla a pro kazdé m; jsou predepsédna
redlna Cisla yl ,J =0,.. —1,i = 0,...,n. Hledejme polynom P (x) co

(])2'_0

ne]mzsfho stupné k takovy, Ze pro néj plati P(j )(x,) = y; i Jn, j =

=0,..., — 1 (symbol P ) znasi J -tou derivaci; pfitom klademe P( )= p ).

! Johan Frederik Steffensen (1873-1961) — dansky matematik a statistik.
(

; J ), kde slouZzi pouze k odliSeni riznych cisel.

y P, &) horni index (j) znadi j-tou derivaci, ne vSak u y;
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Pro hledany polynom je tedy pfedepsdno m = mgy 4+ my + --- + m, podminek
pro funkéni hodnoty a hodnoty derivaci v uzlovych bodech (v i-tém uzlu je predepsano
m; podminek pro funk¢ni hodnotu, hodnotu prvni derivace atd. azZ hodnotu derivace
fadu m; — 1). ProtoZe polynomy stupné nejvyse m — 1 maji m koeficientti, coZ se shoduje
s poc¢tem uvedenych podminek, Ize o¢ekavat, Ze pro nejnizsi stupenl & hledaného polynomu
by mohlo platit k = m — 1. Tak tomu skute¢né je. Nasledujici véta obsahuje tvrzeni

o existenci a jednoznacnosti tohoto polynomu.

Véta 4.9 Nechf xg, X1, ..., Xn, kde n € N, jsou navzdjem riiznd redlnd cisla. Necht
Mo, My, ..., My jsou prtrozena cisla. Oznacme m = mgy + my + - -+ + m,,. Ddle necht
Jje dano m realnychczselyl D= 0,....n, j=0,...,m; — L.

Pak mezi vSemi polynomy stupné nejvyse m — 1 existuje pravé jeden polynom P(x),
pronejzplanP(])(x)—y(j) i =0,. n,jZO,...,m,-—l.
Diikaz. Ozna¢me hledany polynom P (x) = co+c1x+---+cxx* kde k = m— 1. Dosadime-li
do néj uzlovy bod x;, ma platit co 4+ c1x; + -+ + ckx l( ) coZ je linedrni rovnice pro
nezndmé koeficienty cy, ¢;, ..., . Derivace polynomu jsou opét polynomy, takZe obdobné& za
kazdou pfedepsanou hodnotu derivace v nékterém uzlovém bodé dostaneme linedrni rovnici pro
neznamé koeficienty.
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ProtoZe pocet nezndmych koeficientl i pocet predepsanych podminek je roven ¢islu 71, dosta-
neme ¢tvercovou soustavu linedrnich rovnic. Ozna¢me jeji matici soustavy A, sloupec pravych
stran B a sloupec nezndmych c. Zfejmé slozky sloupce B jsou pfedepsané funkéni hodnoty
a hodnoty derivaci yi(J ). Soustavu pak midZeme struéné zapsat v maticovém tvaru Ac = B.

Ukdzeme, 7e matice A je reguldrni. To je rovnocenné tomu, Ze homogenni ¢tvercova soustava
Ac = O, kde O je nulovy sloupec, ma jediné feseni.

Pfipomenme poznatek z algebry, Ze ¢islo o (redlné nebo komplexni) je aspon r-nadsobnym
kofenem polynomu Q (x) pravé tehdy, kdyz plati Q(e) = Q'(e) = --- = @~ = 0. (Je-li
0" £ 0, je o pravé r-ndsobny koten.)

Volba B = O odpovida tomu, Ze vSechny pfedepsané funkéni hodnoty i hodnoty derivaci jsou
nulové. TudiZ vSechny uzlové body x; jsou koreny, jejichzZ ndsobnosti jsou alespon m1;. Celkovy
pocet korenti véetné nasobnosti je proto aspoit mg + -+ + m, = m.

Homogenni soustava Ac = O mad vZdy trividlni feSeni cg = --- = ¢ = 0, které odpovida
nulovému polynomu. Pfipusfme, Ze existuje i néjaké netrividlni feseni. To by znamenalo, Ze existuje
nenulovy polynom stupné nejvyse m — 1, ktery md aspoii m kotent, coZ je spor.

ProtoZe je matice A reguldrni, mé soustava Ac = B pro libovolny sloupec pravych stran B,
tj. pro libovolné piedepsané funkéni hodnoty a hodnoty derivaci yl-(J ) pravé jedno feseni, coZ jsme
méli dok4dzat. O
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Polynom z piedchozi véty se nazyva Hermitiiv' interpolacni polynom. V piipadé
mgy = --- = m, = | pfejde v Lagrangetiv interpola¢ni polynom, je tedy jeho zobecnénim.
Podobné jako Lagrangetiv polynom miiZe mit ve specidlnim piipad€ mensi stupen nez
je n, i Hermitdv polynom mtiZze mit mensi stupeil neZ je m — 1 (srovnejte poznamku 4.2).

Nalezeni Hermitova interpola¢niho polynomu
PopiSeme tfi zplisoby nalezeni Hermitova interpolacniho polynomu.
o Metoda neurcitych koeficientii — ptjde o primé pouZziti postupu z diikazu véty 4.9.

e Obdoba vzorce (4.3) pro Lagrangeiiv interpolacni polynom — polynomy L;(x) na-
hradime jejich zobecnénimi (viz napt. [4, L. dil, str. 164] nebo [52, str. 52]). Kromé
tohoto rekurentniho vzorce existuje i uzavieny vzorec — viz véta 4.13.

e Obdoba vzorce (4.5) pro Newtoniiv interpolacni polynom — pomérné diference nahra-
dime jejich zobecnénimi (viz napt. [52, str. 56]).

'Charles Hermite (1822-1901) (&ti ermit) — vyznamny francouzsky matematik. Zabyval se matema-
tickou analyzou, algebrou a teorii ¢isel.
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Metoda neurcitych koeficientu

Pfi oznaceni z véty 4.9 a jejiho diikazu dostaneme pro koeficienty hledaného Hermitova
polynomu P (x) = co + ¢1x + -+ + ¢,u_1xX™ ! soustavu m linedrnich rovnic o m ne-
zndmych cy, ..., cy,—1, kterd m4 jediné feSeni. Jednotlivé rovnice dostaneme, kdyZ do
o¢ekavaného vzorce pro P(x) resp. jeho derivace dosadime uzlové body a predepsané
funk¢ni hodnoty resp. hodnoty derivaci. Postup si ukdZeme na jednoduchém piikladu.

Priklad 4.10 Najdéte HermitGv interpolacni polynom P(x), pro né&jZ plati P(—1) = 2,
P(1)=0,P'(1)=—-1aP2) =1.

ReSeni. P¥i oznadeni z véty 49 mamen = 2, x9 = —1, x; = 1 a x, = 2. Protoze
v prvnim a poslednim uzlu jsou pfedepsané jen funkéni hodnoty, kdezZto v prostfedim je
predepsana funkéni hodnota a hodnota prvni derivace, je mg = 1, m; = 2am, = 1.
Dile y(()o) =2, yfo) =0, yfl) =—1 ayéo) = 1.

JelikoZ jsou pfedepsdny Ctyti podminky (m = mgy + m; + m, = 4), ma hledany
polynom nejvyse stupeit m — 1 = 3. Tedy

P(x) = co + c1x + c2x% + c3x>.
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Dile plati
P'(x) = c1 + 2cax + 3cax.

Dosazenim za uzlové body obdrzime z predepsanych podminek nasledujici soustavu

linedrnich rovnic:
Co— €1+ ¢— 3= 2,
co+ ¢+ 2+ 3= 0,
c1 + 2¢c; + 3c3 = —1,
C0+2C1 +4C2+8C3: 1

Soustavu vyfe§ime Gaussovou elimina¢ni metodou. Pfimy chod je:

1 -11-1] 2 1 —11-1] 2

1 11 1 0 20 2|-=2)1@-(1
0 12 3|=1)] " {o 12 3|-1 ~
1 24 8 0 33 9|-1/@-Q)
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1 -11-1 2 1 -1 1 -1 2
0 12 3|-1103) 0O 1 2 3]-1
0 20 2|-=-2](@® 0 0 -4 —4 0] @3)—22)
0 33 9|-1 0 0-3 0 2/ (4)—3(2)
1 -1 1 -1 2 1 —11 —1 2
o 1 2 3|-1 0 12 3]|-1
00 1 1] 0]—303 0 01 1| 0
0 0-3 O 2 0O 00 3 2/ (4)+33)
Zpétnym chodem dostaneme:
Co—C1+ ¢ — c3= 2, CSZ%,
c1 + 2¢, + 3¢c3 = —1, Cz=—03=—§,
¢+ c3= 0, S c1 =—1—-2¢;—3¢c3 = —§,
3¢ = 2, 00:2+01—CQ+C3=§.

Hledany Hermittiv interpolacni polynom je tedy
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Jeho graf je zndzornén na obr. 4.4. Je vidét,
7e prochézi tremi body [—1,2], [1,0] a [2, 1]. /_\\y
Navic te¢na ¢ k tomuto grafu v bodé [1, 0] ma g \\"
smérnici rovnu ¢islu —1, protoZe plati rovnost \
P’(0) = —1. Jeji rovnice je tudiz y — 0 = __1\\ y = P(x)
=—1l(x—1),t.y=—x+1. A \ /?
£\ /
: // , X
il 0 1\<' 2

Obr.4.4: P(x) = 2x3—2x?—32x+3

Poznamka 4.11 Metodu neurcitych koeficientd je pochopitelné mozné pouzit i v piipad¢,
kdy mo = -+ = m, = 1, tedy kdyZ jsou v uzlovych bodech pfedepsany pouze funkcni
hodnoty. Polynom stupné nejvyse n — 1, ktery takto najdeme, je jen jinym zdpisem
Lagrangeova resp. Newtonova interpolacniho polynomu, jak plyne z jednoznacnosti
dokdzané ve vété 4.1.
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Konstrukce Lagrangeova typu

Pripomerime si oznaceni. Je ddano n+ 1 po dvou riiznych uzlovych boda xy, ..., X, (nemusi
byt usporddané podle velikosti) a stejny pocet prirozenych &isel my, ..., m,. Déle je ddno

m = mgy + - -+ + m, Cisel oznaenych symbolyyi(j),i =0,....,n,j=0,...,m; — 1.

Tedy pro kazdy uzel x; je predepsano pravé m; &isel. Ukolem je najit polynom P (x)
stupné nejvyse m — 1 (takovy polynom ma nejvyse m nenulovych koeficienti), pro néjz
v kazdém uzlovém bodu x; plati PO (x;) = y, j =0, ..., m; — 1. Tudiz v kazdém
uzlovém bodu x; je pfedepsdno m; podminek — funkéni hodnota a hodnoty derivaci az

do fadu m; — 1 Podle véty 4.9 vzdy existuje pravé jeden takovy polynom. Konkrétni
volbou cisel yi(] ) nyni vytvorime specidlni systém polynomii.

Predpoklddejme v dal§im, Ze uzly xo, ..., X, a pocty podminek my, ..., m, jsou pevné
zadané. Pro libovolnou pevné vybranou dvojiciindexiii a j,0 =i =n,0=j =m; —1,
zvolime y(]) = 1 a pro vSechny ostatni dvojice indexir as,0 =r =n,0=s =m,—1,

i =

zvolime yr(s) = 0. Pak existuje jediny polynom L;;(x) stupné nejvyse m — 1 takovy, Ze

1 kdyzi = =, 01 m; — 1,
LO(x,) = L= ras=e : (4.10)

r

A 1IA
A TIA
HA A

0 v ostatnich piipadech, 0=r
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Predchozi postup provedeme pro kazdou dvojici indextii a j,0 =i =n,0=j =
= m; — 1. Obdrzime tak systém m polynomu L;; (x) stupiii nejvyse m — 1, které jsou plné
charakterizované vztahem (4.10). Maji tedy pravé jednu predepsanou funk¢ni hodnotu
resp. hodnotu derivace rovnou jedné a vSechny ostatni nulové. Nazyvaji se zobecnéné
Lagrangeovy polynomy.

S vyuzitim vztahu (4.10) se nyni snadno ovéfi, Ze hledany Hermittv polynom P (x)
se d4 vyjadtit vzorcem

n m;—1
Pey=>"> yPLj). @.11)
i=0 j=0
Predchozi vzorec je zobecnénim vztahu (4.3). Pro my = -+ = m,, = 1 totizZ bude

ke kazdému uzlu x; pfifazen jediny polynom L;o(x). Ze (4.10) je jasné, Ze je to pravé
Lagrangetv polynom L; (x) z diikazu véty 4.1.

V dalsim se budeme vénovat konstrukci zobecnénych Lagrangeovych polynomt.
Uvidime, Ze je to podstatné pracnéjsi nez v ptipadé Lagrangeovych polynomi L; (x)
pouzitych k uréeni Lagrangeova interpolacniho polynomu ve vzorci (4.3).

Vyjdeme z m-tice specidlnich polynomi /;; (x),0 =7 =n,0 = j = m; — 1, danych
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vztahy
s @ my
(x — x;)’ X — Xk
lij(x) = —— I1 — . (4.12)
J: k=0 i k
k#i

Pomoci Leibnizova vzorce pro vySsi derivace soucinu dvou funkef (viz napft. [ 16, str. 112])
Ize ovéftit, Ze plati:

A

Py =1, 0=
() =0, 0=i
() =0, 0=i

n,0=j=m;—1,

A

n,0=s<j=m;—1,

n,0=j=m—-1,0=r=n,r#i,0=s=m, — 1.

A

BohuzZel obecné neni pravda, Ze ll-.(]-s) (x;)) =0pro0 =i =n,0=j <s =m; —1, takZe
neplati (4.10) a nelze poloZit L;;(x) = [;;j(x). Nicméné je pomoci polynomi /;; (x)
mozné rekurentné zkonstruovat zobecnéné Lagrangeovy polynomy L;;(x). Za¢neme
,,0d konce* a splnéni zminénych neplatnych podminek dosdhneme odectenim vhodnych
ndsobk jiZ hotovych polynomd.
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PoloZime tedy:

Li,m;—l(x) = li,mj—l(x)v l = Ov---’na (4-13)
adale pak pro j = m; —2,m; —3,...,0 poloZime
m;—1
Lij(x) =li;(x)— Y I8 G)Lis(x). (4.14)
s=j+1

ProtoZe polynomy L; ,,,;—1 (x) majf stupeit n — 1, musi mit v§echny polynomy L; ;(x),
J < m; — 1, stupeni nejvySe m — 1. S vyuzZitim vlastnosti polynomi /; ;(x) 1ze nyni
ovéfit, Ze polynomy L;_; (x) spliiuji (4.10). Nasli jsme tedy skute¢né jednoznacné uréenou
soustavu zobecnénych Lagrangeovych polynomii.

Piiklad 4.12 Najdéte Hermittv interpola¢ni polynom v Lagrangeové tvaru P(x), pro
néjz plati P(—1) =1, P'(-1) = -1, P(0) = -2, P2) =3a P'(2) = 1.

Resent. Jsou dany tii uzlové body xo = —1, x; = 0 ax, = 2.V prvnim jsou predepsiny
dvé podminky (funkéni hodnota a hodnota prvni derivace), v druhém jedna podminka
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(funk¢ni hodnota) a ve tfetim dvé podminky (funk¢ni hodnota a hodnota prvni derivace).

Pfi oznaceni ze vzorce (4.11) plati y(o) =1, y(l) —1, y(o) -2, y(o) = 3ay(1) =1
amg = 2, m; = 1 am, = 2. Didle musime najit pétici zobecnénych Lagrangeovych

polynomt Lo,o, Lo,1, L1,0, L2,oa L2 1.
Nejprve sestavime pétici pomocnych polynomti /;; podle vztahu (4.12):

(x—=x0)° x—x1 \"' [ x—x \"?
ZO,O(x) = 0' —
Xo — X1 Xo — X2

() e

101(X)— XO) (X_XI) l(x_xz) 2:
Xo — X1 Xo — X2
LR
() = (X_XI)O(X_XO) O(X_xz)mz
X1 — Xo X1 — X2
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C(x=(=D\’(x-2)> 1
- (=) (552) —ae+vie-

lr.0(x) = x _O'xZ)O(x — Yo )mo( S )ml _
Y X2 — Xo X2 — X1
_(x—(=D 2(x—0 1 5
- (=) (5=5) e v
12’1()6):(x_l'XZ)l(x—xO)mo(x—xl)ml:
i X2 — Xo X2 — X1

— — (= 2 —
_X Z(x ( 1)) (;_8):%()6_2)()6_'_1)2)6.

1 2—(=1)
Dile je ze vzorce (4.14) vidét, Ze budeme potfebovat hodnoty [ 4(xo) a 5 o(x2).
Ptipravime si derivace a dosadime uzly:
= o=l = ==,
(=) =3

7
= L, ,2) =-.
2002) = ¢

ly o) = =5 (x =2 = 2 x(x = 2)

, 1 1
o) =g+ Dx+ o (x+ 1)?
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Nyni jiz midZeme pomoci vzorci (4.13) a (4.14) urcit zobecnéné Lagrangeovy polynomy:

Loi(x) =1p1(x) = —é (x + Dx(x —2)%,

Loo(x) = oo () = I (=D Lo (x) = —5 £ = 2 = 2 (v + Dx(x ~ 2%
Lio() = lio() = 7 (x + D2x =27,

Lo1(x) = bpa(x) = 7= (6 =D + 1,

Lao(x) = boo(0) = o) Lo () = 7 (x + Dx = = (x = D0x + D,

Podle vzorce (4.11) je hledany Hermittiv polynom
P(x) = y5" Loo(x) + 75" Loa(0) + 1" L10(x) + 33" La,o(x) + 3 Lo (x) =

= (—éx(x —2)% — % (x + Dx(x —2)2) — (—é (x + Dx(x —2)2) —
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_ 2(% (x + 12(x - 2)2) n 3(118 (x + 1% = — (x = 2)(x + 1)2x) -

108
1 5 77 4 23 5 97 , 62
—|—(18(x 2)(x—|—1)x)— 108x —|—18x -|-36x 27x 2.

Jeho graf je zndzornén na obr. 4.5. Je vidét, Ze
prochézi tfemi body [—1, 1], [0, —2] a [2, 3]. Na- 317 1
vic te¢na #; k tomuto grafu v bod€ [—1, 1] ma / \\
smérnici rovnu ¢islu —1, protoZze plati rovnost [\
P’(—1) = —1, tudiZ jeji rovnice je y — 1 = Nl-- //y =‘P(x)
= —1(x + 1), tj. y = —x, a podobné tecna ?, I/ \ | X
v bodé€ [2, 3] md smérnici rovnu &islu 1, protoze 1 \ 0 f 3
plati rovnost P’(2) = 1, tudiZ jeji rovnice je \\ /
y—3=1(x—-2),t.y =x + 1. \| /

KaZdopadné je ziejmé, Ze nalezeni Hermitova - XT\ //

polynomu pomoci zobecnénych Lagrangeovych

olynomdu je velmi pracné, zejména kdyz by byl . _ 11 23
S 3 s Wl et 2L T (i 1) = e 2
predepsané i hodnoty vysSich derivaci. A 97 .2 62 2
+ %x — ﬁx —
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Vzorce (4.14) pro polynomy L; ;(x) jsou rekurentni. Lze vSak nalézt i uzaviené
vzorce a pomoci nich ptepsat vzorec (4.11) pro Hermitdv interpola¢ni polynom P (x).

Véta 4.13 Za predpokladii véty 4.9 plati:

m;—1 v — )i \W
Li’j(x) = |:Z %( nj! (x —x;) ) (x — x;) i| l_[(x — x)™, (4.15)

£=0 — 2
Lo, g
k#i
m;—1 9 i ()
n m;—1 1 ];0 (x xi) n
P =S| 2 a5l 2 (= x)" | TTx = )™
im0 £=0 ¢! [T (x — xg)me k=0
k=0 k#i
ki -
(4.16)
Pro my = --- = m, = 1 ptejde vzorec (4.15) ve vzorec (4.2) a vzorec (4.16) ve

vzorec (4.3). Pro n = 0 pfejde vzorec (4.16) ve vzorec (4.20), tj. Taylortiv polynom.
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Diikaz. Proi = 0,1, ..., n ozname

m;—1 y(J) ( )]
n Z # X — X
0:i) = [Ja—x)™ 2  Six)="= oo @

k=0
k#i

Funkci S; (x) vyjadiime pomoci Taylorova vzorce fadu m; — 1 se stfedem x;. Vyjde

m; lS'(e) : A
Si(x)= ) %ﬁc)(x —x)" + O((x = x)™).
=0 )

Pfedchozi rovnost vyndsobime Q;(x) a upravime. Protoze Q;(x;) # 0, vyjde

m;—1 '(j) . m;—1 S(K) )
2; yjl.! (x —x;)) + O((x — x)™) = 42(:) %(X —x;)0i(x) =: H;(x).
iz —

Pfedchozi vztah predstavuje rovnost dvou polynomd, tedy vyraz O ((x —x;)™i ) je polynom

majici nejméné m;-ndsobny kofen x;. Z levé strany proto plyne, Ze Hi(j )(x,-) = yi(j )
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pro j = 0,...,m; — 1. Z pravé strany pak s vyuzitim Leibnizova vzorce pro derivaci
soucinu plyne, Ze Hi(j)(xk) =0proj =0,....mg— 1,k =0,...,n,k #i.Zfejmé
st Hi(x) = m —1,kde m = mgy + --- + m,. Po dosazeni definic S;(x) a Q;(x) do
H;(x) vyjde

miz 1l () 14
», Pl = am)d
m;—1 — J: n
1 j=0 ‘
Hi(x)=| ) 7 n (x = x)" [ [T —xo)™. (4.18)
t=0 " [T (x — xz)me k=0
k=0 k2i
k#i }x=x,- #l

Seétenim Ho(x)+- - -+ H,(x) dostaneme polynom H (x) stupné nejvyse m— 1, ktery
nabyva v uzlovych bodech pfedepsané funkéni hodnoty a hodnoty derivaci. Vzhledem
k jednoznac¢nosti Hermitova interpola¢niho polynomu (véta 4.9) musi byt H(x) = P(x),
coz dokazuje vztah (4.16).

Dile staci zvolit propevné j,0 = j =m; — 1, Ze yi(j) =l,apro0 =k =m; — 1,
k # j,ze yi(k) = 0.Potom H;(x) = L; j(x), ¢imZ je dokdzéan vztah (4.15). O
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Piiklad 4.14 Pomoci vzorce (4.16) najdéte Hermittv interpola¢ni polynom P (x) pro
zadani z ptikladu 4.12.

Reseni. Podminky jsou piedepsény ve tfech uzlech xo = —1, x; = 0 a x, = 2. Podle
vzorcl (4.17) tedy sestavime funkce So(x), S1(x) a S3(x). ProtoZe v prvnim a poslednim
uzlu jsou predepsany funkcni hodnoty a hodnoty prvnich derivaci a v prostfednim uzlu je
pfedepséna pouze funkéni hodnota, musime podle vzorce (4.16) nalézt So(xo), Sq(xo),
S1(x1), S2(x2) a S5 (x2). Jelikoz y((,o) = l,yél) = —l,y{O) = -2, yéo) =3 ayél) =1,
postupné dostaneme:

=+ 1 b 2
Sol¥) = 07 T T2 Sol¥) = =553
-2
S1(x) = (x + 1)2(x —2)2°
Sz(x):3+(x—2)_ 1 S1(x) = —2x —1

(x+D2x  x(x+1)° x2(x +1)2°
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Odtud vyjde:

1 2 1 1 5
So(=1)=—=, Si(-)=——=, S;(0)=—=, S$02)=-, S,2)=——.
oD =—3. Si-D=-2. SO=—3. S@=z. @ =-5

Podle vzorci (4.18) a (4.16) bude

Ho(x) = (—é -+ 1))x(x 2 Hi() = — G+ D2

(1 >, 2
Hy(x) = (6 3¢ % 2))()6 + D7x,
P(x) = Ho(x) + Hi(x) + Hz(x) =

= (-5-FC+ DJrl -2 3G+ D=2 +

27
1 5 77 23 97 62
- -2 1 2 - _ 4 = .3 72 = . 2’
+(6 36 ))(x+ VY=Y T Tt T
coZ se shoduje s vysledkem piikladu 4.12. A
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Konstrukce Newtonova typu

Budeme predpokladat, Ze uzlové body jsou sefazené podle velikosti, tedy Ze
Xo < X1 < -+ < Xp—1 < Xp.

Nyni vytvofime novou posloupnost, v niZ kazdy uzel x; zopakujeme tolikrét, kolik je pro
né¢j predepsano podminek yi(J ) Tento pocet jsme oznacili m;. Vznikne tak posloupnost

xO:...:x0<x1:...:xl<...<xn:...:xn.
—_——

mo-krat m -krat my, -krat

Nyni oznac¢ime ¢leny této posloupnosti, jejiz délka je m, symboly fo, t1, . .. tx, kde k =
= m — 1. Tyto body nazveme virtudlni uzly. Tedy

A
IA

=
I
=

S

fo =Xo =t

Zobecnéné pomérné diference r-tého ¥adu, kde r = 0,1,...,k, definujeme reku-

rentne takto:
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Zobecnénd pomérnd diference nultého fadu:

1= v®, kdet; =xi, j =0,....k

i ’

Tedy zobecnénd pomérnd diference nultého fddu ve virtudlnim uzlu #; je rovna pfedepsané
funk¢ni hodnoté v tom uzlu X;, pro néjz plati #; = x;.

Zobecnéna pomérnd diference r-tého fadu, kde r = 1: Rozlisime dva pripady.
Je-li lj < tj+r, pak

Fltists e ostioel = Fltiee e tisrl

f[lj,fj+1,...,lj+r]: ]—I—r§k
Litr =
Je-lit; =t 1, = x;, pak
"
Sttt = # J+r=k.

V prvnim piipad¢ je tedy zobecnéna pomérna diference r-tého fadu definovana pomoci
zobecnénych pomérnych diferenci (r — 1)-niho fadu, tj. obdobné jako obyc¢ejnd pomérna
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diference. V druhém piipadé, kdy ¢; = ;41 = --- = tj4,, je zobecnénd pomérna
diference r-tého fddu rovna predepsané hodnoté r-té derivace v tom uzlu x;, pro néjz
plati t; = t; 41 = -+ = tj4, = X;, d€lené Cislem r!.

Lze dokazat (viz [52, str. 56]), Ze Hermitlv interpolacni polynom je ddn vzorcem

P(x) = flto]l + flto. t1](x — 20) + flto. 11, 2] (x —10)(x —11) +
+ oot Sl t1, .tk (x — 20) (x — £1) -+ (X — Tg—1). (4.19)
Jde o obdobu (zobecnéni) Newtonova interpolacniho polynomu (4.5).
Vypocet zobecnénych pomérnych diferenci zorganizujeme obdobné jako vypocet

obycejnych pomérnych diferenci v tabulce 4.1, jen misto s obycejnymi uzly pracujeme
s virtudlnimi uzly. PouZiti si ukdZeme v nasledujicim prikladu.

Piiklad 4.15 Najdéte Hermitav interpolacni polynom v Newtonové tvaru P (x), pro néjz
plati P(—1) =3, P'(—-1) = =2, P"(—-1) =4, P(0) =2, P(2) =42a P'(2) = 172.

Reseni. S pouzitim pfedchoziho oznadeni dostaneme tfi uzly xo = —1, x; = 0, x, = 2.
Pro né€ jsou postupné predepsany tfi, jedna a dvé podminky, takze mo = 3, m; = 1,
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m, = 2 am = 6. Hledany polynom bude mit proto stupen nejvyse 5. Dile je y( ) = = 3

y(()l) = -2, y(z) =4, y(O) = y(O) =42 a y(l) = 172. Konecéné $estice virtudlnich
uzld fg, ..., 15 je

t0:[1:t2:)€0:—1, 13:)(?1:0, l‘4:l‘5:X2:2.

Nyni vypocteme zobecnéné diference nultého az patého fadu.

Nulty ¥4d:
fltol = fl] = flta] = »§” =3,
flal =y =2,
flta = flts] = y¥ = 42.

Prvni fad:

(€9 .
Sflto, 1]l = flt. 2] = yO = T2 = =,
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;3] — [t 2—-13
Flbonta] = Sl — fla] _ — 1
fs— 1) 0—(—1)
i — [t 42 —2
Flista] = Sltal = fls] _ — %0,
th — 13 2—-0
(1
A2} 172
ta, 5] = —=— = — = 172.
Slta.1s] = 7, 1
Druhy tad:
(2)
_ Yo _ f _
Sflto. 11, 12] = o T 2,
L,t3]— flt.t —1—-(-2
] o bl = s 1=
th—t 0—(—1)
13,14 — [ |l2,1 20— (—1
f[tz,t3,t4]:f[3 a)— [l 3]: ( ):7,
fa—1a 2-(—1)
fa,l5| — [ |I3,¢1 172 — 20
f[t3’t4a[5] == f[4 5] f[3 4] =S = 76.
ts — 13 2—-0
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Treti rad:
f[tlleat:”]_f[lO?tlth] 1_2
lo, 11,12, 13] = = —
I lfnin- o1l I3 — 1o 0—(=1)
S, 13, 0] = [, 12, 13] 7—-1
t, b, 13, 1] = = =2,
fltr o, 13,1 s e
Sflts,ta, ts] = flt2, 13, 14] 76 =7
1r,13,14,15] = = = 23.
fltauts.ta.15] — e
Ctvrty ¥ad:
flntats ta] = flto. 1,12, 83] 2= (=1)
lo,t1, 12, 13, 14) = = =1,
Flto, 11,82, 13, 4] s T
flta.ts ta ts] = flt1.t2.t3,14] 23 -2
t, 1, 13,1, t5] = — -7
Flt1, 12,83, 14, 15] p—s i
Paty tad:
fltr. b2, 13,14, t5] — flto, 11, 12, 13, 14] 7—1
to, 11, 12, 13, 14, Is] = — _
Sflto. 11, 12,13, 14, 15] Is — 1o 2— (1)
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Vypoclty je mozné prehledné uspotddat do tabulky obdobné jako v ptikladu 4.6 (bez
podrobného oznaceni zobecnénych diferenci, tabulka by byla pfilis Sirokd).

it | flal| fli-vt) | fltiea tiz1, 8] | fllimzs ..o ti] | flticas. .. 6] | fltizs, ..., 1]
0] -1 3

y(l)
1 -1| 3| Zr=-2

(1) 2)
2|-1| 3 | Hr=—2| %=2

2-3 —1-(=2) _ -2  _
3/ 0] 2 \g5cp="! = =! | ocp =1

42-2 _ 20—(—=1) _ 7-1_ _ 2=)
4 2 42 =0 — 20 2—(=1) 7 2—(-1) — 2 2—(=1) —

(1)

vy 172-20 _ 767 _ 23— _ 71 _
5 2 42 %—172 W_76 m—Z?’ 2_(_1)—7 m_z

Podle vzorce (4.19) dostaneme, Ze

P(X) = f[to] + f[to,tl](x —ZO) + f[toJl,fz](X _ to)(x _ tl) +
+ flto,t1.t2, t3](x — 1) (x —11)(x —12) +
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+ flto, 11,12, 13, 4] (x — to) (x — 1) (x — 12)(x — 13) +

+ flto, t1, b2, 83, ta, t5](x — L) (x — 1)) (X — 1) (X —13)(x —t4) =
=3 2x+D+2x+ D> —(x+ D>+ (x+1)°x +

+2(x + 1)3x(x —2) =

=3+ (x+ 1)(—2+ (x + 1)(2+ (x + 1)(—1 +x(1 —|—2(x—2))))).

vvvvvvvvvv

srv. ptiklad 4.6 (dosazuje se zprava a zevnitt, jde vlastné o obdobu Hornerova schématu).
Graf P(x) je zndzornén na obr. 4.6. Je vidét, Ze prochdzi tiemi body [—1, 3], [0, 2]
a [2, 42]. Navic te¢na #; k tomuto grafu v bodé [—1, 3] ma smérnici rovnu ¢islu —2,
protoZe plati rovnost P'(—1) = —2, tudiZ jeji rovnice je y — 3 = —2(x + 1), .
y = —2x + 1, a podobné te¢na #, v bodé [2, 42] ma smérnici rovnu &islu 172, protoze
plati rovnost P’(2) = 172, tudiZ jeji rovnice je y—42 = 172(x — 2),tj. y = 172x—302.
Vlastnost, Ze P”(—1) = 4, na grafu bezprostfedn& vidét neni. Objevi se viak v Taylorové
mnohoclenu 7, funkce P (x) fadu dva se sttedem v bodé —1.Je T>(x,—1) = P(—1) +
+ P (=Dx+ 1D+ 5P (-D(x + 1) =3-2(x + 1) + 2(x + 1)~ A

Obsah Jdinastranu |« < » » <@ = Celdobrazovka/Okno  Zaviit



Titulni strana ~ Copyright ~ Pfedmluva Obsah Kap1 Kap2 Kap3 Kap4 Kap5 Kap6 Kap7 Testy Literatura Rejstiik — TirdZz

Interpolace a aproximace funkcit 364
]
y
421
I
/
/
y=rPw/
/
/
G T a—— / X
-1 0 N / 2
~
N /
\\\__//

Obr. 4.6: P(x) = 2x° + 3x* —4x3 — 8x%2 —4x + 2
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Na zavér uvedeme vzorec pro chybu pfi ndhradé€ dostate¢né hladké funkce Hermitovym
polynomem. Plati nasledujici zobecnéni véty 4.4, viz [52, str. 57].

Véta 4.16 Nechr uzlové body x;, i = 0,1,...,n, kden € N, lezi v intervalu {(a, b),
pricem? xg < X1 < :++ < Xp. Necht mg,my, ..., m, jsou prirozena cisla. Oznacme
m = mg + -+ + my, jejich soucet.

Predpokladejme, Ze funkce f(x) md na intervalu {a,b) derivaci Fddu m. Necht
P(x) je Hermitiiv interpolacni polynom urceny podminkami P (x;) = fU)(x;),
i=0,1,...,n, j =0,1,...,m; — 1. Oznacme

f(x) = P(x) + R(x).
Pak pro libovolné x € (a, b) lze chybu R(x) vyjadrit ve tvaru

(m)
R() = (2 = x0)™ (x — 3™ oo (e — )™ - L 6)

kde & € Int(xy, ..., Xy, X) je vhodné cislo. Je-li tento interval nedegenerovany, je & jeho

vnitini bod (k degeneraci intervalu dojde pron = 0 a x = xo, pak § = Xxy).

Dalsi informace je moZné najit napft. v [4, 22, 43, 52].
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Poznamka 4.17 V definici Hermitova polynomu se nevylucuje, Ze je zadan jen jeden
uzel xo a v ném jsou predepsany funkcéni hodnota a hodnoty derivaci az do fadu m — 1.
V tomto piipadé piejde Hermitiiv polynom v Taylortiv'polynom zndmy ze zakladniho
kurzu diferencidlniho poctu funkci jedné proménné (viz napf. [33, str. 296]), ktery ma pri
naSem oznaceni tvar

(0) y(()l) y(()z) 2 y(() : =il
m
Yo +1—!(X—X0)+—!(X—Xo) +...+W(X_xo) . (4.20)

4.2 Interpolace splajny

Jak jsme vidéli v predchozim oddile, nevyhodou interpolacniho polynomu je, Ze graf
muze v koncovych bodech intervalu znacné oscilovat. Tato situace obvykle nastane, pokud
je pocet uzlovych bodt velky, takZe interpolacni polynom je vysokého stupné. Proto se
budeme zabyvat funkcemi, které maji daleko lep§i aproximacni vlastnosti. Tyto funkce

'Brook Taylor (1685-1731) (&ti tejlor) — anglicky matematik. Zabyval se analyzou, mechanikou
a balistikou.
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budou po ¢éstech tvofeny polynomy nizsiho stupné, které na sebe ve spolecnych bodech
budou hladce navazovat. Takovéto funkce se nazyvaji splajny' a maji fadu vyznamnych
aplikaci. Nejcastéji se pouzivaji polynomy tietitho stupné, které vedou na tzv. kubické
splajny.

Definice 4.18 Nechfa = x¢ < x; < --- < X, = b je déleni intervalu (a, b). Nechf
m a v jsou nezdpornd celd &isla takovd, 7e 0 = v = m + 1. Rekneme, 7e funkce S(x)
je splajnem stupné m s defektem v pro dané déleni intervalu (a, b), jestlize plati:

1) Na kazdém z intervald (x;, x;4+1),7 = 0,...,n — 1, splyva funkce S(x) s néjakym
polynomem stupné nejvyse .

2) Funkce S(x) md na intervalu (a, b) spojité derivace az do fddu m — v. Pfitom je-li
m = v, tj. m — v = 0, poZaduje se pouze spojitost funkce S(x),aje-lim + 1 = v,
tj. m — v = —1, pozaduje se, aby funkce S(x) byla po ¢astech spojitd (nespojitost
se mize vyskytnout pouze v bodech xi, ..., x,—1, museji v nich vSak existovat
jednostranné limity).

!'Spline je tenky tzky pruzny pasek ze dfeva, gumy nebo kovu, ktery se v minulosti pouZival na kresleni
velkych grafii (napf. pfi konstrukci lodi).
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Lze ukézat, Ze mnozina splajn stupné m s defektem v tvofi pti pevné zvoleném déleni
intervalu (a, b) vektorovy prostor, jehoZ dimenze je m + 1 + v(n — 1), viz [59, str. 17].

Kubicky interpolac¢ni splajn

Nechfa = x9 < x; < -+ < X, = b jsou zadané uzly a piedpoklddejme, Ze ve
vSech uzlech zndme funk&ni hodnoty y; = f(x;),i = 0,...,n, funkce f(x), kterou
chceme na intervalu (a, b) nahradit splajnem. Budeme hledat splajn S(x) stupné tfi
s defektem jedna, pro né&jz plati S(x;) = y;, i = 0,...,n. Takovy splajn se nazyva
kubicky interpolacni splajn.

Hledany splajn S(x) je funkce, kterd je na kazdém intervalu (x;_q, x;), kde i =
=1,...,n, polynomem (nejvyse) tfetiho stupné, pficemz pozadujeme, aby funkce S(x),
S’(x) a §”(x) byly na intervalu (a, b) spojité. Jednotlivé ¢dsti tedy musime napojit
dostatecné hladce.
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Splajn S(x) bude mit nésledujici vzorec:

ax>+ b x?+ceix+d = S1(x) pro x € (xg, X1),

axx> + byx? + cox + dy = S2(%) pro x € (x1, x2),
S(x) =

anx> + byx*> + cox +d, = Sy (x) pro x € (Xy—1, Xn).

Pozadujeme, aby funkce S (x) méla nasledujici vlastnosti:
1) S(x0) = yo, S(x1) = y1, ..., S(x,) = y, (interpolacni aproximace).
2) Funkce S(x), S’'(x) a §”(x) jsou spojité na intervalu {(a, b).
3) Na kazdém intervalu (xg, X1), (X1, X2), ..., (Xp—1, X») je S(x) rovna polynomu
nejvyse tretiho stupné.

Splajn S(x) je uréen n-tici nejvyse kubickych polynomu S;(x), S>(x), ..., Sy (x).
Kazdy z nich ma ¢tyfi koeficienty. Je tedy tieba ur¢it 4n nezndmych koeficientt ay, by, ¢y,
dy az a,, b,, c,, d,. K jejich nalezeni dostaneme z vlastnosti splajnu nésledujici rovnice
(viz obr. 4.7):
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a) Si(xi—1) = yi—1, Si(x;) = y;, i = 1,...,n (pfedepsané hodnoty v uzlovych
bodech; tim je zajisténa i spojitost S(x)), tj. 2n rovnic.

b) §/(x;) = S;,;(xi),i = 1,...,n — 1 (spojitost prvni derivace S'(x)), tj. n — 1

rovnic.
o) §/(x;) =8/ (x;),i = 1,...,n — 1 (spojitost druhé derivace S”(x)), tj. n — 1

rovnic.

.* % q

A : > Yn—2

5 Y0 | b V2 Yi—1 . Vi ' Yit+1 : n |
] S10) i S2(x) Si(x) fSiv1(x) : Sn1(x)

X1 Xi Xi+1 -+ Xpn—2 Xn—1 Xn

Obr. 4.7: Kubicky interpolacni splajn
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Snadno se zvéazi, Ze vSechny tyto rovnice jsou linedrni. Dohromady tudiZ mame systém
4n — 2 linearnich rovnic o 4n neznamych.

Lze dokazat, Ze tento systém je vZdy feSitelny a rovnice jsou linedrné€ nezavislé, tj.
hodnost matice soustavy je 4n—2 (viz poznamka 4.19). Systém ma proto nekonecné mnoho
feSeni a pocet parametrli, na nichZ fesSeni zdvisi, je roven poctu nezndmych zmensenému
o hodnost matice soustavy, tj. &islu 4n — (4n — 2) = 2. Aby bylo feSeni jednozna¢né
urcené, je tudiz tieba dodat dalsi dvé nezavislé podminky (tak, aby systém ziistal feSitelny).

Vv s

Nejvyznamnéjsi volby (fik4 se jim okrajové podminky) jsou:
1) 8”(x9) =0, S”(x,) = 0 — tzv. pFirozeny kubicky splajn,
2) S'(x0) = f'(x0), S"(xn) = f'(x,) — tzv. tplny kubicky splajn
(pouzijeme, pokud zndme hodnoty f” nebo aspoi jejich odhady v krajnich bodech),

3) §"(x0) = f"(x0), §"(xn) = f"(xn)
(pouzijeme, pokud zndme hodnoty f”’ nebo aspoi jejich odhady v krajnich bodech),

4) S'(x0) = S'(xn), S"(x0) = S"(x,) — tzv. periodicky kubicky splajn s periodou
X — Xo (pouzijeme pro periodické funkce, musi platit yo = y,).

5) Existuji $”"(x1) a S”"(x,,—1) — tzv. not a knot splajn. V tomto piipadé budou mit
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polynomy S (x) a S, (x) tentyZ vzorec a podobné budou mit tentyz vzorec polynomy
Sy—1(x) a S, (x). Anglicky ndzev vyjadiuje skute¢nost, Ze v bodech x; a x,,_ tedy
vlastné nejsou uzly.

K nalezeni kubického splajnu S(x) libovolného typu je tfeba sestavit a fesit soustavu
linedrnich rovnic pro koeficienty jednotlivych kubickych polynomi S;(x),i =1, ..., n.
KaZzda rovnice této soustavy obsahuje maximalné Sest neznidmych.

Poznamka 4.19 Hledani splajnii pomoci vySe zminéné soustavy linedrnich rovnic je zdlouhavé
a existuji daleko efektivnéjsi postupy, jak je najit. Zminime se o dvou metodach, které se pouzivaji
a zarovet slouZi jako dikazy existence a jednoznacnosti kubickych interpolacnich splajni, které
spliiuji nékterou z vyse uvedenych dvojic okrajovych podminek.

1. Prvni metoda je zaloZena na tzv. kubickych Hermitovych splajnech. Jsou to splajny stupné tii
s defektem dva. Maji tedy spojitou prvni derivaci. Dostanou se tak, Ze se kromé predepsanych
podminek S(x;) = y;j,i = 0,...,n, predepisi i hodnoty prvnich derivaci S'(x;) = m;,
i =0,...,n. Podle véty 4.9 je na kazdém intervalu (x;_1,x;),i = 1,...,n, jednoznaéné
uréen polynom S;(x) nejvySe téetiho stupné takovy, Zze S;(xi—1) = yi—1, Si(xi) = i,
S/(xi—1) = mj—1 a S/(x;) = m;. Tyto polynomy dévaji hledany Hermitiiv splajn, jenZ je
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uvedenymi podminkami jednoznacné urcen. Z konstrukce je ziejmé, Ze bude mit spojitou prvni
derivaci.

Hodnoty prvnich derivaci m; v uzlovych bodech vSak nejsou zndmé. Povazujeme je tedy za
volné parametry, které zvolime tak, aby Hermitiv splajn mél i spojitou druhou derivaci. Po
pridan{ kterékoli z vySe uvedenych dvojic okrajovych podminek dostaneme pro nezndmé m;,
i = 0,...,n, soustavu linedrnich rovnic, jejiZ matice soustavy je ryze fadkové diagondlné
dominantni, takZe soustava ma jediné feSeni (véta 3.3). Matice soustavy je tfidiagondlni (kromé
pripadu periodickych okrajovych podminek, kdy je navic posledni prvek prvniho faddku a prvni
prvek posledniho fddku nenulovy). Pro takové soustavy existuji velmi i¢inné modifikace GEM.
Podrobnéji viz [59, str. 96], pro tplné a not a knot splajny i [ 13, str. 49].

2. Druhd metoda vychdzi z toho, Ze druhd derivace kubického splajnu je po ¢astech linedrni spojita
funkce, kterd je pln€ urCena hodnotami v uzlovych bodech (grafem je lomena Cara, jejiz vzorec

je snadné napsat). Kromé pfedepsanych podminek S(x;) = y;,i =0, ..., n, se tedy predepisi
i hodnoty druhych derivaci S”(x;) = M;,i = 0,...,n.Cisla M; se nazyvaji momenty splajnu.
Dvoji postupnou integraci na kazdém intervalu (x;_1, x;),kdei = 1,...,n, a dosazenim

uvedenych podminek se najdou jednozna¢né uréené nejvyse kubické polynomy S; (x) takové,
ze Si(xi—1) = yi—1, Si(x;) = yi, S/'(xi—1) = M;—1 a S}'(x;) = M;. Funkce sestavend
z téchto polynomu vSak nemusi mit v uzlovych bodech prvni derivaci, protoZe nemusi platit
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Si(xi) =8/ (xi),i=1,...,n—1.

Hodnoty druhych derivaci M; v uzlovych bodech vsak nejsou zndmé. Povazujeme je tedy za
volné parametry, které zvolime tak, aby funkce sestavend z polynomu S; (x) méla spojitou
prvni derivaci (automaticky pak ma i spojitou druhou derivaci). Po pridani kterékoli z vyse
uvedenych dvojic okrajovych podminek dostaneme pro nezndmé M;,i = 0, ..., n, soustavu
linearnich rovnic, jejiz matice soustavy je ryze fadkoveé diagonalné dominantni, takZe soustava
m4 jediné feSeni (véta 3.3). Matice soustavy m4 zcela analogické vlastnosti jako u prvni metody,
zaloZené na Hermitovych splajnech. Podrobnéji viz [59, str. 99], pro pfirozené splajny a splajny
splitujici tfeti typ okrajovych podminek i [41, str. 129] nebo [42, str. 45] a pro pfirozené, uplné
a periodické splajny [52, str. 101].

V nésledujicich prikladech byl k nalezeni koeficientd splajnu pouzit program pocita-
Cové algebry Maple.
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Piiklad 4.20 Nahradte funkci f(x) = cos x na intervalu (0; 3,2) pfirozenym interpo-
la¢nim splajnem. Uzlové body volte xo = 0, x; = 0,8, x, = 1,5, x3 = 2,6 a x4 = 3,2.
Reseni. Protoze uzlovych bodd je pét, bude interval (0; 3,2) rozdélen na &ty¥i podintervaly,
takze musime urcit koeficienty ¢tyf polynomi Sy(x), S2(x), S3(x) a S4(x) stupné
nejvyse tfi. To vede na soustavu 14 rovnic o 16 nezndmych. ProtoZe splajn m4 byt ptirozeny,
pfibudou jest€ dvé podminky S7'(xo) = 0 a S;(x4) = 0. Tim bude feSeni uréeno
jednoznaéné. Pomoci programu Maple obdrzime pro S (x) nasledujici vzorec (koeficienty
byly zaokrouhleny na Ctyfi platna desetinnd mista):

1,0000 — 0,2433x — 0,2122x3 = S;(x) prox 0,8,
0,7732 + 0,6072x — 1,0631x2 4 0,2307x3 = S>(x) pro0,8 = x = 1,5,
0,9701 + 0,2134x — 0,8006x2 + 0,1724x3 = S3(x) pro 1,5 = x < 2,6,
9,3136 — 9,4137x + 2,9021x2 — 0,3023x3 = Sa(x) pro2,6 = x.

S(x) =

Na obr. 4.8 je zobrazena funkce f(x) a splajn S(x). Je vidét, Ze jejich grafy téméF
splyvaji. Na obr. 4.9 je zobrazena funkce f(x) a kubické polynomy S (x), S>(x), S3(x)
a S4(x), z nichZ je splajn S(x) ,.slepen®. Je zfejmé, Ze polynom S; (x) je dobrou ndhradou
funkce f(x) pouze naintervalu (x;_q,x;),i = 1,2,3,4. A
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y=fx)

\
Yy =S(x)

Obr. 4.8: Nahrazeni funkce f(x) = cos x pfirozenym kubickym splajnem —
grafy f(x)a S(x)
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Y y = Sa2(x)
y = S3(x)

y=fx)

y = S1(x)

y = Sa(x)

Obr. 4.9: Nahrazen{ funkce f(x) = cos x pfirozenym kubickym splajnem —
grafy f(x), S1(x), S2(x), S3(x) a S4(x)
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Priklad 4.21 Hodnoty nezndmé funkce ve Ctyfech uzlovych bodech jsou dany tabulkou

x; | —2]0]1]13/4
yvi| 1 [3]2] 1

Najdéte periodicky kubicky splajn pro tato data a zndzornéte do jednoho obrazku jeho
graf a grafy jeho prvnich tff derivaci.

Reseni. ProtoZe uzlové body jsou &tyfi, bude interval (—2, 13 /4) rozdélen na tfi podinter-
valy, takZze musime urcit koeficienty tif polynoma Sq(x), S»(x) a S3(x) stupné nejvyse
tfi. To vede na soustavu 10 rovnic o 12 nezndmych. ProtoZe splajn mé byt periodicky,
pfibudou jesté dvé podminky S| (xo) = S5(x3) a S{(x9) = S5 (x3). Tim bude feSeni
ur¢eno jednozna¢né. Pomoci programu Maple obdrzime pro S(x) nasledujici vzorec

s Y7

(koeficienty jsou raciondlni ¢isla a jsou presné):

13, 9,2 43 .3 _ <
3—gZx—3x 5e X~ = S1(x) pro x =0,
_ 13 9 .2, 31 3 _
Sx)=93-—gx—zx"+ 3 x° = 8(x) pro0 =x =1,
92 10, _ 4 2, 16 3 _ <
T X — g X + g x” = 83(x) prol = x.
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Graf S(x) je tvofen tfemi oblouky kubickych kiivek. Pro prvni derivaci vyjde:

—B3 By Bx2=8/(x) prox =0,

63 7 42
() — 13 _ 18 31 .2 _
Sx)=1-g—5x+53x>=8(x) pro0=x=1,

—%—%ij%xz:Sé(x) prol = x.

ProtoZe derivaci kubického polynomu je kvadraticky polynom, je graf S’(x) tvofen tfemi

oblouky parabol. Pro druhou derivaci vyjde:

—l—f—gsz{/(x) prox =0,
S"(x) =1 -84+ 8x=5/(x) pro0=x=1,
—%-I—%x:Sg’(x) pro1l = x.

ProtoZe derivaci kvadratického polynomu je linedrni polynom, je graf S”(x) lomen4 ¢dra

tvorena tfemi useCkami.
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Pro tieti derivaci vyjde:

—% = S5{"(x) prox <0,

S"(x) =492 =8(x) pro0<x<I,

21
32 __ ¢m
==587(x) prol<ux.

Tteti derivace neexistuje v uzlovych x; = 0 a x, = 1. Protoze derivaci linearniho

polynomu je konstanta, je graf S”(x) tvofen tiemi na sebe nenavazujicimi vodorovnymi
useckami (v bodech 0 a 1 ma tieti derivace nespojitost prvniho druhu).
Grafy splajnu S(x) a jeho prvnich tif derivaci jsou znazornény na obr. 4.10. A
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S//(x)
S(x)
8" (x)

/ éS///(x)

13/4 X

\

—18/7

Obr. 4.10: Grafy splajnu S(x) a jeho derivaci S’(x), $”(x) a S"”(x)
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1
Priklad 4.22 Nahradte funkci f(x) = P na intervalu (—5,5) pfirozenym in-
X

terpolacnim splajnem. Uzlové body volte x; = —5, —4, ..., 4, 5. Porovnejte vysledek
s Lagrangeovym interpolacnim polynomem z piikladu 4.5.

Reseni. ProtoZe uzlovych bodi je jedendct, bude interval (—5, 5) rozd&len na deset po-
dintervali, takZe musime urcit koeficienty desiti polynoma S (x), S>(x), ..., S1o(x)
stupné nejvyse tii. To vede na soustavu 38 rovnic o 40 nezndmych. ProtoZe splajn m4 byt
pfirozeny, pfibudou jesté dvé podminky S7'(—5) = 0a S{;,(5) = 0. Tim bude feSeni
ureno jednozna¢né. Pomoci programu Maple obdrZzime pro S(x) ndsledujici vzorec

s w7

(koeficienty jsou raciondlni ¢isla a jsou pfesné):
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;g% + 24040503025x + 1238(1)4 2+ 83(}§;0x3 prox = —4,

4313 83? + 165638845x + 11650003034 ? 4 833 (l);ox3 pro —4 =x = -3,
;ggggg + _l,ﬁ??x + 87010808290 2+ 833330’63 pro —3=x = -2,
Sooc0s iﬁggﬁéx + 356020%~ T+ Tep00s®° Pro —2=x = -1,
1_800020 5 1 8000207 X3 pro0=x =1
206005 — 2005 T 50507 — Tepoe¥. POI =X =2,
%333? - ;(z)ggx + 87010808290x2 - %’& pro2 = x =3,

ig gg? - 165638845x + 11650003034x2 - %)ﬁ pro3 =x =4,
ig% - 24040503025x + 123354’62 - %ﬁ pro4 = x

Grafy funkce f(x) a splajnu S(x) jsou zndzornény na obr. 4.11. Na uvazovaném
intervalu téméft splyvaji. To je zdsadni rozdil oproti Lagrangeovu interpolaénimu polynomu
(viz obr. 4.3), ktery je mnohem hor$i ndhradou (v okolf krajnich bodi zcela nepouZzitelnou).
Diivodem je pftilis velky pocet uzlovych boda, coz v ptipadé splajnu nevadi. A
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R

Obr. 4.11: Nahrazeni funkce f(x) = # pfirozenym kubickym splajnem
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Kubické splajny jsou velmi dobrou aproximaci. Jejich prednosti je, Ze se mélo vIni
a davaji krivky, které danymi body prochazeji hladce. Jejich prvni a druhé derivace
jsou rovnéz dobrou aproximaci prvnich a druhych derivaci funkci, které jsou dostatecné
hladké (viz pozndmka 4.24). Splajny maji rozsahlé pouZiti v numerice, pocitacové grafice,
zpracovani signdld, statistice a dalSich oblastech.

Poznamka 4.23 Prirozené splajny maji jistou dileZitou extremdlni vlastnost. UvaZujme systém
dvojic [x;, yi],i = 0,...,n,kdea = x¢9 < --- < x,, = b je déleni intervalu {a, b). Mezi viemi
funkcemi f'(x), které maji spojitou druhou derivaci na {a, b) (obecnéji staci, aby f’(x) byla
absolutné spojitd a 1" (x) byla lebesgueovsky integrovatelna s kvadratem) a spliiuji interpola¢ni
podminky f(x;) = y;i,i = 0,...,n, nabyvd integral f: | £ (x)|? dx nejmensi hodnoty pro
pfirozeny kubicky splajn. ProtoZe druhd derivace f”'(x) souvisi s kfivosti grafu funkce f(x), je
v jistém smyslu prirozeny kubicky splajn mezi funkcemi spliiujicimi interpolacni podminky ta
funkce, kterda ma ,,nejméné zaktriveny graf*.

Podobné dplny resp. periodicky kubicky splajn minimalizuje zminény integrdl mezi tém
vySe popsanymi funkcemi, které navic spliiuji ptislusné okrajové podminky, tj. f/(a) =
a f'(b) =y, kde y; a y;, jsou dand &isla, resp. f'(a) = f'(b)a f"(a) = f”(b), pfiem
Yo = Yn. Viz [52, str. 100] nebo [59, str. 147].

y!
Yo
mzZ
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Poznamka 4.24 Predpokladejme, Ze funkce f(x) je definovand na intervalu {a,b) aa = xg <
< -+ < Xp = b je déleni tohoto intervalu, které oznalime A. Ozna¢me S 4 (x) kubicky splajn
ureny hodnotami [x;, f(x;)],i = 0,...,n (a n&akymi okrajovymi podminkami). PoloZme
si otazku, co se stane, kdyZ budeme pocet uzlovych bodt zvétsovat. Na rozdil od aproximace
Lagrangeovym interpola¢nim polynomem, kdy kvalita aproximace mimo uzlové body se obecné
vyrazné zhorSuje, se ukazuje, Ze kubické interpolacni splajny budou za velmi obecnych predpokladt
o funkci f(x) a déleni A na celém intervalu {(a, b) ¢im ddl lepsi ndhradou.

Pro dané déleni A zavedeme ndsledujici oznaceni: h(A) = min {x; — x;—1} (délka

i=1,...,

nejkratstho podintervalu), h(A) = “max {x; — x;—1} (délka nejdel3iho podintervalu). Cislo

i=1,...,
| Al = h(A) rovn&Z nazyvame norma déleni A. Propomér B(A) = h(A)/h(A) plati B(A) = 1,
pficemz B(A) = 1 pravé tehdy, kdy?Z je déleni ekvidistantni. Tedy 8(A) charakterizuje, jak moc
se déleni A 1is{ od ekvidistantniho déleni.

Uvazujme nekone&nou posloupnost déleni {A,},n = 1,2, ... intervalu (a, b) a odpovidajici
posloupnost kubickych interpolacnich splajnd {Sa, (x)},n = 1,2, ... Rekneme, Ze posloupnost
{Sa, (x)} konverguje stejnomérné na intervalu (a, b) k funkci f(x), jestlize k libovolnému ¢islu
e > 0 existuje index ng takovy, Ze pron = ng plati | f(x) — Sa,(x)| < & pro libovolné
X € (a,b). Tedy grafy splajnii S, (x) s dostate¢né velkym indexem n lezi v pasu o Sifce 2¢
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kolem grafu funkce f(x), pfi¢emz ¢islo & miiZzeme volit velmi malé.

V dal$im vykladu budeme potifebovat tplné splajny pro funkce, které nemusi mit derivaci.

Proto pfislu$né okrajové podminky nahradime diferencemi. Je-li A: a = xo9 < -+ < x, = b,

budeme misto podminek S’ (@) = f'(xo) a S’ (b) = f'(xn) uvaZovat podminky
f(x1) — f(xo) S (xn) = fxn—1)

Sal@) = Xy —xo Sa®) = B

(4.21)

Pfedpoklddejme nyni, Ze déleni A, budou &im dél jemnéjsi, tj. Ze bude platit || A,|| — O
pro n — 00. Z netrividlnich nerovnosti, které 1ze dokdzat pro velikost rozdilu | f(x) — Sa,, (x)|
v zévislosti na druhu kubického splajnu a zpisobu déleni intervalu (a, b), vyplyvaji ndsledujici
vysledky:

(1) Nechffunkce f(x) jespojitana(a,b), S, (x) jsou bud Gplné kubické splajny spliujici (4.21),
nebo periodické kubické splajny a existuje konstanta K takova, Zze 8(A,) < K,n =1,2,...
Pak posloupnost {S 4, (x)} konverguje stejnomérné na intervalu (a, b) k funkci f(x). Viz [
str. 102].

(2) Necht funkce f(x) ma spojitou derivaci na {a, b) (stati, aby f(x) byla absolutn& spojitd
a f’(x) podstatn& ohrani¢end) a S 4, (x) jsou bud tpIné kubické splajny spliiujici (4.21), nebo
periodické kubické splajny.

>
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Pak posloupnost {S 4, (x)} konverguje stejnomérné na intervalu (a, b) k funkei f(x). Viz [59,
str. 104].
(3) Necht funkce f'(x) md spojitou ctvrtou derivacina (a, b) a S 4, (x) jsou Gplné kubické splajny.
Pak posloupnosti {S 4, (x)}, {S /An (x)}a{S Zn (x)} konverguji stejnomérné na intervalu (a, b)
po fadé k funkcim f(x), f/(x)a f"(x).
Existuje-li navic konstanta K takovd, Ze 8(A,) < K,n = 1,2,..., pak rovnéZ posloupnost
{S4 (x)} konverguje stejnomé&rn€ na intervalu (a, b) k funkei f”(x). Viz [52, str. 109].
Pfedchozi vysledky ukazuji, Ze (Gplné resp. periodické) kubické interpolacni splajny jsou
velmi dobrymi aproximacemi. Navic v pfipadé dostatecné hladkych funkci dobte aproximuji i prvni
a druhé derivace a pokud se pouzitd délenf pfilis neli$i od ekvidistantnich, i tfeti derivace.
V knize [59] Ize nalézt fadu dalSich nerovnosti, které ukazuji, Ze i dalsi typy kubickych splajnti
maji dobré aproximacni vlastnosti.
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4.3 Aproximace metodou nejmensich ¢tvercu

Predpokldddme, Ze zndme funkci f(x) v n + 1 tabulkovych bodech, ale data y; ~ f(x;),

i =0,...,n, jsou zatizena chybami. Chceme najit aproximaci, kterd zachové podstatné
vlastnosti funkce a odstrani ,,Sumy“. V tomto pfipadé pouZijeme metodu nejmensich
Ctverct.

4.3.1 Obecny pripad

Hleddme aproximaci funkce f(x) ve tvaru linedrni kombinace

§0(x) = C0¢0(x) + -t Cm@m(x),

kde {gok (x)};ozo je dand posloupnost funkci. Obvykle m < n. NepoZadujeme, aby
hledand funkce spliiovala podminky ¢(x;) = y;,i = 0, ..., n, protoZze se domnivame,
7e hodnoty y; jsou zatiZzené chybami, a neni dlivod tyto chyby zachovat.
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Chceme najit koeficienty cg, ¢y, - . ., Cpy Vv linedrni kombinaci tak, aby vyraz
n
2
Y (i —e()” = (yo—0(x0)* + -+ (ya —@(xn)” (422)
i=0

nabyval minimalni hodnotu — viz. obr. 4.12. Z obrazku je zfejmé, pro¢ se metodé tika
metoda nejmensich ctvercii.
Zavedeme nésledujici vektory v R *1:

@0 = (@o(x0), o(x1). ... @0(xn)),
1 = (p1(x0), @1(x1), ... @1(xn)),

((Pm(xo) Pm(x1), ---a(pm(xn)),
s Vn)-

A

.
Il
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1y = (x)
/

(Xn=1,Yn-1)
o

(Xn Yn)
X2,
(x0.y0)/ (x1.31) (x2,32)
"
—
/
// . . . . . X
-t } } } }
0 IXO X1 X2 Xn—1 Xn

Obr. 4.12: Metoda nejmensich Ctverct
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Dile polozime ¢ = co@o + -+ + CmPm. Snadno se ovéii, Ze plati

n

If =212 =" (5 — e(x)".

i=0

kde symbol ||.|| znaci eukleidovskou normu. Tedy dloha minimalizovat vyraz (4.22) je
rovnocennd minimalizaci normy || f — @||. Vlastné jde o to, aby linedrni kombinace
CoQo + ++* + Cm@m co nejlépe aproximovala v eukleidovské metrice vektor f. .

Z véty 1.26 a vztahu (1.12) plyne, Z¢ ¢ musi byt pravothly primét vektoru f na
podprostor U generovany vektory @, . .., @, — viz obr. 4.13, kde U = [@o, ..., Om].
Tedy

A

f =copo+ -+ CmOm + o, (4.23)
kde ® € [Qo, ..., Pm|t = UL (U~ zna&i ortogonalni doplnék podprostoru U). Rov-
nici (4.23) postupné skaldrné nasobime vektory @, . . . , @,,. Pfipomeiime, Ze standardni

skalarni soucin vektorti u, v € R"*! zna¢fme symbolem (u, v). S vyuZitim vlastnosti
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Obr. 4.13: Pramét vektoru f na podprostor U = [@g, ..., Om]
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skalarniho souc¢inu dostaneme:
Co(@o,fﬁo) + o+ cm@o,@m) = (@0» )
(4.24)
CO(@m,aO) + o+ Cm(am9am) = (am, 1),

protoZe (¢;,w) = Oproi = 0, ..., m. Vznikla soustava linedrnich rovnic (4.24) se
nazyva normdlni soustava rovnic. Matice soustavy (je symetrickd) je Gramova matice

vektorl @, . . ., O, a znadi se G(Qo, ..., P,) — viz str. 83. Tedy
Go0) @op) - Go.ow)
G(@o Bm) = (®1,90) (@101 ... (©1.0m)
sy y¥Ym) —
(anaO) (am’al) (am’aM)

Uloha m4 vzdy feSeni, nemusi ale byt jediné, zdleZi na hodnosti matice soustavy
G(@o, ..., Pm). Jediné feSeni ma prave v piipadé, kdyZ matice soustavy je reguldrni, coz,
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jak je zndmo, plati pravé tehdy, kdyz vektory @, . .., @, jsou linedrné nezavislé. Vektor
@ viak musi vyjit vZdy stejny, protoze pravouhly primét vektoru f je uréen jednoznacné.
Je-li feseni vic (pak je jich nutn& nekone¢né mnoho), znamen4 to, Ze vektory @o, . . . , Om
tvori sice systém generatorti podprostoru U, ale ne bazi, protozZe jsou linearné zavislé.
Tedy kazdy vektor v U jde vyjadfit jako jejich linearni kombinace, ovS§em nekonecné
mnoha zptisoby.

Poznamka 4.25 Oznacme A matici velikosti (n + 1) x (m + 1), jejiZ sloupce jsou tvofeny
vektory @g, @1, ..., Om, a B sloupcovou matici délky n + 1, jejiz prvky jsou yo, y1 az
Vn. Z toho, jak je definované nisobeni dvou matic, je zfejmé, Ze normdlni soustavu
rovnic (4.24) 1ze elegantng zapsat ve tvaru ATAC = A'B, kde C znaci sloupec nezna-
mych cg, €1, ..., Cp. Je-li matice soustavy ATA = G(@o, . . ., ¥,n) reguldrni, existuje k ni
inverzni matice a fe$enf normalni soustavy rovnic lze zapsat ve tvaru C = (ATA)"1ATB.

Jak bylo feceno v tvodu oddilu, cilem je odstranit z hodnot y; ,.Sumy*“. K tomu
pouZijeme nalezenou funkci ¢(x). Pfedpokladédme, Ze f(x) ~ ¢(x) a ,,opravime*
hodnoty y;, o nichZ se domnivame, Ze jsou zatiZené chybami, na hodnoty ¢(x;). lvgﬂ(éme,
Ze jsme provedli vyrovndni metodou nejmensich ctvercii. Veli¢ina ||w| = || f — @||
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(norma odchylky vektoru f od nejlepsi aproximace z podprostoru U') charakterizuje
velikost opravy. Se vzristajicim po¢tem m funkci ¢; (x) pouZitych na aproximaci bude
||| klesat, ale na druhé strané budou méné potlaceny chyby a hodnoty budou méné
vyhlazeny. Nalezeni vhodnych funkei ¢; (x) a spradvného kompromisu mezi rozsahem n + 1
vyrovndvanych dat a ¢islem m je kliCové pro dosaZeni poZadovaného cile. V piipadé
polynomti je doporuceny postup popsédn v oddilu 4.3.3.

4.3.2 Vyrovnani polynomy

Nejcastéj$im piipadem je, Ze funkce ¢ (x) je polynom, tj.

@(x) =co + c1x + coax? + -+ cpx™.

Ozna¢me @i (x) = xK kdek = 0,1,2,... UvaZujme nyni determinant matice, je-
jiz ¥adky jsou tvofeny vektory oo = (1,1,...,1), 91 = (X0, X1+, Xpn)s ..es On =
= (x5, x],....x}).
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Z algebry je zndmo, Ze plati

1 1 1
Xo X1 ... Xp
= J] @i-xp.
7 n n i,j=.0,....,n,
.X'O xl P Xn 1>]

Predchozi determinant se nazyva Vandermondiv'. ProtoZe &isla x; jsou navzdjem riizn,
je tento determinant roven soucinu nenulovych cisel, takZe je nenulovy. To znamena, Ze

vektory @o, ..., @ jsou linedrn& nezdvislé, a tedy pro libovolné m = n jsou vektory
0, - - - » Om TOVNEZ nezdvislé. Tudiz Gramova matice je reguldrni.
Prom = n dostaneme v tomto piipadé, tj. pro ¢; (x) = x*,i = 0, ..., n, Lagrangetiv

interpola¢ni polynom. Vektory @, . .., @, které jsou nezavislé, budou totiZ generovat
cely prostor R"*! takze U = R"*!, U+ = {0}, a tedy w bude nulovy vektor. TudiZ

o 2 A . .
bude platit Y (y,- —ox) = If =2l = llolI*> = 0,4. yi = ¢(xi),i =0,....n.
i=0

'Alexandre-Théophile Vandermonde (1735-1796) (¢ti vandermond) — francouzsky matematik. Zmi-
nény determinant se v jeho pracich nikde nevyskytuje, zfejmé jde o historicky omyl v ndzvoslovi.
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Protoze st ¢ = n, musi se vzhledem k jednoznacnosti interpolacniho polynomu jednat

o Lagrangetv polynom.

Piiklad 4.26 V nésledujici tabulce jsou ddny hodnoty nezndmé funkce f(x):

Xi

-2

—1

0

2

Yi

3

—1

2

1

Aproximujte tuto funkci metodou nejmensich ¢tverct polynomem druhého stupné.

Reseni. Hleddme aproximaci funkce f(x) ve tvaru linearni kombinace

@(x) =co- 1+ c1x + cax?.

Chceme najit koeficienty cy, c1, 5 tak, aby vyraz

3

Y (i —0())* = (o= 0(x0)” + (y1 —0(x1) + (2= 9(x2))" + (y3 — 0 (x3))”

i=0
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nabyval minimdalni hodnoty. S pouZitim pfedchoziho oznaceni dostaneme tyto vektory

v R*:

0o =(1,1,1,1) ... hodnoty funkce ¢o(x) = 1 v uzlech (-2, —1,0, 2),
¢1 = (=2,-1,0,2) ... hodnoty funkce ¢;(x) = x v uzlech (—2,—1,0,2),
¢, = (4,1,0,4) ... hodnoty funkce ¢,(x) = x? v uzlech (-2,-1,0,2),
f =3,-1,2,1) ... zadané hodnoty funkce f(x) v uzlech (-2,—1,0,2).

Vyuzijeme poznatki z linedrni algebry, a hleddme pravouhly primét vektoru f na
podprostor U generovany vektory @o, @1, @. Tedy

A

f = co@o + c191 + 202 + o, (4.25)

kde w € [ao,al,/gﬂ\z]J' = UJ'.
Rovnici (4.25) postupné skaldrn& ndsobime vektory @g, @1 a @,. ProtoZe plati, Ze
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(¢i,w) =0,i =0,1,2, dostaneme:

co(@o. Po) + c1(@1. @o) + c2(92.P0) = (@o. f),
co(@o. 1) + c1(@1, 01) + c2(92,. 91) = (@1, f),
co(@o, ¥2) + c1(P1.92) + 2(@2,92) = (92, f).

Vypocteme potiebné skaldrni souciny:

@o. /) = ((1.1.1,1). 3. -1,2,1)) = 5,

@1 /) = ((=2.-1,0,2). 3.—1,2.1)) = -3,
@2, f) = ((4.1,0.4), 3.—1,2,1)) = 15,
(@0.90) = ((1,1,1,1),(1,1,1, 1)) = 4,

@0, %1) = ((1,1,1,1),(=2,-1,0,2)) = —1,
(@0.%2) = ((1.1,1,1),(4.1,0,4)) = 9,
@1.91) = ((-2.-1,0,2),(-2,-1,0,2)) = 9,
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@1.92) = ((-2,-1,0,2),(4,1,0,4)) = —1

(@2.92) = ((4.1,0.4). (4, 1,0,4)) = 33.
Po dosazeni ziskame soustavu rovnic

4C0 — (1 + 902 = 5
—Co + 9C1 — Cyr = -3,
9co — c1 + 33¢c, = 15.

ReSeni najdeme Gaussovou eliminacni metodou. Nejprve upravime roz$ifenou matici

soustavy na schodovity tvar:

4-1 9] 5 —1 9-1]-3\(
1 9-1|=3)~|[ 4-1 9| 5]~
9 —1 33| 15 9 —1 33| 15
~1 9-1] -3 —1 9 -1
~| 03 5| =7]@+401) ~| 035 5
080 24| —12/ (3) +9(1) 020 6
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~1 9 -1]-3
~| 035 5|—7
0 022 7)703)—4(Q2)

Nyni zpétnym dosazenim vypocteme koeficienty cg, c1, C2:

7

22¢cy =17 = Cr = —,

7
35C1+SZ:—7 = C1

27 7
9L 3
7770 "2 = C

Aproximacni polynom druhého stupné je tvaru

27 7
- — x2.

=28
=5 "0 T 22

Jeho grafem je parabola. Vysledek je zobrazen na obr. 4.14.
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4] —1+

Obr. 4.14: Kvadratické vyrovnani dat z ptikladu 4.26 metodou nejmensich Ctverct
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Provedeme vyrovndani dat, tj. nahradime hodnoty y; funkénimi hodnotami ¢(x;).
Dostaneme:

x; 2 | -1 0 2
o(x;) | 123/55 [ 57/55 | 26/55 | 69/55

Odchylka je ddna vektorem @ = f — @. V nasem piipadé dostaneme

3

5 _ > 392 2.
|oll” = Z(yi —<P(xi)) = 5 = |lo|| = 14 == 2,67.

i=0

Z jeji velikosti a zejména z obr. 4.14 je vidét, Ze ndhrada kvadratickym polynomem neni
pro dand data vhodnd a Ze by bylo lepsi pouZzit polynom vyssiho stupné (pak bychom vsak

uz dostali interpolacni polynom) nebo jiny typ funkce. A
Poznamka 4.27 Je zndmo, Ze pro i (x) = xkk=o0,1,....,m, je normalni soustava
rovnic pro m = 5 Spatné podminén4. Proto se nékdy misto baze g, @1, ..., @, pouziva

baze tvorend diskrétnimi ortogondlnimi polynomy, viz napft. [29, str.41], [43, str. 266]
nebo [52, str. 235], které umoZiuji vyhnout se problémutim se $patnou podminénosti.
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Poznamka 4.28 Metoda nejmensich ¢tverct je dobfe zdivodnéna i z pohledu statistiky.
Ukazuje se, Ze pokud jsou chyby hodnot y; nezavislé ndhodné veli¢iny majici normalni
rozdéleni s nulovou stfedni hodnotou a stejnou smérodatnou odchylkou o > 0, jsou
koeficienty ziskané metodou nejmensich ¢tvercti maximalné vérohodnymi odhady a jsou
to nejlepsi nestranné linedrni odhady. Podrobnéji viz [ 1, str. 188] nebo [38, str. 149].

4.3.3 Urceni stupné aproximacniho polynomu

Predpokladejme, Ze chceme vyrovnat metodou nejmensich ¢tverct data, o nichZ se do-
mnivame, Ze odpovidaji pfesné funkci f(x), kterd je polynomem (nebo ji 1ze z hlediska
praxe za polynom povaZovat). Pak je rozumné za aproximujici funkci pouZit opét polynom.
DileZitou otdzkou ovsem je, jaky zvolit stupeii tohoto polynomu. Z predchoziho vykladu
vyplyva, Ze kdyz zvolime stupei prili§ maly, nebudou zachovany podstatné vlastnosti
funkce f(x).Zvolime-li naopak stupefi pfili§ vysoky, zachovaji se i chyby vzniklé napf.
méfenim, misto aby se data vyhladila a tyto neZaddouci ,,Sumy* se odstranily.
Problematikou uréeni spravného stupné k se zabyva Cast statistiky nazyvand regresni
analyza. Oznacme Y (x) = co + ¢1x + c2x2 + - - - + ¢ x¥ polynom stupné nejvyse k,
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k =0,1,2,...,n,ziskany metodou nejmensich ¢tverct z danych dat. Pfedpoklddejme, Ze
odchylky (chyby) hodnot y; od ptesnych hodnot f(x;),i = 0, ..., n, jsou nekorelované
a maji vSechny normalni rozdéleni s nulovou stfedni hodnotou pt a nezndmou smérodatnou
odchylkou o > 0.

Uréeni spravného k je zaloZeno na tzv. rezidudlnim rozptylu s,% definovaném vztahem

1 n
Sg = p— ;()’i - Wk(xi))z-

(Jmenovatel zlomku pfed sumou je roven rozdilu poctu uzlovych bodi a poctu koeficientti
polynomu ¥ (x), tj. n + 1 — (k + 1) = n —k.) Pfedpoklddejme, Ze spravny stuperi je k.
Lze ukdzat, Ze pro k < kg je Es,% > 02, kdeito pro k = kg je Es,% = o2 (E znadf stfedni
hodnotu). Jde tedy o to urcit, kdy se hodnoty S,f prestivaji v podstaté ménit. V minulosti se
doporucovalo zvolit tu hodnotu k, po¢inaje kterou prestdva rezidudlni rozptyl s,% vyznamné
klesat, viz [42, str. 67] nebo [43, str. 265]. Takova formulace je vSak dost vagni.

Pozdéji se zjistilo, Ze misto s,% je tfeba vzit jiny vyraz, zaloZeny sice na rezidudlnim
rozptylu, ktery vSak ve spravném k nabyva s velkou pravdépodobnosti minima. PouZivaji
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se ndsledujici kritéria, viz [, str. 197], kde 1ze najit podrobnéjsi vyklad:

k+1
A = s2(1 + —), (Geweke a Meese, Andél a kol.)
k 4 /n + 1
,  2(k+1) . . T
AIC, = Insi + T , (Akaikeovo informacni kritérium)
n
k+1)1 1
SRy =1In s,% + b )—'1_1(111 +1) , (Schwarz, Rissanen)
n
2(k + 1)cInl 1
HQr =1n s,% -+ (i )cf ln(n sl . (Hannan a Quinn)
n

Pro konstantu ¢ v kritériu H Qj musi platit ¢ > 1. Nékdy se voli i nepfipustnd hodnota
¢ = 1, obvykle se ale pouzivd ¢ = 2 nebo ¢ = 3.

V praxi postupujeme tak, Ze stanovime ¢islo K < n, o némz jsme z néjakych dtvoda
(teoretické zdivodnéni, technickd omezeni apod.) piesvédceni, ze kg = K, kde kg je
spravny stupeti polynomu f(x). Pak pro nékteré z vyse uvedenych kritérii ur¢ime jeho
hodnoty pro k = 0, ..., K a najdeme, pro které k nabyva nejmensi hodnotu. Toto k pak
povaZujeme za spravny stupeil.
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Predchozi postup znamend feSit opakované normdlni soustavu rovnic pro urceni koefi-
cientli aproximacniho polynomu, coZ mizZe byt numericky problematické vzhledem ke
Spatné podminénosti této soustavy pro velkd k. Proto je k tomuto Géelu vhodné pouZit
diskrétni ortogondlni polynomy, viz pozndmka 4.27.

Priklad 4.29 Pfi méfeni funkénich hodnot polynomu zatiZeném chybami byly ziskany
ndsledujici hodnoty:

xi | —3,8 =33 -28 |-23 |-1.8 -1,3 —0,8 -0,3
v | 445,9 2349 | 1157 44,5 0,4982 | —6,848 |—6,183 | —3,919
X 0,2 0,7 1,2 1,7 2,2 2,7 3,2 3,7
yi | —2,067 | —1,03 2,235 | 6,97 | 25,36 64,97 43,4 278,5

Odhadnéte spravny stupen polynomu, je-li znamo, Ze nemuiZe byt vetsi nez 8.

Reseni. Pouzijeme predchozi oznaceni. Mame Sestndct méteni, tedy n = 15. Maximalni

pripustny stupeii polynomu je K = 8. Vypocitime rezidudlni rozptyly S]%, k=0,...,8.
Dale urc¢ime hodnoty vsech Ctyf vyse uvedenych kritérii. Vypocty byly provedeny na
pocitaci a vysledky zaokrouhlené na tfi cifry jsou uvedeny v nasledujici tabulce. V kritériu
H Qj bylo pouzito ¢ = 2.
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k Sl% Ak A[Ck SRk HQk
0 {17300 26000 9,88 | 9,93 10,0
1 {17600 35200 10,0 | 10,1 | 10,3
2| 2320 5800 8,12 | 8,27 | 8,52
31 2020 6050 8,11 | 830 | 8,63
4 8,42 29,5 2,76 | 3,00 | 3,41
5 9,08 36,3 2,96 | 3,25| 3,74
6 8,73 393 3,04 | 3,38 | 3,95
7 9,28 46,4 | 3,23 | 3,62 | 427
8 7,64 42,0 3,16 | 3,59 | 4,33

Z tabulky je vidét, Ze vSechna Ctyfi kritéria shodné urcila, Ze spravny stupenl polynomu je
étyfi (pro k = 4 dosahuji vSechna kritéria minima). Také rezidudlni rozptyl s,% prestava
pocinaje touto hodnotou vyznamné klesat.

Pro ziskéani dat ze zadani piikladu byl pouZit polynom

f(x) =2,13x* —1,57x3 — 4,2x% + 6,1x — 2,4,
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do néhoz byly dosazeny hodnoty x = —3,8;—3,3;...;3,7. K nim pak byly pficteny
ndhodné vygenerované chyby s normalnim rozdélenim o stfedni hodnoté = 0 a sméro-
datné odchylce 0 = 3. Dostali jsme tedy skute¢né spravnou hodnotu stupné polynomu,
prestoZe smérodatnd odchylka chyby je pomérné velka. A

Pojmy k zapamatovani

— aproximace funkci

— interpolacni aproximace

— interpola¢ni polynom

— Lagrangetiv a Newtontv tvar interpolacniho polynomu
— pomérné diference

— Newtontv interpolac¢ni polynom vpted a vzad

— diference vpred a vzad

— Hermitav interpolacni polynom
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— splajn

— kubické interpolaéni splajny

— pfirozeny, Gplny, periodicky a not a knot splajn
— aproximace metodou nejmensich Ctvercii

— pravouhly primét vektoru na podprostor

— vyrovnani polynomy

— rezidualni soucet

Kontrolni otazky

1. Vysvétlete pojem aproximace funkce. V jakém tvaru aproximujici funkci obvykle hleddme?

2. K ¢emu aproximujici funkce pouzivdme?

3. Chceme aproximovat funkci, kterd je ddna tabulkou. Mohou se v této tabulce vyskytnout napf.
body [x;, 3], [xi,2]?

4. Vysvétlete, kdy pouzijeme k aproximaci interpolacni aproximujici funkci a kdy aproximaci
metodou nejmensich ¢tverct.
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. Vysvétlete, co je interpolacni polynom. Zformulujte tvrzeni o jeho existenci a jednoznacnosti.

6. Jsou zadany hodnoty funkce v n + 1 rtiznych uzlovych bodech. Kolik riznych polynomi

11.
12.
13.

14.

15.

stupné nejvyse n lze t€mito body prolozit? Jaka je odpovéd, miiZe-1i mit polynom libovolny
stupeni?

. Jsou zadany hodnoty funkce v n + 1 ridznych uzlovych bodech. Polynom nejvyse kolikatého

stupné 1ze proloZit témito body?

. Jaké jsou nevyhody aproximace funkci polynomy?
. Jak musely byt rozloZeny body, jestliZe vite, Ze interpola¢ni polynom ma stupeii nula?
10.

Existuje pro libovolnou ¢&tvefici bodd [x;, y;], kde i = 1,2,3,4 a uzlové body x; jsou
vzdjemné rizné, interpolacni polynom tietiho stupné?

Uvedte vzorec Lagrangeova interpola¢niho polynomu pro n + 1 uzlovych bod.

Jaké vlastnosti maji specidlni polynomy L; (x), které se vyskytuji v Lagrangeové polynomu?
Uvedte vzorec Newtonova interpolacniho polynomu pro n + 1 uzlovych bodd. Jak 1ze urcit
koeficienty v tomto polynomu?

Napiste rekurentni vztah pro vypocéet pomérnych diferenci f[x;, Xj+1, Xi+2, Xi+3] tfetiho

fadu. Jak vypadd vzorec pro obecny n-ty fad?

Uvedte, kdy je vhodné&jsi ndhradou funkce Lagrangetiv polynom a kdy Newtondv polynom.

Tiraz
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16. Jaky je rozdil mezi Lagrangeovym a Newtonovym interpolaénim polynomem pro tutéZ mno-
Zinu bodt?

17. Napiste, jak vypada obecny tvar interpolacniho polynomu nejvyse tetiho stupné v Lagrangeoveé
a Newtonove tvaru.

18. Kdy 1ze misto obecného Newtonova polynomu pouzit Newtonlv polynom vpied resp. vzad?

19. Kdy se predevsim pouZivaji Newtonovy polynomy vpied resp. vzad?

20. Co jsou to diference vpred a vzad?

21. Napiste vzorce pro Newtoniv interpolacni polynom vpred a vzad.

22. Co je to Hermittv interpolac¢ni polynom?

23. Jaké zndme metody nalezeni Hermitova interpolacniho polynomu?

24. Co jsou to zobecnéné Lagrangeovy polynomy?

25. Uvedte vzorec Lagrangeova typu pro Hermittv interpolacni polynom.

26. Co jsou to zobecnéné pomérné diference?

27. Uvedte vzorec Newtonova typu pro Hermitlv interpolacni polynom.

28. Co jsou to splajny stupné n s defektem v?
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29.

30.

31.
32.
33.
34.
35.
36.
37.
38.

Rozhodnéte, zda je funkce S(x) kubicky splajn s defektem jedna s uzlovymi body —2, —1
al.
—4x3 —24x%2 —12x —4 prox = —1,

S(x) =
*) {2x3 —6x2 + 6x +2 jinak.

Rozhodnéte, zda je funkce S(x) kubicky splajn s defektem jedna s uzlovymi body 0, 1/2 a 1.

4x3 —9x + 12 prox < 1/2,

S(x) =
) {—4x3+16x2—15x+12 jinak.

Co je to kubicky interpolacni splajn?

Je kubicky interpolacni splajn urCen interpolacnimi podminkami jednoznacné?

Jaké okrajové podminky se pouzivaji na jednoznacné urceni kubického interpolacniho splajnu?
Na jakou tlohu vede problém nalezeni kubického interpolaéniho splajnu?

Uvedte priklady kubickych splajnt (podle okrajovych podminek).

Jaké vyhody méa aproximace funkce kubickym splajnem oproti interpolacnimu polynomu?
Uvedte princip metody nejmensich ¢tvercti.

Kdy je vhodné pouZit metodu nejmensich ctvercti?

Tiraz
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39.
40.
41.
42.
43.
44.

45.
46.

47.

48.

49.

Co je cilem aproximace metodou nejmensich ¢tvercti?

Jak je definovana chyba, které se dopoustime pri nahradé funkce metodou nejmensich ctvercti?
Vysvétlete geometricky vyznam metody nejmensich ctverct.

Napiste, v jakém tvaru hleddme aproximujici funkci u metody nejmensich Ctvercii.

Jaké typy funkci lze pouzit u metody nejmensich ctvercii?

Na jakou ulohu se prevede problém nalezeni koeficientli v aproximaci metodou nejmensich
ctvercti?

Co je to u metody nejmensich ctverc normalni soustava rovnic?

Plati, Ze ¢im vyssiho stupné bude polynom pfi aproximaci funkce metodou nejmensich ctverct,
tim mensi chyby se dopustime? Zdtivodnéte svou odpovéd.

Co dostaneme, kdyZ vyrovndme metodou nejmensich ¢tverct data obsahujici n + 1 bodu
polynomem stupné nejvyse n?

Co je grafem aproximujici funkce, provddime-li aproximaci polynomem stupné nula , jedna,
dva nebo tfi?

Provadime vyrovnani hodnot nezndmé funkce polynomem metodou nejmensich Ctvercii. Jak
postupujeme pfi urceni vhodného stupné aproximujiciho polynomu, vime-li, Ze nezndma
funkce byla rovnéz polynomem?

Tiraz
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Cviceni

1. Najdéte Lagrangetv interpolacni polynom pro data z ndsledujici tabulky:

a) x; | —1 01 2 b) xi | —1/2 0(1/2]12
vi| 2=3|1]=2 vi| 2 | =3 —2]4]3

c) xi | =3|-1]0]2 d) xi 11213415
yi|=1]—2[1]3 vi |513]2[3]2

e [x| =1] 1] 2] 3 f) [x; | =1/4] 0] 1/2]3/4
vi | =12 | =2 =9 —8 vi| =1 | =2 =1 1

g) xi | =7|-5]-3]|-1 h) Xi 10| 11| 12| 13
vi | =2 =3] 0] 1 vi | =12 | =7 =9 | —8

) [x[=1/5710]2/5] 1 D[ [=5]=4[=2]0] 1
Vi —1 1 -2 —4 Vi 2 0 214 -2

k) | x; 2| -1 1] 4 D [x;|—-1]0[1]2]3
vi | =53 | =12 | —2 | 13 vi| 513232
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m) [x;|—-2|—-1]0]1]2 n [x;|—-2|-1]0|1]2
Vi 4 3121413 Vi 21 -3|1|2]3
0) | x; 3 41516 p | xi|-=3/2|—-1]|-1/2 0 1
yvi|—-1]-2|1]|3 Vi —1 4 3 -3 -2
qQ |xi|—-6|—-4]-=2 1 ) | x;|—-1]0]1/2 2 3
Vi 1| —-2|-7|-6 Vi 2131 4 | —-1|-=2
s) | x; 11213 4 5 ) | x;i| —1/4 0 1/411/2|3/4
yvi|—-1]4]3]|-3]|-2 Vi -1 | =2(1-=-3/2| 0 |1/2

2. Najdéte Newtontv interpolacni polynom pro data z nésledujici tabulky:

a [x 012 1]3/2 b [x|—2]-1] 01
vi|1| 2 |[—-1] 2 vi| 1| 2|-1]2

o [xi[=3[-1]0]2 d [ ] 2] -1 0] 1
yvi | 2] 1[2]3 yi | =27 | =15/2 | —2 | =9/2

e [x]-3]-2]0 ) [x | -3]-—2]-1]1
yi | =3 |13 -1 yvi | 45 19| 71
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g) xi | —11]0 1 2 h) xi | =71 -5|-3]—-1]|1
yvi| 1]3|-1]-5 vi| 1] -2 0]—-5]3

i) xi | —2]—-11]0 2 i) X 2| -110 1 2
yvi| 1] 34| =2 vi | =29 03| —2]-21

k) xi | 7] —-6|—-4|-3 1)) xi | —11]0 1 213
vi| 1] 2| 0] -2 vi | 1| 1| -1]-2]0

m) X; 01112 3 4 n) x; | =3 | —1 1 213

vi | =1]2[3]=2]-1 vi| 1] 2[=1]-2]0

0) xi | 4| -3 |-1]1/|2 P) xi | =2 01|23
yvi | =1 |—2] 0]2]3 vi | 32024

qQ) xi | —41|-3]| -1 1 r) Xi 4 31105
vi | 1] 2| 4] -2 vi | 1] —2[1]2]2

s [x[-1] o[1]2]3 o [x [=1/2] 0]1/2[1]3/2
yvil—-1]-2]02]3 Vi —1 21 0 3

Obsah Jdinastranu |« <4 » » <@ w Celdobrazovka/Okno  Zavrit



Titulni strana ~ Copyright ~ Predmluva Obsah Kap? Kap2 Kap3 Kap4 Kap5 Kap6 Kap7 Testy Literatura Rejstiik  TirdZ

Interpolace a aproximace funkct 419

3. Najdéte Newtonilv interpolacni polynom vpied a vzad pro data z nésledujici tabulky:

a) [x |1 2 |3 g b) [x [—20 =15 [—10
yi | 2,96 | 1,94 | 0,79 [—0,27 vi | 782 934 613

o [x | —22] -1.4] —06] 02 d [x[-8 [—1 6
yi |—11,2 |—28,7 [—32,9 | —26.4 yi | 2,19 =527 | 3,64

e [x]-3 ]O [3 [6 |09 f) [x [=5.2[=1,5]22]509
vi | 20 |54[79]62]53 vi | 13| 273451

4. V nésledujici tabulce jsou ddny hodnoty funkce f'. Pomoci Newtonova polynomu vpied 3. Fddu
ur&ete priblizné f(—1,9). Pomoci polynomu vzad 2. ¥idu urcete f(—0,1).

xi |—22 |-2,0 |-1,8 |—-1,6 |—-1,4 |—-1,2

yi |—0,86 |-0,95 |-0,47 | 0,18 | 0,70 | 0,96

x;i [-1,0 |-0,8 |-0,6 |—-04 |—0,2 0,0

Vi 09| 086 | 0,69| 0,53 | 043 | 0,38
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5. V nésledujici tabulce jsou dédny hodnoty funkce f. Pomoci Newtonova polynomu vpied 3. fadu
urete priblizné f(—3,7). Pomoci polynomu vzad 2. ¥idu urete f(—2,5).

x; |[—40 |-38 |-3,6 |-34 |-32 |-30 |-28 |—26 |—24 |-22

yi |-0,64 |—-0,76 | 0,71 |-0,57 |-0,94 | 0,02 | 0,93 | 0,77 |-0,12 |—0,86

6. V nésledujici tabulce jsou dédny hodnoty funkce f. Pomoci Newtonova polynomu vpied 3. fadu
urlete priblizné f(0,5). Pomoci polynomu vzad 3. fadu urcete f(2,2).

Xi 0,0 0,3 06 109 |12 |15

yi |—1,20 | -0,94 | -0,42 | 0,10 | 0,55 | 0,94

X; 1,8 2,1 24 127 |32

Vi 1,26 1,55 1,80 | 2,03 | 2,23

7. V nésledujici tabulce jsou dany hodnoty funkce f. Pomoci Newtonova polynomu vpied 4. fadu
urlete priblizné€ f(—1,7). Pomoci polynomu vzad 2. fadu urcete f(0,3).

xi [—20 |-1,8 |-1,6 |—-14 |-1,2 |-1,0 |-0,8

vi |—0,33 |-0,35 | -0,37 | —0,40 | —0,42 | —0,44 | —0,46

x;i |[—-0,6 |—-0,4 |-0,2 0,0 0,2 0,4 0,6

yi |—0,46 | —0,43 | -0,3 0,00 | 0,59 | 1,33 1,76
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8. V nisledujici tabulce jsou ddny hodnoty funkce f. Pomoci Newtonova polynomu vpied 4. fadu
urete priblizné f(—2,6). Pomoci polynomu vzad 2. ¥idu urcete f(—0,1).

x; [-3,0 |-2,7 |-2,4 |-2,1 |-1,8 |-1,5 [-1,2 |-0,9 |-0,6 [(—-0,3 |0,0

yi |—0,71 |-0,66 |-0,61 |—0,53 |—-0,44 -0,31 |—-0,14| 0,08 | 0,37 | 0,67 | 0,88

9. V nésledujici tabulce jsou dédny hodnoty funkce f. Pomoci Newtonova polynomu vpied 2. fadu
urlete pfiblizné f(—2,7). Pomoci polynomu vzad 4. fadu urcete f(—1,3).

xi |[—2,8 |—-2,6 |—24 |—-22 |-2,0 |—-1,8

Vi 5,56 1,91 | —2,80 | —4,40 | -2,75 | 0,01

xi |[-1,6 |-14 |-12 |—-1,0 |-0,8

Vi 2,02 | 268 | 2,34 | 1,57 | 0,82

10. V nésledujici tabulce jsou ddny hodnoty funkce f'. Pomoci Newtonova polynomu vpied 4. fadu
urlete priblizné f(—1,35). Pomoci polynomu vzad 4. ¥idu uréete f(—0,45).

xi |[-1,5 |-14 |-1,3 |-1,2 |-1,1 |-1,0

Vi 0,93 1,14 | 1,29 | 1,39 | 1,44 | 1,45

x;i |[-0,9 |-0,8 |-0,7 |-0,6 |—-0,5 |—-04

Vi 1,44 | 1,40 | 1,34 | 1,28 1,21 1,14
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11. V nésledujici tabulce jsou ddny hodnoty funkce f. Pomoci Newtonova polynomu vpied 4. fddu
urete priblizné f(—0,85). Pomoci polynomu vzad 3. fadu urcete f(0,05).

x;i [-1,0 |[-0,9 |-0,8 |—0,7 |—-0,6 |-0,5

y; |—0,60 | —-0,36 | -0,16 | 0,01 | 0,16 | 0,27

x;i |[-0,4 |-0,3 |-0,2 |-0,1 0,0 0,1

Vi 036 | 043 | 047 | 049 | 0,50 | 0,49

12. V nésledujici tabulce jsou ddny hodnoty funkce f'. Pomoci Newtonova polynomu vpied 3. fadu
urlete pfiblizné€ f(—4,3). Pomoci polynomu vzad 2. fadu uréete f(—1,2).

xi |[-50 |—46 |—-42 |-38 |-34 |-3,0

Vi 0,55 | —0,21 | —-0,89 | —1,39 | —1,63 | —1,59

x;i |—2,6 |—-22 |-18 |—-14 |—-1,0 |-0,6

yi [-1,31 |-0,84 | -0,30 | 0,21 | 0,59 | 0,79
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13. V nésledujici tabulce jsou ddny hodnoty funkce f'. Pomoci Newtonova polynomu vpied 3. fddu
urete priblizné f(—2,6). Pomoci polynomu vzad 4. ¥idu urcete f(—0,6).

14.

x; |=3,0 |=2,75|-25 |-225|-2,0 |-1,75 |-15
vi |—2,85 |—2,54 | -1,96 | —1,26 | —-0,63 |—0,18 | 0,04
x; [-1,25|-1,0 |-0,75|-0,5 |-0,25| 0,0

Vi 0,04 | -0,08 | 0,21 | -0,26 |—0,19 | 0,00

Metodou neurcitych koeficientd najdéte Hermitdv interpolacni polynom P spliiujici nasledujici
podminky:
a) P(-1)=1,P(1)=0,P'(1)=2,P3) =1,
b) P(-2) =0, P'(-2)=1,P(-1)=2,P(0)=-2,P(1)=0,P'(1) = —1,
c) P(-1)=2,P'(-1)=—1,P(1) =-3,P'(1) =0,
d) P(0)=1,P(0)=1,P"0)=1, P(l) =—1, PQ2) =2,

e) P(O)=1,P'(0)=—1,P(1)=0,P'(1)=1, P"(1) =2,

f) P(0) =3, P'(0)=2,P"(0)=1,P(1)=-2,P'(1)=0, P"(1) = 3.

Obsah
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15. Pomoci zobecnénych Lagrangeovych polynomt (vypiste je) najdéte Hermittv interpolacni

16.

polynom P spliiujici ndsledujici podminky:

a) P(0) =2, P'(0) = —1, P(1) = 3, P'(1) = -2,

b) P(—1) =1, P(1) =2, P'(1) = -2,

¢) P(0) = —1, P'(0) = 1, P"(0) = 2, P(2) = -3,

d) P(=1) =2, P(0) =3, P'(0) = —1, P(1) = -3,

e) P(—1) =2, P/(=1) =1, P(1) = =2, P'(1) = 2,

f) P(—1) =4, P'(—=1) = =2, P"(—1) = —4, P(0) = 2, P'(0) = 3.

Reste vsechna zadani rovnéZ pomoci vzorce (4.16).

Najdéte Newtontiv tvar Hermitova interpolaéniho polynomu P spliiujiciho ndsledujici pod-
minky:

a) P(-2) =-3,P'(-2) =1, P(1) =18, P(2) = 97,

b) P(—1) = -2, P'(—1) = 3, P(0) = =3, P'(0) = —4, P(3) = 426,

¢) P(0) =2, P'(0)=-3,P"(0) =38, P(1) =1, P(2) = 28, P'(2) = —63,

d) P(-3)=2,P(-1)=-2,P'(-1)=—4,P(2) =112, P'(2) = 197,

e) P(0)=4, P(1)=6,P'(1)=3,P"(1) =0, P(2) =4,

f) P(1) =3, P'(1)=2,P"(1) =2, P" (1) =—6,P(2)=6,P'(2) =1.
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17. Data z tabulky aproximujte polynomem 1. stupné metodou nejmensich ¢tvercti. Vypoctéte
eukleidovskou normu vektoru odchylek (odmocninu ze souctu kvadratd odchylek).

a)

c)

e)

g)

i)

Xi|—2]-1]1]2
vi| 2| 1]2]3
xi | —3]-2]0]1
vi| 1| 2]3]4
Xi| 2| -1]1]2
yvi| 3] 1]0]1
Xi|—2|-1]1]2
vi| 1| 0]1]2
xi |[=1]0]1] 2
vi| 1|2]1]=2

Obsah

Jdi na stranu
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d)

f)

h)

i)
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xi | 3| -2]-1]0]1
yi| 1] 2| 2]3]4
xi|—2|-110|1]2
Vi 1 213143
xi|—-1]0]1/|2
vi| 3[2]1]2
xi | =1]01]2
Vi 0]0|1]2
xi|—-2]-110 1 2
yvi| o] 2l1]-1]=2
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18. Data z tabulky aproximujte polynomem 2. stupné metodou nejmensich ¢tvercti. Vypoctéte
eukleidovskou normu vektoru odchylek (odmocninu ze souctu kvadratd odchylek).

a)

c)

e)

g)

i)

;| —2]-1] 0]2
yi| 1| —=2]—-1]7
X | —2]|-1]0]1]2
vi| =7 —=2]1]2]1
Xi|—2]-1]0]2
yi | =7 =211
Xi|—2]-1] 0] 2
yi | =9 —4|—1]—1
Xi|—2]-1]0]2
vi| 1| 0[1]9

Obsah

b)

d)

f)

h)

j)

X;|—2]-1]0]1] 2
yi|—=7] 0]3[2]-3
x| -3]—=2]-1] 0] 2
yvi| 13| 5| —-1]-5|-7
x| —2]-1] 0] 1]3
vi| 5| 1]|-1]-1]5
x| -1] 0] 2| 3 4] 5
vi |3/2 =1 =3 —=5/2|—-1]3/2
X |—1]0]2[3[4]5
vi| 4(2]1[2[4(7

Jdi na stranu
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ReSeni

1. a) —§x3 ol 2x2+ Ex—3,

9) g(l)x3 5 x> + 48 x+1
e) 2x3 —8x2 +3x+1
o —hr-He-Faog

) O3 -8Bx24 By 41,

k) 2x3 —8x2 +3x+1

m —axt— x4+ 2x2+2x+2,
0) —§x3+12x —ﬁx+76,

42
Q) ox +20x + sx_?’

11 4_2 3,280 2 85
$) 55X X°+ Srxt—35X% 2,

2. a) 1+x(2+(x——)( 8+4°(x—1)))
b) 1+ (x+2(1+ @+ D(-2+§x),

0 —2+(x+3)(3-Lix+1),

Obsah  Jdi na stranu

b)
d)

h)
i)
D

p)
r)

x4+ x3+64 2—%)(—3
—%x +%x3 187xz+35x—|-2
8x2 —2x — 2,

%xs 117 2+4091 — 2647,

2 4_3_1 326 .2 107
—45x 45x TX X+ 4,

x+ x+172 x+3,

§x4 2x3 17x2+ x+1

16 x4 + 164X3+4 2 21059x—3
26 4 89 .3 2
X —ExT - x A L2 x+3

—16x* +8x3+13x —gx—2
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d =27+ (x+2)(3 + (x + (-7 +x)),

e —3+(x+3)(2—1(x+2)x),

D 45+ (x+3)(-26+ (x + (7 - (x + 1)),

g) 1+(x+1)<2+x(—3+(x—1))),

h) 1+(x+7)(—%+(x+5)(%+(x+3)(—%+%(x+1)))),
D1+ +2)(2+ (c+ D(-3 - £)),

i —29+(x+2)(29+(x+ 1)(—13+x(3—(x—1)))),

k) 1+(x+7)<1+(x+6)(—§+ﬁ(x+4))),

D -1+ (x+ 1)(2—|—x<—2+ x—-D(E - —2)))),
m) —1 +x(3 + (x — 1)(—1 +(x=-2)(-%+ 3 —3)))),
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n)
0)
p)

)

r)

s)

t)

3. a)

1+(x+3)(%+(x+1)(—%+(x—1)(%+3—10(x—2)))),
—1+(x+4)(—1+(x+3)(%+(x—|—1)(—1—25—l—%(x—l)))),
—3+(x+2)(%—i—x(%—l—(x—l)(—%—i—%(x—m))),
—1+ @+ 43+ 6 +3(-3 -+ 1)),
—1 & (o= )(1—|—(x—3) g—l-(x—l)(%—ix))),

( 1—|—x +(x—1)( +ﬁ(x—2)))),
—1+(x+5)(—2+x(6+(x—%)(—4+g(x—l)))).

—14+(x+1)

NT@®) =296—-102: 83— 1) + 221t - Dt -2), t =x — 1,

N=(s) = 027—106 Oogs(s+1)+022s(s+1)(s+2) s=x—4,
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b) NFT(t) =782+ 1321 — 213t — 1), t = 20,

N=(s) =613 — L5 — T35(s + 1), s = 10,

o NT@t)=-112-12r 4+ B2 1) -2 ’t(t—l)(t—2),t_ e
N—(s)=—26,4+ﬁ sl + 1) = FPs(s + D(s +2), s = 5532,
d) Nt@)=219- L8 + 1837t — 1), t = X8,
N~ (S)—364-i-891 +1637s(s+1) S—T6
e) Nt@)=21+2 l,t ’!t(t—l)—ﬁt(l—l)(t—Z)-i-
Bt — 1)t —2)(t —3), t =%
N(s)—53—— s(s+1)+ s(s+1)(s+2)+
+ 856+ DE +2)(s +3), s = 2,
f) NT@) =13+% 56— 1D+ 36— DE-2), 1 = 232,

N™(s) =51+ 575 + 56 + D + 356 + D +2), s = 532,
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. f(=1,9) = —0,756, £(—0,1) = 0,399.
. f(=3,7) = 0,902, £(—2,5) = 0,306.

. £(0,5) = —0,605, £(2.2) = 1,63.

. f(=1,7) = —0,359, £(0,3) = 0,999.

. f(=2,6) = —0,645, £(—0,1) = 0,820.
. f(=2.7) = 3.87, f(—1,3) = 2,62.

10. f(—1,35) = 1,22, f(—0,45) = 1,17.
11. f(—0.85) = —0,256, f(0,05) = 0,498.
12. f(—4.3) = —0,733, f(—1,2) = 0,423.
13. f(=2.6) = —2.21, f(—0.6) = —0,253.

O© 0 3 O Wn K

14.2) —2x3+ 824 x4 b)
c) x3+%x2—%x—%, d)

e) —3x*+8x3—-5x2—x+1, f)

Obsah

Jdinastranu |« <4 » p|

5_8.4_,5.3,17 2 5
x> —3x"+3x°+ Fx°—3x—-2,

25 .4 53 .3 1.2
X —FxT+5x " +x+1,
—35x5 + 12 x* —62x3 + 1 x2 + 2x + 3,
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15.a) Lo,1(x) = x(x —1)%, Loo(x) = (x = 1)> + 2Lo1(x), L1,1(x) = (x — 1)x?,

Lio(x) =x2—2L11(x), P(x) = =5x3 + 7x% —x + 2,

b) Loo(x) =3(x—12 Lii(x) =5 (x—D(x+1),
Lipgx)=3(x+1D)—3Li1(x). P(x) =222+ Ix+ L1,

©) Loa(x)=—2x2(x—2), Lo,1(x) = =3 x(x —2) + Lo(x),
Loo(x) = =4 (x—2) + 3 Lo1(x) + 0Lo2(x). L10(x) = 3x°,
Bl = o o h gl

d) Loo(x) = —3x%(x —1), L11(x) = —x(x + D(x — 1),
Lio(x) = —(x + 1)(x — 1) + 0L 1 (x), L2o(x) = % (x + 1)x2,
P(x) = —%x3 = %xz —x + 3,

e) Loi(x) =1+ 1(x—132 Loo(x) =5 (x— 12+ Loi(x),

Lii(x)=3(x =D+ 1?2 Liox) =3(x+ )%= Li1(x),
P(x) = %x3+%x2—%x—%,

) Loa(x) =3 (x4 1)2x2, Lo1(x) = (x + D)x? + 4Lg2(x),
Lo,o(x) =x?42Lo1(x) —2Lox(x), L1,1(x) = x(x + 1)3,
Lio(x) = (x+ 1) =3L11(x), P(x) = 3x* + 11x3 4+ 13x2 + 3x + 2.
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16.

17.

18.

a)
b)

c)

d)

e)

f)

a)

f)

a)
e)
i)

P(x) = -3+ (x + 2)(1 +(x+2)(2+4(x — 1))),
P(x) = -2+ (x + 1)(3 + (x4 D)(—4+x(1+ 3x))),

P(x) = 2+x(—3 +x(4+x(—2+ (x — 1)(=3 + (x —2))))),
P(x) =2+ (x + 3)(—2+ (x+ D(=1+ (c+ DB +2 —2)))),

P(x) = 4—|—x(2+ (x — 1)(1 +(x—D(=1=2(x— 1)))),

P(x) =3+ (x — 1)(2 + (x — 1)(1 + (x — 1)(—1 + (x = 1)(1 +2(x —2))))).

24+ 5

b) Ht+oxr © BHgx b B+ix, e

R 5
T=Zz, ® l+am W Z4EEE D 1-x )

x242x -1, b) —2x2+4+x+3, ¢ —x*42x+1, d x*2-3x-5,
—x24+2x+1, ) x2—x-—1, g) —x242x—1, h) %x2—2x—1,

¢ e B 4= i) %xz—%x+2.
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Testy ke kapitole 4

Vyberte spravnou odpovéd (prave jedna je spravnd). Za chybnou odpovéd se neodecitaji
body. Test 1ze kdykoli tla¢itky na konci ukoncit a nechat si vypsat sprdvné odpovédi.

Test 1

(1b.) Jsou dény hodnoty funkce f(x) v tabulkovych bodech x;, i = O0,...,n.
Funkci f(x) chceme aproximovat funkci ¢(x). Co musi spliiovat tabulkové body x;?

Nékteré body mohou byt stejné, ale musi v nich byt rtizné funkcéni hodnoty.

Body musi byt navzdjem rizné, tj. x; # xj proi # j,i,j =0,...,n.
Body musi byt v tabulce sefazeny vzestupné nebo sestupné.

Body x; mohou byt libovolné, ale musi byt splnéno f(x;) # f(x;) pro vSechna
i,j=0,....n,0i #j.
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(1b.) KdyZ pomoci aproximujici funkce ¢(x) uréené hodnotami v uzlovych bo-
dech xg, x1, ..., x, vypocteme funkéni hodnotu v bod€ x, ktery leZi mimo interval
Int(xo, X, ), pak jsme provedli

iteraci. regresi. extrapolaci. interpolaci.

(1b.) V pfipadé, Ze néjakou funkci zadanou v n 4 1 rGznych tabulkovych bodech
aproximujeme interpolaénim polynomem P (x), pak jeho stuperi

jerovenn + 1. je roven n.
je nejvyse n. je nejméné n.

(1b.) Jsou dany dva riizné tabulkové body, ve kterych je predepsand stejnd funkcni
hodnota. Pak grafem pfislusného Lagrangeova interpolacniho polynomu

je parabola. je primka rovnobéZnd s osou x.

je pfimka se smérnici rtiznou od nuly. je pfimka rovnobéZnd s osou y.
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(1b.) Co je vyhodou aproximace kubickymi interpola¢nimi splajny?
Standardni postupy pro jejich nalezeni nevyZaduji, aby uzlové body byly uspofddany
vzestupné.

Jsou urceny nejednoznacné, takZe volbou okrajovych podminek si je mizeme
vhodné modelovat podle naSich potfeb.

Jednd se o polynomy nejnizsiho stupné, kterymi lze aproximovat pomérné presné
nezndmé funkce.

Malo se vini a jejich grafy jsou kiivky, které danymi body prochazeji hladce.

(1b.) Jsou déna data [x;, y;],i = 0, 1,, ..., n. Pfi aproximaci metodou nejmensich
¢tvercl hleddme takovou funkci ¢(x), pro kterou plati
e(xi) =yi, i =0,1,...,n. o(x;)) =y;, i =0,1,...,n.
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(1b.) Funkce f(x) je ddna tabulkou. Jestlize chceme pouzit Newtoniv interpolaéni
polynom vpred, pak
uzly musi byt uspofddané vzestupné a musi byt ekvidistantni.

uzly musi byt usporddané vzestupné a vzdalenosti mezi sousednimi uzly musi rast.
na usporadani uzli nezélezi, ale musi byt ekvidistantni.

na uzly neklademe Zadné poZadavky.

(1b.) Pti ndhrad€ funkce f(x) dané na intervalu pomoci interpola¢niho polynomu,
ktery pouZziva velky pocet uzlovych bodd,
byvaji chyby v blizkosti krajnich bodl intervalu nulové.

mohou byt chyby v blizkosti krajnich bodt intervalu hodné velké.
se velikost chyb smérem ke krajnim uzlovym bodiim zmensuje.

se velikost chyb s rostoucim poc¢tem uzld ustali kolem jisté hodnoty.
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(1b.) Dopliite spravné konec véty: Pomérné diference

jsou jakousi ndhradou derivaci pro funkce, které jsou definované pouze na diskrétni
mnoZziné.

zavisi na poradi uzld, v nichz se pocitaji.
prvniho fadu udévaji koeficienty v Newtonove interpolacnim polynomu.

nelze vypocitat v pfipadé ekvidistantnich uzld.

(1b.) Hermitdv interpolacni polynom ma Ctyfi uzly. PoCet podminek v nich zadanych
je postupné 1, 2, 3 a 4. Vyberte spravné tvrzeni:

Funk¢ni hodnota je predepsdna v jednom uzlu.
Hodnoty prvni derivace jsou pfedepsény ve tfech uzlech.
Hodnoty druhé derivace jsou ptedepsany ve tfech uzlech.

Hodnoty tfeti derivace jsou predepsiny ve dvou uzlech.
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Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:
Procento tspéSnosti:
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Test 2

(1b.) V n 4 1 uzlovych bodech x; jsou predepsany hodnoty y;. Co musi platit, aby
dvojice [x;, yi],i = 0,...,n, urCovaly pravé jeden interpolaéni polynom stupné
nejvySe n?

Uzlové body mus{ byt navzdjem rdzné, tj. x; # xj proi # j,i,j =0,...,n.
Uzlové body musi byt navzdjem rtizné, tj. x; # xj proi # j,i,j =0,...,n,

a vSechny hodnoty y; musi byt stejné.
V nejvyse dvou uzlovych bodech mohou byt pfedepsané stejné funkéni hodnoty.

Pro v§echnai, j = 0,...,n,i # j, musi byt splnéno y; # y;.
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(1b.) Chceme aproximovat nezndmou funkci polynomem, pficemZ mame pouze ta-
bulku diskrétnich hodnot. Ve kterém piipadé je vhodnéjsi pouZit metodu nejmensich
¢tvercli misto interpolac¢niho polynomu?

Kdyz data nejsou rozsahld a vime Kdyz jsou uzly ekvidistantni.
o nich, Ze jsou presna.

Kdyz jsou data ziskand mérenim. KdyZ mame madlo dat.

(1b.) Vyberte predpis Newtonova interpolacniho polynomu pro data z tabulky.

xi | 4142
Slx) [1,95] 2

N(x) =1,95+2(x —4,1). N(x) = 4,1 +4.2(x —1,95).

N(x) =195+ 0,5(x —4,1). N(x) = 1,95+ 5(x —4,1).
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(1b.) Které tvrzeni o kubickych interpolacnich splajnech neni pravdivé?

Milo se vIni a jejich grafy jsou kiivky, které danymi body prochdzeji hladce.
Jsou to po ¢éstech polynomidlni funkce, které maji spojitou druhou derivaci.

K jejich nalezeni se musi fesSit nelinedrni soustavy rovnic, jejichZ pocet odpovida
poctu uzli zmensenému o jednicku.

Velmi dobte aproximuji hladké funkce vcetné jejich derivaci.

(1b.) Dopliite: V pripadé aproximace funkce interpolaénim polynomem na intervalu
(a,b)

kvalita aproximace obvykle roste s poctem uzlovych bodda.
byva aproximace nejlepsi uprosted intervalu (a, b).

byva aproximace nejlepsi v blizkosti krajnich bodu intervalu (a, b).
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(1b.) Dopliite: Pro hodnoty y; predepsané v n + 1 riznych tabulkovych bodech Xx;
I1ze nalézt nekone¢né mnoho rtiznych interpolac¢nich polynomu nejvyse n-t€ho
stupné, jejichZ grafy prochdzi body [x;, y;].
existuje pravé jeden interpolacni polynom nejvyse n-tého stupné, jehoz graf pro-
chéazi body [x;, y;].
existuji alespon dva rizné interpolacni polynomy nejvyse n-tého stupné, jejichz
grafy prochdzi body [x;, y;].

existuje pravé jeden interpolacni polynom n-té€ho stupné, jehoZ graf prochdzi body
[xi, yil.

(1b.) Je ddna tabulka hodnot y; = f(x;),i = 0, ..., n. Dopliite: V pitipadé€ apro-
ximace funkce f(x) funkci @(x) = co@o(X) + ...Cm@Pm(x) ve smyslu metody
nejmensich ctverct

muzeme koeficienty cy, . . . ¢, zvolit libovolné.
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n
p . z 2 ..
musime koeficienty ¢y, ... c,, vybrat tak, aby vyraz Z(y,- — gp(x,-)) byl mini-
malni. i=1
n
musime koeficienty cy, . . . ¢, zvolit tak, aby vyraz Z ci2 byl minimalni.
i=1

miZzeme koeficienty ¢y, . . . ¢, zvolit libovolné tak, aby odmocnina ze souctu jejich
druhych mocnin byla rovna jedné.

(1b.) Je ddno n + 1 bodu [x;, y;], pfi¢emZ pro jednu dvojici bodi plati x; = x;, ale
Yi ;-
Pak témito body lze proloZit interpolaéni polynom nejvyse (n — 1)-niho stupné.

Pak témito body lze prolozit interpola¢ni polynom nejvyse (n + 1)-niho stupné.
Pak t€mito body Ize proloZit interpolacni polynom nejvyse n-tého stupné.
Pak t€mito body nelze prolozit interpolac¢ni polynom.
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(1b.) Je déna tabulka hodnot funkce f(x) v n + 1 riznych uzlovych bodech uspota-
danych podle velikosti. Pak kubickym interpola¢nim splajnem S (x) nazyvame funkci,
kterd je na kazdém intervalu (x;, x;+1),i = 0,...,n,

libovolnym polynomem 3. stupné.
libovolnym polynomem 3. stupné, pticemz S(x;) = f(x;) proi =0,...,n.

libovolnym polynomem 3. stupné a funkce S(x) ma ve vSech bodech x; prvni
a druhé derivace.

libovolnym polynomem 3. stupné, pti¢emz S(x;) = f(x;) proi = 0,...,n
a funkce S(x) ma ve vSech bodech x; prvni a druhé derivace.
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(1b.) Hermitdv interpolacni polynom maé Ctyfi uzly. Pocet podminek v nich zadanych
je postupné 1, 2, 3 a 3. Vyberte spravné tvrzeni:

Funké&ni hodnoty jsou predepsany ve dvou uzlech.
Hodnoty prvni derivace jsou pfedepsdny ve Ctyfech uzlech.
Hodnoty druhé derivace jsou ptedepsdny ve dvou uzlech.

Hodnoty tfeti derivace jsou predepsany ve dvou uzlech.

Spravné zodpovézené otdzky:
Ziskané body:
Procento tspéSnosti:
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Test 3

(1b.) Neznamad funkce je zadand tabulkou hodnot [x;, y;]. V ¢em spoéiva rozdil mezi
interpolacni aproximaci této funkce a jeji aproximaci metodou nejmensich ctvercti?

Mezi metodami neni Zadny rozdil, jde jen o rtizné postupy nalezeni téZe aproximu-
jici funkce.

Interpolacni aproximace je presnéjsi, protoze soucet ctvercii odchylek naméfenych
a aproximovanych hodnot je roven nule.

U interpolaéni aproximace graf aproximujici funkce prochazi body [x;, y;], kdeZto
u aproximace metodou nejmensich ¢tvercti témito body prochazet nemusi.
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(1b.) Co je nevyhodou Lagrangeova interpolacniho polynomu?

Pokud priddme dalsi tabulkovy bod, pfepocitany polynom pfestane v nékterych
tabulkovych bodech nabyvat pfedepsanou hodnotu.

Pokud priddme dal$i tabulkovy bod, musime provést vypocty vsech koeficient
znova.

Pfi jeho konstrukci nékdy musime délit nulou.

Jeho nespojitost v bodech, které nejsou tabulkové.

(1b.) Je nutné, aby byly tabulkové body pfi konstrukci Newtonova interpola¢niho
polynomu uspotddané podle velikosti?

Ne. Ano.
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(1b.) Pro specidlni Lagrangeovy polynomy

(x —x0) - (x = xi—1)(x = Xj+1) -+ (X — xp)
(xi = x0) + -+ (xi = Xi—1)(Xi — Xi41) =+ (Xi — Xp)

Li(x) =

plati:
stLi(x) =n+1laL;(x;) =1, Li(x;) =0proi # j.

stLi(x) =naL;j(x;) =0,Li(x;) =1proi # j.
stLi(x) =naL;(x;)=1,Li(x;) =0proi # j.
stLi(x) =n—1laL;(x;) =1,Li(x;) =0proi # j.

(1b.) Jsou dény tfi razné tabulkové body, v nichZ jsou predepsdny rtizné funkéni
hodnoty. ProloZzime-li jimi interpolacni polynom, pak jeho grafem bude

primka. primka nebo parabola.

pfimka rovnobéZna s osou x. parabola.
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(1b.) Funkci f(x) aproximujeme na intervalu (xg, x,) funkci ¢(x). Co nazyvame
chybou aproximace v bodé x € (xg, x,)?

Rozdil mezi danou funkci a jeji aproximujici funkci v poslednim tabulkovém
bodé€ xp,.

Rozdil mezi danou funkci a jeji aproximujici funkcei v bod¢€ x.

Absolutni hodnotu rozdilu mezi danou funkci a jeji aproximujici funkci v bod€ x.

(1b.) Funkce f(x) je déna tabulkou s rostoucimi ekvidistantnimi uzly. Newtoniv
interpolacni polynom vzad vyuZijeme pro vypocet aproximace funkénich hodnot
funkce f(x)v

netabulkovych bodech, které jsou blizko stiedu tabulky.
netabulkovych bodech, které jsou blizko zacatku tabulky.
netabulkovych bodech, které jsou blizko konci tabulky.
libovolnych netabulkovych bodech.
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(1b.) Je dano n + 1 rostoucich uzlovych bodt xg, X1, ... x,. Pak kubicky splajn
s defektem jedna je

libovolna funkce S(x), kterd je na kazdém intervalu (x;, x;+1),i =0,...,n—1,
polynomem nejvyse 3. stupné a S(x) ma ve vSech bodech x; prvni derivace.

libovolna funkce S(x), kterd je na kazdém intervalu (x;, x;+1),i =0,...,n—1,
polynomem nejvyse 3. stupné a S(x) md ve vSech bodech x; druhé derivace.

libovolnd funkce S(x), kterd je na kazdém intervalu (x;, x;41),i =0,...,n—1,
polynomem nejvyse 3. stupné a S(x) ma ve v§ech bodech x; tfeti derivace.

(1b.) Je ddna tabulka hodnot y; = f(x;),i = 0, ..., n. Je mozné, Ze pfi aproximaci
funkce f(x) polynomem ¢(x) = co+c1x+...cpx™ ve smyslu metody nejmensich
n

Ctverct vyjde Z(yi _ <p(x,-))2 =0?
i=0
Ano, napft. vZdy v ptipad¢, kdyz m = n.
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Ano, napt. vzdy v ptipadé, kdyz m < n.

Ano, tato moZnost nastane, kdyZ funkce f(x) bude mit ve dvou riznych uzlovych
bodech stejné funkéni hodnoty.

Ne, tato moZnost nemiiZe nikdy nastat.

(1b.) Rozhodnéte, které tvrzeni je pravdivé.

Hermittiv interpola¢ni polynom je specidlnim pfipadem Newtonova interpolacniho
polynomu.

Hermittiv interpolacni polynom je specidlnim piipadem Taylorova polynomu.

Hermittiv interpola¢ni polynom je zobecnénim Lagrangeova interpola¢niho poly-
nomu.

Hermitdv interpolacni polynom je specidlnim pripadem Lagrangeova interpolac-
niho polynomu.
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Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:
Procento tspéSnosti:
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Test 4

(1b.) Nezndma funkce je zadan4 tabulkou hodnot. Chceme urcit jeji hodnotu v néjakém
bodé. Kdy hovoiime o interpolaci?

KdyZ chceme urcit hodnotu funkce v néjakém tabulkovém bodé¢.

V pfipadé, kdy hleddme hodnotu funkce v bodé¢, ktery lezi mezi dvéma tabulkovymi
body.

V piipadé, kdy hleddme hodnotu funkce v bodé¢, ktery leZi vné intervalu ur¢eného
tabulkovymi body.

V pripad¢, Ze hledame hodnotu funkce v néjakém tabulkovém bodé s danou pies-
nosti.
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(1b.) Madme dva body [xg, f(xo)] a [x1, f(x1)], pfi¢emZ xo # x;. Vyberte piedpis
jimi uréeného Lagrangeova interpolaénfho polynomu.

L(x) = mf(xo) + f(X1)~

Lo = 2L fn) + ﬂf(x()).
Xo — X1 X1 — Xo

L) = 22 o) + 2 ).

L) = 2= flxo) - 2 £,

(1b.) Plati obecné, Ze ¢im je vySsi stupeii interpolacniho polynomu, tim mensi se
dopoustime chyby?
Ne. Ano.
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(1b.) Je kubicky interpolacni splajn jednoznacné urcen predepsdnim funkénich hodnot
v uzlovych bodech?

Ano. Pfiddnim dal$ich podminek bychom komplikovali konstrukci splajnu.

Ano. Pfiddnim dalSich podminek bude splajn pfeurcen (tj. budeme mit vice rovnic
neZ neznamych parametrti).

Ne. Je potieba pridat dalsi dvé okrajové podminky.

Ne. K jednoznacnému urceni je potfeba pfidat jednu okrajovou podminku.

(1b.) Ktera metoda neslouZi k nalezeni Hermitova interpolacniho polynomu?

Konstrukce Taylorova typu. Konstrukce Lagrangeova typu.

Konstrukce Newtonova typu. Metoda neurcitych koeficientd.
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(1b.) V piipadg, 7e funkci f(x) aproximujeme funkci ¢(x) = ax? 4+ bx + ¢ ve
smyslu nejmensich ¢tverct v uzlovych bodech x;, i = 0,...n, pak funkci ¢(x)
vybirame tak, aby

jeji graf prochdzel v§emi body [x;, f(x;)],i =0,...n.

se dala co nejsnadnéji integrovat a derivovat.

se nam co nejvic libila.

byl minimalizovéan soucet kvadratd odchylek f(x;) — ¢(x;) pres v8echny uzlové

body.

(1b.) Pomérné diference 1. fadu jsou definovany vztahem (x; jsou po dvou rtizné
uzlové body):
SIxip] = flxl

Xi+1 — Xi

Slxi, xiga] = flxiva] = fx].

Sxi, xip1] =

f(xi).

1

Sflxi] = Vfxil = flxi] = flxi-1l
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(1b.) Jsou-li predepsany hodnoty v n + 1 riznych tabulkovych bodech, pak

Lagrangetiv a Newtontiv interpolacni polynom pro tato data jsou dva rizné poly-
nomy.

stupeni Lagrangeova i Newtonova interpola¢niho polynomu pro tato data je n + 1.

Lagrangetiv a Newtonilv interpolacni polynom pro tato data vyjadtuji tentyZ poly-
nom, jenom jinak zapsany.

stupeni Lagrangeova a Newtonova interpolacniho polynomu pro tato data nemusi

byt stejny.

(1b.) Jsou dany tfi rizné tabulkové body, v nichZ jsou pfedepsdny stejné funkcni
hodnoty. ProloZime-li jimi interpola¢ni polynom, pak jeho grafem bude

parabola. primka se smérnici rovnou jedné.

pfimka rovnobé&znd s osou x. pfimka rovnobé&znd s osou y.
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(1b.) V piipadé, Ze funkci f(x) nahradime na intervalu (@, b) kubickym interpolacnim
splajnem a interpola¢nim polynomem s uzlovymi body a = xo < x; < --- < x,, =
= b, pak
splajn nemusi prochazet v§emi body [x;, f(x;)],i = 0, ..., n, a miZe tak 1épe
nahrazovat funkci f(x).

splajn i polynom funkci dobfe nahrazuji uprostied intervalu (a, b).
polynom je vzdy lepsi ndhradou nez splajn.

polynom je lepsi ndhradou v blizkosti koncovych bodi intervalu.

Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:
Procento tspésnosti:
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Kapitola 5

Numericka derivace a integrace

Cile

Po prostudovéni této kapitoly budete schopni vysvétlit:
e proc¢ je nutné pocitat urcité integraly numericky a jaka je myslenka jejich
ptiblizného vypoctu,
® co jsou to kvadraturni formule,
e podle ¢eho posuzujeme presnost kvadraturnich formuli,

e co jsou to uzaviené a oteviené Newtonovy-Cotesovy kvadraturni formule
a jak je dostaneme,
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e jaky je rozdil mezi jednoduchymi a sloZenymi kvadraturnimi formulemi,

® co jsou to Gaussovy kvadraturni formule a jaké maji prednosti,

e jaka je podstata Rombergovy kvadratury a kdy ji pouZivame,

e pro¢ je nutné provadét numerickou derivaci a jakd je mySlenka jejiho pfibliz-
ného vypoctu,

e jaké problémy se objevi pfi numerickém derivovani.

Otazky vypoctu derivace a jednoduchého urcitého integralu rovnéz patii k zdkladnim
ulohdm feSenym v numerické matematice. V obou ptipadech se pouZiva stejny postup.
Dana funkce se nahradi vhodnou aproximaci a ta se derivuje resp. integruje. Mezi témito
ulohami je vSak zdsadni rozdil.

Urcity integrdl totiZ ma jednu pfijemnou vlastnost. Zménime-li malo hodnoty funkce
f(x), zméni se mélo i urity integrdl. Podrobnéji, plati-li na intervalu (a, b) pro rie-
mannovsky integrovatelné funkce f(x) a g(x), ze | f(x) — g(x)| < &, kde ¢ > 0, pak
|2(f(x)—g(x) dx| = [P 1 f(x)—g(x)|dx = [P edx = e(b—a). Je-li tedy £ malé,
je rozdil mezi integraly [ ab f(x)dxa [ ab g(x) dx rovnéz maly.
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V piipadé derivace je vSak situace podstatné odlisnd. Plati-li na intervalu {a, b) pro
diferencovatelné funkce f(x) a g(x), ze | f(x) — g(x)| < &, kde € > 0, pak i kdyZ
je € malé, muze byt rozdil mezi derivacemi znacné veliky. To neni prekvapivé, kdyz si
uvédomime, Ze derivace f’(x) je rovna smérnici ke grafu funkce f(x) v bodé [x, f(x)]
a podobné pro funkci g(x). Z blizkosti hodnot f(x) a g(x) rozhodné& neplyne, Ze teny
k jejich grafim v bodech [x, f(x)] a [x, g(x)] maji ptiblizné stejny smér.

Napt. pro funkce f(x) = ¢, ¢ € R (konstantni funkce) a g(x) = ¢ + esinax,
e > 0,a > 0plati | f(x) — g(x)|] = ¢|sinax| = e. Pro jejich derivace v8ak plati
| f'(x) — g'(x)] = |0 —eacosax| = |eacosax| = ea, pfi¢emZ posledni nerovnost
pfejde v rovnost, pokud je ax rovno celociselnému ndsobku 7. Proto i kdyZ je ¢ malé,
pro velké ¢islo a bude absolutni hodnota rozdilu derivaci v nékterych bodech velika.
Hodnoty funkce g(x) se totiz od konstanty ¢ 1i$i jen mdlo (nejvyse o +¢), ale pro velké a
velmi rychle osciluji (harmonicka funkce € sin ax ma velkou frekvenci). TudiZ derivace
g'(x) = eacosax se od derivace f'(x) = 0 v nékterych bodech podstatn& 1isi (aZ
0 Eea). V animaci na obr. 5.1 je zvoleno ¢ = 1, ¢ = 0,1 aa se méni od 1 do 30
s krokem 1. Pro a — oo roste maximum ¢a absolutni hodnoty rozdilu mezi hodnotami
derivaci do nekonecna.
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a=1,¢c=1,&e=0,1

et

0 T 1
s 2n im 4m
-1 x
_2 .
_3 -
flx)=c 4 (x)=0 — =c+esi 4 (x) =eacos{ax)
3 perit glx) =c+ zsinfax) & &0 3

(=)e(+)

Obr. 5.1: Znazornéni funkei f(x), g(x), f'(x) a g’'(x)
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U integralt t€chto funkci je vysledek zcela jiny. Na libovolném intervalu (p, g) plati:

q q _
/ (f(x) — g(x)) dx = —8/ sinaxdx = Z[COS ax]] = s(cosaqa cos ap).
p p
Tedy
q q _ )
/ f(x)dx _/ g(x)dx| = ecosag — cosap) =< 20 proa — oo.
» » a a

TudiZ s rostoucim a je naopak absolutni hodnota rozdilu mezi hodnotami integralti ¢im
dal mensi a bliZi se k nule pro a — oo.

v ¥z

VEtsi Cast této kapitoly je vénovdna numerické integraci, numerickou derivaci se
budeme zabyvat pouze v poslednich dvou oddilech.
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5.1 Princip numerické integrace

Je-li f(x) funkce riemannovsky integrovatelnd na intervalu (a, b) a F(x) je primitivni
funkce k f(x), tj. F'(x) = f(x), plati dobfe zndméa Newtonova-Leibnizova formule
(viz [24, str. 100] nebo [25, str. 117])

b
/ f(x)dx = F(b) — F(a).

Jeji pouZiti v§ak nemusi byt vZdy dobfe mozné. Diivody jsou zejména ndsledujici:

(1) Primitivni funkce F'(x) neleZi ve tfidé elementarnich funkci (nebo néjakych jinych
vy$Sich transcendentnich funkci, u kterych umime urcit jejich funk¢éni hodnoty),
takZe neumime najit jeji vzorec, ktery by umozZioval vypocitat funkéni hodnoty
v bodech a a b.

(2) Primitivni funkci F(x) sice umime najit, ale vypocet je velmi sloZzity.

(3) Funkce f(x) neni zadand vzorcem, zndme pouze tabulku funk&nich hodnot na
konec¢né mnozin€ bodi (napf. jsou to vysledky néjakého méfeni nebo algoritmu).
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Jak jiz bylo fe€eno v dvodu kapitoly, je-li f(x) &~ g(x)na(a, b), plati fab f(x)dx ~
~ fab g(x) dx. Myslenka ptiblizného vypoctu uréitého integralu je tedy zfejmd. Funkci f(x)
nahradime na intervalu (a, b) nepfili§ lisici se funkci g(x), kterou umime integrovat, a in-
tegral této ndhrazky prohldsime za pribliZnou hodnotu hledaného integrdlu. Samoziejmé
nds bude zajimat chyba, které se dopoustime.

Nahradni funkci miiZe byt napf. interpolacni polynom zadany funkénimi hodnotami
funkce f(x) ve vhodné zvolenych bodech. Takovy postup je pouzitelny i v pipadé, kdy
nemdame analytické vyjadfeni funkce f(x) a mdme k dispozici jen kone¢nou tabulku
jejich hodnot.

Obsah Jdinastranu |« < » » <@ = Celdobrazovka/Okno  Zaviit



Titulni strana ~ Copyright ~ Pfedmluva Obsah Kap? Kap2 Kap3 Kap4 Kap5 Kap6 Kap7 Testy Literatura Rejstiik  Tirdz

Numerickd derivace a integrace 467

5.2 Kvadraturni formule

Jedna z moZnych definic Riemannova' integralu je zaloZena na jistém typu limity inte-
gralnich souctl. Pfipomenime jejich definici.

Zvolime délenia = xog < X1 < -+ < Xp—1 < X, = b zékladniho intervalu
a v kazdém podintervalu zvolime reprezentant & € (x;_1, X;). Integralni soucet pak
definujeme vztahem

JSED) 1 —x0) + f(62)(x2 —x1) + -+ f(En)(Xn — Xp—1).

Jde vlastné o soucet funkénich hodnot v néjakych bodech, které jsou nasobené jistymi
Cisly (v tomto ptipadé délkami podintervall). Pfi zvétSovani poctu podintervalli a neome-
zeném zkracovdni jejich délek se bude integrdlni soucet neomezené pribliZovat k hodnoté

integralu fab f(x)dx.

!Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826—1866) (&ti riman) — vynikajici nmecky matematik.
Zabyval se teorii funkci, geometrii, matematickou a teoretickou fyzikou a diferencidlnimi rovnicemi. Je
povazovan za jednoho z nejvétsich matematik vSech dob. Jeho tzv. Riemannova hypotéza o rozloZeni
nulovych boda ¢-funkce (Eti dzéta-funkce) je dodnes nevyfeSena a patii k nejslavnéj$im matematickym

problémim.
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Pokusime se najit pfibliZnou hodnotu integrilu

b
10f) = / F) dx

v podobném tvaru. Zvolime n + 1 bodid x;,a = x¢g < X1 < -+ < Xp—1 < X, = b, kde
n = 0. Koncové body a a b mezi nimi mohou byt ale nemusi. Déle zvolime &isla A4;,
i =0,1,,...,n. Vyraz

O(f) = Ao f(x0) + A1 f(x1) + -+ + An f(xn) (5.1)

nazyvame kvadraturni formule. Body x;,1 = 0,1,, ..., n, nazyvame uzly a ¢isla A;,
i = 0,1,, ..., n, nazyvame koeficienty kvadraturni formule (5.1). Obecné bude platit
pouze I(f) =~ Q(f). Oznacme jejich rozdil R( f), tedy

I(f) = Q(f) + R(f). (5.2)

Hodnota R( ) piedstavuje chybu kvadraturni formule. Pocet uzli n nebude v praxi prili§
velky. Otdzkou pak je, jak pti daném n zvolit uzly a koeficienty, aby chyba R( f) byla co
nejmensi.
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Kvalitu kvadraturni formule mtZeme rovnéZ posuzovat podle toho, zda je presnd pro
néjaké jednoduché funkce. Jako testovaci funkce zvolime mocniny xk k=0,1,2,...
Jejich grafy jsou postupné pfimka rovnobéZnd s osou x, pfimka, parabola, atd.

Definice 5.1 Rekneme, 7e kvadraturni formule
n
o(f) = ZAif(xi)
i=0

ma stuperi presnosti N, jestlize plati

R(1)=R(x)=---=RxY) =0, RMTH #£0.

Kvadraturni formule (5.1) je zfejmé linedrni: jsou-li f(x) a g(x) funkce a , B kon-

stanty, plati Q(af + Bg) = aQ(f) + BO(g). Protoze integral je rovnéZ linearni
(integrdl ze souctu je soucet integralt a multiplikativni konstantu mizeme vytknout),

kvadraturni formule majici stupeii presnosti N je zcela ptesnd (pfi pocitani bez zaokrouh-
lovani) pro libovolny polynom stupné nejvyse N . Pro polynomy stupné N + 1 vSak uz
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presnd neni.
Nasledujici véta dava castecné odpoveéd na otdzku, jak velky stupeii presnosti lze
dosahnout pti daném poctu uzld.

Véta 5.2 Kvadraturni formule pouZivajici n + 1 bodu miiZe mit stupern presnosti nejvyse
2n + 1.

Diikaz. Pripusfme, Ze kvadraturni formule (5.1) ma stuperi pfesnosti 2n + 2. Ozna¢me
w(x) = (x — x0)? - (x — x,,)?. Pak w(x) je polynom stupné 2n + 2, takZe by mé&lo
pro chybu kvadraturni formule platit R(w) = 0. Pfitom w(x;) = 0,7 =0, ..., n, takZe
0(w) = 0. Tudiz

b
0=R(w)=I1(w) —0(w) = / w(x)dx,

cozZ je spor, protoZe funkce w(x) je na intervalu (@, b) kladnd s vyjimkou n + 1 uzlovych
bodu, takZze nemize mit nulovy integral. O

Otazkou je, zda kvadraturni formule uZivajici n 4+ 1 uzli mdZe mit stupen pfesnosti
2n + 1. Pozd¢ji uvidime, Ze to mozné je.

Obsah Jdinastranu |« < » » <@ = Celdobrazovka/Okno  Zaviit



Titulni strana ~ Copyright ~ Pfedmluva Obsah Kap? Kap2 Kap3 Kap4 Kap5 Kap6 Kap7 Testy Literatura Rejstiik  Tirdz

Numerickd derivace a integrace 471

Podivejme se nyni, co bude platit pro kvadraturni formuli, kterou ziskdme integraci
interpola¢niho polynomu. O funkci f(x) pfedpokldddme, Ze je dostate¢né hladka (ma
derivace aspon do fadu n + 1).

Véta 5.3 Kvadraturni formule ziskand integraci interpolacniho polynomu L(x) urce-
ného body [x;, f(x;)], i = 0,1,...,n, md stuperi pfesnosti nejméné n.

Diikaz. UvaZzujme Lagrangetv interpolacni polynom ve tvaru (4.3)

L(x) = Zf(xi)Li(x)-
i=0

Oznaéme w(x) = (x — xp) - -- (x — x5). Podle véty 4.4 plati

VAR(3)

f() = L0) + o)

Integraci pfedchoziho vztahu dostaneme

kde £ = £(x).

b n b 1 b
[ 1w =3 s [ Lwar+ o= [Cem e @
a i—0 a *Ja
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Ozna¢me .
A,-:/ L;(x)dx, i=0,1,...,n.
a

Pak
I(f)=0(f)+ R(f).
kde

© b
0 ) =Y Aifx) a R(f)= [ oo @ax
i=0 a

(n+ 1)!

ProtoZze (n + 1)-ni derivace polynomu stupné nejvyse n je identicky rovna nule, je
pro f(x) = x*,k = 0,1, ..., n, integrand ve vzorci pro chybu R( f) roven nule pro
libovolné x € (a, b), takze plati R(1) = R(x) = --- = R(x") = 0, tudiZ stupenn
presnosti kvadraturni formule Q( f) je nejméné n. O

o4

Snadno se ovéfi, Ze koeficienty A; v kvadraturni formuli (5.1), kterd ma stuperi pres-
nosti aspoii 7, jsou uréeny jednozna¢né€. Dosadime-li totiz do vztahu (5.2) za f(x) po-
stupn& mocniny x¥, k = 0, 1, ..., n, obdrZime pro tyto koeficienty &tvercovou soustavu

Obsah Jdinastranu |« < » » <@ = Celdobrazovka/Okno  Zaviit



Titulni strana ~ Copyright ~ Pfedmluva Obsah Kap? Kap2 Kap3 Kap4 Kap5 Kap6 Kap7 Testy Literatura Rejstiik  Tirdz

Numerickd derivace a integrace 473

linearnich rovnic

Ao+ A1 +---+ An:fabdx,
b
xoAo + x141 + -+ x, 4, = fa xdx, (5.3)

x8Ao + xJ A -+ XA, =

n
2 X dx.

Determinant matice soustavy je Vandermondtv determinant (viz odstavec 4.3.2), ktery
je, vzhledem k tomu, Ze uzly jsou vzdjemné rtizné, nenulovy. Soustava md tudiZ praveé
jedno feseni. Vzhledem k veét€ 5.3 je proto vidét, Ze koeficienty kvadraturni formule
uzivajici n 4 1 uzld, kterd ma stupen presnosti aspon n, 1ze ziskat integraci specidlnich
Lagrangeovych interpolaénich polynomé L;(x). Bude 4; = | ab Li(x)dx,i =0,...,n.
Zéroven tim ziskdvame jakési vyjadreni pro chybu kvadraturni formule.

Dosadime-li do vztahu (5.2) za f(x) mocniny x*, k > n, nemusi byt chyba R(x¥)
nulov4, takZe rovnice obdobné t€m v soustavé (5.3) nemusi platit. Pozdéji uvidime, Ze
vhodnou volbou uzli vsak 1ze dosdhnout, Ze budou platiti prok =n + 1,...,2n + 1
(vyssi mocniny podle véty 5.2 nemd smysl uvazovat). Viz oddil 5.4.
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Poznamka 5.4

a) Snadno lIze ukézat, Ze kdyZ jsou uzly kvadraturni formule (5.1) ziskané integraci
interpola¢niho polynomu rozloZeny soumérné vzhledem ke stiedu intervalu (a, b), tj
bodu a+b , jsou koeficienty odpovidajici soumérnym uzlim stejné, tedy 4; = A,—;,
i =0, 1, ..., n (viz [3, str. 97]). Takové formule nazveme symetrické.

b) Symetrické kvadraturnl’ formule z bodu a), které pouZzivaji lichy pocet uzlti n + 1
(tedy n je sudé a stied 412 ]e jednim z uzld), maji stupen presnosti asponi n + 1, tudiz
o jednicku vic nez Zarucuje v obecném piipadé véta 5.3 (viz [3, str. 98], [22, str. 230]).

V nésledujicich oddilech se budeme zabyvat nalezenim konkrétnich kvadraturnich
formuli. V§imneme si dvou typt:
a) Vyjdeme z ekvidistantniho déleni intervalu (@, b) na n podintervali. Uzly tedy
budou dany.
b) Uzly a koeficienty zvolime tak, aby pfi daném poctu uzlt byl dosazen maximalni
moZzny stupenl presnosti.

Mevs

Poznamka 5.5 Nékdy se studuje vypocet obecnéjsich typl integrald tvaru f w(x) f(x)dx, kde
w(x) > 0 je tzv. vahovd funkce. To je vhodné, pokud je tfeba urcit hodnoty vice integrald, jejichz
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integrandy maji spole¢nou &dst w(x) a méni se jen f(x). Kvadraturni formule (5.1) se nemén,
vahova funkce se ,,zahrne* do koeficientti. Rovnéz se uvazuji piipady nevlastnich integrald prvniho
druhu, kdy @ = —oonebo b = o0, nebo druhého druhu, kdy integrand w (x) f(x) je neohrani¢end
funkce. Viz napf. [22, 52]. My se omezime jen na vlastni integraly a pfipad w(x) = 1.

5.3 Newtonovy-Cotesovy kvadraturni formule

Interval (a, b) rozdélime na n podintervald stejné délky & > 0. Tedy h = b%a. PoloZime
Xo =a,x; = Xo+ h,xo = x1+2h,...,x, = xo+ nh = b. Dile pro stru¢nost
oznac¢ime y; = f(x;),i =0,1,...,n.
Rozlisime dva ptipady:
1) Krajni body xg = a a x, = b zahrneme mezi uzly. Pocet uzli tedy bude n + 1.
Vysledné formule se nazyvaji uzaviené.
2) Krajni body xo = a a x, = b nezahrneme mezi uzly. Pocet uzli tedy bude n — 1.
Vysledné formule se nazyvaji oteviené.

Kvadraturni formule ziskdme integraci interpolacniho polynomu ur¢eného hodno-
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tami funkce f(x) ve zvolenych uzlovych bodech. Nazyvaji se Newtonovy'-Cotesovy’
kvadraturni formule.

5.3.1 Uzaviené Newtonovy-Cotesovy kvadraturni formule

Za uzly zvolime n + 1 bodi xo < x; < -+- < x,,n = 1. Podle (4.3) ma Lagrangetv
interpolacni polynom tvar

n

X —X;j
L(x) = yoLo(x) + -+ yuLlu(x), kde L;(x)= | |ﬁ, i =0,...,n.
o Ni T X
i

Integraci na intervalu (a, b) dostaneme (viz dikaz véty 5.3)

b n b n
[ rerar=3"w [ Liwar + RO = 3 davi + ROP),
a i=0 a i=0

'Viz str.318
ZRoger Cotes (1682-1716) (&ti kouts) — anglicky astronom a matematik.
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kde ,
A,-:/ L;(x)dx, i=0,1,...,n.
a

Nyni zavedeme novou proménnou ¢ vztahem x = a + th. Po dosazeni do L;(x) vyjde

Li(x) = ]_[u: ]_[Z.:j: = ;(?).

Odtud po substituci dostaneme

b X=a-+th .
A; = / Li(x)dx = |dx = hdt = h/ @;(t)dt. (5.4)
a 0

a~0,b~n

Z predchoziho vztahu je vidét, Ze koeficienty A; nezavisi na funkci f(x) ani na mezich a
a b. Navic, vzhledem k tomu, Ze @; () jsou polynomy s raciondlnimi koeficienty a meze

posledniho integralu jsou celoéiselné, jsou A; raciondlni ¢isla. Déle podle poznamky 5.4 a)
plati A; = A,—;,i =0,1,...,n.
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Nyni si v§imneme chyby kvadraturnich formuli. O funkci f(x) pfedpokldadame, Ze je
dostatecné hladka (mé spojité derivace dostatecné vysokého fadu).
V diikazu véty 5.3 jsme dostali, Ze

b
R(f) = / () fOD () dx,

(n+ 1)!
kde w(x) = (x — xg) - -+ (x — x,). Lze ukdzat (viz [51, str. 157, 165], [52, str. 147]), Ze

R(f) =h?T'KfP (&),  kdea <& <b. (5.5)

Pritom konstanty K a p zdvisi jen na n, ne na funkci f(x) (p =n + 1 pron + 1 sudé,
p =n+2pron + 1liché; n 4 1 je pocet uzld).

Nyni uvedeme Newtonovy-Cotesovy uzaviené formule pron = 1, 2, 3, 4. Nejprve
ur¢ime pomoci vztahu (5.4) koeficienty A;. Vyuzijeme pfitom symetrie. Oznaéme o; =
= A;/ h. Postupné dostaneme:

Ty —1 1

1
n=1 a:a:/<p(t): —df = -,
0 1 | 0 - >
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n=2 aO:azz/(;Z(pO(t):/Owt

(=D-(=2)

s [Pt -2) 4
m—Awm—Al(Dd =2,

1
3 b

dt = -

=
Il
W
c
S
Il

1-(=1)-(=2)

B _[e-DE-2c-3) 3
o3 = /0 @olt) = /0 (=1) - (=2) - (=3) 8’

3 3,0, _
a1=a2=/0 ‘Pl(l):/o e -2 3)dt:

9
8 9

t—1D@—-2)t—-3)(t—4) 14

S
Il
N
Q
o
Il

4
“:A%“:L CD-(—2)-(3)- 4 Y55

Yt -2t =3)(t —4) 64

4
w=a=[lotr= [ T e =

Yt — 1D —3)(t —4) 4 —

a2=/04</>2(l)=/0 2-1-(=1)-(=2)
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Nyni uvedeme prislusné kvadraturni formule. Odvozeni vzorcii pro chyby lze nalézt
napf. v [22, 52]. Plati A; = a;h, kde b —a = nh. Po drobnych dpravach vyjde (ve vSech
vzorcich plati a < & < b, poCet uzli je n + 1):

I(f) = 5%(vo + y1) — 5 12 £ (§). (5.6)
(lichobéZnikové pravidlo,n = 1)

I(f) = 5% (o + 4y1 +32) — 55 1 F9(®), (5.7)
(Simpsonovo' pravidlo, n = 2)

I(f) = 552 (yo + 3y1 + 3y2 + y3) — 5 I FD(®), (5.8)
(Simpsonovo 3/8 pravidlo, n = 3)

I(f) = 52(Tyo + 32y1 + 1292 + 323 + Tya) — 5o 17 fOE).  (5.9)

(Boolovo* pravidlo, n = 4)

'"Thomas Simpson (1710-1761) — anglicky matematik.
2George Boole (1815-1864) (¢ti bul) — anglicky matematik. Vyznamné p¥ispél k rozvoji matematické
logiky.

Tirdz
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Vzorce pro chyby v pfedchozich ¢tyfech kvadraturnich formulich obsahuji hodnotu
derivace funkce f(x) fddun + 1 resp. n 4+ 2 v nezndmém bodé €. Je-li f(x) polynomem
stupné nejvyse n resp. n + 1, je (n + 1)-ni resp. (n + 2)-hé derivace funkce f(x)
identicky nulovd, na hodnoté £ nezéleZ{ a chyba je rovna nule. Je-li tudiZ pocet uzléi n + 1
sudé Cislo (vzorce (5.6) a (5.8)), je stupeni presnosti roven n, zatimco kdyZ je pocet uzli
n + 1 liché ¢islo (vzorce (5.7) a (5.9)), je stupeii presnosti roven n + 1. To je ve shodé
s vétou 5.3 a pozndmkou 5.4 b). Stejné vlastnosti, pokud jde o stupeni pfesnosti, maji
uzaviené Newtonovy-Cotesovy formule i pro n > 4.

Graficky vyznam vzorcd je zndzornén na obr. 5.2 a 5.3. Pron = 1 jde o ndhradu
piimkou. Nabyvé-li funkce f(x) pouze kladné hodnoty, udédva tato kvadraturni formule
obsah lichobéZniku. Odtud pochdzi jeji nazev lichobéZnikové pravidlo. U Simpsonova
pravidla jde o nahradu parabolou, u zbyvajicich dvou, Simpsonova 3/8 pravidla resp.
Boolova pravidla, pak jde o ndhradu polynomem stupné tii resp. Ctyfi.
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a = xp x1=5b a = xp X1 X =b

a) Lichobéznikové pravidlo b) Simpsonovo pravidlo

Obr. 5.2: Newtonovy-Cotesovy uzaviené formule — Cast 1
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a = xp X1 X2 x3=»b a = xp X1 X2 X3 x4 =0b

a) Simpsonovo 3/8 pravidlo b) Boolovo pravidlo

Obr. 5.3: Newtonovy-Cotesovy uzaviené formule — Cést 2
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5.3.2 Otevirené Newtonovy-Cotesovy kvadraturni formule

Budeme postupovat obdobné jako u uzavienych Newtonovych-Cotesovych formuli. Za
uzly zvolime n — 1 bodii x; < X, < --+ < X,—1, n = 2. Podle (4.3) ma Lagrangetv
interpolacni polynom tvar

L(x) = y1Li(x) + -+ yn—1Ln-1(x),

kde
n—1 o
Lxy=[[=—=. i=lL....n—1.  (pron=2jeLi(x) = ).
j=1 Xi — Xj
J#i

Integraci na intervalu (a, b) dostaneme (viz diikaz véty 5.3)

b n—1 b n—1
[ reax =Yy [ Liwyax+ R(H) = 3 duvi + RO,

i=1 i=1
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kde ,
A,-:/ L;(x)dx, i=1,2,....,.n—1.
a

Nyni zavedeme novou proménnou ¢ vztahem x = a + th. Po dosazeni do L;(x) vyjde

n—1 n—1 .
X —Xj t—j .
L) =[][—ZL=[][—=v0®. @ron=2jeyi(x)=1D.
i=1 Xi — Xj j=ll_‘]
J#i J#i

Odtud po substituci dostaneme

b X=a-+th .
Al‘ :/ L,-(x) dx = |dx = hdt = h/ w,‘(l) dr. (510)
a 0

a~>0,b~>n

Z predchoziho vztahu je vidét, Ze koeficienty A; nezavisi na funkci f(x) ani na mezich a
a b. Navic, vzhledem k tomu, Ze ¥; (¢) jsou polynomy s raciondlnimi koeficienty a meze

posledniho integralu jsou celoéiselné, jsou A; raciondlni ¢isla. Déle podle poznamky 5.4 a)
platl’A,- =A,;,i=12,....,n—1.
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Nyni si v§imneme chyby kvadraturnich formuli. V dikazu véty 5.3 jsme dostali
(zaménime n + 1 zan — 1 a ozna¢ime w(x) = (x — x1)--- (x — x,—1)), Ze

b
R() = o [ 0 fo D@ ax.
(l’l - 1)‘ a
Platii (5.5)(p =n —1pron — 1 sudé, p = n pron — 1 liché; n — 1 je pocet uzli).
Nyni uvedeme Newtonovy-Cotesovy oteviené formule pron = 2,3,4,5. O funk-
ci f(x) predpokladdme, Ze je dostate¢né hladka (ma spojité derivace dostate¢né vysokého
radu).
Nejprve uréime pomoci vztahu (5.10) koeficienty A;. VyuZijeme pfitom symetrie.
Ozna¢me o; = A;/ h. Postupné dostaneme:

n=2 a1:/21/f1(t)=/021dt:2,

n=3 a1=az—/w1(l)— —d
0
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fe=2(0-3) 8

n=4 o =az= /1//1(0 D () 3

(t—l)(t—3) 4
a2=/w(z) fo BT ]

I _[fe-Da-Ha-9 5
=5 w=a= [no= [ EEEE =5
e [ e-De-3H-4 5
wma= [0 = [
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Nyni uvedeme prislusné kvadraturni formule. Odvozeni vzorcii pro chyby lze nalézt
napf. v [22, 52]. Plati A; = a;h, kde b —a = nh. Po drobnych dpravach vyjde (ve vSech
vzorcich plati a < & < b, poCet uzlii je n — 1):

I(f)=b-ay+ 371" ¢, (5.11)
(obdélnikové pravidlo, n = 2)

I(f) = 520 + y2) + 5 R 7 (®), (5.12)
(oteviené lichobéZnikové pravidlo, n = 3)

I(f) =25%Qy1— y2 +2y3) + 2 1° fO®). (5.13)
(Milnovo' pravidlo, n = 4)

I(f) = bz_f(ll)’l + y2 + y3+ 1lys) + %hsfm(%') (5.14)
(n=5)

Vzorce pro chyby v pfedchozich ¢tyfech kvadraturnich formulich obsahuji hodnotu
derivace funkce f(x) fddun — 1 resp. n v nezndmém bodé &. Je-li f(x) polynomem

'William Edmund Milne (1890—1971) (&ti miln) — americky matematik.

Tirdz
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stupné nejvyse n — 2 resp. n — 1, je (n — 1)-ni resp. n-td derivace funkce f(x) identicky
nulovd, na hodnoté £ nezdleZi a chyba je rovna nule. Je-li tudiZ pocet uzld n — 1 sudé
Cislo (vzorce (5.12) a (5.14)), je stupeii piesnosti roven n — 2, zatimco kdyz je pocet uzld
n — 1 liché &islo (vzorce (5.11) a (5.13)), je stupeni presnosti roven n — 1. To je opét ve
shodé s vétou 5.3 a pozndmkou 5.4 b). Stejné vlastnosti, pokud jde o stupeni pfesnosti,
maji oteviené Newtonovy-Cotesovy formule i pron > 5.

Graficky vyznam vzorct je zndzornén na obr. 5.4 a 5.5. Pro n = 2 jde o ndhradu
pfimkou rovnobéznou s osou x. Nabyva-li funkce f(x) pouze kladné hodnoty, udava
tato kvadraturni formule obsah obdélniku. Odtud pochdzi jeji ndzev obdélnikové pravidlo.
Pro n = 3 jde o ndhradu pfimkou. Pokud nabyva Lagrangetiv polynom L (x), kterym
nahrazujeme funkci f(x), pouze kladné hodnoty, udéva tato kvadraturni formule obsah
lichobéZniku. Odtud pochazi jeji ndzev oteviené lichobéZnikové pravidlo. U Milnova
pravidla jde o ndhradu parabolou, u posledniho pravidla, které nema specidlni nazev, pak
jde o nahradu polynomem stupné tfi.
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a = xp X1 X =b a = xp X1 X3 x3=>b

a) Obdélnikové pravidlo b) Oteviené lichobéZnikové pravidlo

Obr. 5.4: Newtonovy-Cotesovy oteviené formule — ¢ést 1
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a = Xg X1 X2 X3 x4 =05b a=2Xx9g X1 X2 X3 X4 Xxs5=25b

a) Milnovo pravidlo b)

Obr. 5.5: Newtonovy-Cotesovy oteviené formule — Cast 2
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Nezaméniujte oteviené lichobéZnikové pravidlo (5.11) s lichobéZnikovym pravidlem
(5.6). Porovnejte rozdil na obrazcich 5.2 a) a 5.4 b). RovnéZz & ma ve vzorcich (5.6) a (5.12)
jiny vyznam. V prvnim je h = b — a, ve druhém pak & = (b — a)/3. Podobné rozdily
jsou mezi Simpsonovym pravidlem (5.7) a Milnovym pravidlem (5.13), u kterych je
funkce f(x) nahrazovéna parabolou.

V predchozim vykladu jsme uvedli, Ze pro li-
chy pocet n + 1 pouzitych uzlt je stupen piesnosti ;
Newtonovy-Cotesovy formule roven n + 1, tj. o jed- : 9= @)
ni¢ku vic, nez bychom ocekdvali. Vysvétlime si tuto ' :
skute¢nost na Simpsonové pravidle (5.7). Funkce f(x)
na obr. 5.6 predstavuje obecny kubicky polynom. Ten
nahradime interpola¢nim polynomem L (x), ktery na-
byva v bodech xg, X1 a x, stejné hodnoty jako f(x). : : |
Pfitom L (x) je kvadraticky, takZe jeho grafem je para- l
bola, kterd rozhodné nesplyvd s grafem f(x). Protoze  Xo X1 X2
stupeni pfesnosti Simpsonova pravidla je tfi, je chyba
nulova a plati

y = L(x)

Obr. 5.6
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/ “Lfe) = Lo)]dx = o.

Odtud dostaneme po rozdéleni intervalu (xg, x2) na (xg, x1) a (x1, x2) a jednoduché
uprave, Ze

f ) = L) dx = f LG f)]dx.

To znamen4, Ze plochy mezi grafy funkci f(x) a L(x) na intervalech (xq, x1) a {x1, X2)
jsou stejné. Tato skutecnost je pricinou zvysSené presnosti. Rozhodné neni spravna pied-
stava, kterou studenti nékdy maji, Ze grafy f(x) a L(x), tedy parabola a kubick4 k¥ivka,
na (Xxg, X2) splyvaji. Obdobné je tomu i u jinych Newtonovych-Cotesovych formuli vyu-
Zivajicich lichy pocet uzli. Rozmyslete si, jak vypadd analogie obr. 5.6 pro obdélnikové
pravidlo.
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5.3.3 Slozené Newtonovy-Cotesovy kvadraturni formule

Uvazujme kvadraturni formule, které jsou ziskané integraci interpola¢niho polynomu.
Predpoklddejme, Ze interval (a, b) je dlouhy. Zvolime-li maly pocet uzld, interpolaéni po-
lynom pravdépodobné nebude dobie aproximovat integrand f(x) a chyba miiZe byt velka.
Zvolime-li velky pocet uzld, mize interpolacni polynom mezi uzly oscilovat (srovnejte
piiklad 4.5), rovnéZ nebude dobie aproximovat f(x) a chyba bude opét velka.

Proto obvykle postupujeme v podobnych piipadech jinak. Vychozi interval (a, b)
rozd€lime na mensi podintervaly a na kazdém z nich pouZijeme zdkladni kvadraturni
formuli s nepfiliS velkym poctem uzlovych bodid. Vysledky secteme. ProtoZe podintervaly
jsou krétké, da se ocekdvat, Ze chyby na kazdém z nich nebudou velké a rovnéz celkova
chyba, kter je jejich souctem, nebude pfilis velka.

My se omezime na piipad, kdy podintervaly budou stejné¢ dlouhé. Na kazdém z nich
pouZzijeme analogickou zdkladni Newtonovu-Cotesovu kvadraturni formuli a dostaneme
tak odpovidajici sloZenou kvadraturni formuli.
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Poznamka 5.6 Né&kdy funkce f(x) na ¢astech intervalu (a, b) vyrazné osciluje a na
jinych se témér neméni. Pak je vhodné volit v mistech rychlych zmén krat$i podintervaly
a v mistech, kde je integrand témér konstantni, del$i intervaly. Na téchto tivahach jsou
zaloZeny tzv. adaptivni kvadraturni formule. Podrobnéji viz napr. [22, str. 264].

K vytvofeni slozené formule Ize v podstaté pouzit libovolnou zakladni formuli. Ob-
vykle se vsak pro tento ticel nevoli formule pouzivajici velky pocet uzli. Rovnéz oteviené
Newtonovy-Cotesovy formule nejsou pfili§ vhodné, protoZe nepouZivaji krajni body inter-
valu, coz je nevyhodné, kdyZ chceme napft. kvili zpfesnéni vysledku zdvojndsobit pocet
zékladnich intervalt. Uvedeme tfi nejcastéjsi slozené vzorce, které vychdzeji z obdélniko-
vého, lichob&Znikového nebo Simpsonova pravidla. O funkci f(x) budeme predpokladat,
7e je na intervalu (a, b) dostate¢né hladkd. Tento predpoklad je nutny k odvozeni tvaru
zbytku.
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SloZené obdélnikové pravidlo

ProtoZe obdélnikové pravidlo (5.11) déli zakladni interval na dvé ¢asti, rozd€lime cely
interval (a, b) na sudy pocet 2m dilkd, kde m = 1. Oznaime h = (b — a)/2m
ax; = a+ih, i = 0,...,2m. Nyni na kazdém intervalu (x5;, X2;42), 1 = 0 aZ
m — 1, pouzZijeme obdélnikové pravidlo. Dostaneme:

X242
f(x)dx =2hysity + 3B f"(5), Xai <& <X2iq2, i =0,....m—1.

X2i

Sectenim obdrZime slozené obdélnikové pravidlo

I(f)=2h(y1 + y3+ -+ Yam—1) + R(f). (5.15)

O zbytku lze snadno ukazat (viz [ 13, str. 70]), Ze ho Ize vyjadrit ve tvaru

b —
R(f) = Tahzf”(g), kdea < £ <b. (5.16)
Pravidlo je pro 2m = 6 znazornéno na obr. 5.7.
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a = Xxo X1 X2 X3 X4 X5 xe =b

Obr. 5.7: SloZené obdélnikové pravidlo
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Slozené lichobéznikové pravidlo

Interval (a, b) rozdélime na m dilki, kde m = 1. Oznaéime h = (b—a)/max; = a+

+ih,i =0, ..., m. Nyni na kazdém intervalu (x;, x;4+1),7 = 0, ..., m — 1, pouZijeme
lichobéZnikové pravidlo (5.6). Dostaneme:
i h 173

fx)dx =35 i +yit1) — 13 h fUGED, xi <& <Xig1,1=0,...,m—1

Xi

Sectenim obdrZime sloZené lichobéinikové pravidlo
I(f) = 2o+ 2y1 + -+ 2ym-1 + Ym) + R(S). (5.17)

O zbytku lze snadno ukdzat, Ze ho lze vyjadrit ve tvaru

b —
12

R(f) = —2—2Lp2f"g), kdea <& <b. (5.18)

Pravidlo je pro m = 6 zndzornéno na obr. 5.8.
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a = Xxo X1 X2 X3 X4 X5 xe =b

Obr. 5.8: SloZené lichobéZnikové pravidlo
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SloZené Simpsonovo pravidlo

ProtoZe Simpsonovo pravidlo (5.7) déli zakladni interval na dveé Casti, rozdélime cely
interval (a, b) na sudy pocet 2m dilkd, kde m = 1. Oznaime h = (b — a)/2m
ax; = a+ih, i = 0,...,2m. Nyni na kazdém intervalu (x5;, X2;42), 1 = 0 aZ
m — 1, pouzijeme Simpsonovo pravidlo. Dostaneme:

X2i+42

F)dx =2 (yai + 4y2is1 + y2it2) — 55 A (D)

X2i
Xo; <éi < X2i42, i=0,...,m—1.

Sectenim obdrZime sloZené Simpsonovo pravidlo

I(f) = %()’0+4)’1+2)’2+"'+2)’2m—2+4y2m—1 + yam) + R(f) =
=4 [yo + Yam + 41+ ya o+ Vamor) +

(5.19)
+2(y2 + yat+--+ yzm—z)] + R(f).
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O zbytku lze snadno ukdzat (viz [13, str. 72]), Ze ho Ize vyjadrit ve tvaru

R(f) = —bl%oa K F@E),  kdea < £ < b. (5.20)

Pravidlo je pro 2m = 6 zndzornéno na obr. 5.9.

a = xg X1 X2 X3 X4 X5 xe =b

Obr. 5.9: SloZené Simpsonovo pravidlo
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Vzorce pro chybu v uvedenych sloZzenych formulich umoziiuji odhadnout, jak zvolit
¢islo m, abychom doséhli potfebné presnosti, pokud umime odhadnout velikost derivaci
figurujicich v téchto vzorcich. Oznac¢me

M, = max |f"(x)], Ms= max |f@Px)|.
€{a,b) x€(a,b)
Ze vzorct (5.16), (5.18) a (5.20) dostaneme

bh—

|IR(f)| = Ta M,h? (obdélnikova formule),
b—a 5 , - )

|IR(f)| = BTR Myh (lichobéznikova formule),
b—a A )

[R(f)| = ™ Myh (Simpsonova formule).

Dosadime-li do téchto nerovnosti 4 = (b — a)/m (lichobéZnikova formule) resp. h =
= (b — a)/2m (obdélnikova a Simpsonova formule), je snadné urcit m tak, aby platilo
|[R(f)| < e, kde € > 0 je predem dané malé ¢islo. Odhad bude obvykle pesimisticky
a ¢islo m zbytecné velké. Je to disledek toho, Ze pti odhadu velikosti derivace v nezndmém
Cisle & jsme pocitali s nejhorsi (nejvétsi) moznou hodnotou.
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5.4 Gaussovy kvadraturni formule

Vratime se k obecné kvadraturni formuli
O(f) =Aof(x0) + A1 f(x1) + -+ An f(x0) (5.21)

pro vypocet integralu fab f(x)dx. V oddilu 5.3.1, vénovaném uzavienym Newtonovym-
-Cotesovym formulim, jsme vidéli, Ze kdyz zvolime ekvidistantni uzly x; a koeficienty A4;
najdeme integraci interpolacniho polynomu uréeného body [x;, f(x;)], dostaneme kvad-
raturni formule, jejichZ stupeti presnosti je n pro licha n an + 1 pro suda n. Otazkou je,
zda je mozné vybrat uzly a koeficienty néjak jinak, aby stupen pfesnosti byl vyssi. Podle
véty 5.2 vime, Ze to nemuzZe byt vice nez 2n 4 1. Neni vSak jasné, zda Ize této hodnoty
dosdhnout. Kvadraturni formule dosahujici tento maximdln{ stupen piesnosti se nazyvaji
Gaussovy.
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Pozadavek, aby formule (5.21) byla pfesn4 pro polynomy x* stupné k = 0, ..., 2n+1,
tj. aby chyba R(x*) = 0, vede na soustavu 21 + 2 rovnic tvaru

Ao+  Ai+-t  Ay=b-a,
XoAo + xX1Ay +---+ XpAn = %(bz —a?),
x3Ao+  xPA 4+ x2A, =3 (B —ad),
x§n+1A0 4+ x%n+1A1 et x,%"HAn — 2n1+2 (b2n+2 _a2n+2)’

coz je nelinedrni soustava o 2n + 2 neznamych X, ..., X, a Ay, ..., A,. Pravé strany
jsou hodnoty integralii | ab x*dx,k =0,...,2n + 1. Poget rovnic a neznamych je sice
stejny, ale nenf jasné, zda soustava ma viibec néjaka feseni, ani jak by se nasla. Navic by
musely uzly x; leZet v intervalu (a, b) a musely by byt riizné. Budeme proto postupovat
jinak.

Reseni uvedeného problému podstatné souvisi s teorif ortogonalnich polynomi. Pro-
toZe tento aparat nemame k dispozici, uvedeme strucny prehled nezbytnych pojmt a vlast-
nosti. Nejprve vSak zvdZzime, Ze se sta¢i omezit na integrdly na intervalu (—1, 1). Pfipad
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obecnych mezi a a b se totiz prevede na tento piipad linedrni substituci:

b x=a—|—b%“(t—|—1) 1
[ fx)dx = | dx = B4 qr =’%/ fla+ 52 @+ 1)]de.
a a~—1,b~1 =1

Legendrovy polynomy

Polynomy definované vztahy Py(x) = 1 a

n

P,(x) = (x* —1)", n=12,..., (5.22)

2%p! dxn

se nazyvaji Legendrovy' polynomy. Jak uvidime déle, je mozné je definovat i jinymi
zpisoby.

'Adrien-Marie Legendre (1752—1833) (&ti leZandr) — francouzsky matematik. Zabyval se teorii ¢isel
a eliptickymi funkcemi.
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Ze vzorce (5.22) snadno najdeme prvnich Sest Legendrovych polynomti:
Po(x) =1, Ps(x) = 3x° - 3x,
Pi(x) = x, Py(x) = %Sx“ — %xz + %, (5.23)
Py(x) =2x* -1, Ps(x):%xs—%f—l—%x
Legendrovy polynomy maji ndsledujici vlastnosti (viz napft. [22, str. 218], [52, str. 172])
nebo [53].
1) Stupeni P, (x) je n. Koeficient u nejvyssi mocniny je 2,(12(%2 .
2) Plati rekurentni vzorec
2n +1
P X =— X _— X n=12,...,
n+1() n+1 n() —I—lnl()
kde Py(x) = 1, P1(x) = x. Tento vztah se ¢asto pouziva jako definice Legendrovych
polynomti.

3) Z predchoziho vztahu je snadno vidét, Ze pro sudé n obsahuje P, (x) jen sudé mocniny x
a pro liché n jen liché mocniny x.
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4) P,(x) vyhovuje homogenni linedrni diferencidlni rovnici druhého fadu
(1—=x2)y"=2xy' +nmn+1)y =0.

5) VSechny kofeny P, (x) jsou redlné a jednoduché a lezi v otevieném intervalu (—1, 1).
Jsou soumérné vzhledem k pocatku a pro liché n je prostfedni kofen nula.

6) Jsou-li Xg < X; < --- < X,—1 kofeny P,(x) axo < x; < --+ < Xp—1 < X, kofeny
Poii(x),n = 1,plati xo < Xg < X1 < X1 < -+ < Xp—1 < Xp—1 < Xp. Tedy
kofeny P,(x) a Py,+1(x) se pravidelné stiidaji.

7) Pro m # n plati 1

/ P(x)P,(x)dx = 0.
— il

Rikdme, Ze Legendrovy polynomy tvoii ortogondlni systém.

8) Platf
1 ) 2
P2(x)dx = —
/_1 ) dx =5
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9) Je-li Q,(x),n =0,1,2,..., posloupnost polynomii takovd, Ze stupeni Q,(x) je n
aprom # n plati

1
» Om(x)Qn(x)dx =0,

splyvaji tyto polynomy az na konstantni ndsobky s Legendrovymi polynomy. Existuji
tedy nenulové konstanty o, takové, 7Ze P,(x) = o, Q,(x). Vynédsobime-li tedy Q,(x)
vhodnymi konstantami tak, aby koeficienty u nejvysSich mocnin byly 2,(12(2 he > bude platit

P,(x) = 0O, (x). Tuto vlastnost Ize tudiZ rovnéz pouZit jako definici Legendrovych

polynomti.

Nyni jiz miZeme dat odpovéd na otazku, jak zvolit uzly a koeficienty kvadraturni
formule (5.21), aby stupeni presnosti byl nejvy$si mozny (viz [22, str. 231]).

Véta 5.7 Necht kvadraturni formule (5.21) pro vypocet integrdlu f_ll f(x) dx ma stuperi
presnosti alespori n. Pak tato formule ma stupen presnosti 2n + 1 praveé tehdy, kdyZ jeji
uzly jsou koreny Legendrova polynomu P, 41 (x).
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Je tedy jasné, Ze za uzly hledané kvadraturni formule s maximalnim moZnym stupném
presnosti je tieba zvolit kofeny polynomu P, (x). Jak vime, tento polynom ma n + 1
rtznych redlnych kotent, které leZi v intervalu (—1, 1).

Zbyva jesté urcit koeficienty A;. Podle véty 5.3 kvadraturni formule, kterou dosta-
neme integraci interpolacniho polynomu, mé stupen aspoi 7. Podle véty 5.7 pak bude
formule s takto ziskanymi koeficienty mit maximalni moZzny stupeti piesnosti 2n + 1. Ze
vztahu (5.3) pak navic plyne, Ze koeficienty A; jsou urCeny jednozna¢né.

v e P 1 £ . s 1. ~ - v
Formule pro vypocet integralu f_l f(x) dx, které maji maximdlni mozny stupeti
presnosti, se nazyvaji Gaussovy-Legendrovy kvadraturni formule.
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Vsimneme si praktického nalezen{ uzli, koeficientd a chyb Gaussovych-Legendrovych
kvadraturnich formuli.

e Koreny Legendrovych polynoma P,(x) pron = 5 lze snadno najit, vypocet vede
na kvadratickou rovnici. Pro vét§i n je nutné uZit numerické metody. Oznacme
Xo < X1 < --- < Xp kofeny polynomu P, 4(x),n = 0.

e Koeficienty A; lze ziskat integraci Lagrangeova polynomu. Existuji v§ak lepsi moz-
nosti. Plati (viz [22, str. 235] a [43, str. 118 a 172]), ze

20—

L+ D[P ()P

e Pro chybu lze odvodit nésledujici vyjadfeni (viz [22, str. 236]):

R(f) _ 22n+3[(n + 1)!]4
(2n + 3)[(2n + 2)!]?
Poznamka 5.8 Ze vzorce (5.24) je vidét, Ze koeficienty A; jsou kladné. To je dulezité,

protoZe tato vlastnost zarucuje, Ze vypocet integralu pomoci takové kvadraturni formule
je dobfe podminéna tloha (viz str. 550 nebo [ 13, str. 76]).

i=01,....n. (5.24)

(), kdefe(=1,1). (525

Tirdz
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Urc¢ime kofeny a koeficienty Gaussovych-Legendrovych formuli pron = 0, ..., 4.
K tomu je tfeba urcit kofeny polynoma P;(x), ..., Ps(x) uvedenych v (5.23). Déle pak
pomoci vzorce (5.24) vypocitime koeficienty A;. Dostaneme:

n=20 X0 =0,

Ao =2,

n=1  x;=-xp=31+3=0,577350,
Ao =4 =1,

n=2 x1 =0, xz——xo—— 15 =0,774 597,
Ay =8, Ay=4,=3%,

n=3 X3 = —Xo = == \/ 525 + 70+/30 = 0,861 136,

Xg = —X1 = % 525 —-70+30 = 0,339981,
Ao = A3 = /30 = 0,347 855,
A = A; = /30 = 0,652 145,

L
36
i L
36

NI'—‘ D=
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n=4 X2 =0, x4=-—x0= % V245 + 14470 = 0,906 180,

X3 = —x1 = 55 /245 — 14+/70 = 0,538 469,
_ 128 _ _ 161 13 -
Ay =128 g =4, =181 _ 13./70 = 0236927,

A= Ay =180 4 13./70 = 0,478 629.

Nakonec napiSeme Gaussovy-Legendrovy kvadraturni formule pron = 0, 1, 2 v¢etné
chyby, kterou uréime ze vztahu (5.25). Ve vSech vzorcichje —1 < & < 1.

I(f) =2f(0)+ 1 1" (). (5.26)
I(f) = f(-3V3) + f(3V3) + = fP®). (5.27)
I(f) =3 F(=IV13) + E £(0) + 2 fF(AVI5) + 225 ). (5.28)

Obdobné by bylo moZné zapsat tyto formule pro vyssi n.

Geometricky vyznam Gaussovych-Legendrovych formuli pron = 0, ..., 4 je znazor-
nén naobr. 5.10, 5.11 a 5.12. Z obrazku 5.10 a) i ze vzorce (5.26) je ziejmé, Ze pron = 0
jde vlastné€ o obdélnikové pravidlo, srovnejte s obr. 5.4 a) a vzorcem (5.11).

Tirdz
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ayn =0 bn=1

Obr. 5.10: Gaussovy-Legendrovy kvadraturni formule — ¢ast 1
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ayn =2 b)n=23

Obr. 5.11: Gaussovy-Legendrovy kvadraturni formule — ¢ast 2
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Obr. 5.12: Gaussovy-Legendrovy kvadraturni formule — ¢ast 3
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Poznamka 5.9 V pozndamce 5.5 jsme se zminili o vypoctu integrald typu fab w(x) f(x)dx
s vahou w(x). I pro tyto integraly je mozné hledat Gaussovy formule, tj. kvadraturni
formule s maximalnim moZnym stupném presnosti. Obdobny je i vysledek, za uzly je
nutné volit kofeny jistych specidlnich polynomi. Zejména se uZzivaji tyto ptipady:

e w(x) =1/+/1—x2,a = —1,b = 1 — Gaussovy-Cebysevovy' formule,
e w(x) =e*,a=0,b= 00— Gaussovy-Laguerrovy* formule,

x2

e w(x) =e*,a = —00, b = 00— Gaussovy-Hermitovy’ formule.

Podrobnéji viz napt. [22, str. 231] nebo [52, str. 171].

'Pafnutij Lvovi¢ CebySev (1821-1894) — vyznamny rusky matematik. Zabyval se analyzou, teorif
¢isel a pravdépodobnosti.

2Edmond Nicolas Laguerre (1834—1886) (Cti lager) — francouzsky matematik. Zabyval se geometrif
a komplexn{ analyzou.

3Viz str. 338.

Obsah Jdinastranu |« < » » <@ = Celdobrazovka/Okno  Zaviit


http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Biographies/Chebyshev.html
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Biographies/Laguerre.html

Titulni strana ~ Copyright ~ Pfedmluva Obsah Kap? Kap2 Kap3 Kap4 Kap5 Kap6 Kap7 Testy Literatura Rejstiik  Tirdz

Numerickd derivace a integrace 517

5.5 Rombergova kvadratura

Metoda, kterou popiSeme, vychazi se sloZeného lichobéZnikového pravidla (5.17). ProtoZe
budeme pracovat s riznym poctem dilkd, ozna¢ime

On(f) =20+ 2y1 4+ 2Vm-1 + Ym),

kdeh = (b —a)/m.

Lze dokdzat (viz [52, str. 160], diikaz je pomérné obtizny), Ze pro funkci f(x), kterd
ma spojité derivace na intervalu (a, b) az do fadu 2k + 2, k = 1, je mozné kvadraturni
formuli Qy( f) vyjadFit ve tvaru

On(f) = co+ c1h® + -+ cxh® + ap . (W)W T2, (5.29)

kde co, . .., cx jsou konstanty (zavisejici na a, b a f(x)). Pfitom

b
= [ FO)dx = I(f).
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Funkce o +1(h) (zdvisejici naa, b a f(x)) je ohrani¢end konstantou My 1, tudiz plati
lak+1(h)| = My, priCemz tato konstanta je univerzdlni pro libovolné h, nezavisi
tedy na poctu dilka m. Vztah (5.29) se nazyva asymptotickym rozvojem formule Qp(f)
v proménné h.

Jsou zndmy explicitni vzorce pro ¢y, ..., Ck a 0g 41 (/). Jsou vSak dost komplikované,
a protoZe je nebudeme potiebovat, nebudeme je uvadét.
Oznacme

Pe(y) = co+ 1y + -+ cxy®,
Pak Py (y) je polynom stupné nejvyse k a plati Px(0) = ¢y = fab f(x) dx. Pokusime
se priblizné najit hodnotu Py (0).
Pro malé & je chybovy &len o1 (h)h**12 v (5.29) maly, takZe plati pfiblizny vztah
On(f) ~ Pe(h?).
Nyni zvolime posloupnost krokt hg = b —a, hy = (b —a)/2, ..., hx = (b —a) /2.
Tedy nésledujici krok mé ve srovnani s predchozim polovi¢ni délku. Vypocitime sloZené
lichobéZnikové pravidlo pro tyto hodnoty. Dostaneme:

On (f) ~ Pe(h?), i=0,...k.
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Predpokladejme, Ze sestrojime interpolacni polynom uréeny dvojicemi [y;, P(y;)], kde
y; = h?.Jeho tvar podle (4.3) bude

L(x) = P(yo)Lo(x) + P(y1)L1(x) + -+ + P(yi) L(x),

kde L;(x) jsou specidlni interpola¢ni polynomy. ProtoZe stupeti L (x) je nejvySe k, plyne
z jednoznacnosti interpola¢niho polynomu (véta 4.1), ze Px(x) = L(x), tj.

Pr(x) = P(yo)Lo(x) + P(y1)L1(x) + -+ + P(yi)Li(x).
Po dosazeni y; = hl2 pro x = 0 dostaneme
Pi(0) = P(hg)Lo(0) + P(h7)L1(0) + -+ + P(hg) Ly (0).

Presné hodnoty P (h?) viak nezndme. Nahradime je tudiZ ptibliZnymi hodnotami Qy, (f).
Pro vypocet ¢isla Pg (0) tak mame pfiblizny vzorec

Pr(0) ~ Qno(f)Lo(0) + On (/) L1(0) + -+ + Ony (f) L (0).
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Ozna¢ime-li d; = L;(0),i = 0, ..., k, dostdvame pro vypocet hledaného integralu
formuli

b
/ F()dx ~ doQno(f) + dy On (f) + -+ + di One (), (5.30)

ktery se nazyva Rombergova' kvadraturni formule.

Abychom formuli mohli pouZit, méli bychom najit interpolacni polynom (Lagrangeo-
vym nebo Newtonovym algoritmem) a dosadit do néj nulu. To je vSak zbytecné pracné.
Vzhledem k tomu, Ze potfebujeme najit funkéni hodnotu v jediném bodé¢, je vhodnéjsi
pouZit Nevilliv algoritmus pro iterovanou interpolaci (viz str. 317). ProtoZe ten jsme ne-
probirali, popiSeme nyni, jak na ném zaloZeny vypocet v pfipadé Rombergovy kvadratury
probiha.

Oznacime T;o = Oy, (f),i =0, ..., k. Tedy T;¢ je pfibliznd hodnota hledaného
integralu ziskan4 sloZzenym lichobéZnikovym pravidlem, kde zékladni interval (a, b) jsme
rozdélili na 2’ dilkd. (Pismeno T se pouZivé, protoZe lichob&Znik je anglicky trapezium.)

'"Werner Romberg (1909-2003) — némecky matematik. Zabyval se numerickou matematikou. Vzorec
navrhl v roce 1955.
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Diéle vypocitdme ndsledujici ¢isla:

4jTA’ i1 — Tisij—1
Tij: lj4j_lttj

. di=1,..k, j=1,....i. (5.31)

Pak plati, ze

Tik = doQno(f) +d1Qn, (f) + -+ + di Qi (1),
tedy

b
/ f(x)dx ~ Tik.

Hodnoty 7;; obvykle zapisujeme do trojihelnikového schématu

Tho
Tiwo T
Tyo To1 Tx

T30 T31 T32 T33
Tvo Tin Tio Tiz ... Tik
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Nejprve vypocitime slozenym lichobéZnikovym pravidlem hodnoty v levém sloupci.
Zbytek tabulky pak vypliiujeme po fadcich uzitim vzorce (5.31). Néasledujici schéma
ukazuje, které dvé hodnoty se pouZivaji pfi vypoctu 7;;.

Ti—l,j—l

N

Tij-w  — Ty

Nevilltiv algoritmus umozZiiuje snadno pridat dal$i hodnotu, Staci vypocitat sloZenym
lichobéZnikovym pravidlem &islo 7% 1,0 @ pomoci vzorce (5.31) dopocitat dalsi radek.
Jako zastavovaci kritérium lze pouzit naptiklad podminku |Txr — Tk—1 k—1| < € nebo
| Tk — Trek—1] < &, kde &€ > 0 je pfedepsand tolerance.

Rombergova formule se pouZivd, vyZadujeme-li vysokou presnost. Je vSak tfeba mit
na paméti, Ze je zaloZena na vzorci (5.29), jehoZ predpokladem je dostate¢nd hladkost
funkce f(x). Neni tedy vhodn4 pro funkce, které tento predpoklad nespliiuji. V takovém
pripadé neprinasi Zadné zlepsSeni oproti slozené lichobéZnikové metodé€.

Rombergova metoda patii mezi tzv. extrapolacni metody. Pomoci interpolacniho
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polynomu, ktery je ur¢en hodnotami v kladnych uzlovych bodech
hy <hp_, <---<hi<hg,

totiz po&itd hodnotu polynomu Py (y) v &isle nula, které je mimo interval (h%, h3). Dalsi
informace o této metodé lze nalézt napt. v [22, str. 266] nebo [52, str. 160].

Poznamka 5.10 Rombergova kvadratura vychdzi z tzv. Richardsonovy' extrapolace.
Jedna se o metodu, kterd je v numerické matematice Casto pouzivand. Slouzi k tomu,
aby pro veli¢inu, kterd ma asymptoticky rozvoj podobného typu, jako je (5.29), a jejiz
hodnoty na diskrétni mnozing kladnych ¢isel umime urcit, bylo mozné vytvorit formule,
které ddvaji hodnotu v nule s vy$§im fddem pfesnosti. Podrobnéji viz [22, str. 212] nebo
[52, str. 165].

'Lewis Fry Richardson (1881-1953) (&ti ri¢rdson) — anglicky matematik, fyzik a meteorolog.
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Priklad 5.11 Pomoci Rombergovy kvadraturni formule vypoctéte hodnotu integralu
f02 xe ¥ sin(2x2) dx. Volte k = 4,5, 6.

Resent. Integrand ma derivace vSech fadu, takZze za k lze volit libovolné velké ¢islo.
Vypocet byl proveden na pocitaci, mantisa byla nastavena na 8.

Too =0,0362415

T10 =0,3526326 T7; =0,4580963

T>0=0,1923873 T,; =0,1389723 T3, =0,1176973

T30 =0,1977703 T3; =0,1995647 T3, =0,2036042 733 =0,2049678

Tao =0,1984967 T4 =0,1987388 T4 =0,1986837 T43 =0,1986056 T44 =0,1985807

Integrél 1ze elementdrnimi metodami vypocitat, presnd hodnota je

11 —e*(2cos® 4 + cos4sin4 — 1)] = 0,198 720912 4.

Analogicky pro k = 5 vyjde 0,198 721 9 a pro k = 6 vyjde 0,198 720 9, takzZe v tomto
pripade uz jsou vsechny cifry platné.
Graf integrandu je zndzornén na obr. 5.13 A
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0,5+

Obr. 5.13: Graf funkce z ptikladu 5.11
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5.6 Numericka derivace

Nutnost numerického vypoctu derivace a nemoZznost pouZziti standardnich vzorct pro deri-

vace elementdrnich funkci a pravidel pro derivovdni md obdobné pficiny jako u integralu.
Diivody jsou zejména nasledujici:

(1) Ve vzorci mohou byt obsaZeny funkce, jejichZ derivace neumime vyjadtit pomoci
elementarnich funkci. Napiiklad to mohou byt Eulerovy funkce gama a beta, feSen{
ruznych diferencidlnich rovnic (tfeba Besselovy funkce) atd.

(2) Vzorec funkce f(x) sice mame, ale vypocet derivace standardnimi postupy by byl
velmi pracny.

(3) Vzorec funkce f(x) nemdme a jeji hodnoty zndme pouze na kone¢né mnoziné
bodi (napf. jsou to vysledky néjakého méteni nebo algoritmu).

Pfedpokladejme, Ze zndme hodnoty f(x¢), f(x1), ..., f(x,) v uzlovych bodech
X0, X1, ..., Xn, které jsou po dvou rizné. Podle vzorce (4.3) sestrojime Lagrangeiiv inter-

Tirdz
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polacni polynom
L(x) = yOLO(x) +eet ynLn(x)-

Ten pouZijeme k pFibliznému uréeni derivaci funkce f(x) na intervalu Int(xo, ..., X,)
(nésledujici avahy plati i mimo tento interval, ale tam interpola¢ni polynom obecné neni
dobrou aproximaci funkce f(x)). Hodnotu k-té derivace f®(x) nahradime hodno-
tou L®(x).

Bude nés bude zajimat chyba, které se pti této ndhradé dopustime. Jak jsme si na
zacatku této kapitoly ukdzali, z toho, Ze dvé funkce maji blizké hodnoty, neplyne, Ze jsou
blizké i hodnoty jejich derivaci. Navic vime, Ze f(x) ~ L(x) nemusi platit na celém
intervalu Int(xo, ..., X, ), pokud je poCet uzli n + 1 velky (viz ptiklad 4.5).

Podle véty 4.4 pro chybu aproximace interpolaénim polynomem plati vztah

f(n+1)(g;—)
f) = L) + 0(0) o
kde w(x) = (x — x0)(x — x1)---(x — xp,) a & € Int(xg,..., Xy, Xx) je néjaké ¢islo

zévisejici na x a funkce f(x) mé (n + 1)-ni derivaci. Chyba aproximace R(x) v bodé x
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je tudiZ ddna vzorcem

SO0 E)
R(x) = o(x) ———. 5.32
() = 00) T, (5.32)
Predpoklddejme nyni, Ze funkce f(x) md nanéjakém intervalu J obsahujicim vSechny
uzlové body x;,i = 0, ..., n, derivace az do fddu k (musi mit tedy derivace az do fadu
max(n + 1, k)). JelikoZ L (x) je polynom a plati rovnost R(x) = f(x) — L(x), m4 také
chyba R(x) na J derivace az do fadu k. Plati tedy, Ze

f(”“)(é)]

Lk . .
) k., xelJ (5.33)

fP) —L(’)(x)-l- [ (x)
Chyba R(x) ma4 tvar soucinu. Prvni ¢initel je mnohoclen w(x), ktery ma derivace libo-
volného fadu. Druhy &initel je viak aZ na konstantu 1/(n + 1)! vyraz f @+ (£), v némz
¢ je funkce zdvisejici na x, o niZ nemame Zadné informace. Neni tedy jasné, zda ma tento

¢initel derivaci, a pokud ano, jak by se méla vypocitat (vzorec pro derivaci sloZzené funkce
nelze pouZit). Nicméné je moZné dokazat nésledujici vysledek.
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Véta 5.12 Ma-li funkce f(x) md na intervalu J obsahujicim vSechny uzlové body Xx;,
i =0,...,n, derivaci ¥adu n + k + 1, pak pri oznaceni z (5.33) plati, Ze
d’ [f(”“’(é)] i

_ (n+1+j) (.. 3
dx/ | (n+ 1)! _(n—l—l—l-j)!f @), J=L..k xeld

kde n; € Int(xo, ..., X,, X) jsou Cisla zavisejici na x. Je-li tento interval nedegenero-
vany, je 1n; jeho vnitini bod (k degeneraci intervalu dojde pron = 0 a x = xo, pak
nj = Xo)

Diikaz tvrzeni je technicky pomérné naro¢ny, viz [3, str. 46 a 89], [43, str. 100], pro
k = 1 také [22, str. 206].

S pomoci pfedchoziho vysledku nyni miZeme spocitat derivace chyby R(x). Vysledky
vypiSeme pro prvni a druhou derivaci podrobné. Z (5.32) dostaneme:

RPN e (), SOt (6)
" RN f(n+1)(770) / f(n+2)(771) 2f(n+3)(772)
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kde &, &1, 10, 11, 12 € Int(xg, ..., Xp, X).

S pouzitim Leibnizova vzorce pro derivaci soucinu (viz napft. [ 16, str. 112]) obecné
dostanemepro j = 1,....,ka x € J:

RD (x) = T =D (14 () —
0 ;(l ) sy ) =
: J! U= (y) £@+1H)
— J—i X n+1+i ), 5.36
kde 7o, ..., nj € Int(xg, ..., Xx,, X).
Pro x ¢ Int(xo, ..., Xy), tj. v piipadé extrapolace, 1ze pfedchozi vysledek zjednodusit

(x mtZe byt nékterym z krajnich bodi tohoto intervalu). Lze dokazat nasledujici vétu.
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Véta 5.13 Ma-li funkce f(x) md na intervalu J obsahujicim vSechny uzlové body Xx;,
i =0,...,n, derivaci Fadu n + 1, pak pro x ¢ Int(xg,...,xy)aj =1,...,n+ 1
plati

. 1 .
RV (x) = ——— oW (x) f" V), n € Int(xo, ..., X, X), (5.37)
(n+ 1)!
pricemZ pro j < n + 1 je n je vnitini bod, zatimco pro ] =n + 1 jen = Xx.
Navod k dikazu viz [43, str. 165].

Vzorec (5.37) tik4, Ze pro x ¢ Int(xy, ..., x,) lze za danych pfedpokladd ve vzorci
(5.36) uvazovat jen prvni ¢len. Cislo 1 z prvniho vzorce je obecné jiné neZ &islo 1 ve
druhém vzorci. Pfedchozi véta je zejména uZitecnd v ptipadé, kdyZ x je néktery z krajnich
bodi intervalu Int(xy, ..., X,).

V dal$im se budeme vénovat vzorclim pro nalezeni pfibliZnych hodnot prvni a druhé
derivace.
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Z (5.33), (5.34) a (5.35) dostaneme, Ze

, / N AR () SO (&)
f”(x) = L”(X) + w (X) (l’lTl)(') + CU(X) (}’ZTZ)'I 5 (538)
T _+Lw/(/2)+f‘”“’(no) 20 L0200 2
(n+ 1)! (n +2)! n+3)! 7

Predchozi vzorce pro numerickou derivaci se nejcastéji pouzivaji pro nalezeni hodnot
prvni popf. druhé derivace v uzlovych bodech x;,i = 0,1, ..., n. Ziejmé plati, Ze
w(x;) = 0. Ur¢ime, kolik je w’(x;). PouZijeme tzv. logaritmické derivovani. Plati:

w(x) = (x = X0)(x — x1) -+ (X — Xp),
Inw(x) = In(x — x¢) + In(x — x1) + --- 4+ In(x — x,,),

' (x) 1 1 1
w(x) X—Xo X—Xi X — X,
() ()( L Loy 1) S [Te-x)
w'(x) = wx = X —X;).
X — Xo X — X1 X — Xp : ’
k=0 j=0
J#k

Tirdz
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V ptedchozim odvozeni je tfeba, aby x > max{xy, ..., X, }, snadno se vSak ovéfi, zZe
vysledek plati pro vSechna x, jde totiZ o rovnost dvou polynomd.
Pro x = x; z predchdzejici rovnosti vyjde (v soucinu se vynecha ¢initel (x — x;)):

'(x;) = (X; — x0) -+ (Xi — Xi—1) (X — Xig1) -~ (X; —Xp) =
=[]@i—-x). i=01,...n (5.40)
j=0
J#i

Vzorec (5.38) se zjednodusi na tvar

ARG)
i) = L'(xi i , 1=0,...,n, 5.41
f'(xi) (x)+E<x 5w n (5.41)
j#i

kde & € Int(xo, ..., x,).

Dile ur¢ime, kolik je w”(x;). Vzorec pro @’(x) ma tvar souctu souc¢ind. Na kazdy
z téchto soucind majicich vzdy n Ciniteld pouZijeme opét logaritmické derivovani. Po
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upravéch, jejichZ detaily vynechdme, vyjde (v soucinech vynechdme vZdy dva Cinitele):

o’ (x) =2 Z 1_[ (x — xj).

k=0 j=0
k<l j#k,l

Pro x = x; dostaneme:

w”(x;) = 22 H (xi —x;) = 2w (x,)Z i =0,1,....,n. (542
k=0 j=0
k#i j+ik ];él

Vzorec (5.39) se zjednodusi na tvar

(n+1)
f”(x,)—L”(xl)-i—21_[(x,_x]) Z L M6

i ¢ Xi — Xj (n+1)!
J#i J#l

foE)
+21_[(Xl— Xj 'W, l—O,l,...,l’l, (543)

J#t
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kde &y, &1 € Int(xg,...,X,),i =0,...,n

Nyni odvodime nejCastéji pouzivané vzorce. Budeme predpokladat, Ze uzly jsou
ekvidistantni s krokem & > 0, tedy x; = xo 4+ hi,i =0, 1, ..., n. V tomto piipadé bude
vyhodné pouzit misto Lagrangeova interpola¢niho polynomu L (x) Newtondv interpolaéni
polynom vpied N *(¢) (jednd se o tentyZ polynom, li¥f se jen zdpisem).

V dal$im ozna¢ime pro stru¢nost f; = f(x;). Podle (4.8) je

NT@) = fo+ ( )Afo ( )A2f0 4 (;)A”fo, (5.44)

kdet = % _hx‘) a (,tc) je zobecnény binomicky koeficient. Pro uzlové body ptitom plati
xXi—x; =h(i—j),i,j =0,1,..., n.Ze vzorci (5.40) a (5.42) po tpravach pro o’ (x;)
aw’(x;),i =0,1,...,n, dostaneme vyjadfeni

o' (x;) = (=D)""il (n — i) A", (5.45)

i

o (x;) =2(=D)""il (n — i) h"! (Zjl - ”Z’: l) (5.46)

~.
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S vyuzitim vzorce pro derivaci sloZené funkce dédle dostaneme (vnitini slozka je

t = (x —xo)/h):

d d dt 1d
L'(x) = d—N+(z) = d—N+(z)— = E—NJF(t), (5.47)
d2 d d 1 d? 1 d?
L// + =_— _N + — + —_——N+t ,
®) = gzV 0 hd al 0= 532" O = ¥
: (5.48)
L® N+t _ L& N7t 5.49
(x) = Ok (1) = FT (1). (5.49)
Nyni ze vzorct (5.41), (5.45) a (5.47) pro prvni derivaci v uzlovém bodé x; vyjde, Ze
(n+1)
f(xi) = ——N+(z) + (=Dl (n — z‘)!h"w, (5.50)
(n+ 1)!

kde & € Int(xo,...,x,),i =0,...,n.
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Obdobné ze vzorct (5.43), (5.45), (5.46) a (5.48) pro druhou derivaci v uzlovém
bodé€ x; vyjde, Ze

£ = 5N + 2ty it - L6
X; ERTE i i'(n—1i)! ( )
(n-l—l)(%‘ )
n—i:) y jn—1 - f 0
+2(=D)" i (n— i) h (Z Z ) NI (5.51)
kde &g, &1 € Int(xg,...,Xx,),i =0, ..., n. Z pfedchoziho vzorce je vidét, Ze kdyZ bude
SO (&)

pocet uzlii n + 1 liché ¢islo a x; bude prostiedni uzel, bude koeficient u
takZe chyba bude ¥adu O(h™), nikoli pouze O (h"™1).

CE] nulovy,

S pfipravenymi vzorci snadno odvodime nejbéznéjsi vzorce pro prvni a druhou derivaci
vyuZivajici dva nebo tfi po sobé jdouci uzlové body. Odvozeni provedeme pro uzly xg, X1
resp. Xg, X1, X2. Vzorce pro libovolnou po sob¢ jdouci dvojici nebo trojici, které se z nich
snadno prepisi, uvedeme nakonec v souhrnné tabulce. V dal§im budeme predpokladat, Ze
funkce f(x) ma derivace potiebného fadu, viz véta 5.12.
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Vzorce pro numerickou derivaci pouzivajici dva uzly

Pron = 1 je podle vzorce (5.44)

d
Nt () = fo+ Afot, tedy 5N+(t):Af0:fl_f0»
a tudiz
SN0 = SN = fi - £
dt T e
Ze vzorce (5.50) proi = 0 vyjde

f1©) _h=fo_h,
A )

Fw) =7 i fo) + (D010

aproi = 1 vyjde

fz('g) — fl fO + = f//(%.)

f’(x1)=%(fl—fo)+(—1)°-1!-0!-h ;
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Vzorce pro numerickou derivaci pouzivajici tri uzly

Pro n = 2 je podle vzorce (5.44)

N*@) = fo+ Afot + 5 A2 =),

tedy

din) = Afot 5 A2/t~ 1) = fi~ fot 5 (fa=2fi + Q2 ~ 1),

N+(f) =ANfo=fr=2f1 + fo.

a tudiz
d —3fo +4f1 — d —4f; +3
SNt = fo+4f1 fz’ ANt = Jo—4f1 + fz’
dt 2 dt 2
d fa—fo d? d? d?
—N*t(1) = , —NT(0)=—Nt(H)=—N"Q)=f, -2 .
N W) =752 SN O = SN () = SN @ = L-2fi+ fo
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Ze vzorce (5.50) proi = 0 vyjde

+(—1)2-0!-2!-h

2 1) _
=

s f”@)

Fllxg) = —3/o +2;th - f2
_ Bfot+4fi— L
- 2h

proi = 1 vyjde

2= Jo
2h

S =

aproi = 2 vyjde

+(=Dt-1r.

Jo—4/+3f

f//(é)_fZ_fO h? "
1! h? e = o e/ ®

f”(E)

f(x2) = o7

fo —4f1+3/2

+ (- 1)0 21.0!- p2 =2

2h
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Konecné ze vzorce (5.51) proi = 0 vyjde

f//(xo) = W AL 2(_1)2 .0 21, h2 f(4)(gl) +
+2(—1)2~0!-2!-h.(0—1__) f’”6(%‘ )
e IR0}

proi = 2 vyjde

- 4)
f"(x2) = w +2(=1)0-21-0! - h? f zigl) n
+2(_1)0.2!.0!.h.(1 +1_0) f 6(50) _
W f(‘”(él) R (E)
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aproi = 1 vyjde

WJ@(—UI-M-NW%JF
1 f"E)  fH-2fit+ fo K
2D 1 IR (L= 1) T = - =

Vysledek v uzlu x; je ve shod€ s komentdiem za (5.51) (pouZili jsme tfi uzly, coz je lichy
pocet, a pocitali druhou derivaci v prostfednim z nich).

Vsimnéte si, Ze u dvoubodovych formuli je chyba fadu O (h), kdeZto u tfibodovych je
fadu O(h?) s vyjimkou vzorct pro f”(xo) a f”(x2), kde je také jen O(h). Tyto vzorce
by bylo mozné odvodit rovnéZ pomoci Taylorova vzorce, viz oddil 7.2.3.

Na zavér uvedeme piehled vSech osmi odvozenych vzorci pro libovolné dvojice resp.
trojice po sobé€ jdoucich uzla. Indexaci zvolime podle uzlu, v némz pocitime derivaci.
O funkci f(x) se predpokladd, Ze ma derivace potiebného fadu. Ve vzorcich pro druhou
derivaci vyuZzivajicich tfi uzly mizeme podle véty 5.13 vynechat u derivaci v krajnich
uzlech ve vyrazu pro chybu ¢len s A2.

J(xn) =
FE.
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fivi— fi h

Fay=T2TR 2 ey g e i, (552
Fe =t e, e, 559
iy = At B e e, 659
Py = F I B g e, 5.5
Fimy = L2 3f‘ e, fetiam). 659
frouy = T2 ey e (o xina), 5.57)
£y = L2 2,1’; Ll i’—;f“)(s), fe (s Xit),  (5.58)
ey = L2y oy ke (am), 559
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5.7 Podminénost numerické derivace a integrace

V oddilu 1.1 jsme se zabyvali otdzkou chyb v numerické matematice. Ty pochdzi mimo
jiné z nasledujicich tf{ zdroji:

1. chyby numerického modelu, vzniklé obvykle diskretizaci,

2. zaokrouhlovaci chyby pfi vypoctu vstupnich hodnot,

3. zaokrouhlovaci chyby pfi aritmetickych operacich.

Pfi numerickém vypoctu urcitého integralu nds predev§im zajimaly chyby matematického
modelu vzniklé diskretizaci. Nepiesnosti funk¢nich hodnot nehrély takovou roli, protoze
jejich malé zmény nemaji vyznamny vliv na hodnotu integrélu, jak jsme vysvétlili na
zacatku této kapitoly.

Pti numerickém vypoctu derivaci je vSak situace podstatné odli$nd, zaokrouhlovaci
chyby maji podstatny vliv na celkovou chybu vypoctu. VSimneme si podrobnéji této proble-
matiky. Pro jednoduchost zanedbame zaokrouhlovaci chyby pfi aritmetickych operacich.
Budeme opét predpokladat, Ze uzly xg, X1, ..., X, jsou ekvidistantni s krokem & > 0
a oznaéime w(x) = (x — xg) -+ (x — Xp).
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Pfi numerickém derivovani nahrazujeme funkci f'(x) interpolaénim polynomem L (x)
s chybou R(x), pfi¢emz podle véty 4.4 pro dostate¢né hladkou funkci f(x) plati

S0 E)
f(x) = L(x)+ R(x), kde R(x) = w(x) ————
(n+1)!
a& € Int(xo, ..., Xy, x) je vhodné ¢islo. Polynom L (x) pak derivujeme.

Vyraz R(x) piedstavuje chybu numerického modelu pfi aproximaci funkce f(x)
pomoci L(x). Samotné funkéni hodnoty f; figuruji v L(x), viz (4.3). Vyjadiime-li
polynomy L; (x) jako polynomy v proménné ¢ = **C,
kroku /4 (srovnejte s (5.44)). Omezime-li se na interpolaci, tj. x € (xq, X, ), zajimaji
nés hodnoty téchto polynomt pro ¢ € (0, n). Neni téZké piesvédCit se (napf. pomoci
vhodného programu CAS), Ze pro ne pfiliS velkd n, coZ pro praktické pouZiti staci, nejsou
hodnoty na tomto intervalu piili§ velké. Proto pfi interpolaci funkénich hodnot f(x)
pomoci interpola¢niho polynomu L (x) se malé chyby v f; na celkové chyb& nepodili
zdsadné a rozhodujici vliv ma chyba R(x).

To uZ neni pravda, kdyZ rovnost f(x) = L(x) + R(x) derivujeme. Ze vztahu (5.49)
plyne, Ze k-t derivace polynomu L(x) je rovna k-té derivaci Newtonova interpolac-
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niho polynomu vpied N *(¢) (coZ je jen jinak zapsany Lagrangeiv polynom) ndsobené
zlomkem 1/ /*. O derivacich polynomu N *(¢) plati totéZ, co bylo fe¢eno v pfedchozim
odstavci — figuruji v ni hodnoty f;, které jsou ndsobené néjakymi polynomy proménné #,
jejichZ hodnoty nejsou na intervalu (0, n) pfili§ velké. Malé chyby v hodnotdch f; by tedy
nevadily. Ale vSe je ndsobené faktorem 1/ k. Vysledek tudiz zavisi na délce kroku /4 a pro
maly krok se nepresnosti ve funkénich hodnotdch mohou zdsadnim zptsobem zvétsit.

Naproti tomu chyba numerického modelu R® (x) se obecné zmensuje s klesajici
délkou kroku /. Pro k = 1 ak = 2 je to vidét ze vzorch (5.34) a (5.35), ale plati to i pro
vyS$§i derivace.

Celkova chyba se tudiZ skldda ze dvou ¢asti — chyby numerického modelu, kter4 je
pfimo imérnd néjaké mocniné délky kroku /4, a chyby ve vstupnich hodnotach, ktera je
nepiimo imérnd né&jaké mocniné 4. Jejich chovani je zcela protichtidné. Zatimco prvni
¢ast celkové chyby se zmenSujicim se /4 klesd, druhd neomezené roste a naopak, prvni se
zvétSujicim se & roste a druhd klesd. To je pficinou toho, Ze numericky vypocet derivaci
je Spatné podminénd dloha. Podrobnéjsi rozbor celé problematiky 1ze nalézt naptiklad
v [3, str. 92] nebo [43, str. 102].
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Podivame se podrobnéji na nejjednodussi vzorec (5.52). Predpokladejme, Ze misto
hodnot f; a f;1+1 pouZijeme hodnoty f; = f; + &1 a fi+1 = fi+1 + &2, kde |e1]| = e,
lea| = &, pfiCemz ¢ > 0 je malé &islo charakterizujici nepfesnost vstupnich hodnot
funkce f(x).Za pfibliznou hodnotu derivace f’(x;) tedy prohldsime &islo

fis1— fi _Jimite—fi—a _ fixi— i n €2 — €1
h h h h
Ur¢ime rozdil mezi hodnotami fi/ a f'(x;). Podle (5.52) je

=

Frey =20 e, ete a0

ProtoZe obecné &, — &1 # 0, je pro malé i ¢ast chyby zptlisobend nepfesnosti vstupnich
hodnot velkd, bude velkd i relativni chyba a jde o Spatn€ podminénou tlohu.

Odhadneme velikost celkové chyby. Pfedpokladejme, Ze | f”(x)| = M na intervalu
(xi, Xi+1). Dostaneme

ez =eal 28 Mh

If”(é)l =+ =zgh.

= el s 28 :
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Vysetiime prabéh funkce g(h) pro 4 > 0. Vypocteme jeji derivaci a uréime stacio-

narni body. Je
2¢ M | €
(h)———+7=0 = hope = 2 0

Jelikoz g”(h) = 4e/h> > 0, je funkce konvexni, mé v /1oy globdlni minimum a klesé
pro 0 < /i = hyy aroste pro i = hypy. Hodnota globdlniho minima je g(fep) = VeM.

OznaCme jest€ gi(h) = 2¢/h a go(h) = Mh/2. Pak g(h) = g1(h) + g2(h),
priCemz prvni scitanec je klesajici funkce a druhy je rostouci funkce. Grafy vSech ti{
funkci jsou zndzornény na obr. 5.14.

Existuje tudiZ jakdsi optimdlni délka kroku /. Volime-li krok kratsi, rychle nartista
¢ast chyby zptisobend nepiesnosti vstupnich hodnot, volime-li krok delsi, nardstd chyba
numerického modelu. Na zdkladé podrobnéjsiho rozboru lze tvrdit, Ze maji-li hodnoty f;
a f; 41 urcity pocet platnych cifer, pak pfi volbé optimalniho kroku je pocet platnych
cifer aproximace f; piiblizné polovi¢ni, dochézi tedy k podstatné ztraté presnosti (viz
[13, str. 64]). Pfitom lepsi vysledek (jinou volbou délky kroku /) nemiizeme dosdhnout.
Obdobna situace je i u jinych vzorct. Proto plati, Ze numericka derivace je spatne pod-
minénou ulohou.
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y
y =g(h)
y = ga(h)
glhop )\
i y = g1(h)
o op .

Obr. 5.14: Grafy funkci g(h), g1(h) a g(h)
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Podstatné jina je situace v pripadé numerické integrace pomoci kvadraturni formule
tvaru (5.1). UkdZzeme, Ze zaokrouhlovaci chyby pii vypoctu vstupnich hodnot nemaji
zésadni vliv, pokud jsou vSechny koeficienty A; kladné. Opét pro jednoduchost nebudeme
uvazovat zaokrouhlovaci chyby pfi aritmetickych operacich.

U jakékoliv prakticky pouZitelné kvadraturni formule o¢ekdvadme, Ze je presnd pro
konstantni funkce. Volbou f(x) = 1, x € (a, b), dostaneme ze vztahu (5.2), Ze

b
A0+A1++An=/dx=b—a

_ Predpokladejme nyni, Ze misto presnych hodnot f; = f(x;) pouZijeme hodnoty
fi= fi+e,i =0,1,...,n, pricemz |&;| = ¢, kde € > 0 je malé ¢islo charakteri-
zujici nepfesnost vstupnich hodnot funkce f(x). Za pfibliZnou hodnotu integrélu tedy
prohldsime cislo

Of)=Aofi + Ao+ + Anfo =
=Aofo+Aifi+ -+ Anfo + Aoso + A1e1 + -+ Ay, =
= Q(f)+A080+A151 + -+ Ay,
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Odhadneme rozdil mezi hodnotami Q ( f )a Q(f). Vyjde

10(f) — O(f)] = |Aogo + Arer + -+ + Apey| <
= |Aolleo| + |A1ller] + -+ + |Anllen] =

= (Ao + A1+ + Ap)e = e(b —a).

Vyuzili jsme pritom predpokladu, Ze koeficienty A; jsou kladné. Pfedchozi odhad nezavisi
ani na poctu uzlovych bodd, ani na délce kroki. Pro malé ¢ je tudiZ vliv nepresnosti
vstupnich hodnot nepodstatny, rozhodujici podil na celkové chybé ma chyba numerického
modelu. To je ve shodé€ s tim, co jsme o vypoctu urcitého integralu zminili na zacéatku této
kapitoly.

Ptedchozi zdGvodnéni ukazuje, pro€ je pro dobrou podminénost numerické integrace
duilezité, aby koeficienty kvadraturni formule byly kladné. Tento pozadavek spliuji napf.
Gaussovy-Legendrovy formule, viz vzorec (5.24). Jind je situace u Newtonovych-Cote-
sovych formuli. Lze ukdzat, Ze pro uzaviené formule jsou vSechny koeficienty kladné
pouzepron = 1,2,...,7an = 9, viz [43, str. 179]. Je to dalsi dGvod, pro¢ neni vhodné
pouzivat tyto formule pro vysoké n.
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Pojmy k zapamatovani

— kvadraturni formule

— chyba kvadraturni formule

— stupeii presnosti kvadraturni formule

— uzaviené Newtonovy-Cotesovy kvadraturni formule

— lichobéZnikové, Simpsonovo, Simpsonovo 3/8 a Boolovo pravidlo
— oteviené Newtonovy-Cotesovy kvadraturni formule

— obdélnikové, oteviené lichobéZnikové a Milnovo pravidlo
— sloZené Newtonovy-Cotesovy kvadraturni formule

— Gaussovy kvadraturni formule

— Legendrovy polynomy

— Gaussovy-Legendrovy kvadraturni formule

— Rombergova kvadratura

— numerickd derivace

— vliv zaokrouhlovacich chyb na numerickou derivaci a integraci
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Kontrolni otazky

1. Proc je nutné (resp. vhodné) v n€kterych pripadech pouZziti numerické integrace?
2. Jaky je princip numerického integrovani?

3. Napiste obecny tvar kvadraturniho formule.

4.
5
6

Jak je definovén stupeii presnosti kvadraturni formule?

. Jaky maximalni stupen pfesnosti miZe mit kvadraturni formule pouzivajici n + 1 uzlG?

. Napiste, jakym typem funkce nahrazujeme integrand pfi pouziti uzavienych Newtonovych-

-Cotesovych formuli pron = 1, 2.

. NapiSte, jakym typem funkce nahrazujeme integrand pfi pouZiti otevienych Newtonovych-

-Cotesovych formuli pron = 2, 3, 4.

. V ¢em spociva rozdil pti pouziti uzavienych a otevienych Newtonovych-Cotesovych formuli?

9. Pro jaky pocet uzli n se nejcastéji pouZivaji Newtonovy-Cotesovy formule?

10.
11.
12.
13.

Pro¢ se nepouzivaji Newtonovy-Cotesovy formule pro velka n?
Popiste, pfipadné nacrtnéte princip lichobéznikového pravidla.
Popiste, pfipadné nacrtnéte princip Simpsonova pravidla.

Pro polynomy jakého stupné je presné lichobéznikové pravidlo?

Tiraz
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14.
15.

16.
17.
18.

19.
20.
21.
22.

23.
24.
25.
26.
27.

Pro polynomy jakého stupné je presné Simpsonovo pravidlo?

Proc¢ pouzivame pfi integraci Castéji sloZzené kvadraturni formule, a ne zdkladni kvadraturn{
formule?

Vysvétlete princip sloZzenych kvadraturnich formuli.

Nacrtnéte princip sloZzeného Simpsonova pravidla.

Jak musime volit uzly kvadraturni formule, abychom dosdhli maximalniho moZného stupné
presnosti?

Co jsou to Gaussovy-Legendrovy kvadraturni formule?

Jak najdeme koeficienty Gaussovych-Legendrovych kvadraturnich formuli?

Jaky je rozdil mezi Newtonovymi-Cotesovymi a Gaussovymi kvadraturnimi formulemi?

Jakou vyhodu md pouziti Gaussovych kvadraturnich formuli oproti Newtonovym-Cotesovym
formulim?

Na jakém principu je zaloZena Rombergova metoda?

Ktera z probiranych metod pro numerickou integraci nepozaduje pouZiti ekvidistantnich uzli?
Na jakém principu je zaloZené numerické derivovani?

Jak lze vyjadrit chybu modelu pfi numerickém derivovani?

Vysvétlete, pro¢ je numerickd derivace Spatné podminénd tloha. Jak je tomu u integrace?

Tirdz
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Testy ke kapitole 5
Vyberte spravnou odpovéd (prave jedna je spravnd). Za chybnou odpovéd se neodecitaji

body. Test 1ze kdykoli tla¢itky na konci ukoncit a nechat si vypsat sprdvné odpovédi.

Test 1

(1b.) Obecnélkvadratumi formule se tyfmi ekvidistantfmiluzly vyuZivajici obakeajn
body integracniho oboru, kterd aproximuje integral /; 12 f(x)dx, ma tvar

O(f) = f(=2)+ f(=1) + f(0) + f(1).

O(f) = Ao f(=2) + A1 f(=1) + A2 f(0) + A3 f(1).

O(f) = Ao f(0) + A1 f(1) + A2/ (2) + A3 £ (3).

O(f) = Ao(f=2) + A1(f=1) + A2(fo) + A3(f1).
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n
(1b.) Kvadraturni formule Q( f) = Z A; f(x;) md stupeni presnosti N, jestlize

i=0
R(1) = --- = R(xY) = 0a R(xM*1) #£ 0, kde R(f) je vzorec pro chybu
kvadraturni formule.
R(1) = --- = R(xV™") = 0a R(x") # 0, kde R(f) je vzorec pro chybu

kvadraturni formule.
pouzivd N + 1 uzlovych bodu.

méa N koeficientt 4;,i =0,..., N — 1.

(1b.) Mezi oteviené Newtonovy-Cotesovy kvadraturni formule nepatii
obdélnikové pravidlo, oteviené lichobéznikové pravidlo,

Simpsonovo pravidlo, Milnovo pravidlo.

Obsah Jdinastranu |« < » » <@ = Celdobrazovka/Okno  Zaviit



Titulni strana ~ Copyright ~ Pfedmluva Obsah Kap? Kap2 Kap3 Kap4 Kap5 Kap6 Kap7 Testy Literatura Rejstiik  Tirdz

Numericka derivace a integrace 557

(1b.) Uzaviend Newtonova-Cotesova kvadraturni formule fadu n = 3 pouzivajici co
nejmensi pocet uzlti ma

4 uzlové body a nahrazuje funkci f(x) polynomem 3. stupné,
3 uzlové body a nahrazuje funkci f(x) parabolou,
2 uzlové body a nahrazuje funkci f(x) parabolou,
2 uzlové body a nahrazuje funkci f(x) pfimkou.
(1b.) V piipadé, Ze zvolime pevné uzly x;,i = 0, ..., n, néjaké kvadraturni formule,

kterd ma stupen presnosti alesponi 7, pak

koeficienty A; jsou uréeny jednoznacné, nezévisi na nahrazované funkci f(x).
koeficienty zavisi na nahrazované funkci f(x).
koeficienty A; volime tak, aby jejich soucet byl roven jedné.

koeficienty volime tak, aby A; = A,—;,i =0,...,n.
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(1b.) Je moZné pomoci obdélnikového pravidla nahradit polynom 1. stupné tak, aby
byla chyba nulova?

Ano, ale jen kdyZ je grafem polynomu vodorovnad piimka.

Ne. Polynom 1. stupné ma za graf piimku, kterd obecn€ nemiZze splyvat s grafem
konstantni funkce, kterou danou funkci nahrazujeme pti pouZiti obdélnikového
pravidla.

Ano. Pro lichy pocet n 4 1 uzlovych bodt soumérnych kolem stfedu integracniho
intervalu je stupen pfesnosti alespon n + 1.

Ne. Stupeii presnosti je vZdy o jednicku mens$i neZ pocet pouZitych uzlovych bodu.

(1b.) Které kvadraturni formule dosahuji pfi daném poctu uzlovych bodi maximalniho
stupné presnosti?

Uzaviené Newtonovy-Cotesovy Rombergovy formule.

formule.

Oteviené Newtonovy-Cotesovy Gaussovy-Legendrovy formule.
formule.
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(1b.) Pti konstrukci sloZzenych kvadraturnich formuli obvykle nepouzivime Gaussovy
formule, protoze

je obtiZzné odhadnou velikost jejich chyby.
takto vytvorené metody nejsou numericky stabilni.

nepouzivaji ekvidistantni uzly, coZ je nevyhodné, kdyZ chceme napt. zdvojndsobit
pocet intervald.

maji nizky stupen presnosti.
(1b.) Kvadraturni formule ziskana integraci interpolacniho polynomu a pouzivajici

lichy pocet n + 1 uzlovych bod, které jsou rozloZeny soumérné kolem stfedu intervalu
(a, b), ma stuperi presnosti

alesponin + 1. alespon n + 2. alesponi 2n + 1. alespon 2n + 2.
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(1b.) O kofenech Legendrovych polynomi plati:

Vsechny jsou reédlné, jednoduché, jsou symetrické vzhledem k pocatku a alespoii
dva leZi vné otevieného intervalu (—1, 1).

Vsechny jsou redlné, jednoduché, jsou symetrické vzhledem k pocatku a lezi
v otevieném intervalu (—1, 1).

Aspoii jeden je komplexni s nenulovou imagindrni ¢asti a vSechny leZi uvnitf
jednotkového kruhu se stiedem v pocétku.

VSechny jsou redlné, jsou symetrické vzhledem k pocdtku a pocet vicendsobnych
korend je lichy.
(Ib.) Na ¢em je zaloZeno numerické derivovéani funkce f(x)?
Na nahradé funkce f(x) kubickym splajnem.
Na ndhradé funkce f(x) polynomem ziskanym metodou nejmensich &tverch.
Na ndhradé funkce f(x) interpola¢nim polynomem.

Na sestaveni vhodné diferenciélni rovnice pro funkci f(x).

Obsah Jdinastranu |« < » » <@ = Celdobrazovka/Okno  Zaviit



Titulni strana ~ Copyright ~ Pfedmluva Obsah Kap? Kap2 Kap3 Kap4 Kap5 Kap6 Kap7 Testy Literatura Rejstiik  Tirdz

Numerickd derivace a integrace 561

(1b.) Numericka derivace je

obecné Spatné podminénd tloha.
obecné velmi dobie podminéna dloha.
je dobfe podminéna tloha, kdyZ pocitime prvni derivaci.

(1b.) Ktera vlastnost zarucuje, Ze je kvadraturni formule Q(f) = Ao f(xo) + -+ +
+ A, f(x,) dobfe podminéna?

Vsechny koeficienty A4; jsou Vsechny koeficienty A; jsou mensi nez
celociselné. jedna.
Vsechny koeficienty A; jsou stejné. Vsechny koeficienty A; jsou kladné.

Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:
Procento tspésnosti:
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Test 2

1 4 1
(1b.) Simpsonova kvadraturni formule Q( ) = 3 f=D+ 3 f(0)+ 3 f(1), kterou
1
aproximujeme integral / (x4 — 3x + 2) dx, md stupenl presnosti roven
-1
4, 3, 2, 1.

(1b.) Pro¢ pouzivame slozené kvadraturni formule?

Abychom zmensili velikost chyby, které se pti ndhradé funkce f(x) dopoustime.
Abychom zvyfSili stupenl pfesnosti kvadraturni formule.
Abychom mohli integrovat i funkce, které nejsou na intervalu (a, b) spojité.

Abychom pfi ndhrad€ funkce f(x) mohli pouZit polynomy vyssich stuprid.
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(1b.) Newtonovy-Cotesovy kvadraturni formule, které zahrnuji mezi uzly i krajni body
intervalu (a, b), tj. xo = a a x, = b, se nazyvaji

oteviené. uplné. uzaviené. periodické.

(1b.) V piipadé, Ze jsme pouZili lichobéZnikové pravidlo, pak

jsme funkci f(x) na intervalu {a, b) nahradili pfimkou rovnob&Znou s osou x,

jsme interval {a, b) rozdélili na dva podintervaly a na kazdém jsme funkci f(x)
nahradili pfimkou, pficemz tyto piimky nesplyvaji.

jsme funkci f(x) na intervalu (a, b) nahradili pfimkou,

(1b.) Vyberte nepravdivou odpovéd: Mezi kvadraturni formule, jejichZ koeficienty
A; ziskdme integraci interpola¢niho polynomu, ktery je uren body [x;, f(x;)],i =
=0,...,n, patfi
Newtonovy-Cotesovy kvadraturni Gaussovy kvadraturni formule,
formule,

Lagrangeovy kvadraturni formule.
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(1b.) Je mozZné pomoci Simpsonova pravidla nahradit polynom 3. stupné tak, aby byla
chyba nulova?

Ano, ale jen kdyZ je grafem polynomu parabola.

Ne. Polynom 3. stupné mé za graf kubickou kiivku, ktera obecné€ nemitizZe splyvat
s grafem kvadratické funkce, tj. parabolou, kterou danou funkci nahrazujeme pfti
pouZziti Simpsonova pravidla.

Ne. Stupeii presnosti je vzdy o jednicku mens$i neZ pocet pouZzitych uzlovych bodu.

Ano. Pro lichy pocet n + 1 uzlovych bod soumérnych kolem stfedu integracniho
intervalu je stupen pfesnosti alesponi n + 1.

(1b.) Rombergova kvadratura je zaloZena na

asymptotickém vzorci pro sloZené oteviené lichobéZnikové pravidlo.
asymptotickém vzorci pro sloZené lichobéZnikové pravidlo.
asymptotickém vzorci pro sloZzené obdélnikové pravidlo.

asymptotickém vzorci pro sloZzené Simpsonovo pravidla.
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(1b.) Pti konstrukci sloZenych kvadraturnich formuli obvykle nepouzivime oteviené
Newtonovy-Cotesovy formule, protoze

maji nizky stupen piesnosti.
je obtiZzné odhadnou velikost jejich chyby.
takto vytvorené metody nejsou numericky stabilni.

nepouZzivaji krajni body intervalu, coZ je nevyhodné kdyz chceme napt. zdvojndsobit
pocet intervald.

(1b.) Kvadraturni formule pouzivajici n + 1 uzlovych bodti, mtize mit stupen presnosti

nejvySe n — 1. nejvyse 2n — 1. nejvyse 2n.

nejvyse 2n + 1. nejvyse n. nejvysen + 1.
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(1b.) Mé-li kvadraturni formule pouZivajici n 4+ 1 uzla stupen presnosti aspori 7,

musi se uzly shodovat s kofeny nékterého Legendrova polynomu.
nejsou jeji koeficienty urc¢eny jednoznacné.

1ze jeji koeficienty ziskat integraci specialnich Lagrangeovych polynomi L; (x)
urcenych uzly formule.

musi se jednat o nékterou Newtonovu-Cotesovu kvadraturni formuli.

(1b.) Proc¢ je numericka derivace Spatné¢ podminéna tloha?

ProtoZe s rostouci délkou kroku /4 roste chyba numerického modelu.
ProtoZe s klesajici délkou kroku /4 roste chyba numerického modelu.

ProtoZe s klesajici délkou kroku /4 klesd chyba zptisobend nepfesnostmi vstupnich
hodnot.

ProtoZe s klesajici délkou kroku / roste chyba zpisobend nepfesnostmi vstupnich
hodnot.
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(1b.) Necht funkce f(x) a g(x) maji na intervalu (a, b) spojitou prvni derivaci.
Vyberte pravdivé tvrzeni.

b b
Jestlize se mdlo lisi jejich urcité integraly / f(x)dxa / g(x) dx, lisi se mdlo
i jejich derivace. ¢ ¢

Jestlize se f(x) a g(x) madlo li$i, mohou se jejich derivace lisit hodné.
b
Jestlize se f(x) a g(x) madlo 1isi, mohou se jejich urcité integraly / f(x)dx
b a
a / g(x) dx lisit hodné.
a

Jestlize se f(x) a g(x) madlo lisi, 1i$i se mdlo i jejich derivace.

Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:
Procento tspéSnosti:
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Kapitola 6

Numerické reseni obycCejnych diferencialnich
rovnic

Cile

Po prostudovani této kapitoly budete schopni vysvétlit:
® co je to obycejna diferencidlni rovnice (ODR) prvniho fadu v implicitnim
resp. explicitnim tvaru a co je jeji feSent,
e jak vypadd Cauchyova pocétecni tloha pro ODR prvniho fadu,
e pro¢ je nutné hledat feSeni pocdtecni tlohy numericky a jaky je princip
numerického reseni,
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e jaky je rozdil mezi jednokrokovymi a vicekrokovymi metodami,

e jaky je obecny tvar jednokrokové explicitni a implicitni metody,

e co je to lokdlni a globdlni chyba, fdd, konvergence a A-stabilita jednokrokové
metody,

e co jsou to metody Rungeho-Kutty a jaky je jejich princip,

e jaky je obecny tvar linedrni vicekrokové explicitni a implicitni metody,

e co je to lokdlni a globdlni chyba, fad, konvergence a A-stabilita linearni
vicekrokové metody,

e co jsou Adamsovy-Bashforthovy a Adamsovy-Moultonovy metody a metody
zpétného derivovani a jaky je princip jejich odvozent,

e co jsou metody prediktor-korektor,

e Cemu se fikd tuhé problémy a na co je nutné dbat pfi jejich feSent,

e jak se vysledky pro jednu ODR prvniho fddu pfenesou na soustavy ODR
prvniho fadu,

e jak prepiSeme jednu ODR vyssiho fadu na soustavu ODR prvniho fadu.
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vvvvvv

nice patfi k nejvyznamnéjsim matematickym modeltim redlnych problémii. Pfitom pouze
mald ¢ast obyCejnych diferencidlnich rovnic ma feseni, které lze vyjadrit v uzavieném
tvaru, tj. pomoci elementarnich funkci.

6.1 Obycejné diferencialni rovnice 1. radu

6.1.1 Zakladni vlastnosti obycejnych diferencialnich rovnic 1. radu

Pripomeneme si zdkladni poznatky z tzv. kvalitativni teorie obyCejnych diferencidlnich
rovnic. Podrobnéji viz [34].

e Rovnice F(x, y,y") = 0 se nazyva obycejnd diferencidlni rovnice prvniho ¥ddu v im-
plicitnim tvaru s neznamou funkci y(x) nezdvisle proménné x. Piikladem takové
rovnice je

In(x* — yy' 4+ y*) — (') + xsin(xyy’) — /y —y' = 0.
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e Pro vySetfovani rovnic je dileZity pfipad, kdy se d4 osamostatnit prvni derivace y’, tj.
rovnice mé tvar

y' = f(x,y). (6.1)

O takové rovnici fikame, Ze je v explicitnim tvaru. O funkci f(x, y) predpokldddame,
Ze je definovana na né&jaké oteviené mnoziné D C R?.
Ptiklady takovych rovnic jsou

Yy =x24+y% y = X, y =y?%,  y =sinxy, y =+/x2—y2 apod.

e Resenim je funkce y (x) definovand na intervalu I , ktera splituje rovnici (6.1). Musi tedy
platit, Ze [x, y(x)] € D pro x € I (jinymi slovy, graf funkce y (x) leZi v mnoZin& D —
viz obr. 6.1 a)) a y'(x) = f(x, y(x)) prokazdé x € I.

e V kazdém bodé¢ [x, y(x)] grafu feSeni tedy plati, Ze tecna ke grafu v tomto bodé ma
smérnici rovnou &islu f(x, y(x)). Protoze funkci f(x, y) zndme, miZeme sestrojit
(teoreticky) v kazdém bodé [x, y] vazany vektor, jehoZ smérnice je f(x, y). Graf feSeni
se musi v kazdém bodé, kterym prochazi, dotykat tohoto vektoru. Tyto vektory tvoii
smérové pole diferencidlni rovnice. Na obr. 6.2, 6.3 a 6.4 jsou zndzornéna smérova pole
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y(x)

0

0 X0

a) ReSeni diferencidlni rovnice b) Cauchyova pocate¢ni tloha

Obr. 6.1

a n€kolik feSeni Sesti diferencidlnich rovnic. VSimnéte si, Ze u rovnic na obr. 6.3 a)
a7 6.4 b) neni mnoZina D rovna celé roving R? (uréete defini¢ni obory pravych stran
téchto rovnic).
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b) y’ = sin(xy)

Obr. 6.2: Smérova pole a feSeni diferencidlnich rovnic — ¢ést 1
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P e

T T T T T T e

V1

a)y’=2e_x—(1+1/x)y b)ylzl/(x+2y)

Obr. 6.3: Smérova pole a feSeni diferencidlnich rovnic — ¢ést 2
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e Rovnice y' = f(x, y) md obvykle nekone¢né mnoho feseni. Hleddme tedy feSent,
které spliiuje néjakou dodatecnou podminku. Tato podminka by méla jednoznacné urcit
jediné fesent.

My budeme hledat feSent, jehoZ graf prochdzi zadanym bodem [xg, yo]. Chceme tedy,
aby platila tzv. pocdtecni podminka y(x¢) = yo — viz obr. 6.1 b). Uloha, kterou
budeme fesit, ma tudiz tvar

Y'(x) = fx,y(x)),

6.2
y(x0) = Yo. ol

Rik4 se ji obvykle Cauchyova pocitecni iiloha.
e Pripometime si, jaké vlastnosti funkce f(x,y) zarucuji, Ze Cauchyova pocatecni
tloha (6.2) m4 feSeni a Ze toto feSeni je jediné.
1) Z teorie obycejnych diferencidlnich rovnic je zndmo, Ze spojitost funkce f(x,y)
zarucuje existenci feSeni pocatecni dlohy.
Toto feSeni ale nemusi byt jediné. Pak fikdme, Ze v bod€ [xg, o] je porusena jed-
noznacnost. ProtoZe v8echna feSeni pocdtedni tlohy (6.2) musi mit v bodé [xg, Vo]
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spole¢nou te¢nu ¢, musi dojit k jakémusi ,,rozvétveni* — viz obr. 6.5. Numerické
hledani feSeni je pak velmi problematické.

Obr. 6.5: Poruseni jednoznacnosti v bodé [xg, o]

Napt. poééteéni dloha y’ = 2/|y|, ¥(0) = 0, md spojitou pravou stranu f(x, y) =
= 2,/|y| v mnozing D = R?. Uveden4 tloha m4 ale nekone¢n& mnoho feseni.
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Jednim je nulova funkce y(x) = 0, dal$imi feSenimi jsou funkce

b = (x—c) xZc,
¢ 0, x <c,

kde c € IR(J{ je libovolné &islo. Reseni jsou znazornéna na obr. 6.6. Ze jde opravdu

o feSeni, se snadno overi dosazenim do rovnice.

2) Standardni vlastnosti, kterd zarucuje, Ze pocatecni tloha (6.2) mé jediné feSent,
je Lipschitzova podminka (existuje konstanta L > 0 takova, Ze je v mnoziné¢ D
splnéna nerovnost | f(x, y1) — f(x, y2)| = L|y1 — y2|; stadi, aby tato vlastnost
platila lokdlné). K platnosti této podminky staci, aby v okoli bodu [xg, yo] byla spojitd
parcidlni derivace % f(x, y). Tuto podminku rovnice, se kterymi se v aplikacich

setkdvame, vétSinou spliiuji.
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x2 (x—=12 (x—=25)?% (x—4)? (x —c¢)?

W

9

Obr. 6.6: Reseni dlohy y' = 24/|y|, y(0) =0
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6.1.2 Numerické resSeni diferencialnich rovnic 1. radu

Budeme hledat feSeni y (x) rovnice y' = f(x, y) spliiujici pocatecni podminku y(xq) =
= Yo na intervalu (a, b), kde a = x¢ — viz obr. 6.7 a). Jde tedy o feSeni pocateéni
ulohy (6.2) vpravo od bodu x,. (Podobné bychom mohli hledat feSeni vlevo od tohoto
bodu.) Zajimd nds hodnota y(b). Musime mit ovS§em zaruceno, Ze FeSeni na intervalu
(a, b) opravdu existuje!

Priklad 6.1 Najdéte feSeni pocatedni tlohy y’' = y2, y(2) = 1.

ReSeni. Jde o oby&ejnou diferencidlni rovnici se separovanymi proménnymi. Zejmé plati
f(x,y) = y? i = 2y. Za mnozinu D lze volit celou rovinu R2. ProtoZe funkce f

’ ay
i jeji parcialni derivace jsou na D spojité, prochazi kazdym bodem roviny pravé jedno
feSeni.
Rovnice md ziejmé feSeni y = 0. Pro y # 0 separaci a integraci vyjde:
dy 5 dy / 1
— = y°, — = [ dx, = — .
dx 7 y? 4 x+c
d 1
—);:dx, ——=x+¢, ceR,
y y
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Z pocate¢ni podminky y(2) = 1 dostaneme:

1 1
c=-3 = y(x)=——

1 =-— =
2+c¢ x—3

Reseni (vétev rovnoosé hyperboly) je zndzorn&no na obr. 6.7 b). Jeho maximdlnim definic-
nim oborem je interval (—oo, 3). Tedy nelze hledat feSeni napf. na intervalu (2;4)! A

V podobnych piipadech pocitacovy program obcas najde néjaké ,feseni®, ale pocho-
piteln€ se jednd o nesmysl. Je na uZivateli, aby takovou véc odhalil, vystupu z pocitace
nelze slepé véfit.

Tirdz
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y(b);
Yo = y(a);
] X X
0| xo=a b
a) Cauchyova pocatecni iloha — b) Reseni po&ite¢ni tlohy
feseni na intervalu (a, b) Y =y2y2) =1
Obr. 6.7
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Princip numerického reSeni

Zvolme body a = xog < X1 < --+ < X, = b. Numerickym Fesenim po¢ate¢ni ulohy (6.2)
rozumime nalezeni pFibliznych hodnot y(x;), které oznac¢ime y;. Body x; nazyvame uz-
lové body nebo uzly. Zdiraznéme, Ze obecné plati pouze y(x;) ~ y;.Jde tudiz o nalezeni
tabulky hodnot

Vysledek je zndzornén na obr. 6.8.

Ozname x; — Xj—, = h;,i = 1,...,n. Cisla h; nazyvame kroky. Obecné nemus{
byt stejné. Pokud jsou stejné, nazyva se déleni ekvidistantni a plati h; = h = b%“
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y(xn)

Obr. 6.8: Princip numerického feseni poéatecni ulohy y' = f(x, y), ¥(x0) = Yo;
y(x) je presné feSeni, jehoz analyticky vzorec obecné nezname.
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Poznamka 6.2
i) Pochopiteln& bychom nejradéji méli analyticky vzorec feeni. Resent ale ve vétsing
pfipadul nelze popsat elementarnimi funkcemi. Proto se musime uskrovnit. Misto vzorce

dostaneme numerickym feSenim hodnoty feSeni y(x) pouze na kone¢né mnoziné
uzlovych bodt a k tomu jeste jen ptiblizné. Nic lepsiho ale najit neumime.

ii) I kdyZ nés v n€kterych pfipadech zajimd pouze hodnota y(b), musime najit hodnoty
i v ostatnich uzlovych bodech. Najit piimo y(b) neumime. Naopak Ize ¢ekat, Ze ¢im
vice uzlovych bodd zvolime mezi a a b a ¢im mensi budou kroky, tim lepsi pfibliznou
hodnotu pro y(b) dostaneme. O tom budeme mluvit v dal$im textu.
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Klasifikace metod

Metody délime na jednokrokové a vicekrokové. Ptipomeiime, Ze hodnota y(xg) je zndma
a je rovna Cislu yg; to fika pocate¢ni podminka y (x¢) = yo.

Jednokrokové metody

Hodnota y;; se pocitd z jediné hodnoty y;,i = 0,...,n — 1, kterd odpovida bezpro-
stredné pfedchédzejicimu uzlovému bodu. Tedy

e ze znamé hodnoty y pocitime yq,
e 7 y; pak pocitdme y,,

e 7 y, pak pocitdme y; atd.
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Vicekrokové metody

K vypoctu hodnoty y;41,i = 0,...,n—1, se pouziva vice hodnot, které odpovidaji pred-
chézejicim uzlovym bodim. Obecnd k-krokovd metoda, kde k € N, k = 2, pocitd y; 11
z k hodnot y;, y;—1,..., Vi—k+1,1 = k —1,...,n — 1, odpovidajicich pfedchazejicim
k uzlovym bodim. Napt. pro k = 3, tj. titkrokovou metodou,

e ze tif hodnot yg, y1 a y, pocitime yj,

e ze tif hodnot yq, y, a y3 pocitime yq4,

e ze tif hodnot y,, y3 a y4 pocitdme y5 atd.

Tedy obecné y; 11 poéitdme ze tif hodnot y; 5, yi—1a y;,i =2,...,n— 1.
Zadani pocate¢ni dlohy vSak obsahuje jen hodnotu yo. Abychom mohli odstartovat
nékterou k-krokovou hodnotu, kde k = 2, musime néjak ur¢it hodnoty y1, ¥2, ..., Vk—1-

K tomu se pouZije néjakd jednokrokovad metoda. Tyto hodnoty musime urcit co nejpresnéji!
,,Pokazime-1i* numerické feSeni hned na zacatku, je zbytecné potom nasazovat néjakou
sofistikovanou vicekrokovou metodu a pocitat dal$i hodnoty z vychozich Spatnych hodnot.

Konkrétnimi vzorci pro jednokrokové i vicekrokové metody se budeme zabyvat v dal-
Sich odstavcich.
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6.1.3 Jednokrokové metody

Pfipomeiime, Ze fe$ime pocateéni dlohu y' = f(x, y), y(x¢) = Yo, na intervalu {(a, b).

Pfitoma = xg < X1 < +*+ < Xp—1 < Xp = b, h; = x; —xj_1, kdei = 1,...,n,
jsou kroky a y; jsou ptiblizné hodnoty feseni y(x) v uzlovych bodech x;, tj. y; &~ y(x;),
i =1,...,n. Metody rozdélime na dva typy: explicitni a implicitni.

Obecna explicitni jednokrokova metoda se zapisuje ve tvaru

Yit1 = Yi + hit19(xi, yishiv1; ), i=0,...,n—1, (6.3)

kde @ je funkce tf proménnych zdvisejici téZ na funkci f.

Geometricky lze vzorec (6.3) interpretovat takto: Bodem o soufadnicich [x;, ;]
prolozime pifmku o smérnici @(x;, y;, hi+1; f). Jeji rovnice ve smérnicovém tvaru
bude y = g(x), kde g(x) = y; + @(xi, yi, hi+1; f)(x — x;). Hodnota funkce g(x)
v bod€ Xj41 = X; + hit1 bude g(xXi11) = yi + P(xi, yi, hitrs f)(xig1 — xi) =
= y; + hit19(x;, i, hiv1; f) = yiy1 — viz obr. 6.9. Podle toho, jak volime funkci
D(x;, i, hit1; f), dostdvame rizné metody.
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g:y =y +P(xi,yi.hit1: f)(x —x;)
YVi+14 &

Vi

0 X; Xi+1

Obr. 6.9: Obecna explicitni jednokrokovd metoda
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Explicitni Eulerova metoda

Nejjednodussi explicitni jednokrokovou metodou je explicitni Eulerova' metoda

Yi+1 =y,-+h,-+1f(xi,J’i), i :0,...,n—1. (64)

Obvykle se voli konstantni krok & = b%a, tedy uzlové body jsou ekvidistantni. V tomto
piipadé je @(x;, yi, hi+1; f) = f(x;, yi), takZe za smérnici pomocné piimky se voli
hodnota dand smérovym polem rovnice y’ = f(x, y) v bod€ [x;, y;] — viz obr. 6.10.
Lomenad ¢ara spojujici body [x¢, Vo, [X1, V1], ---» [Xn, Yu], kterou takto dostaneme, se
nazyva Euleriiv polygon. Tato metoda je velmi jednoduchd, ale nepfesna.

"Leonhard Euler (1707-1783) (&ti ojler) — $vycarsky matematik, fyzik, mechanik a astronom, jeden
z nejvetsich matematikd vSech dob. Napsal kolem 850 praci, ovlivnil vSechny tehdejsi discipliny. Od roku
1766 byl slepy, sva dila diktoval. Zavedl napf. oznaceni pro konstanty 7, e a i.
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0 X0 X1 X2 X3

Obr. 6.10: Explicitni Eulerova metoda pro n = 3;
zelené Sipky urcuji smérové pole v bodech [x;, y(x;)],
hnédé Sipky ur¢uji smérové pole v bodech [x;, y;]
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Obecnd implicitni jednokrokova metoda se zapisuje ve tvaru

’)h'+1 =y +hip19(xi, Vi, hiv1, Viv1s f)s i =0,....,n—1, (6.5)

kde @ je funkce ¢tyf proménnych zdvisejici téZ na funkci f. Podle toho, jak volime funkci
D(xi, Vi, hit1, Yi+1; [ ), dostdvime rizné metody.

U explicitni metody jsme po dosazeni zndmé hodnoty yo do pravé strany (6.3) dostali
hodnotu y;. Tu jsme opét dosadili do pravé strany (6.3) a dostali hodnotu y, atd.

U implicitnich metod je situace odlisSna. Po dosazeni yy do pravé strany (6.5) dosta-
neme pro y; rovnici (obecné nelinearni), protoZe y; se vyskytuje na obou stranédch. Ta
muZe byt velmi sloZitd (zdleZi na sloZitosti funkci @ a f'), takZe se musi feSit numericky
nékterou z metod kapitoly 2, nejcastéji Newtonovou. Podobné dosazenim y; dostaneme
rovnici pro y, atd.

Je ptirozené ptit se, proC pouzivdme implicitni metody, kdyZ vedou na mnohem

vvvvvv

mluvit dale (stabilita, rychlost konvergence).
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Implicitni Eulerova metoda

Nejjednodussi implicitni jednokrokovou metodou je implicitni Eulerova metoda

Yi+1 = Yi + hiva f(Xit1,¥i+1), i =0,...,n—1 (6.6)

V tomto piipadé je @(x;, Vi, hiv1, yi+1: f) = f(xi + hit1, yi+1). Tato metoda se
nékdy také nazyva zpétnd Eulerova metoda.

Explicitni i implicitni metodu navrhl Euler jiZ v roce 1768. Obé jsou ptedchiidkynémi
dnesnich nesrovnatelné ic¢inngj$ich metod.
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Priklad 6.3 Napiste vzorce Eulerovy explicitni a implicitni metody s konstantnim kro-
kem £ pro po&ateéni tlohu y’ = x2 + y2, y(x9) = yo.

Reseni. Protoze f(x,y) = x? + y2, dostaneme pro explicitni Eulerovu metodu ze
vzorce (6.4)
Vit1 = yi + h(x? + y?), i=0,....,n—1.

Podobné pro implicitni Eulerovu metodu dostaneme ze vzorce (6.5)
yi+1=yi+h(xi2+1+yi2+1), i=0,...,n—1.
Pro y;+; tedy v tomto piipadé dostdvame kvadratickou rovnici
hyi2+1 — Yi+1+ (yi + hxi2+1) = 0.

Tu bychom mohli snadno vyfesit. V piipadé sloZit&jsi pravé strany f(x, y) by vSak bylo
nutné fesit rovnici numericky. A
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6.1.4 Vlastnosti jednokrokovych metod

NeZ uvedeme dalsi konkrétni jednokrokové metody, vSimneme si, jaké vlastnosti by mély
mit, aby bylo moZné o¢ekavat, Ze budou davat dobré vysledky, tj. Ze numerick4 reSeni
jimi ziskand se budou jen madlo liSit od hodnot pfesnych feSeni. Za tim ucelem zavedeme
nekolik dalezitych pojmt. Protoze explicitni metody (6.3) lze povazovat za specidlni
pripad implicitnich metod (6.5) (@ nezavisi na y; 1), pokud to nebude nutné, budeme
obecné mit na mysli druhy zminény vzorec.

Lokalni a globalni chyba metody, ad metody

Pocate¢ni hodnota y(x¢) = Yo je zadand a je tudiZ pfesnd. Hodnota y;, kterou z ni
pomoci (6.3) nebo (6.5) vypocitame, vSak uz presnd nebude, plati jen y(x;) & y;. Z této
ptiblizné hodnoty uré¢ime y,, coz bude také pouze ptibliznd hodnota pro y(x;). A tak
déal. Obecné proi = 1,...,n plati y(x;) &~ y;. K vypoctu dosud nezndmych hodnot
tedy pouzivime nepfesné hodnoty, takZe se (i pfi presném pocitani, kdybychom néjak
vyloudili zaokrouhlovaci chyby, coZ je ovSem nemozné) dopoustime chyb. Tyto chyby se
budou postupné kumulovat. Jde o typ chyby, ktery jsme v tivodu nazvali chybou metody.
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Rozlisime dvé chyby — tu, kterd vznikd v jednom kroku vypoctu, a tu, kterd vznika
kumulaci chyb z jednotlivych krokd.

Uvazujme néjakou jednokrokovou metodu.

i) Pfedpokladejme, Ze hodnotu y; 1 na levé strané vzorce (6.5) vypocitime bez zao-
krouhloviani z pfesnych hodnot y (x;) a y (x; +1) (tzv. lokalizacni pFedpoklad). Oznaéme
vyslednou hodnotu y; ;. Vysledek nebude piesné y (x;41). Rozdil

lte; = y(Xit1) — Yig1 =
= y(xi1) = [y (xi) + hiv1 @ (xi, y(xi), higr, y(Xig1)s )]
nazyvame lokdlni diskretizacni chyba metody (Ite od local truncation error).

ii) Ve skuteCnosti ale hodnota y;, i = 1, z nizZ pocitdme y; 41, neni presnd. V i-tém
kroku vlastné hleddme pomoci (6.5) hodnotu tzv. lokdlniho feSeni u; (x) pocateéni
dlohy u; = f(x,u;), u;(x;) = y;, vbodé x; 1. Skute¢nd chyba, kterd vznikne, tj.
rozdil

le; = ui(Xit1) — Yit1 =
= u;(xi+1) — Vi + hiv1@(xi, yis hivr, yivas )]
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se nazyva lokalni chyba metody (le od local error). Lze ukdzat, Ze pro malé kroky
jsou chyby lte; a le; sice stejného tadu, ale stejné nejsou.

iii) Chyby se v jednotlivych krocich kumuluji. Rozdil mezi y; a pfesnou hodnotou y (x;),
ti. ¢, = y(x;) — yi, nazyvame globdlni diskretizacni chyba metody po i krocich.
Vztah mezi globélni chybou a lokdlnimi chybami je slozity. Rozhodné globélni chyba
neni jejich prostym souctem. Lze jen fici, Ze e; ~ leg + - - - + le;—;. Dobrd metoda
by méla ddvat malé e,,.

Vsechny tfi druhy chyb jsou zndzornény na obr. 6.11.

V predchézejicich definicich jsme uvaZovali idedln{ situaci, kdy nedochdzi k zaokrouh-

lovacim chybam. To vSak v praxi neni splnéno, takze skute¢nd globélni chyba je ovlivnéna
i timto faktorem.
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Yo+

Y (Xig1)]
¥ (xi)A
Vit+11

Ui (Xi4+1)]
.

Yi+11

X0 Xi Xi4+1

Obr. 6.11: Chyby jednokrokovych metod
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UvaZujme néjakou metodu a predpokladejme, Ze pouZzijeme ekvidistantni déleni
s krokem h = b%a . Nejvetsi prirozené Cislo p, pro néjz plati (pro vSechny pocatecni
tilohy s dostate¢né hladkou pravou stranou), Ze lte; = O(h?T1), se nazyva Fdd metody.
Tedy, aby byla konkrétni metoda fadu p, musi existovat konstanta C takovd, Ze pro
dostate¢né malé kroky / plati |lte;| = Ch?*!. Cim vétii je tudiZ p, tim men3f je lokdlni
diskretizaéni chyba (pro mal /2 se A?+! zmensuje s rostoucim p). Lze ukézat, 7e Eulerova
explicitni i implicitni metoda je fddu jedna.

Naésledujici ivaha naznacuje, co by mohlo platit pro ptfiblizny odhad globalni chyby,
pouZzijeme-li metodu fddu p. ProtoZze n = 1%, je

en A leg 4+ - leyy A lteg + -+ lte,_y = ORPTH + oo 4+ OWPT) =

n krat

— nO(hP+) = b%O(h”“) — O(h?).

Vztah e, = O(h?) skute¢né za jistych predpokladi plati, dikaz je ale pomérné obtizny
(presna formulace a dtikaz pro explicitni metody viz [52, str. 478]).

Obsah Jdinastranu |« < » » <@ = Celdobrazovka/Okno  Zaviit



Titulni strana ~ Copyright ~ Pfedmluva Obsah Kap? Kap2 Kap3 Kap4 Kap5 Kap6 Kap7 Testy Literatura Rejstiik  Tirdz

Numerické reseni obycejnych diferencidlnich rovnic 600

Konvergence metody

Dtilezitou otazkou je, zda se priblizné hodnoty pfi zmensujicim se kroku pfibliZuji k pres-
nym hodnotdm (pfedpoklddame, Ze pocitdme bez zaokrouhlovéni).

UvaZujme néjakou jednokrokovou metodu a zvolme ekvidistantni déleni s krokem
h = b%“ .Pron — oo bude platit 2 — 0. Chtéli bychom, aby se pritom globdlni chyby e;
zmensovaly. Zajima nés proto veli¢ina

max{le],....|es|} = max{|y(x1) = y1l.....|y(xn) = yul}.

Rekneme, Ze metoda je konvergentni, jestlize pro vechny pocatecni tlohy s dostate¢nd
hladkou pravou stranou f(x, y) plati

lim max{|y(x1) = yil.-... [y () = yul} = 0.

Lze dokazat nasledujici vysledek (viz [52, str. 478]):

Je-li jednokrokova metoda radu alespon jedna, pak je konvergentni.
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Stabilita metody

Myslenka, na niZ je zaloZen pojem, ktery si nize zavedeme, je velmi prostd. Budeme
uvazovat jednoduchou testovaci diferencidlni rovnici s po¢ate¢ni podminkou

Y =iy,  y(0) =1, (6.7)

kde A je redlny nebo komplexni parametr, Re A < 0. Snadno najdeme jeji explicitni feSeni
y(x) = e**. V piipadg, 7e A = a+ Bi, dostaneme s pouzitim Eulerova vztahu, 7 y (x) =
= e = ¥ cos Bx +ie®* sin Bx, odkud |y (x)| = v/e2%* cos? Bx + 29% sin? fx =
= ¢** (symbol i znaci komplexni jednotku).

ProtoZe je ReA = a < 0, plati xli)n;o y(x) = 0. Od dobré numerické metody

je pFirozené oCekdvat, Ze pii konstantnim kroku # > 0 bude dévat feSeni majici touz
vlastnost, tedy
yi >0 pro x; = ih — oo. (6.8)

Ozna¢me 2 mnozinu vSech komplexnich ¢isel z tvaru z = Ah, kde pro dvojici
A, h ddva dand numerickd metoda pro testovaci dlohu (6.7) feSeni majici vlastnost (6.8).
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(Jelikoz predpokldddme, Ze Re A < 0 a & > 0, zajimaji nas zejména ¢isla z = Ah, kterd
lezi vlevo od imagindrni osy.)

Mnozina 2 se nazyva oblast absolutni stability uvazované numerické metody. Prinik
mnoZziny £2 se zdpornou Casti redlné osy se nazyva interval absolutni stability. Numericka
metoda se nazyva A-stabilni, jestlize €2 obsahuje celou zapornou komplexni polorovinu
C_ ={Rez < 0}.

Velikost oblasti absolutni stability ddvd omezeni na délku kroku /, ktery mtize byt
pouZit pfi spInéni vlastnosti (6.8). Cfim men3{ tato mnoZina je, tim musi byt pfi daném A
krok A kratsi. Nejlépe to demonstruje nésledujici piiklad.

Priklad 6.4 Urcete oblast a interval absolutn{ stability explicitni a implicitni Eulerovy
metody.

Reseni. Explicitni Eulerova metoda:
Ze vzorce (6.4) dostdvame pro pocatecni tlohu (6.7)

Yit1 = yi + hAy; = yi(1 + Ah), Yo =1,
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takze _
vi=14+Ah, y,=(1 —|—)Lh)2,..., yi = (1 4+ Ah).

Aby y; — O proi — oo, musi platit |1 + Ah| < 1,tj. |1 + z| < 1, kde z = Ah. Oblast
absolutni stability €2 je tedy otevieny jednotkovy kruh se sttedem v bodé [—1, 0] a interval
absolutn{ stability je (—2, 0). Tato metoda tudiZ neni A-stabilni (viz obr. 6.12 a)).

Implicitni Eulerova metoda:
Ze vzorce (6.6) dostdvame pro pocatecni tlohu (6.7)
y.
Yiv1 = Yi + hAyiqq, Yo=1 = Yit1 = m

takze
1 1 1

T1—an P T a2 Y T A=y
Aby y; — Oproi — oo, musiplatit 1/|1—Ah| < 1,tj. |1 —z| > 1,kde z = Ah. Oblast
absolutni stability €2 je proto vnéjSek otevieného jednotkového kruhu se stfedem v bodé

[1, 0] a obsahuje zfejmé celou zdpornou komplexni polorovinu C_. Interval absolutni
stability je (—o0, 0). Tato metoda je tudiz A-stabilni (viz obr. 6.12 b)).

b4
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Obr. 6.12: Oblast a interval absolutn{ stability
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Zvolme napt. A = —50. Reseni y(x) = e ™% pociteéni tlohy (6.7) se s rostoucim x
velice rychle zmensuje a brzy je téméf nulové. Abychom pomoci explicitni Eulerovy
metody dostali hodnoty y;, pro néz y; — 0 proi — oo, musime krok /4 volit tak, aby
&islo —504 lezelo v intervalu (—2, 0), tj. A < 0,04. Tedy pies skutenost, Ze pfesné feSeni
je téméf nulové, musime krok volit velice maly.

Oproti tomu u implicitni Eulerovy metody lze krok % volit zcela libovolné. A

Situace popsand v predchozim piikladu je typickd nejen pro zminéné Eulerovy metody.
Implicitni jednokrokové metody maji obecné daleko vEtsi oblast absolutn{ stability, takZe
je mozné volit mnohem delSi kroky. Tim se sniZuje pocet aritmetickych operaci potfebnych
k nalezeni hodnoty y, & y(b). PfestozZe je nutné v kazdém kroku implicitni metody fesit
obecné nelinedrni rovnici, je jejich pouZziti mnohdy daleko Gcinnéjsi.

Doposud jsme predpokladali, Ze pocitdme bez zaokrouhlovacich chyb, a vénovali jsme
se jen chybam metod. V praxi vS§ak k zaokrouhlovédni dochdzi. Obecné pfi zmenSovani
kroku /& se zmenSuje globélni chyba metody, ale zvétSuje se zaokrouhlovaci chyba (coz
je pochopitelné, protoze se provadi vice aritmetickych vypoctl). Celkova chyba je pak
jejich souctem. Je proto potieba najit vhodny kompromis, aby nékterd z chyb vyrazné
nepievladla a neznehodnotila zdsadné vysledek.
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6.1.5 Metody Rungeho-Kutty

DiileZitou skupinu jednokrokovych metod navrhli Runge' a Kutta’. P¥i vypoctu hod-
noty y;+1 se vypocitaji hodnoty smérového pole, tj. funkce f(x, y), v n€kolika vhodné
zvolenych pomocnych bodech, které jsou rozmistény kolem bodu [x;, y;]. Pocet pomoc-
nych bodti udava tzv. stupeni dané metody. Tyto hodnoty se pak zpriméruji (udé€la se jejich
vazeny pramér) a vysledek se pouZije jako smérnice @ (x;, y;, h;j41; [ ) ve vzorci (6.3)
resp. @(x;, yi, hi+1, yi+1: [) ve vzorci (6.5).

Obecny tvar s-stupriové metody Rungeho-Kutty, kde s € N, s = 1, s konstantnim
krokem h vypada takto:

yiri=yithnki+ ko + -+ yks).  i=0....n—1] (69

'Carl David Tolmé Runge (1856-1927) — némecky matematik, zndmy aplikacemi matematiky ve
fyzice.

2Martin Wilhelm Kutta (1867-1944) — némecky matematik a inZenyr, zndmy numerickou metodou
feSeni obycejnych diferencidlnich rovnic.
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kde
ki = f(xi +aih, yi + h(Buiks + Proka + - + ,31sks)),
ky = f(xi + azh, yi + h(Barky + Bazks + -+ + Basks)).
ks = f(xi + ash, yi + h(Ba1ky + Bazka + -+ + ,33sks))a

ks = f (i + oish, yi + h(Baky + Books + -+ + Busks))
ady, Bre, Ve, 1ot = 1, ..., 5, jsou néjaké redlné konstanty. Oznacime-li
Xr=xi+a-h a Y, =y +h(Brki+ Brakz+---+ Brsks), r=1,...,s,
bude mit vzorec (6.9) tvar
Vi1 = Yi+th(if (X1, YD)+ 1y f (Xa. Yo)+- -+ ys [ (X5, Yy)), i =0,....,n—1.

Jde tedy o vzorce typu (6.3) resp. (6.5), kde funkce @, majici geometricky vyznam
smérnice piimky prochézejici bodem [x;, y;], je viZenym primérem hodnot smérového
pole v s pomocnych bodech [ X1, Y1],..., [Xs, Ys] s vahami yq, ..., ys, viz obr. 6.13.

Obsah Jdinastranu |« < » » <@ = Celdobrazovka/Okno  Zaviit



Titulni strana ~ Copyright ~ Pfedmluva Obsah Kap? Kap2 Kap3 Kap4 Kap5 Kap6 Kap7 Testy Literatura Rejstiik  Tirdz

Numerické Feseni obycejnych diferencidlnich rovnic 608

o/’
Vi1 XN L L T r—— P Y = Vi +y(x = xi)

Xi Xi+1

Obr. 6.13: Princip metod Rungeho-Kutty
s = 9 (devitistupiiovd metoda)
A; = [X;,Y;],i = 1...,9 (pomocné body)
Yy =r1f(X1,Y1) + -+ + o f(Xo, ¥o) (smernice piimky p)
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Abychom dostali konkrétni metodu, je tieba vhodné urcit koeficienty o, B, a ¥,
r,t = 1,...,s. Snahou je dosdahnout toho, aby metoda méla co nejvyssi fad. Postup je
zaloZen na Taylorové rozvoji lokdlni diskretizacni chyby. Odvozenti je technicky velice
komplikované (viz napft. [7, str. 150], [9, str. 17], [23], [37, str. 165] nebo [43, str.219]).
ObdrZime soustavu rovnic pro nezndmé koeficienty. Ty nejsou urceny jednoznacné, zlsta-
nou volné parametry, které se voli tak, aby metoda méla dalSi dobré vlastnosti (stabilita,
vyladéni chyby apod.). V praxi se pouZivaji metody pro stupeii s roven dva az tfinact.

Koeficienty se zapisuji do tzv. Butcherovy' tabulky:

ar | B Biz ... PBis
oz | Ba1 B2z ... PBos

Uy ,le ﬂsZ ﬁss
Yvi. V2 .. Vs

!John Charles Butcher (1933) (&ti buér) — novozélandsky matematik, zabyva se numerickym feSenim
obycejnych diferencidlnich rovnic.
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Obecné plati, 7e y; + y» + -+ + y; = 1. Cisla y; mohou byt nulové i zdpornd. Navic
pro vsechny prakticky pouZivané metody plati

O{r=,3r1+"'+,6r3v r=1,...,s. (6-10)

V dal$im budeme ptfedpokladat, Ze je tato vlastnost splnéna.

Metoda je explicitni, pokud ma matice (f,;) nenulové prvky pouze pod hlavni di-
agondlou. Hodnoty k1, ..., kg se postupné snadno vypocitaji. S ohledem na zminény
pfedpoklad totiz plati:

01 =04+0+---4+40+0=0,
=P +0+---4+04+0= By,
a3 = P31+ P2+ -+ 0+ 0= P31 + Bz,

(o) :ﬁsl +,3s2+"'+185s—1 +0:,Bs1 +,Bs2+'“+,3ss—1-
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Pro ky, ..., ks tak v piipad€ explicitni metody dostaneme, Ze

ky = f(xi,yi),
ky = f(xi + azh, yi + h,lekl),
ks = f(x; + azh.y; + h(Bsiky + B32k2)),

ks = f(xi + O(sh, Yi + h(llekl aty ﬂs2k2 SF °°o qF ﬁss—lks—l))'

V opa¢éném piipad€ se jednd o implicitni metodu. Pak mame pro kq, ..., ks soustavu
obecné nelinedrnich rovnic, kterd se musi fesit numericky. Lze ukazat, Ze pro malé kroky A
mad soustava vZdy jediné feSeni, pokud f spliiuje Lipschitzovu podminku (viz [7, str. 214]).

Metoda se nazyva semiimplicitni, je-1i implicitni a matice (f,;) ma nad hlavni dia-
gondlou nulové prvky. V tomto pfipad€ se z prvni rovnice vypocitd k; a dosadi se do
druhé rovnice, z té se vypocita k, atd. Staci tedy numericky FeSit pouze rovnice o jedné

neznamé.

s vz

Pro dany pocet stupiiti s ozna¢me p(s) maximdlni f4d s-stuptiové metody, ktery lze
dosdhnout. Pro explicitni metody je o funkci p(s) zndmo, Ze p(s) — oo pro s — 0
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a dale:
p(s) =s pros =1,2,3,4, p(s)=s—2 pros =38,9,
p(s)=s—1 pros =15,6,7, p(s) <s—2 pros = 10.

Situace je jind u implicitnich metod, u nichZ miZe byt p(s) > s.

Pokud jde o konvergenci a jeji rychlost, 1ze dokézat, Ze metoda Rungeho-Kutty fddu p
ma pro diferencidlni rovnici s dostate¢né hladkou pravou stranou f(x, y) globdlni diskre-
tizani chybu e; = y(x;) — y; = O(h?), viz [9, str. 20] nebo [57, str. 41].

Dale si v§imneme stability téchto metod. Pouzijeme-li takovou metodu na testovaci
tlohu (6.7), vyjde ndm, Ze y; 1 = R(z)yi, . yi = [R(2)]',i = 1,2,...,kde z = Ah.
Funkce R(z) se nazyva funkce stability dané metody. Pro oblast absolutn{ stability tudiz
dostaneme, 7e 2 = {z € C : |R(z)| < 1}. U explicitnich s-stupiiovych metod je R(z)
polynomem stupné s, takZe tyto metody nikdy nemohou byt A-stabilni. U implicitnich
s-stuptiovych metod je R(z) raciondlni funkce, jejiZ Citatel a jmenovatel jsou polynomy
stupné nejvyse s, viz [7, str. 230]. V ptikladu 6.4 jsme urcili, Ze u explicitni Eulerovy
metody je R(z) = 1 4 z a u implicitni Eulerovy metody je R(z) = ﬁ .
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U nékterych typl rovnic ani A-stabilni metody nedédvaji dobré vysledky. Proto se
zavadi jeste siln€jsi pojem stability. Metoda typu Rungeho-Kutty se nazyva L-stabilni,
jestlize je A-stabilni a navic plati, Ze | R(z)| — 0 pro Re z — —o0. Tedy napf. Eulerova
implicitni metoda je L-stabilni. Viz [57, str. 116].

Existuje celd fada metod typu Rungeho-Kutty. Zminime pouze nékolik klasickych

prikladt explicitnich metod. Uvedeme vZdy vzorce a odpovidajici Butcherovu tabulku.
Dopliime, Ze jedind jednostuptiova explicitni metoda je Eulerova metoda (6.4).

1) Prvni modifikace Eulerovy metody (Collatz' 1960):

Yit1 =Yi +hky, 1 =0,...,n—1, 0 0 0
ki = f(xi,yi), 1/2(1/2 0
ko= f(x; +h/2,y; + hk1/2). 0 1

Je to dvoustupiiovd metoda druhého fadu. Princip vycisleni viz obr. 6.14 a) (vyznam
bodt A, B a C je podobny jako na obr. 6.15). Funkce @ ze vztahu (6.3) ma tvar

O(xi yi. b f) = f(xi +1/2,yi + hf(xi.9i)/2).

'Lothar Collatz (1910-1990) (&ti kolac) — némecky matematik. Zabyval se numerickou matematikou.
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y

N %)
yl.“t'l'L C ; 7
Yit+17
Vi~ Vi

; : N ) : B "\pi

Xi  xi+h/2 Xiq1 * Xi Xi+1 *

a) Prvni modifikace Eulerovy metody b) Druha modifikace Eulerovy metody
p1:y =yi +ki(x —x;) p1iy =y +ki(x —x;)
P2:y = yi +ka(x —x;) p2:y =yi+ka(x —xp)

p3iy =y + 832 (x — ;)

Obr. 6.14: Dvoustupiiové metody typu Rungeho-Kutty
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2) Druhd modifikace Eulerovy metody téz zvana Heunova' metoda (Heun 1900):

ki+k :
yl+1:yl+h%v l:()a-"vn_l’ 0 O 0
1] 1 0
ke, = ),

ky = f(xi + h,yi + hky).

Je to dvoustupiiovd metoda druhého fadu. Princip vycisleni viz obr. 6.14 b) (vyznam
bodi A, B a C je podobny jako na obr. 6.15). Funkce @ ze vztahu (6.3) ma tvar

D(xi, yihs f) = [ f(xi.yi) + f(xi + Ry + hf(xi,3:))] /2.

Podobné 1ze tuto funkci snadno vypsat pro dalsi metody, takZe pfisluSné vzorce nebu-
deme uvadét.

IKarl Heun (1859-1929) (&ti hojn) — némecky matematik.
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3) Kuttova metoda (Kutta 1901):

ki + 4k, + k

Vier = yi th——2— 2

, 6 ol o 0 0

l:O,...,n—l, 1/2 1/2 0 0
ki = f(xi,pi), 1 =1 2 0
ky = f(xi +h/2,y; + hki/2), | 1/6 4/6 1/6

ks = f(xi +h,yi +h(Q2ky —ky)).

Je to tfistupriovd metoda tfettho fadu. UkaZeme si na ni podrobnéji geometricky princip
rozmisténi pomocnych bodi — viz obr. 6.15.

e Ozna¢me k; smérnici vektoru smérového pole v bod€ A = [x;, y;]. Sestrojime
pifmku p; majici smérnici kq, kterd prochazi bodem A.
Tedy p1:y = yi + ki1(x — Xx;).

e Napiimce p; najdeme bod B, jehoZ x-ova soufadnice je x; +/4 /2. Jeho soufadnice
jsou B = [x; + h/2,y; + hky/2].
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e Oznacme k, smérnici vektoru smérového pole v bodé B. Sestrojime piimku p,
majici smérnici 2k, — k1, kterd prochdzi bodem A.
Tedy p2: y = yi + (2k2 — k1) (x — x;).

e Na pfimce p, najdeme bod C, jehoZ x-ové soutadnice je x; + h. Jeho soufadnice
jsouC = [x; + h,y; + h(2k, — ky1)].

e Oznalme k3 smérnici vektoru smérového pole v bodé C. Sestrojime piimku p3
majici smérnici (k1 + 4k, + k3)/6, kterd prochdzi bodem A.
Tedy p3: y = yi + (ki + 4ka + k3)/6 - (x — x;).

e Na piimce p3; najdeme bod D, jehoZ x-ova soufadnice je x; + h. Jeho soufadnice
jsou D = [x; + h, y; + h(ky + 4k, 4+ k3)/6]. Nyni y-ova soufadnice bodu D
J€ Vi+t1.
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y p2:y = yi + (2ka —k1)(x — x;)
Yy =DJi +k2(x—x,~)
Yit1 : p3iy=yi+ —k1+4§2+k3 (x —x;)
TS U T ORI ASUNRURNr iR :
D = [Xi41, yival
_—pry =yi+kix—x)
yi--'A‘:
y=,Vi+k3(X—xi)
0] xi x;i +h/2 Xit1

Obr. 6.15: Kuttova metoda
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4) Klasickda metoda Rungeho-Kutty (Runge 1895, Kutta 1901):

ki~ 2ky + 2ks + ky

Yis1=Yi+h = ,

, o]lo o o0 o0

i =0,...,n—1, 12012 0 0 0
ky = f(xi 3, 12 0 12 0 0
ko= f(xi +h/2,yi + hki/2), 10 0 1 0
ks = f(xi +h/2, v + hk2/2), 1/6 2/6 2/6 1/6

k4 = f(Xi + I’l, Vi + I’lk3)

Je to Ctyfstupriovd metoda Ctvrtého fadu. Tato metoda byla pro svou jednoduchost
oblibend v éfe pred ndstupem pocitaci.
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5) Gillova metoda (Gill 1951):

Yit1 = Vi +Ié[k1 +(2—«/§)k2+(2+\/§)k3+k4], i=0,...,n—1,
ki = f(xi, i),
ky = f(xi +h/2,y; + hki/2),
ks = f(xi +h/2,y +h((=1/2+1/vV2)k1 + (1 = 1/V2)ks)),
ko = f(xi +hyi +h(—ka/~V2 + (1 + 1/v2)k3)).

0 0 0 0 0
1/2 1/2 0 0 0
12 =1/2+1/42 1-1/42 0 0

1 0 —1/v2  1+1/42 0
1/6 2-+2)/6 2++2)/6 1/6

Je to Ctyfstupniovd metoda ¢tvrtého fadu. U této metody jsou redukovany paméfové
néroky, viz [7, str. 180].
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Radu dalsich explicitnich i implicitnich metod typu Rungeho-Kutty lze nalézt napf.

v [7], [9], [57] nebo [72].

Soucasné metody

Je tieba zdUraznit, Ze soudobé profesiondlni programy na numerické feSeni obycejnych
diferencidlnich rovnic nepouzivaji pfimo vyse uvedené tzv. klasické jednokrokové metody,
ale daleko efektivnéjsi metody, které jsou na klasickych metodach zalozené. Jde o velmi
ucinné tzv. adaptivni metody, u nichz se provadi pomoci diimyslnych algoritmt fizeni
délky kroku. Zdkladni mySlenkou je udrzet odhad velikosti lokalni chyby le; zhruba stejné
veliky. Tomu se ptizpiisobuje délka kroku. Pro jeji fizeni se pouZivaji dvé strategie —
EPS (error per step) a EPUS (error per unit step). K rozhodnuti o délce kroku je nutny
odhad velikosti lokdlni chyby. Pro néj se pouZiva napt. metoda polovi¢niho kroku a dnes
zejména metoda vnorenych odhadl chyby. Metody zaloZené na posledné zminéném
principu se nazyvaji vnorené (embedded) metody Rungeho-Kutty. Jsou tvofeny dvojici
metod Rungeho-Kutty fddu p a p 4 1. Pokud se ve vypoctu pokracuje presnéjsi metodou,
fiké se, Ze byla pouZita dvojice metod s lokdlni extrapolaci. KdyZ se pokracuje méné
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presnou metodou a presnéjsi metoda byla pouzita jen k odhadu lokdlni chyby, fik4 se, Ze
dvojice metod byla pouZita bez lokdlni extrapolace. Vice podrobnosti 1ze nalézt naptiklad
v [9, str. 23-33] nebo [ ! 1, str. 15—-18]. Dikladny teoreticky vyklad je uveden v [7], [37]
a [50]. Na strance [67] 1ze kromé prfehledu najit zdrojové kdédy v C nejvyznamnéjSich
metod tohoto typu. Jejich dobrd implementace totiZ rozhodné nenf trividlni zaleZitosti.
Struény prehled historie odvozovani vhodnych dvojic explicitnich metod 1ze najit v [76],
ukazky odvozeni v [74].

V programu Maple miiZzeme najit (kromé jinych) nésledujici jednokrokové metody:
o rkf45 — dvojice Sestistupfiovych metod fadu 4 a 5 (autor Erwin Fehlberg, 1968),

e ck45 — dvojice Sestistupriovych metod fadu 4 a 5 (autofi Jeff. R. Cash a Alan H. Karp,
1988),

e dverk78 — dvojice tfinictistupniovych metod fddu 7 a 8 (autor Jim Verner, [77]).
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6.1.6 Vicekrokové metody

Nyni si v§imneme vicekrokovych metod pro feSeni pocatecni dlohy y' = f(x,y),
y(x9) = yo,naintervalu (a, b),a = x. Pro lepsi pfehlednost oznac¢ime f(x;, y;) = f;.
Budeme predpoklddat, Ze je pouzit konstantni krok 2 > 0. Omezime se jen na tzv. linedrni
vicekrokové metody (stru¢né LVM; ndzev linedrni je pouZit proto, protoZe vzorce téchto
metod budou na symbolech y; a f; zdviset linedrné).

Obecnd linedrni k-krokova metoda, kde k € N, mé tvar

k k
Zaij-l—j =hzbjfi+1—j, (6.11)
j=0 j=0
tj. po rozepséani sum

Aoyi+1 t+a1yi +azyi—1 + -+ aryit1-k =
= h(bo fix1 + b1 fi + b2 fic1 + -+ + br fir1-k).
kde a;, b; jsou vhodné konstanty. Pfedpokldddme, Ze ag # 0 a a,% + b,% > 0. Tedy

bez ijmy na obecnosti mizeme predpokladat, Ze metoda je normalizovand, tj. ag = 1
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(ptvodni rovnici vydélime aq), a osamostatnime y; 4+ 1. Dostaneme:

k k
Yit1 = — E ajyiy1—j +h E bj fi+1-j = (6.12)
Jj=1 J=0

=—a1y; —azyi—1— - —agyi+i1—k +

+ h(bo fi+1 + b1 fi + -+ + br fiv1-k)-

Jak jiZ bylo dffve zminéno, aby se mohla takovd metoda (pro k > 1) pouZit, je tieba k za-
dané hodnoté y néjak ucit (vhodnou jednokrokovou metodou) co nejpresnéji startovaci

hodnoty y1, y2, ..., Vik—1-

Pokud je by = 0, vyskytuje se y; 1 jen na levé strané (6.11) a lze ho osamostatnit,
viz (6.12). Takové LVM se nazyvaji explicitni. Je-li vSak by # 0, dostdvame pro y; 4+

obecné nelinearni rovnici tvaru

Yig1 = A+ hbo f(xig1, Yit1),
kde

A=—aryi —axyi-1 — - —akyi+1-k + h(blfi Tt bkfi+1—k),
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kterd se musi feSit numericky. Takové LVM se nazyvaji implicitni. Jejich prednosti je, Ze
maji lepsi vlastnosti; viz nésledujici oddil.

K nejzndméjsim LVM patii Adamsovy metody a metody zpétného derivovani. Nez si
vsak v§imneme konkrétnich vzorcti, podivime se na vlastnosti, které by dobré numerické
metody tohoto typu mély mit.
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6.1.7 Vlastnosti vicekrokovych metod

Zavedeme obdobné pojmy jako v oddilu 6.1.4 pro jednokrokové metody, abychom mohli
popsat vlastnosti dobrych LVM.

Lokalni a globalni chyba metody, rad metody

Do levé a pravé strany vzorce (6.11) dosadime hodnoty presného fesSeni (tzv. lokalizacni
predpoklad). Vysledky budou obecné rtizné. Jejich rozdil

k k
lte; = ) a;y(Niv1—j) —h Y bj f (Xie1-j, Y (Kit1-5))
j=0 j=0

nazveme lokalni diskretizacni chyba metody. Na rozdil od jednokrokovych metod nebu-
deme zavadét pojem (skutecné) lokdlni chyby, protoze nema prakticky vyznam.
Rekneme, 7e dana metoda je Fadu p, p € N, jestlize p je nejvétsi &islo, pro néjz plati

Ite; = O(hp-i-l).
Rozdil e; = y(x;) — y; nazveme globdlni diskretizacni chyba metody po i krocich.
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Pti popisu vlastnosti LVM hraji dileZitou roli dva polynomy, jejichz koeficienty jsou
obsazeny v (6.11):

p(A) = aoA* + @ A + - ar 1A + ax,
(L) = boA* + b AR 4o b A+ by
Nazyvaji se prvni a druhy charakteristicky polynom.
Metoda se nazyva konzistentni, jestliZe je fddu alespon jedna. Lze dokdzat ndsledujici

tvrzeni: LVM je konzistentni pravé tehdy, kdyZ p(1) = 0a p'(1) = o (1) (viz [9, str. 37],
[19, str.370], [52, str. 510] nebo [57, str. 67]).

Obsah Jdinastranu |« < » » <@ = Celdobrazovka/Okno  Zaviit



Titulni strana ~ Copyright ~ Pfedmluva Obsah Kap? Kap2 Kap3 Kap4 Kap5 Kap6 Kap7 Testy Literatura Rejstiik  Tirdz

Numerické reseni obycejnych diferencidlnich rovnic 628

D-stabilita a konvergence metody

Pfi zavadéni nasledujiciho pojmu opét vyjdeme z vhodné testovaci tilohy podobné jako
pfi definici A-stability, tentokrat dokonce jesté jednodussi. Pijde o pocatecni ilohu

y' =0, y0)=0 prox € (0, 1).

Pfesnym feSenim je pochopitelné funkce y(x) = 0. Ze vztahu (6.11) dostaneme reku-
rentni formuli

apyi+1 +a1yi +azyi—1 + -+ axyi+1-k = 0. (6.13)

Rozdélime-li interval (0, 1) ekvidistantné na n dilkd, tj. # = 1/n, a zvolime-li y; =
=y, = -+ = yr—1 = 0, vyjde postupné yx = yx+1 = -+ = y, = 0. Nds v8ak bude
zajimat co se stane, kdyz hodnoty y1, y», ..., Yk—1 budou mirné porusené (obecné jsou
uréovany néjakou vhodnou jednokrokovou metodou a nejsou tudiz presné). Je ptirozené
poZadovat, aby hodnota y, aproximujici pfesnou hodnotu y (1) = 0 byla s rostoucim n
mald, pokud je pocitand z vychozich hodnot yq, y,, ..., Yk—1, které se jen malo liSi od
nuly.
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Rovnice (6.13) se nazyva linedrni diferencni rovnice s konstantnimi koeficienty. Teo-
rie téchto rovnic je velmi podobna teorii linearnich diferencidlnich rovnic s konstantnimi
koeficienty, viz napt. [52, str. 501] nebo [68, str. 20]. Ukazuje se, Ze vySe zminény poZada-
vek plati prave tehdy, kdyZ koteny prvniho charakteristického polynomu lezi v komplexni
roviné v jednotkovém kruhu se sttedem v pocatku, pticemz ty, které jsou na hranici, jsou
jednoduché. Z tohoto dtivodu se zavadi nasledujici definice.

Definice 6.5 LVM se nazyva D-stabilni neboli stabilni ve smyslu Dahlquista®, jestlize
pro vSechny koteny ¢ prvniho charakteristického polynomu p(A) plati |¢| = 1, pfi¢emz
pokud je |¢| = 1, je tento kofen jednoduchy.

'Germund Dahlquist (1925-2005) (¢ti dalkvist) — $védsky matematik, patfil k prikopnikim zkouméni
problematiky stability numerického feSeni diferencidlnich rovnic.
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Je zndmo, Ze pro fad p D-stabilnich k-krokovych metod plati:

p=k pro explicitni metody,
p=k+1 pro implicitni metody a k liché,
p=k+2 pro implicitni metody a k sudé

(tzv. prvni Dahlquistova bariéra). Viz [19, str. 384], [57, str. 90].

Definice konvergence LVM je obdobna jako definice jednokrokovych metod na str. 600.

Linedrni k-krokovd metoda se nazyva konvergentni, jestliZe pro vSechny pocate¢ni ulohy

s dostate¢né hladkou pravou stranou f(x, y) plati

lim max{ly(r1) = yil.- o ) = dalh =0, b= —a)/n.

pricemz tato vlastnost m4 platit, pokud poc¢atec¢ni hodnoty y1, ya, ..., Vk—1 (které nemusi
byt pfesné), z nichZ se pocitaji dal$i hodnoty yg, ..., V,, se s rostoucim n ptibliZuji

k pfesnym hodnotdm y(x1), y(x2), ..., y(xXr—1).
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Zatimco jednokrokové metody fadu asponl jedna byly vZdy konvergentni, u vicekroko-
vych metod je situace slozitéjsi. Lze dokazat nésledujici vysledek (viz napft. [52, str. 506],
[57, str. 65,72] nebo [68, str. 31]): LVM je konvergentni prave tehdy, kdy? je konzistentni
a D-stabilni.

O rychlosti konvergence 1ze dokdzat nésledujici vysledek (viz napt. [52, str. 508] nebo
[57, str. 75]):

Je-li konvergentni LVM Fadu p = 1, jsou-li pocatecni hodnoty y1, ya, . . ., Vk—1 zadany
s chybou O(h?) a pravd strana f(x, y) diferencidlni rovnice md spojité derivace aZ do
Fadu p, plati pro globadlni diskretizacni chybu e; = y(x;) — y; = O(h?).

A-stabilita
Vratime se opét k testovaci tloze (6.7). Po dosazeni do (6.11) dostaneme
aoYi+1 +aiyi + -+ akyit1—k = h(bO/\)’iH +biAy;i +-- + bkkJ’iH—k),
odkud po dpraveé vyjde
(ap — hAbo)yiv1 + (a1 — hAby)y; + -+ (ak — hAbr)yiy1-k = 0.
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Polynom

k
w(w,2) = Y (a5 —zb))p*™ = p(p) — zo(p),
j=0

proménné u, kde z = Ah, nazyvame polynom stability LVM. Koeficienty tohoto poly-
nomu tedy zavisi na komplexnim parametru z. Pfipomeinime, Ze p(1) a o (i) jsou prvni
a druhy charakteristicky polynom (viz str. 627).

Vztah (6.8) plati pravé tehdy, kdyZ pro vSechny kofeny ¢ polynomu stability 7z (i, z)
(i je proménnd, z je parametr) plati || < 1. Ozna¢me €2 mnoZinu vSech téch komplexnich
Cisel z, pro néZ kotfeny polynomu 7 (u, z) maji tuto vlastnost. MnoZzina 2 se nazyva
oblast absolutni stability LVM. Tato mnoZina je dtleZitou charakteristikou LVM. Metody
s velkou oblasti absolutni stability jsou vhodné pro feSeni tzv. tuhych problémi (viz
oddil 6.1.9). Obsahuje-li 2 celou zdpornou komplexni polorovinu, nazyva se metoda
A-stabilni. Je zndmo, Ze explicitni LVM nemohou byt A-stabilni a implicitni LVM, které
jsou A-stabilni, mohou mit nejvySe fdd p = 2 (tzv. druhd Dahlquistova bariéra). Viz [57,
str. 113].
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6.1.8 Priklady linearnich vicekrokovych metod

Uvedeme piehled nejvyznamnéjSich LVM. Podrobnosti o jejich odvozeni, odhadech
lokdlnich chyb a oblastech absolutni stability 1ze nalézt napt. v [/, 9, 11, 37, 52, 68].

Adamsovy metody

Integraci rovnice (6.2) na intervalu (x;, x;11) dostaneme vztah
Xi+1

yG) =y = [ fery@)ar

Xi

Nyni integrand f(x, y(x)) nahradime interpola¢nim polynomem Py _1(x) stupné nejvyse
k — 1, kde k = 1. Podle jeho vybéru rozlis§ime dva pfipady.
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1. Polynom prochézi body [X;+1—k, fi+1-k]s---» [Xi—1, fi—1], [Xi, fi]. Dostaneme ex-
plicitni k-krokové metody, které se nazyvaji Adamsovy'-Bashforthovy’ metody. Znaci
se ABk. Uvedeme jejich vzorce prok = 1,2,3,4,5:

Yit1 = Vi + hfi, (vlastné Eulerova explicitni metoda)

Yi+r1 =Yi + 2Qfi — fi-1),

Yitr =i + 15 Q23fi = 16fi1 + 5fi-2),

Vit = Vi + 35(55fi = 59fi-1 + 37fi-2 — 9fi-3),

Vit1 = Vi + o5 (1901f; —2774f; 1 + 2616 fi_, — 1274f;_3 + 251 f;_4).

Rad p je stejny jako pocet krokt k, tj. p = k.

1John Couch Adams (1819-1892) (&ti edems) — britsky matematik a astronom. Roku 1845 ptedpové-
dél na zdklad€ matematickych vypoctd (nezavisle na francouzském matematiku Urbainu Jeanu Josephu Le
Verrierovi) existenci a polohu planety Neptun.

2Francis Bashforth (1819-1912) (&ti besfors) — anglicky matematik a balistik.
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2. Polynom prochézi body [Xj+2—k, fi+2—kl» ---» [Xis fil, [Xi+1, fi+1]. Dostaneme im-
plicitni [-krokové metody, kde [ = max(1, k — 1), které se nazyvaji Adamsovy-Moul-
tonovy' metody. Zna&i se AMk. Uvedeme jejich vzorce pro k = 1,2,3,4,5 (prvni
dvé metody jsou obé jednokrokové):

Yi+1 = Yi + hfit1, (vlastné Eulerova implicitni metoda)
Vie1 = Vi + 2(fis1 + fi),  (zndmd jako lichob&znikové pravidlo)
Yir1 = yi + 2(5fir1 + 8f; — fi-1),
Yir1 = Yi + 2 Ofix1 + 19f; = 5fi-1 + fic2),
Vit1 = Vi + 25 (251 fi 1 + 646 f; — 264 fi_y + 106 fi_o — 19f;_3).
Pro fdd p plati p = k, tj. kromé& prvni metody je o jedni¢ku vétsi neZ pocet krok /.
Metody ABk i AMk jsou D-stabilni a konzistentni, tedy konvergentni. Pouze metody

AM1 a AM2 jsou A-stabilni. Pro dané k je velikost oblasti absolutni stability metody AMk
zna¢né vEtsi nez u metody ABKL. S rostoucim k se oblasti absolutni stability zmenSuji.

'Forest Ray Moulton (1872-1952) — americky astronom, zabyval se aplikacemi matematiky v astro-
nomii.

Obsah Jdinastranu |« < » » <@ = Celdobrazovka/Okno  Zaviit


http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Biographies/Moulton.html

Titulni strana ~ Copyright ~ Pfedmluva Obsah Kap? Kap2 Kap3 Kap4 Kap5 Kap6 Kap7 Testy Literatura Rejstiik  Tirdz

Numerické Feseni obycejnych diferencidlnich rovnic 636

Metody prediktor-korektor

Tyto metody pouzivaji dvojici linedrnich vicekrokovych metod. Jednu explicitni Adam-
sovu-Bashforthovu metodu (prediktor) a jednu implicitni Adamsovu-Moultonovu me-
todu (korektor). Prediktorem (explicitni metodou) se predpovi prvni priblizeni yi(i)l
hodnoty y; 41, korektorem (implicitni metodou) se iterovanim vylepsi, tj. ziska se yi(}r)l,
yi(i)l atd. VétSinou se provadi jen jedna iterace. Iterovéani se provadi tak, Ze se predpove-
zend hodnota dosadi do pravé strany korektoru (implicitni metoda) a vysledek, tj. leva
strana je novou hodnotou pro y; 1.

Podrobnéjs$im rozborem lokdlni diskretizacni chyby lze zjistit, Ze je-1i fdd prediktoru ¢
atad korektoru p, pak fad této dvojice je min(p, g + 1), viz [9, str. 49]. Proto se nejcastéji
voli ¢ = p nebo g + 1 = p. V obou pripadech je totiz fad dvojice p, tj. stejny jako
fad korektoru. Oblast absolutni stability metody prediktor-korektor je vétSi nez oblast
absolutnf stability prediktoru ale mensi nez oblast absolutni stability korektoru, ke které se
pfibliZzuje s rostoucim poctem iteraci. Obecné oblasti absolutni stability dvojic ABk-AMk
nejsou prili§ velké a s rostoucim fadem k se zmensuji.

V dal$im oznac¢ime fl(:_)l = f(Xit+1, yl-(_?l). V praxi se ¢asto pouzivaji nasledujici
dvojice:
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1. Dvoukrokova metoda:
Prediktor: yi(i)l =y + %(3fl — fi-1)s
(Adamsova-Bashforthova metoda AB2 fadu dva)
Korektor: yl.(:;l) =y; + ’%(fl(J:)1 + 1), r=0,1,2,...

(Adamsova-Moultonova metoda AM?2 fadu dva)

2. Ctytkrokova metoda:

Prediktor: ¥ O = i+ £(55f — 59fi—1 + 37fima — 9fi-3),
(Adamsova-Bashforthova metoda AB4 fadu Ctyfi)

Korektor: yi(fgl) =y; + %(9 I(J:)l + 19f; = 5fi—1 + fi-2),
r=0,1,2,...

(Adamsova-Moultonova metoda AM4 fadu Ctyfi)

Metody prediktor-korektor se v soucasnosti obvykle nepouZzivaji s konstantnim krokem
apevnym fddem, ale délka kroku a pfipadnd zména fadu se fidi na zdklad€ odhadu velikosti
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lokdlni chyby. RovnéZ Adamsovy-Bashforthovy a Adamsovy-Moultonovy metody se
pouZzivaji s proménnym krokem.
Metody zpétného derivovani

Zékladni myslenkou odvozeni téchto metod je, Ze se v rovnici

V' (xig1) = f(Xig1, y(xig1))

nahradi derivace y’(x;+1) derivaci interpola¢niho polynomu Py (x) stupné nejvyse k,
kde k = 1, ktery je ur€en body [X;+1—k, Vi+1—k)> ---» [Xis Vi, [Xi+1, Vi+1]. Dostaneme
implicitni k-krokové metody, které se nazyvaji metody zpétného derivovdni. Znadi se
BDFk (podle anglického backward differentiation formula). Uvedeme si jejich vzorce pro
k=1,2,3,4,5,6.

Obsah Jdinastranu |« < » » <@ = Celdobrazovka/Okno  Zaviit



Titulni strana ~ Copyright ~ Pfedmluva Obsah Kap? Kap2 Kap3 Kap4 Kap5 Kap6 Kap7 Testy Literatura Rejstiik  Tirdz

Numerické Feseni obycejnych diferencidlnich rovnic 639

Yit1 = Vi + hfit1, (vlastné Eulerova implicitni metoda)
yir1r = 3(4yi — yic1 + 2hfit),
Yit1 = 17(18yi — 9yi_y + 2yi—p + 6hfi41),
Yi+1 = 55(48y; — 361 + 16y;2 — 3yi_3 + 12hfi 1),
Vi1 = 137(300y; — 300y;_1 4 200y; > — 75y;—3 + 12yi—4 + 60/ fi11),
Yit1 = 147(360y; —450y;_1 + 400y; _» —225y;_3 +
+72yi—4 — 10y;—5 + 60A fi11).

Rad p je stejny jako pocet krokt k, tj. p = k.

Metody BDFk jsou D-stabilni pouze pro k = 6, tedy pro k = 7 jsou nepouZitelné.
Jsou konzistentni, a tedy pro k = 6 rovnéZ konvergentni. Metody BDF1 a BDF2 jsou
A-stabilni. Pro 3 = k = 6 sice A-stabilni nejsou, ale oblast absolutni stability je neohra-
ni¢end a interval absolutn{ stability je (—oo, 0). Jsou sice méné piesné nez AMk metody,
ale diky velkym oblastem absolutni stability jsou vhodné pro feseni tzv. tuhych problémti
(viz oddil 6.1.9).
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6.1.9 Tuhé problémy

U nékterych diferencidlnich rovnic se vyskytuje jev, kterému se tika fuhost (anglicky
stiffness). Takové rovnice se nazyvaji tuhé rovnice neboli stiff rovnice nebo také rovnice
se silnym tlumenim. Tento jev zna¢n€ komplikuje jejich numerické feSeni.

Pojem tuhost nemd Zadnou jednoduchou a pfimoc¢arou rigor6zni matematickou defi-
nici, d se popsat mnohymi riiznymi zptasoby. Typickym rysem je chovani tuhych pro-
blémii, jestlize je feSime pomoci explicitnich metod Rungeho-Kutty nebo Adamsovych-
Bashforthovych metod s pevnym krokem. Dostavame feSeni, ktera ¢asto osciluji a obvykle
neomezen¢ nardstaji. Abychom obdrZeli pomoci téchto metod pfijatelnd feSent, je nutné
volit extrémné maly krok, coZ vyznamné& prodluZuje dobu feSeni. Toto zvlastni chovani
je na prvni pohled nevysvétlitelné. Pfitom je 1ze demonstrovat na velice jednoduchych
rovnicich, které je mozné snadno explicitné vyftesit (viz priklad 6.4).

Je moZzné uvést i formalnéjsi popis tuhosti (napf. u soustav linedrnich diferencidlnich
rovnic s konstantnimi koeficienty souvislost s vlastnimi ¢isly), témito otdzkami se ale
nebudeme zabyvat. Viz napf. [9, str. 56], [11, str. 26], [52, str. 525] a dalsi.

Casto m4 stiff rovnice jedno ,,vyznac¢né pomalu se ménici* feseni, k némuz se ostatni
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feSeni velmi rychle ptribliZuji pro x — 4o0. Ptikladem je pocétecni tiloha

y' = —100y + 100, y(0) = yo.
Rovnici snadno vyfesime separaci proménnych:
dy
— = —100(y — 1), In|y — 1| = —100x + Inc,
dx
d _
Y 1004y, y—1=ce100x
y—1
dy —100x
—— = — ] 100dx, yx) =1+ (o—1)e .
y—1
Konstantu ¢ jsme urcili z po¢ate¢ni podminky y(0) = yo =1 + c.

Z vysledku je vidét, Ze rovnice ma konstantni feSeni y(x) = 1 pro yo = 1. Ostatni
feseni (pro yo # 1) jsou exponencidly, které se ke konstantnimu feSeni rychle ptibliZuji,
protoZe

lim (14 (yo—1De %) =1.
xX—>+00
Je tieba uvédomit si, Ze funkce e~ 19%* s rostoucim x velmi prudce kles4 k nule.
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Priklad 6.6 Najdéte vzorce pro numerické feSeni poc¢ate¢ni dlohy y* = —100y + 100,
v(0) = yo. Pouzijte Eulerovu explicitni a implicitni metodu. Zjistéte, jak se tato feSeni
chovaji v zédvislosti na kroku /.

Reseni. ReSeni budeme hledat na intervalu (0, +00). Pro f(x,y) = —100y + 100
Eulerovou explicitni metodou postupné dostaneme uZitim vzorce (6.4):
Y1 = Yo + h(=100y¢ + 100) = yo — 1 + 1 — 100 (yo — 1) =
= (yo — 1)(1 = 100h) + 1,
y2 = y1 + h(—100y; 4+ 100) = (y; — 1)(1 — 100h) + 1 =
= (yo — 1)(1 = 100A)(1 — 100h) 4+ 1 = (yo — 1)(1 — 100A)* + 1,

Yn = Yn—1 + h(=100y,_1 + 100) = (yu—1 — D(1 —100h) + 1 =
= (yo — 1)(1 = 1007)" "' (1 — 100h) + 1 = (yo — 1)(1 — 100h)" + 1.

Vyraz (1—100h)" piedstavuje ¢len geometrické posloupnosti s kvocientem g = 1—1004A.
Proh > 0,02 je g < —1 aposloupnost {g"} osciluje pro n — 400 (posloupnost ¢lent se
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sudym indexem konverguje k +o0, zatimco posloupnost ¢lenti s lichym indexem konver-

guje k —o0). Tedy lim Yy, neexistuje (posloupnost ¢lenti se sudym indexem konverguje
n—-oo

k 400, zatimco posloupnost ¢lenti s lichym indexem konverguje k —oo nebo naopak

v zavislosti na znaménku yo — 1).
Pro h < 0,02 bude —1 < g < 1, takZe lim (1 — 100k)"” = O a lim y, = 1.
n—00 n—00
Spravny vysledek, tj. takovy, Zze lim y, = 1, tudiZ dostaneme jen pro dostatecné maly
n—o0
krok £, jinak je numerické feSeni zcela chybné.

Eulerovou implicitni metodou uZitim vzorce (6.6) dostaneme pro y;:

1 = Yo + h(-=100y; + 100),
yi(1 + 100h) = 1 + 100h + yo — 1,
Yo—1

BRI (R
=1 T oon
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Obdobné se odvodi, ze

yi—1 Yo—1 1 yo—1
g Ty i R
Y2 =t T qoon = T T 100k 141000 T (1 + 1000)2
Yn—1—1 Yo—1 1 yo—1
SN o Sk A 2
=t T o0n — T T+ 100k 1100k | (1 + 100k)

Vyraz 1/(1 4+ 100h)" predstavuje ¢len geometrické posloupnosti s kvocientem g =

= 1/(1 + 100h). Prokazdé h > 0je 0 < g < 1,tedy lim ¢" = 0a lim y, = 1.
n—00 n—00

Tentokrat tudiz spravny vysledek dostaneme pro libovolny krok 4. A

Poznatek z predchoziho piikladu plati obecné. Nékteré metody davaji pro tuhé pro-
blémy dobry vysledek jen pii velmi malém kroku /4, coZ je z hlediska objemu vypocti
netinosné. Rik4 se jim netuhé metody nebo non-stiff metody. Je pro né typické, Ze maji
malou oblast absolutni stability.

Tuhé rovnice se vyskytuji v chemii, kde popisuji priibéh chemickych reakct, v elek-
tronice, kde napf. tzv. van der Polova rovnice (viz priklad 6.8) popisuje kmity oscildtoru,
v kinematice a mnoha dalSich dilezitych aplikacich. Pro jejich numerické feSeni byly

Tirdz
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vyvinuty specidlni metody, umoZziiujici prodlouzit krok, kterym se ik tuhé metody nebo
stiff metody. Ty naopak nejsou vhodné pro feseni problémd, které nejsou tuhé. Tuhé me-
tody jsou implicitni. Je dileZité, aby mély neohrani¢enou oblast absolutni stability, coz
umoziuje zvétsit krok.

Vsechny jednokrokové metody, které jsme uvedli, jsou aZ na Eulerovu implicitni
metodu a AM2 metodu netuhé. Mezi tuhé metody patii semiimplicitni nebo implicitni me-
tody typu Rungeho-Kutty. Z uvedenych vicekrokovych metod jsou tuhé metody zpétného
diferencovani.

V programu Maple Ize najit fadu G¢innych tuhych metod, napt. Rosenbrockovu (jisté
zobecnéni metod typu Rungeho-Kutty, viz [7, str. 120], [78]) nebo skupinu metod lsode
(Livermore Stiff ODE solver; zaloZeno na kombinaci AM a BDF metod, viz [73]).

Problematika numerického feSeni obycejnych diferencidlnich rovnic prodélala v po-
slednich Ctyfticeti letech bouflivy rozvoj, ktery byl pfedev§im zptisoben nastupem pocitact
metody vyZzadujici velky objem vypoctd. To vyvolalo zpétné tlak na hlubsi zkouméani{
teoretickych vlastnosti novych metod. Nové poznatky pak umoZnily dokonalejsi imple-
mentaci téchto metod. Vzhledem k vyznamu feSeni diferencidlnich rovnic tento vyvoj
rozhodné neni ukoncen.
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6.2 Systémy obycejnych diferencialnich rovnic

Doposud jsme se zabyvali numerickym feSenim jedné diferencidlni rovnice prvniho fadu.
Mnoho matematickych modeli je ale tvofeno soustavou vice diferencidlnich rovnic. Necht
n € N. Systém n diferencidlnich rovnic prvniho fddu pro nezndmé funkce y;(x), y>(x)
a% y (x) s pocéteenimi podminkami y1(Xo) = V1,0, ¥2(X0) = V2,0 4% Y (X0) = V.01
kde xo, y1,0, y2,0 aZ Y, 0 jsou dana Cisla, Ize formdlné zapsat takto:

1= fi(x 1, V), y1(x0) = Y10,
Y = fo(x¥, y1.- o Vn), ¥2(x0) = 2.0,
(6.14)
Yn = Jal®, ¥1, .., ¥n), Yn(X0) = Yn.o-
Pfitom funkce f1(x, y1,...,Vn) aZ fn(x, ¥1,..., Yn) popisuji pravé strany diferencial-

nich rovnic.
Ptredchozi zapis je komplikovany. Proto systém zapiSeme pomoci tzv. vektorového
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neboli maticového zdpisu. Oznacime:

y1(x) fi(x, y1,.0 ) V1,0
@) = yz;(X) ’ Pl ) = fz(x’M; cees Yn) ’ o = y2:,0
yn(x) fn(xvyl’---,yn) yn,O
Definujme jesté /
y1(x) y1(x)
, v | ¥
y@ =1 . |=1".
Yn(X) V()

Cauchyovu pocatecni dlohu pro systém (6.14) 1ze pak stru¢né zapsat takto:

y'(x) = f(x.y). y(xo) = yo. (6.15)

Pouziti vektorového zépisu si ukdZeme na ptikladu.
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Priklad 6.7 Napiste ve vektorovém zdpisu soustavu tif diferencidlnich rovnic
yi=—10y1 +10y2, ¥ =—y1y3+28y1—y2, Y3 =)1)2— 33
s pocateCnimi podminkami
y1(0) = =8, ¥2(0) =8, y3(0) = 27.

Reseni. Protoze n = 3, oznadime:

y1(x) —10y; + 10y, -8
yx)=|y20%)|]. S y)=1-—y1ys+28y1—y2 |, Yo=1 8
y3(x) Y1y2 —3)3 27
Pak plati
] —10y; + 10y, v1(0) Y10 —8
l=1-viys+28y1—»m |, 200 =1»o]=|8].
Y3 y1y2 — 23 y3(0) V3.0 27
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¢ili strucéné
y'(x) = f(x.), y(0) = yo.

Tento systém se nazyvé Lorenziiv'. Vyskytuje se v teoretické meteorologii. Explicitné
ho fesit nelze a pfi numerickém feSeni je tieba postupovat opatrn&. Reseni lze zn4zornit
jako prostorovou kfivku o parametrickych rovnicich y = y(x) (soufadnicové osy jsou
oznacené y1, y» a y3, ). PfestoZe je tento systém pomérné jednoduchy, chovan{ jeho feSeni
je velmi sloZité, tzv. chaotické, jedno z feseni, tzv. podivny atraktor, ma fraktalni strukturu,
viz animace na obr. 6.16 (kiivka méni barvu, aby bylo 1€pe vidét, jak komplikovany je jeji
prabéh).

Podobné vlastnosti maji diferencidlni rovnice popisujici napf. dynamické systémy,
které jsou modely zemské atmosféry. Proto je predpoviddni pocasi tak obtiznd zdleZitost
a dlouhodobéjsi predpovedi jsou Casto velmi nespolehlivé. A

"Edward Norton Lorenz (1917-2008) — americky matematik a meteorolog, jeden z pritkopniki teorie
chaosu.
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[i]
»ix)

=1
10 N -
2w 0 .1-_,[ x)

(2]

Obr. 6.16: Lorenziiv podivny atraktor
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O vlastnostech feseni systému diferencidlnich rovnic 1ze dokdzat obdobné vysledky
jako o jedné diferencidlni rovnici. Rovnéz numerické metody a pojmy s nimi souvisejici
se tém¢er beze zbytku prenaseji na systémy. VSechny vzorce z predchozich kapitol pro
jednokrokové i vicekrokové metody zlstdvaji v platnosti, pokud pouZijeme vektorovy

zapis.
Oznaéme
Vi
V2,i .
Yi = } , i=0,1,...,m.
Yn,i

Pak napt. explicitni Eulerova metoda ma tvar

Vier=Yi+hf(x;,y), i=0,1,....,m—1.

Slozky vektort y; ddvaji pro kazdou nezndmou y;(x) aZ y,(x) hodnoty v uzlovych
bodech xq, X1 ..., X
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6.3 Diferencialni rovnice vysSich rada

Kromé diferencidlnich rovnic prvniho fadu jsou v aplikacich velmi dileZité i diferencidlni
rovnice vysSich fadt. Ukdzeme si, jak 1ze jednu takovou rovnici vyssiho faddu prepsat na
soustavu vice rovnic prvniho fadu. Podobné 1ze postupovat i u systémt diferencidlnich
rovnic vys$ich fadd, pokud jsou v explicitnim tvaru (rovnice jsou vyfeSené vzhledem
k nejvyssi derivaci).

Nechf n € N. Cauchyova pocatecni uloha pro diferencidlni rovnici n-té€ho fadu
s nezndmou Y (X) ma obecny tvar

y® = fex,y,y,...,y"),

) - (6.16)
Y(x0) = ¥1,0, ¥ (X0) = y2,00-..,) (X0) = Yn,0,

kde X0, ¥1,0, ¥2.,0» - --» Yn,0 jsou dand ¢isla a funkce f popisuje pravou stranu rovnice.
Oznacme

Y1(x) = y(x), y2(x) = Y (). ..., yalx) = V().
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Pak plati

/
Y1 = Y2 y1(xo0) = Y10,
/
Yo = V3, y2(Xo0) = ¥2,0,
: (6.17)
/
Yn—1 = Vn; Yn—1(X0) = Yn-1,0
/
Yo =S, y1,...,¥n), Yn(X0) = Yn,o.
JestliZe je y(x) feSenim rovnice (6.16), snadno se ovéfi, Ze potom sloupcovy vektor
(y(x), y'(x), ..., " D(x))T je feSenim soustavy (6.17).
Naopak, je-li vektor (y1(x), y2(x), ..., y,(x))T feSenim soustavy (6.17), je y;(x)
feSenim rovnice (6.16).
Oznacime-li tedy
V2
V3
f(x’ y) = : s
Yn
f(x9y17~~-’yn)
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Ize rovnici (6.16) nahradit systémem (6.17), jehoZ vektorovy zépis je

y/:f(X,,Y), y(XO):yO-

Ten l1ze numericky feSit nékterou z diive uvedenych metod. Poznamenejme, Ze existuji
i specidlni numerické metody uréené pro rovnice vys§ich fadu.

Priklad 6.8 Prepiste na systém ve vektorovém zdpisu diferencidlni rovnici druhého fadu
Y+ p(?=1y' +y=0 0 =1 y(0) =0,
kde o > 0 je redlny parametr.
Reseni. Oznadime
Yi=y, »

Il
<

Pak plati

Y1 = Y2, Yio =1,
vo==y1+p(l =¥y y20=0.
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Ozna¢me

_(y1(x) _ Y2 _ (!
y0=(0) en=(Cy o) »=(0)

Pak plati

(yi) _ ( »2 ) (yl(O)) _ (yl,O) _ (1)
Y5 =1+ u(d—yDy2 )’ y2(0) ¥2.0 0)

¢ili stru¢né
, — —
y'(x)=fx.y), y(0) = yo. A
Tato rovnice se nazyva van der Polova'. V dynamice tato rovnice popisuje nekonzervativni
oscilator s nelinedrnim tlumenim. M4 pouZiti v elektrotechnice a biologii. Pfi jejim studiu
doslo k jednomu z prvnich piipadt zaznamenani deterministického chaosu. Reseni na

nekterych Castech intervalu rychle osciluji, takZe pro numerické vypocty jsou vhodné stiff
metody.

'Balthasar van der Pol (1889-1959) — holandsky fyzik a elektroinZenyr, pracoval pro Philips.
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Obr. 6.17: Resen{ van der Polovy rovnice

Na obr. 6.17 je znazornéno numericky ziskané feSeni uvedeného pocatecniho problému
pro u = 1,5. Van der Polova rovnice je tzv. autonomni, coz znamend, Ze v rovnici
se explicitné nevyskytuje nezdvisle proménn4 x. ReSeni takovych rovnic se obvykle
zndzortuji ve fazové roviné, jejiz soufadnicové osy jsou y; a y,, tedy vlastné y a y’.
Resen{ jsou znazornéna jako trajektorie, coz jsou kiivky s parametrickymi rovnicemi
[v1(t), y2(¢)] neboli [y(2), y'(t)]. Uzavienym trajektoriim odpovidaji periodicka feSeni.
Lze dokazat, Ze van der Polova rovnice mé jedinou uzavienou trajektorii a v§echny ostatni
trajektorie se na ni s rostoucim x zvenku nebo zevnitf navijeji.
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Animace na obr. 6.18 s ¢dstmi sedmi trajektorii zndzortiuje toto chovéni. Je vidét,
jak body trajektorif probihaji nékteré tiseky velmi rychle a jiné zase pomalu a rychle se
priblizuji k uzaviené trajektorii. Pocdtek [0, 0] je jednobodova trajektorie odpovidajici
feSeni y1(x) = 0, y»(x) = 0. ProtoZe tuto rovnice nelze explicitné fesit, byly obrazek
i animace ziskdny numericky pro u = 1,5.

Slozité chovani Lorenzova podivného atraktoru i feSeni van der Polovy rovnice ukazuji,
jak uc¢inné jsou soudobé numerické metody pro feseni obycejnych diferencidlnich rovnic.
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Priklad 6.9 Prepiste na systém ve vektorovém zdpisu diferencidlni rovnici tretiho fadu

y/// = xy + (y/)Z _ yy”’ y(1) = 2, y/(l) = —1, y//(l) = 0.
ReSeni. Ozna¢ime
y1 =Y, y2=y/, J’3=y”-

Pak plati
Y1 = Y2, Yi,0 =2,
Y2 = Y3, Y20 = —1,
Y5 = xy1+ Y5 — 13, 3,0 =0.
Oznaéme
y1(x) V2 2
y(X): yz(x) ’ f(X,y): V3 s Yo = —1
y3(x) xy1+¥3 —y1y3 0
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Pak plati

»i
Y5
V3

Y2
Y3 >
xXy1+ Y3 —Y1)s

¢ili struéné

y'(x)= f(x,y),

»1(0)
»2(0)
v3(0)

Y10 2
V2,0
V3,0 0

y(0) = yo. A

V této kapitole jsme se zabyvali numerickym feSenim Cauchyovy pocatecni tlohy, kdy
z nekone¢né mnoha feSeni dané diferencidlni rovnice nebo systému se vybere jedno feSent
pomoci pocatecnich podminek. V praxi se ale setkdvdme i s jinymi typy podminek, které

Yev s

A

urcuji jediné feSeni. Z nich nejdileZitéjsi jsou okrajové podminky. Pro numerické feseni
téchto tzv. okrajovych iiloh existuji specidlni metody, napf. metoda stfelby, diferencni

metoda, metoda kone¢nych objemt a metoda konec¢nych prvki. Viz napt. [9, |1, 52, 57].
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Pojmy k zapamatovani

— obycejné diferencidlni rovnice prvniho fadu v implicitnim a explicitnim tvaru
— teSeni diferencidlni rovnice

— pocate¢ni podminka, Cauchyova pocdtecni dloha

— existence a jednoznacnost feSeni pocatecni tlohy

— princip numerického feSeni pocdtecni ulohy

— jednokrokové a vicekrokové metody

— tvar obecné explicitni jednokrokové metody

— tvar obecné implicitni jednokrokové metody

— explicitni a implicitni Eulerova metoda

— lokéln{ diskretizacni, lokdlni a globélni chyba a fdd jednokrokové metody
— konvergence jednokrokové metody

— stabilita jednokrokové metody, oblast a interval absolutni stability

— metody Rungeho-Kutty a jejich princip, stupeii a fad, Butcherova tabulka
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— tvar obecné linedrni vicekrokové metody

— explicitni a implicitni vicekrokové metody

— prvni a druhy charakteristicky polynom vicekrokové metody

— lokéln{ diskretizacni a globdlni chyba a fdd vicekrokové metody

— konzistentnost, D-stabilita a konvergence vicekrokovych metod

— stabilita vicekrokové metody, oblast a interval absolutni stability

— Adamsovy-Bashforthovy a Adamsovy-Moultonovy metody a jejich princip

— metody prediktor-korektor a jejich princip

— metody zpétného derivovani a jejich princip

— tuhé (stiff) problémy

— systémy obycejnych diferencidlnich rovnic prvniho fadu, Cauchyova pocatecni
tloha

— metody numerického feseni systémi diferencidlnich rovnic

— obycejné diferencidlni rovnice vysSich tada, Cauchyova pocatecni tiloha

— prepis diferencidlni rovnice vys§iho fadu na systém prvniho fadu
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Kontrolni otazky

1.

AN W~ W

J

Vysvétlete pojmy a ilustrujte je na piikladech: ODR 1. fadu v implicitnim tvaru, v explicitnim
tvaru, feSeni ODR 1. fddu, smérové pole ODR.

. Vysvétlete pojem Cauchyova pocate¢ni tloha a uvedte podminky, za kterych ma tato dloha

jediné feSeni.

. Co rozumime numerickym fesenim pocatecni dlohy?
. Vysvétlete princip jednokrokovych a vicekrokovych metod.
. Jaké problémy mohou nastat pti pouziti vicekrokové metody?

. Napiste vzorce pro implicitni a explicitni Eulerovu metodu a aplikujte je na konkrétnim

prikladu.

. Napiste vzorec obecné explicitni a implicitni jednokrokové metody.

8. Vysvétlete rozdil v pouziti explicitnich a implicitnich jednokrokovych metod.

10.

. Vysvétlete pojmy lokdlni diskretizacni chyba, lokalni chyba a globalni chyba jednokrokové

metody.

Co je to fad metody, jak souvisi s lokdlni diskretiza¢ni chybou jednokrokové metody?

Tiraz
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11.

12.

13.
14.
15.
16.

17.
18.

19.

20.
21.

Co znamen4, Ze jednokrokovd metoda je konvergentni? Co musi byt splnéno, aby metoda byla
konvergentni?

Vysvétlete, co je oblast a interval absolutni stability jednokrokové metody. Co znamen4, Ze
takovad metoda je A-stabilni?

Na jakém principu jsou zaloZeny metody Rungeho-Kutty?
Vysvétlete postup pii pouZiti explicitni metody Rungeho-Kutty 3. fadu.
Co je to stupeii a fdd metody Rungeho-Kutty? Jaky je mezi nimi vztah (u explicitnich metod)?

NapisSte tvar obecné linedrni k-krokové metody. Vysvétlete, kdy pijde o pfedpis pro explicitni
a kdy pro implicitni metodu.

Vysvétlete pojmy lokéln{ diskretizacni chyba, globdln{ chyba a fad vicekrokové metody.

Co znamen4, Ze vicekrokovad metoda je konvergentni? Co musi byt splnéno, aby metoda byla
konvergentni?
Co je oblast absolutni stability linedrni vicekrokové metody? Co znamend, Ze takova metoda
je A-stabilni?

NS

Uvedte priklady nejvyznamnéjsich linedrnich vicekrokovych metod.

Na jakém principu jsou zaloZeny metody prediktor-korektor?

Tiraz
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22. Co jsou to tuhé neboli stiff problémy?

23. Zapiste, jak vypada obecny systém n diferencidlnich rovnic prvniho fddu s poc¢ate¢nimi
podminkami, a popiste, jak se numericky fesi.

24. Uvedte postup pfi numerickém fesSeni diferencidlni rovnice vysSsiho fadu.

25. Jaky je rozdil mezi numerickym fesenim jedné diferencidlni rovnice 1. fadu a soustavy dife-

rencialnich rovnic 1. fadu?
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Testy ke kapitole 6
Vyberte spravnou odpovéd (prave jedna je spravnd). Za chybnou odpovéd se neodecitaji

body. Test 1ze kdykoli tla¢itky na konci ukoncit a nechat si vypsat sprdvné odpovédi.

Test 1

(1b.) Ktera z nasledujicich diferencidlnich rovnic 1. fadu je v explicitnim tvaru?

In(x*>—xy +y) =y y' = xy —cos(xy’).

-y

/ / — 2 /

y=—""_= | Xy —y = +x2—xy.
yvV1—x2

(1b.) Plati obecné, Ze ¢im mensi budou kroky /;, tim piesnéjs$i bude numerické feseni
diferencialni rovnice?

Ne. Ano.
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3
Jax =5y’

D(f)={[x,y]€R2:x7é§}. D(f):{[x,y]E]RZ:ng}.

(1b.) Vyberte defini¢ni obor pravé strany diferencidlni rovnice y’ =

(N =l eR:y=2xf DU ={lxsl R y<2a]

(1b.) Vyberte vzorec explicitni Eulerovy metody s proménnym krokem /; pro poc¢a-
teéni tlohu y' = x — y2, y(xo) = Yo.

Yit1 = i + hig1(Xig1 — y7i ) Vit1 = yi + hig1(xi — y7).

Vit1 = yi + hi(xi — y?). Vit1 = yi + hi(xig1 — y7)).
(1b.) Chyba, ktera vznika kumulaci skute¢nych chyb z jednotlivych krokii vypoctu, se
nazyva

globdlni chyba. lokéln{ chyba. lokaln{ diskretizacni

chyba.
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(1b.) Metody Rungeho-Kutty patii do skupiny
jednokrokovych metod. vicekrokovych metod.

(1b.) Vyberte pfedpis pro obecnou implicitni linedrni k-krokovou metodu s konstant-
nim krokem.

Yit1 = Yi + hiv1D9(xi, yishivr, Vit f)-
Yit1 = Vi + hig1@(xi, yis hivr, yivrs f)-
Yi+1 = —a1yi — - —AkYi+1—k T h(bofi+1 + e bkfi+1—k), bo # 0.

Yit1 = —a1yi — - — agYiv1—k + (b1 fi + -+ + bi fir1-k).

(1b.) Linedrni vicekrokovd metoda se nazyva konzistentni, jestlize

je konvergentni. je implicitni.

je explicitni. je radu alespon jedna.
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(1b.) Mezi vicekrokové metody patii metody prediktor-korektor. Na jakém principu
jsou zaloZeny?

Na integraci rovnice y'(x) = f(x, y(x)) s po¢iteéni podminkou y(xo) = yo na
intervalu (x;, x;+1) a ndsledné ndhrad€ integrandu f(x, y(x)) vhodnym interpo-
la¢nim polynomem.

Tyto metody pouZivaji dvojici linedrnich vicekrokovych metod. Jednou metodou
se predpovi hodnota y; 1 a druhou metodou se ziskand hodnota vylepsi.

V rovnici y'(x;+1) = f(xi+1. y(xi11)) se nahradf derivace y’(x;y) derivaci
interpola¢niho polynomu stupné nejvyse k, uréeného vhodnymi body.

(1b.) Co plati o systémech obycejnych diferencidlnich rovnic?

Pro systémy diferencidlnich rovnic neexistuje obdoba vicekrokovych numerickych
metod.

Pro systémy diferencialnich rovnic 1ze odvodit obdobné numerické metody jako
pro jednu diferencidlni rovnici.
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Vicekrokové numerické metody musi pouZzivat aspon tolik krok, kolik je pocet
rovnic v systému.

Systémy diferencidlnich rovnic nelze fesit jednokrokovymi metodami.
Spravné zodpovézené otazky:

Ziskané body:
Procento tspésnosti:
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Test 2

(1b.) Vyberte, kterou z uvedenych pocatecnich podminek Zaddné feSeni diferencidlni
X
rovnice y' = ,[y2 — 5 nespliiuje.
y(1) = 3. y2) =1 y(3) =1L y() =2

(1b.) Vyberte vzorec implicitni Eulerovy metody s proménnym krokem /; pro pocé-
teéni dlohu y' = 2x? + x — y, y(x0) = Yo.

Vi1 = Vi + his1(2x} + xi — yi).

Yie1 = Vi + hiQx] | + Xig1 — yit1)-
Yit1 = ¥i + hi1(2x} + xi — yia).
Vit1 = Yi + hip1(2x7 ) + Xiv1 — Yig1)-
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(1b.) Numerickéd metoda pro feSeni obycejnych diferencidlnich rovnic, kterd k vypoctu
hodnoty y; 41 pouziva hodnoty y; a y;_1, se nazyva

ttikrokova metoda. explicitni metoda.

dvoukrokova metoda. jednokrokova metoda.

(1b.) Co je nevyhodou jednokrokovych implicitnich metod pro feSeni obycejnych
diferencidlnich rovnic?
Jsou méné presné ne7 explicitni metody. Navic je potfeba delsi Cas na jejich feSent,
protoZe nezndmd hodnota y; 4 se vyskytuje ve vzorcich téchto metod na obou
strandch rovnice.

Zpravidla konverguji k pfesnému feSeni pomaleji nez explicitni metody.

Velikost chyby, které se dopustime, je o fad vétsi, nezZ kdyZ pouZijeme explicitni
metodu.

Nezndmad hodnota y; 1 se vyskytuje ve vzorcich téchto metod na obou stranidch
rovnice. Po dosazeni za y; tak obdrzime obecné nelinedrni rovnici, kterd se zpravidla

7Y Ve

musi fesit numericky.
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(1b.) Souvisi spolu fdd metody p a lokdlni diskretiza¢ni chyba metody?

Ano. Cim men3f je ¥id p metody, tim mens{ je lok4lni diskretizaéni chyba.
Ano. Je-li metoda fddu jedna, pak je lokdlni diskretizacni chyba nejmensi.

Ano. Uvazujeme-li metodu s ekvidistantni délkou kroku £, pak plati, Ze ¢im je
metoda vyS$tho fadu p, tim mens$i je lokdlni diskretizacni chyba.

Ne. Jde o nezévislé pojmy.

(1b.) Co je typické pro diferencidlni rovnice, které se oznacuji jako tuhé neboli stiff?

Na jejich numerické feSeni je tfeba pouZit tzv. tuhé neboli stiff metody.
Nelze je numericky fesit.
Jejich numerické feSeni je bezproblémové, 1ze pouZit v podstaté libovolnou metodu.

Na jejich numerické feSeni je tfeba pouZit explicitni metody s malou oblasti abso-
lutn{ stability.

Obsah Jdinastranu |« < » » <@ = Celdobrazovka/Okno  Zaviit



Titulni strana ~ Copyright ~ Pfedmluva Obsah Kap? Kap2 Kap3 Kap4 Kap5 Kap6 Kap7 Testy Literatura Rejstiik  Tirdz

Numerické reseni obycejnych diferencidlnich rovnic 674

(1b.) Obecny tvar s-stupniové metody Rungeho-Kutty, kde s € N, s = 1, s konstantnim
krokem 4 mad tvar

Yit1 = Yi + h(yiky + yaka + -+ + vsks), i=0,...,n—1
Co vime o koeficientech y1, ..., ys?
Plati y; + o+ -+ ys =1,kdey, =0pror =1,...,s.
Platiy; +y, + -+ ys =1,kdey, 2 O0pror =1,...,s5.
Plati y; +y2 + -+ ys = 1.
Plati yy - ypc =+ -y = 1.

O koeficientech neplati nic, mohou to byt libovolnd kladnd nebo zdporna ¢isla.

(Ib.) Co znamend symbol f; ve vzorcich linedrnich vicekrokovych metod?
fi = f(xi, i) fi = f (i y(x)).
fi = f(xi-1, yi-1). Ji = f(Xit1, yit1)-
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(1b.) Co plati o numerickém feSeni pocatecni tlohy pro diferencidlni rovnice vyssich
rada?
Pro numerické feseni pocatecni dlohy pro diferencidlni rovnice vyssich fadu je
nutné pouZit zcela specidlni metody.
Numerické metody pro feSeni pocatecnich dloh pro diferencidlni rovnice vysSich
radl neexistuji, protoZe jde o velmi Spatné¢ podminéné tlohy.
Diferencidlni rovnice vyssSich radd je mozné prepsat na systém diferencidlnich

rovnic prvniho fiddu a pouzit numerické metody pro feSeni takovych systémd.

Pocatecni dlohy pro diferencidlni rovnice vyssich fada Ize numericky feSit pouze
vicekrokovymi metodami, pfi¢emz pocet kroki musi odpovidat fddu téchto rovnic.

(1b.) Linearni vicekrokova metoda je konvergentni,
prave kdyz je explicitni a implicitni. prave kdyz je konzistentni a D-stabilni.

jestliZze je D-stabilnf a explicitni. jestliZe je konzistentni a implicitni.
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Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:
Procento tspéSnosti:
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Test 3

(1b.) Rozhodnéte, zda nékteré feseni diferencilni rovnice y' —y tg x = spliiuje
COS X
pocéte¢ni podminku y(0) = 0.

Ano. Funkce f(x,y) = ytgx +

je v bodé [0,0] definovand a spojita.
COS X

Ne. Po dosazeni po¢ate¢ni podminky dostaneme rovnici y’ = 1, coZ nenf diferen-
cidlni rovnice.

Ne, protoze cos 0 = 1, a ne nula.

(1b.) Vyberte predpis explicitni Eulerovy metody s konstantnim krokem / pro feSeni
diferencidlni rovnice y' = f(x, y).

Yit1 = Yi + hf (Xiq1, Yit1)- Yit1 = yi + hf(x}, y?).
Yi+1 = Yo + hf(xi, yi). Yiv1 = Yi + hf(xi, yi).
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(1b.) Rozhodnéte, zda je tvrzeni pravdivé. Globdlni chyba metody je rovna souctu
lokalnich chyb.

Ano. Ne.

(1b.) Vyberte piedpis pro obecnou implicitni jednokrokovou metodu s proménnym
krokem.

Yi+1 = Vi1 + hit1®P(xi, yis hivas f).
Yi+1 = Yi + hig1P(xi, yis hig, yigrs f)
Yie1 = Vi + hig1P(xi, yi, hiv1s f).
Yi+1 = Vi + hiv1@(xi, yit1, hit1; f)-
(1b.) V jednokrokovych metodach se hodnota y;; pocitd
z hodnoty y;, kterd odpovida bezprostfedné pfedchazejicimu uzlu.
pomoci libovolné predchazejici hodnoty y;,7 = 0,...,n — 1.

vyhradné€ pomoci hodnoty yj.
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(1b.) Jaky je vztah mezi diferencidlnimi rovnicemi prvniho fddu v implicitnim tvaru
a implicitnimi metodami pro numerické fesSeni diferencidlnich rovnic?

Jsou to jen rGizné ndzvy pro tentyZ pojem.

Jde o dva zcela riizné pojmy.

Diferencidlni rovnice v implicitnim tvaru lze feSit pouze implicitnimi metodami.
Implicitni metody nelze pouZzit pro feSeni diferencidlnich rovnic v implicitnim

tvaru.

(1b.) K ¢emu obvykle dojde pri feseni tuhych diferencidlnich rovnic pomoci explicitni
metody Rungeho-Kutty s pevnym krokem?

Konvergence je pomalejsi, zdlezi na fidu metody, ale pfesnost je obvykle dostatecna.
Konvergence je zajiSténa pfi libovoln€ dlouhém kroku.
Nelze volit pfili§ maly krok, jinak dochazi k oscilovani numerického feSen.

Pokud nezvolime velmi maly krok, numericka feSeni Casto osciluji a jsou zcela
znehodnocena.
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(1b.) Mezi vicekrokové metody patfi Adamsovy metody. Na jakém principu jsou
zaloZeny?
Na integraci rovnice y'(x) = f(x, y(x)) s po¢iteéni podminkou y(xo) = yo na
intervalu (x;, x;+1) a ndsledné ndhrad€ integrandu f(x, y(x)) vhodnym interpo-
la¢nim polynomem.

Tyto metody pouZivaji dvojici linedrnich vicekrokovych metod. Jednou metodou
se predpovi hodnota y; 1 a druhou metodou se ziskand hodnota vylepsi.

V rovnici y'(x;j+1) = f(xi+1, y(xi+1)) se nahradi derivace y’(x;41) derivaci
interpola¢niho polynomu stupné nejvyse k, uréeného vhodnymi body.

(1b.) Numerickd metoda pro feseni obycejnych diferencidlnich rovnic ma fad p, jestlize
p je nejvetsi prirozené Cislo, pro néjz plati (Ite; znaci lokélni diskretizacni chybu,
e; globdlni diskretizacni chybu):

ei = O(h?™h). e; = O(h?). Ite; = O(h?TY).  lte; = O(hP).
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(1b.) V definici lokdlni diskretizacni chyby lte; se pfedpoklada, ze
hodnotu y; 1 poéitdme z hodnot y; a y(x;+1), je to tzv. globalizaéni pfedpoklad.

hodnotu y; 4+ pocitime z pfesnych hodnot y(x;) a y(x;+1), je to tzv. lokalizaéni
predpoklad.

hodnotu y; 41 pocitdme z odhadu hodnoty y;.

hodnotu y; 41 poc¢itime z hodnoty y(xy), kterd je jedind zcela presna.

Spravné zodpovézené otdzky:
Ziskané body:
Procento tspéSnosti:
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Test 4

(1b.) Jestlize feSime diferencidlni rovnici 1. fddu numericky, pak

feSenim je funkce y = f(x) definovand na intervalu (a, b).

feSenim je pfibliznd hodnota presné hodnoty y(b) v koncovém bodé intervalu
(a, b), na kterém hleddme feSeni.

feSenim je presnd hodnota y(b) v koncovém bod¢ intervalu (a, b), na kterém
hledame teSeni.

feSenim jsou pfiblizné hodnoty y; pfesnych hodnot y(x;) v uzlovych bodech x;,

i =0,...,n,naintervalu (a, b), kde feSeni hleddme.

(1b.) Rozhodnéte, zda je tvrzeni pravdivé. Lokdlni diskretizani chyba metody je
skutec¢nd chyba, které se dopoustime v jednom kroku.

Ne. Ano.
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(1b.) Vyberte predpis implicitni Eulerovy metody s konstantnim krokem /4 pro feSeni
diferencidlni rovnice y' = f(x, y).

Yit1 = Yi + hf(xi, yi). Yit1 = Vi + hf(Xit1, Yit1).
Yit1 = yi + hf(x], y?). Yit1 = Yo + hf(xi, yi).
(1b.) Je-li numerickd metoda pro feSeni diferencidlnich rovnic konvergentni, pak

existuje takovy index 7,7 = 2,...,n — 1, Ze pfiblizné hodnoty y; splynou s pies-
nymi hodnotami y (x;).

se pii zmensujicim konstantnim kroku /4 priblizné hodnoty y; pfiblizuji k pfesnym
hodnotdam y(x;).

se pfi zmensujicim konstantnim kroku / pfiblizné hodnoty y; od jistého indexu

pfibliZuji k nule.

(1b.) S tzv. Butcherovou tabulkou se miiZeme setkat pti feseni diferencidlnich rovnic

pomoci metod Rungeho-Kutty. Butcherovou metodou.

metodou prediktor-korektor. vicekrokovymi metodami.
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(1b.) Vyberte ptedpis pro obecnou explicitni jednokrokovou metodu s proménnym
krokem.

Yi+1 = Vi + hiva®@(xi, yis higr, yivas f)-
Yi+1 = Yi-1 + hit1P(xi, yi, hivas f).
Yi+1 = Vi + hip1®(Xi, yi, hiyas f).
Yi+1 = Vi + hiva@(xi, Yit1, hit1: f)-
(1b.) Co je typické pro chovani feseni tuhych diferencidlnich rovnic?
VSechna feSeni velmi rychle osciluji.
Reseni maji do nekone¢na nevlastni limity plus nebo minus nekonecno.

Casto existuje jedno vyzna¢né pomalu se ménici feSeni, k némuZ se ostatni feSeni
rychle pribliZuji.

Vsechna feseni se rychle bliZi k nule.

Obsah Jdinastranu |« < » » <@ = Celdobrazovka/Okno  Zaviit



Titulni strana ~ Copyright ~ Pfedmluva Obsah Kap? Kap2 Kap3 Kap4 Kap5 Kap6 Kap7 Testy Literatura Rejstiik  Tirdz

Numerické reseni obycejnych diferencidlnich rovnic 685

(1b.) Mezi vicekrokové metody patfi metody zpétného derivovani. Na jakém principu
jsou zaloZeny?

V rovnici y'(xi+1) = f(xi+1, y(xi11)) se nahradf derivace y'(x;y) derivaci
interpola¢niho polynomu stupné nejvyse k, uréeného vhodnymi body.

Na integraci rovnice y'(x) = f(x, y(x)) s po¢ate¢ni podminkou y(xo) = yo na
intervalu (x;, x;+1) a ndsledné ndhrad€ integrandu f(x, y(x)) vhodnym interpo-
Ia¢nim polynomem.

Tyto metody pouZivaji dvojici linedrnich vicekrokovych metod. Jednou metodou
se predpovi hodnota y; 41 a druhou metodou se ziskand hodnota vylepsi.

(1b.) Globalni diskretizacni chyba metody po i -t€ém kroku e; je definovana vztahem
(Ite; znaci lokalni diskretizacni chybu)
ei = y(Xit1) — yi e; = lteg + lteg + - - - + lte;.

e; = max{lteg, Itey, ..., lte;}. ei = y(x;) — yi.
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(1b.) Jednokrokova numerickd metoda je konvergentni, jestlize
je fadu nejvyse jedna. je fadu alespori jedna.
je implicitni je explicitni.
Spravné zodpovézené otazky:

Ziskané body:
Procento tspésnosti:
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Kapitola 7

Numerické reSeni parcialnich diferencialnich
rovinic

Cile

Po prostudovani této kapitoly budete schopni vysvétlit:
e jaké metody pro feSeni PDR se pouzivaji,
e jaky je princip metody siti,
e co se rozumi korektnosti, stabilitou, aproximaci a konvergenci diferencniho sché-
matu,
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e jaké schéma se pouziva pro Poissonovu rovnici a jaké jsou podminky konvergence,
e jaké schéma se pouZiva pro rovnici vedeni tepla a jaké jsou podminky konvergence,

e jaké schéma se pouziva pro vinovou rovnici a jaké jsou podminky konvergence.

7.1 Klasifikace metod

Vétsinu parcidlnich diferencidlnich rovnic nedokaZeme fesit explicitné. Proto je nutné
pouzit numerické metody. JelikoZ tyto rovnice, ¢asto nazyvané rovnice matematické fyziky,
jsou zdkladnim néstrojem matematického modelovéni, je otdzka jejich numerického reSeni
zésadni. Jde o sloZitou a rozsdhlou problematiku, jiZ jsou vénovany stovky monografii
a ucebnic. Jeji podrobnéjsi vyklad by vyZadoval mnohem vétsi pocet hodin, nez ktery
mame k dispozici. Proto se omezime na ukdzku pouziti metody siti, kterd je na pochopeni
nejjednodussi a ma nejmensi naroky na znalost narocnéjsitho matematického aparatu. Tuto
numerickou metodu demonstrujeme na tfech jednoduchych typech rovnic, se kterymi
jsme se sezndmili v predchozich predndskéach a které jsou Casté a dileZzité v aplikacich.
Nicméné pro Uplnost zaneme prehledem nejvyznamnéjSich metod, které se pro
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numerické feSeni parcidlnich diferencidlnich rovnic pouzivaji.

1.

Diferencni metoda neboli metoda siti. Jde o dnes jiZ méné uZivanou, ale potad oblibenou
metodu.

. Metoda konecnych objemii. Pouziva se zejména pfi studiu proudéni tekutin a plynt

(hydrodynamika, mechanika kontinua).

. Variacni metody (Ritzova, Galerkinova, metoda nejmensich ctverct atd.). PouZivaji se

pro vSechny typy rovnic, jsou vhodné i pro hledani tzv. slabych feseni.

. Metoda konecnych prvkii (MKP). Jde rovnéZ o variacni metodu, kterd ma mimotradny

vyznam v aplikacich, proto existuje fada specidlnich programi pro feseni rovnic pomoci
MKP. Pouziva se zejména na problémy mechaniky pevnych téles (pruZnost, pevnost).
Viz [12]. K zakladateliim matematické teorie MKP patfil brnénsky matematik Milos
Zlamal (1924-1997).

Pti pouZiti kterékoli metody nakonec dostavame rozsahlé soustavy linearnich algebraic-

kych rovnic (v pfipadé nestaciondrnich rovnic v prostoru miiZe jit o miliony nezndmych).
Matice té€chto soustav maji Casto specidlni vlastnosti (jsou tidké, pasové, reducibilni
apod.) a na jejich feSeni existuje fada specidlnich metod. Ani touto problematikou se vSak

Tirdz
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nemiZeme zabyvat. Viz napt. [17], [18], [49].

Jak jiz bylo feceno, omezime se na metodu siti. Vysvétlime jeji princip a ukdZeme,
jak se tesi nékteré linedrni parcidlni diferencidlni rovnice 2. fadu, kde neznama funkce
ma dvé proménné. Jde o rovnice tvaru

Auxy +2Buyy, + Cuyy + Duyx + Eu, + Fu = G(x,y). (7.1)

Hleddme feSeni u(x, y) této rovnice, které je definované na mnoziné €2, pfi¢emz jsou
piedepséany hodnoty na hranici d€2, tj. u(x, y) = ¢(x, y) pro [x, y] € 92, kde ¢ je dand
(spojitd) funkce. Obdobné mohou byt zad4dny na hranicich (nebo jejich ¢astech) hodnoty
parciélnich derivaci feSeni u(x, y) nebo jeho derivaci ve sméru normaly k hranici, popf.
hodnoty linearnich kombinaci feSeni a jeho derivaci. Budeme predpokladat, Ze jde o tzv.
klasické neboli silné feseni, tj. funkci, kterd je spojitd na €2 véetné jeji hranice a ma
potfebné spojité derivace uvnitf této mnoZiny.

Tyto rovnice se d€li na tfi typy: eliptické, parabolické a hyperbolické. V dal$im textu
ukaZeme, jak Ize metodou siti feSit jednoho zastupce kazdé tfidy. Plijde postupné o Po-
issonovu resp. Laplaceovu rovnici, rovnici vedeni tepla resp. difuzni rovnici a vinovou
rovnici.
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7.2 Metoda siti

NeZ se budeme vénovat feSeni konkrétnich parcidlnich diferencidlnich rovnic metodou siti,
popiSeme jeji princip a struc¢né se zminime o nékterych dileZitych pojmech a vysledcich,
které s touto metodou souvisi.

7.2.1 Princip metody siti

Siti rozumime kone¢nou mnozinu bodd, tzv. uzlii, které vhodné pokryvaji mnoZinu €2, na
niZ parciélni diferencidlni rovnici vySetfujeme. Nejcastéji se pouziva pravidelnd ctvercova
nebo obdélnikova sif. Obecné vSak muze byt sif nepravidelnd, tvofend napft. vrcholy
trojihelniki, a vzddlenost mezi uzly proménnd. ReSeni u(x, ) najdeme pouze v uzlech
a navic jen priblizné.
Uzly sité€ délime na
® hranicni — tvoti sitovou hranici;
hrani¢ni body leZi na geometrické hranici d$2 nebo blizko ni (uvnitf i vné),

e vnitini — lezi i s vhodnymi sousedy (tvoficimi tzv. Sablonu, viz ddle) uvnitf €2.
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ProtoZe ve vysetfovanych tilohdch budeme pouZivat pouze obdélnikovou resp. Ctverco-
vou sif, pouZijeme ndsledujici oznaceni uzld. Na ose x zvolime ekvidistantni déleni s body
X0, ..., Xn s krokem i; > 0 a na ose y zvolime ekvidistantni déleni s body vy, ..., Ym
skrokem /i, > 0.Jetedy x1 = xo +hy, xo = x1+hy, ..., X, = Xp—1 + h1 aobdobné
Y1 = Yo+ ho, Y2 =y + ho, ..., Ym = Ym—1 Tt h,. Viz obr. 7.1. Uzly tudiZ budou mit
soufadnice [x;, ¥;]. Hodnoty feSeni u(x, y) v uzlech oznacime u;;, tj. u;; = u(x;, y;).
V Sablon¢ budeme pro ndzornost oznacovat uzel [x;, y;] dvojici i, j.

Na8im cilem bude sestavit soustavu linedrnich algebraickych rovnic s nezndmymi v;;,
jejichz hodnoty budou aproximovat hodnoty u;;, tj. piesné hodnoty feSeni v uzlovych
bodech. Tuto soustavu budeme nazyvat sitové rovnice. Pti jejich vytvafeni budeme postu-
povat nésledujicim zptisobem:

1) Zvolime vhodnou skupinu né€kolika blizkych bodt, ktera se nazyva sablona. Podoba
Sablony je specifickd pro jednotlivé typy rovnic. Konkrétni ptiklady uvidime dile.
Sablona m4 obvykle jakysi ,tstfedni* uzel, ktery udava jeji polohu.
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Ym—1 A

Y2 4
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Obr. 7.1: Obdélnikov4 sit
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2)

3)

Parcidlni diferencidlni rovnici na Sabloné diskretizujeme. K tomu se pouzivaji rizné
postupy. V nasem piipadé ptjde vesmes o Taylortiv vzorec vhodného fadu. Tak ziskdme
vztah mezi hodnotami u;; v uzlech Sablony, ktery bude obsahovat nezndmé veli¢iny
odpovidajici zbytktim z Taylorova vzorce. Tyto veli¢iny budou pro dostatecné jemnou

sit malé. Jejich zanedbanim dostaneme piibliZny linedrni vztah mezi hodnotami u;;.

V ném symbol piiblizn€ rovnosti ~ nahradime symbolem rovnosti =, hodnoty u;;

nahradime nezndmymi v;; a obdrZime tzv. diferencni schéma neboli sitovou rovnici.

Pijde tedy o nahradu derivaci diferencemi.

Sablonu posunujeme po siti, umistujeme ji do jednotlivych uzlt a pomoci diferenéniho

schématu vytvaiime sifové rovnice. Pfitom mohou nastat dva piipady:

— Sablona je umisténa tak, Ze viechny jeji uzly jsou vnitini.
Pak dostaneme bez potiZi vztah mezi nezndmymi v;;.

— Sablona je umisténa tak, Ze alespoti jeden jeji bod je bodem sifové hranice.
Pak je nutné vhodnym zpiisobem pienést okrajové a pocate¢ni podminky. Pokud
je uzel pfimo na geometrické hranici dS2 a je zde predepsédna funkéni hodnota, je
hodnota v;; odpovidajici tomuto uzlu zndmd. Pokud neni uzel piimo na geometrické
hranici d€2 nebo je zde pfedepsdna hodnota derivace feSent, je nutné pouZit néjakou
aproximaci. Konkrétni postupy si ukdZzeme ddle u jednotlivych typl rovnic.

Tirdz
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7.2.2 Korektnost, stabilita, aproximace a konvergence

Aby hodnoty v;; ddvaly v uzlovych bodech dobrou aproximaci pfesnych hodnot feseni u;;,
musi mit diferenéni schéma vhodné vlastnosti. Téch si nyni v§imneme. ProtoZe jde o po-
mérné sloZitou problematiku, upustime od presnych definic, n4s vyklad bude neformalni
a jeho cilem bude dat ¢tendfi predstavu, o jaké poZadavky jde.

Ozna¢ime h = (hy, hy) a |h| = v'h? + h3 (eukleidovskd norma). Tedy || k| je
velikost thlopficky jednoho dilku uvazované obdélnikové sité. Jak jiZ bylo feceno, pro
urceni nezndmych v;; dostaneme systém linedrnich rovnic.

OznaCme Aj matici soustavy a By sloupec pravych stran tohoto systému. Déle nechf
Vi je sloupec nezndmych v;;; nezndmé jsou sefazené néjakym pevné zvolenym vhod-
nym zptsobem, napft. (viz obr. 7.1) podle uzlovych bodil nejprve zleva doprava prvni
fadek zdola, pak zleva doprava druhy fadek zdola atd., tj. poradi bude vqo, ..., Upno,
VO1s+++sUnls-oes Voms - - - » Unm. Systém sitovych rovnic potom miZeme zapsat pomoci
soucinu matic ve tvaru AV = Bjy. Index h naznacuje, Ze systém zavisi na volbdach
kroki sit€. Jak uvidime pozdé€ji na konkrétnich piikladech, (Ctvercovd) matice Ay je
urcena koeficienty rovnice (7.1), zatimco (sloupcovd) matice By je urena pravou stranou
této rovnice a pocatecnimi a okrajovymi podminkami.
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Necht ||.|| zna¢i néjakou vektorovou normu na R*, kde s znaéi pocet fadk sloupce By,
Na mnoziné matic My pouZijeme normu ||.|| s ni souhlasnou.

1) V oddilu 1.4 jsme definovali korektni tlohu. Tento pozadavek je zvlast vyznamny
u parcidlnich diferencidlnich rovnic. Je proto pfirozené pozadovat, aby obdobnou
vlastnost mély linedrni algebraické rovnice, které vzniknou jejich diskretizaci.

Rekneme, 7e diferenéni schéma A, V;, = By je korekmni, jestlize pro dostatedné
malé ||k|| ma pro libovolnou pravou stranu By, jediné feSeni a je stabilni. Pfitom
stabilitou rozumime spojitou zdavislost feSeni V} na pravé strané Bj stejnomérné
vzhledem k h.

Vysvétlime tyto pojmy podrobnéji. Z linearni algebry vime, Ze soustava linedrnich
rovnic ApVp = Bj miZe mit teoreticky jediné feSeni, nekone¢né mnoho feSeni nebo
nemd zadné feseni. Z pozadavku jednoznac¢nosti pro libovolnou pravou stranu Bp
vyplyva, Ze matice soustavy Az musi byt ¢tvercova s nenulovym determinantem. To
znamenad, 7Ze je reguldrni, a existuje tudiZ inverzni matice A;l. Reseni V}, je tudiz
ddno vzorcem Vj, = A} ' By, takZe plati | V3| = ||A;" || - | Br||. PoZzadavek stability
pak znadi, Ze existuje konstanta M > 0 (nezdvisld na || ||) takovd, ze || A} || = M
pro libovolné dostate¢né malé ||k||. Plati tedy, Ze || V|| = M - || By ||. Tato vlastnost
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obecné zavisi na volbé normy v R* a ji indukované maticové normy. MiZe se stat, Ze
pro nékterou normu je splné€na a pro jinou ne.

2) Ozna¢me Uy, sloupec obsahujici pfesné hodnoty u;; a polozme W), = Vj — Uy. Slou-
pec Wy, vyjadiuje chybu aproximace piesného feseni v uzlovych bodech pomoci feseni
diferenéniho schématu AV = Bp. Dosazenim do tohoto schématu dostaneme pro
chybu vztah Ay Wy, = Bp — ApUy,.

Rekneme, 7e diferenéni schéma A,V = By, aproximuje Glohu (7.1), jestlize plati
|Bn — AnUnll — O pro [|k] — 0.

Rekneme, Ze diferencni schéma AV = By, aproximuje Glohu (7.1) s Fadem k, k > 0,
jestlize || By — AnUn| = O(|l2[]").

3) Diferen¢ni schéma ApVy = Bp se nazyva konvergentni, jestliZze pro néj plati vztah
IV — Up|| — O pro ||| — O.

Rikdme, Ze diferencni schéma AV, = By konverguje s vadem k, k > 0, jestlize
IVa = Unll = O(||1|*).

Konvergence diferen¢niho schématu je dileZitd, protoZe zajistuje, Ze pri dostate¢né

jemné siti jsou hodnoty v;; dobrymi aproximacemi pfesného feSeni u;; v uzlovych bodech.

Tirdz
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Cim je ¥4d konvergence vyssi, tfm je presnost lepsi. Proto je dileZity nasledujici vysledek
(presnd formulace a dlikaz viz napt. [47, str. 96] nebo [57, str. 289]):

Schéma, které je stabilni a aproximuje iilohu (7.1), je konvergentni. Pfitom je-li apro-
ximace Fddu k, je i konvergence radu k.

7.2.3 Nahrada derivaci diferencemi

V rovnicich, které budeme déle vySetfovat, bude tieba na Sabloné nahradit prvni a druhé
nesmiSené parcidlni derivace feSeni. Pripravime si potfebné vzorce.

Pfipometime, Ze pro funkci f(x), kterd mad v bodé x n-tou derivaci, n € N, plati
Tayloriiv vzorec

fx+h) = fx)+ f/(x)h+ = f”(x)h2 +ot = f(")(x)h” + Ru(x + h),

z Mz

kde 4 je v absolutni hodnoté malé 01slo a R,(x + h) je tzv. zbytek. Je-li derivace fadu
n + 1 spojita v okoli bodu x, Ize zbytek vyjadrit v Lagrangeove tvaru

R,(x + h) = - 1)'f(”+1)(x+9h)h”“ 0<6<1l.
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Z tohoto vyjadfent je vidét, Ze plati R, (x + h) = O(h"t1).
Pro n = 1 ma vzorec podobu

[ +h) = f(x)+ f'()h + O(h?),

takZe po osamostatnéni f/(x) vyjde

Fi(x) = f(X+h2—f(X)

+ O(h). (7.2)
Pro n = 3 pouZijeme vzorec dvakrat: pro x + h a x — h:
1 1
fx+h) = f)+ f(x)h+ Ef"(x)h2 + ;f/"(x)h3 + O(h"),

/ 1 /! 1 "
fr—h=fx)-F®h+ 5 f (x)h? — i ()h° + O(h*).
Po secteni a osamostatnéni f”(x) dostaneme

Jx+h)=2f(x) + f(x—h)

2 + O(h?). (7.3)

f'x) =
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Pro ndhrady budeme pouZivat tudizZ vzorce

f(X+h) Jf(x)

f(X+h)—2f(X)+f(x—h)
h2

flx) ~
(7.4)

pfi¢emz v prvnim pifpadé je chyba fadu O(h) a ve druhém ¥adu O (h?).

Vsimnéte si, Ze Citatele 1ze vyjadfit pomoci diferenci vpied: f(x + h) — f(x) =
= Af(x), f(x+h)—=2f(x)+ f(x —h) = A? f(x —h). Jde tedy opravdu o nahradu
derivaci diferencemi.

Kdybychom ponechali zbytky v Lagrangeové tvaru, mohli bychom nalézt presné
vyrazy pro chyby, které by se shodovaly s (5.52) a (5.58).
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7.3 Dirichletova dloha pro Poissonovu rovnici

UvaZujme rovnici
Uxx +uyy = f(x,9), (x,y) € Q, (1.5)

s okrajovou podminkou

u(x,y) =o(x,y), (x,y)€h(), (7.6)

kde f(x, y) resp. ¢(x, y) jsou dané spojité funkce, definované na ,,rozumné““ ohranicené
a uzaviené mnoziné 2 resp. jeji hranici d€2. Tato rovnice je eliptického typu a nazyva
se Poissonova' resp. pro f(x,y) = 0 Laplaceova’. Uloha, kdy mame najit feSen{ této
rovnice s predepsanymi hodnotami na hranici mnoZiny €2, se nazyva Dirichletova’.

'Siméon Denis Poisson (1781-1840) (&ti puason) — vyznamny francouzsky matematik. Zabyval se
diferencidlnimi rovnicemi, pravdépodobnosti, pruZnosti apod. Rik4val &asto: ,,Zivot je dobry jen na dvé
véci: zabyvani se matematikou a jeji vyucovani.

2Pierre-Simon Laplace (1749-1827) (&ti laplas) — vyznamny francouzsky matematik, fyzik a astro-
nom. Zabyval se parcidlnimi diferencidlnimi rovnicemi a teorii pravdépodobnosti.

3 Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859) (&ti dirikle) — vyznamny némecky matematik.
Zabyval se teorii ¢isel, matematickou analyzou a rovnicemi matematické fyziky.

Obsah Jdinastranu |« < » » <@ = Celdobrazovka/Okno  Zaviit


http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Biographies/Poisson.html
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Biographies/Laplace.html
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Biographies/Dirichlet.html

Titulni strana ~ Copyright ~ Pfedmluva Obsah Kap? Kap2 Kap3 Kap4 Kap5 Kap6 Kap7 Testy Literatura Rejstiik  Tirdz

Numerické FeSeni parcidlnich diferencidlnich rovnic 702

Zvolime obdélnikovou sit s kroky #; > 0, h, > 0 a pouZijeme nasledujici Sablonu:

i,j+1
o
ha
hy hy
O O
i—1,j i, i+1,7
ha
(e}
i,j—1

Odvodime nyni ndhradu Poissonovy rovnice na této Sabloné. Oznacime f;; = f(xi, y;).
Druhé derivace v Laplaceové operdtoru Au = u,y + Uy, ve vnitinich uzlech sité nahra-
dime pomoci vzorce (7.3). Vyjde:

Ui—1,j — 2Uij + Uiyr,j
2
h

—2U;j + Ui j+1
2
h3

Ui j—1
+ O(h3) + 2 + O(h3) = fij.
Zanedbanim ¢lend O(h7) a O(h3) dostaneme pro piiblizné hodnoty feseni v;; sifovou
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rovnici neboli diferenéni schéma

Vi-1,j — 2Vij + Vig1,j | Vij-1 — 205 + Vi

% + 72 = Jigge (7.7)

V piipadé Etvercové sité, tj. h; = h, = h, bude tato rovnice jest€ jednodussi:

Vi—1,j + Vit1,j + Vij—1 + Vi j+1 — 4vj;

= = fij. (1.8)

Pomoci vzorce (7.7) miiZeme sestavit rovnici pro y
kazdy uzel i, j, pro néjZ vSechny body Sablony leZ{ uvnitf
mnoZiny €2 nebo presné na hranici 02 (v bodé, ktery
je presné na hranici, je hodnota u(x, y) znamad, je dana
funkei @(x, y), protoZe musi byt splnéna okrajova pod-
minka (7.6)). Pokud ale néktery bod $ablony padne mimo
mnoZinu 2, musime piislusnou rovnici sestavit jinak. Situ-
aci ilustruje obr. 7.2, kde €2 je kruh — prfesné na hrani¢ni 0 X
kruZnici jsou pouze ¢tyfi body oznacené krouzkem. Obr. 7.2 Dirichletova tloha

na kruhu
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Prenos okrajovych podminek

Je-li uzel velmi blizko hranice, je (jako hrubou ndhradu) moZné vzit za hodnotu v tomto
uzlu hodnotu funkce ¢ (x, y) v nejbliz§im hrani¢nim bod€. Jinou moZnosti je provést
linedrni interpolaci nebo extrapolaci pomoci hodnot v blizkych bodech. UkdZeme, jak je
mozné postupovat (viz napf. [57, str. 258]).

PouZijeme oznaceni z obr. 7.3. Dva body oznac¢ime indexy O a 1 a tfeti pisme-
nem A. Jejich souradnice nechf jsou po fad€ [xo, Yo, [X1, ¥1] a [x4, y4]. Vzdélenost
bodu A a bodu s indexem 0 je §. Kone¢né oznacime u (x4, y4) = uag, u(xy, y1) = u;
au(xo, yo) = @(xo, yo) = ¢o (z okrajové podminky).

Funkci u(x, y) nahradime nad pfimkou y = y4 linedrni funkci, kterd prochdzi body

s indexy O a 1. Jinymi slovy, funkci u(x, y4) jedné proménné nahradime Lagrangeovym
polynomem uréenym dvojici [xg, ¢o] a [x1, 11]. Pak bude platit

X — X1 X — Xo
M(%)’A)”‘Po—-i-ul—-
Xo — X1 X1 — Xo
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02

Ui
Qoi UA:
L5 h .
X0 XA x1 X
a) Interpolace b) Extrapolace

Obr. 7.3: Pfenos okrajovych podminek
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Po dosazeni x = x4 dostaneme:

—h 5 heo + Su
Interpolace: u(xa, ya) = @o “G+h +uy S+h ‘P;)l +§ -

— - heo — du
Extrapolace:  u(x4, y4) &~ ¢o ~th—29) + U h_5 (p;(; — 5 -

V prvnim piipadé piimo ziskdme sifovou rovnici odpovidajici uzlu A. V druhém piipadé
dostaneme sifovou rovnici pro pridany uzel A (nelezi v £2). Obdobné vytvoiime extrapolaci
sitovou rovnici pro ptfidany uzel B (viz obr. 7.3 b)) a pak uz mizeme pouzit zakladni
Sablonu umisténou do uzlu [xq, y1].

Existuji i jiné, lepsi zplisoby prenosu okrajovych podminek, viz napft. [47, str. 218]
nebo [57, str. 253].

U slozitéjsi hranice bude uzld, v nichZ je tfeba pfenést okrajovou podminku, velky
pocet. Je nemoZné sestavovat piislusné rovnice rucné a je tieba vytvorit vhodny algoritmus
pro jejich automatické vygenerovani. To vSak muiZe byt velmi komplikované.

Vysledkem bude soustava linedrnich algebraickych rovnic o velkém poctu neznamych

(u dloh z praxe i stovky tisic nezndmych). Matice soustavy bude fidka (bude obsahovat
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velky pocet nul) a ireducibilni (soustava se nerozpadne na mensi soustavy). Takové soustavy
se obvykle fesi iteracnimi metodami (Jacobiova, Gaussova-Seidlova, metoda sdruzenych
gradientli apod.).

Lze dokézat (viz [47, str. 232]), Ze pro dostate¢né hladké funkce f(x, y) a ¢(x, y)
je popsané diferencni schéma stabilni a aproximuje Glohu (7.5)—(7.6) s fddem 2, takZe
je rovnéz konvergentni s fadem 2., Tedy pro ||| — 0 hodnoty v uzlovych bodech
konverguji k hodnoté piesného feseni a chyba je O(||k||?).
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Ukéazka 7.1 Uvazujme Poissonovu rovnici

Uxx + Uyy = 30x% — y2, 0=x=<1,0=y=1,
s Dirichletovymi okrajovymi podminkami
u(x,0) = x, 0=x=1,
u(x,1) =05x(x—1)+ 1, 0=x=1,
u(0,y) =y, 0O=y=1
u(l,y) =08y(y —1) +1, O =l

Mnozina €2 je uzavieny ¢tverec (0, 1) x (0, 1), jehoz hranice /(2) je tvofena ¢tyfmi
tseckami. Okrajové podminky jsou zadané tak, Ze funkce ¢(x, y) je na této hranici spojita.

Pii feSeni byla pouzita ¢tvercova sif s krokem 7 = 1/20. Pocet bodi sité tedy
je 212 = 441. Odecdteme-li body na hranici, v nichZ zndme pfesné hodnoty fesen,
dostaneme &tvercovou soustavu linearnich rovnic o 19?2 = 361 neznamych. Vnitinim
uzltim odpovidaji rovnice o péti neznamych, hrani¢nim uzliim (tj. takovym, kdy néktery
bod Sablony bude leZet na geometrické hranici obdélnika) rovnice o tfech nebo Ctyfech
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neznamych. Resenfm této soustavy dostaneme piiblizné hodnoty v; 7 v uzlovych bodech.
Na obr. 7.4 a) jsou zobrazeny okrajové podminky a na obr. 7.4 b) jsou zobrazené ptiblizné
hodnoty feseni u (x, y) této dlohy v uzlovych bodech. Na obr. 7.5 je témito body proloZena
plocha dévajici pfedstavu o feSeni na celém Ctverci.
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0.8

0.6

ul(x, y)

0.4

a) Okrajové podminky b) Hodnoty feseni v uzlovych bodech

Obr. 7.4: ReSeni Poissonovy rovnice
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////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////
//
// (C) 2012--today, Alexander Grahn
//
// 3Dmenu.js
//
// version 20140923
//
////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////
//
// 3D JavaScript used by media9.sty
//
// Extended functionality of the (right click) context menu of 3D annotations.
//
//  1.) Adds the following items to the 3D context menu:
//
//   * `Generate Default View'
//
//      Finds good default camera settings, returned as options for use with
//      the \includemedia command.
//
//   * `Get Current View'
//
//      Determines camera, cross section and part settings of the current view,
//      returned as `VIEW' section that can be copied into a views file of
//      additional views. The views file is inserted using the `3Dviews' option
//      of \includemedia.
//
//   * `Cross Section'
//
//      Toggle switch to add or remove a cross section into or from the current
//      view. The cross section can be moved in the x, y, z directions using x,
//      y, z and X, Y, Z keys on the keyboard, be tilted against and spun
//      around the upright Z axis using the Up/Down and Left/Right arrow keys
//      and caled using the s and S keys.
//
//  2.) Enables manipulation of position and orientation of indiviual parts and
//      groups of parts in the 3D scene. Parts which have been selected with the
//      mouse can be scaled moved around and rotated like the cross section as
//      described above. To spin the parts around their local up-axis, keep
//      Control key pressed while using the Up/Down and Left/Right arrow keys.
//
// This work may be distributed and/or modified under the
// conditions of the LaTeX Project Public License.
// 
// The latest version of this license is in
//   http://mirrors.ctan.org/macros/latex/base/lppl.txt
// 
// This work has the LPPL maintenance status `maintained'.
// 
// The Current Maintainer of this work is A. Grahn.
//
// The code borrows heavily from Bernd Gaertners `Miniball' software,
// originally written in C++, for computing the smallest enclosing ball of a
// set of points; see: http://www.inf.ethz.ch/personal/gaertner/miniball.html
//
////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////
//host.console.show();

//constructor for doubly linked list
function List(){
  this.first_node=null;
  this.last_node=new Node(undefined);
}
List.prototype.push_back=function(x){
  var new_node=new Node(x);
  if(this.first_node==null){
    this.first_node=new_node;
    new_node.prev=null;
  }else{
    new_node.prev=this.last_node.prev;
    new_node.prev.next=new_node;
  }
  new_node.next=this.last_node;
  this.last_node.prev=new_node;
};
List.prototype.move_to_front=function(it){
  var node=it.get();
  if(node.next!=null && node.prev!=null){
    node.next.prev=node.prev;
    node.prev.next=node.next;
    node.prev=null;
    node.next=this.first_node;
    this.first_node.prev=node;
    this.first_node=node;
  }
};
List.prototype.begin=function(){
  var i=new Iterator();
  i.target=this.first_node;
  return(i);
};
List.prototype.end=function(){
  var i=new Iterator();
  i.target=this.last_node;
  return(i);
};
function Iterator(it){
  if( it!=undefined ){
    this.target=it.target;
  }else {
    this.target=null;
  }
}
Iterator.prototype.set=function(it){this.target=it.target;};
Iterator.prototype.get=function(){return(this.target);};
Iterator.prototype.deref=function(){return(this.target.data);};
Iterator.prototype.incr=function(){
  if(this.target.next!=null) this.target=this.target.next;
};
//constructor for node objects that populate the linked list
function Node(x){
  this.prev=null;
  this.next=null;
  this.data=x;
}
function sqr(r){return(r*r);}//helper function

//Miniball algorithm by B. Gaertner
function Basis(){
  this.m=0;
  this.q0=new Array(3);
  this.z=new Array(4);
  this.f=new Array(4);
  this.v=new Array(new Array(3), new Array(3), new Array(3), new Array(3));
  this.a=new Array(new Array(3), new Array(3), new Array(3), new Array(3));
  this.c=new Array(new Array(3), new Array(3), new Array(3), new Array(3));
  this.sqr_r=new Array(4);
  this.current_c=this.c[0];
  this.current_sqr_r=0;
  this.reset();
}
Basis.prototype.center=function(){return(this.current_c);};
Basis.prototype.size=function(){return(this.m);};
Basis.prototype.pop=function(){--this.m;};
Basis.prototype.excess=function(p){
  var e=-this.current_sqr_r;
  for(var k=0;k<3;++k){
    e+=sqr(p[k]-this.current_c[k]);
  }
  return(e);
};
Basis.prototype.reset=function(){
  this.m=0;
  for(var j=0;j<3;++j){
    this.c[0][j]=0;
  }
  this.current_c=this.c[0];
  this.current_sqr_r=-1;
};
Basis.prototype.push=function(p){
  var i, j;
  var eps=1e-32;
  if(this.m==0){
    for(i=0;i<3;++i){
      this.q0[i]=p[i];
    }
    for(i=0;i<3;++i){
      this.c[0][i]=this.q0[i];
    }
    this.sqr_r[0]=0;
  }else {
    for(i=0;i<3;++i){
      this.v[this.m][i]=p[i]-this.q0[i];
    }
    for(i=1;i<this.m;++i){
      this.a[this.m][i]=0;
      for(j=0;j<3;++j){
        this.a[this.m][i]+=this.v[i][j]*this.v[this.m][j];
      }
      this.a[this.m][i]*=(2/this.z[i]);
    }
    for(i=1;i<this.m;++i){
      for(j=0;j<3;++j){
        this.v[this.m][j]-=this.a[this.m][i]*this.v[i][j];
      }
    }
    this.z[this.m]=0;
    for(j=0;j<3;++j){
      this.z[this.m]+=sqr(this.v[this.m][j]);
    }
    this.z[this.m]*=2;
    if(this.z[this.m]<eps*this.current_sqr_r) return(false);
    var e=-this.sqr_r[this.m-1];
    for(i=0;i<3;++i){
      e+=sqr(p[i]-this.c[this.m-1][i]);
    }
    this.f[this.m]=e/this.z[this.m];
    for(i=0;i<3;++i){
      this.c[this.m][i]=this.c[this.m-1][i]+this.f[this.m]*this.v[this.m][i];
    }
    this.sqr_r[this.m]=this.sqr_r[this.m-1]+e*this.f[this.m]/2;
  }
  this.current_c=this.c[this.m];
  this.current_sqr_r=this.sqr_r[this.m];
  ++this.m;
  return(true);
};
function Miniball(){
  this.L=new List();
  this.B=new Basis();
  this.support_end=new Iterator();
}
Miniball.prototype.mtf_mb=function(it){
  var i=new Iterator(it);
  this.support_end.set(this.L.begin());
  if((this.B.size())==4) return;
  for(var k=new Iterator(this.L.begin());k.get()!=i.get();){
    var j=new Iterator(k);
    k.incr();
    if(this.B.excess(j.deref()) > 0){
      if(this.B.push(j.deref())){
        this.mtf_mb(j);
        this.B.pop();
        if(this.support_end.get()==j.get())
          this.support_end.incr();
        this.L.move_to_front(j);
      }
    }
  }
};
Miniball.prototype.check_in=function(b){
  this.L.push_back(b);
};
Miniball.prototype.build=function(){
  this.B.reset();
  this.support_end.set(this.L.begin());
  this.mtf_mb(this.L.end());
};
Miniball.prototype.center=function(){
  return(this.B.center());
};
Miniball.prototype.radius=function(){
  return(Math.sqrt(this.B.current_sqr_r));
};

//functions called by menu items
function calc3Dopts () {
  //create Miniball object
  var mb=new Miniball();
  //auxiliary vector
  var corner=new Vector3();
  //iterate over all visible mesh nodes in the scene
  for(i=0;i<scene.meshes.count;i++){
    var mesh=scene.meshes.getByIndex(i);
    if(!mesh.visible) continue;
    //local to parent transformation matrix
    var trans=mesh.transform;
    //build local to world transformation matrix by recursively
    //multiplying the parent's transf. matrix on the right
    var parent=mesh.parent;
    while(parent.transform){
      trans=trans.multiply(parent.transform);
      parent=parent.parent;
    }
    //get the bbox of the mesh (local coordinates)
    var bbox=mesh.computeBoundingBox();
    //transform the local bounding box corner coordinates to
    //world coordinates for bounding sphere determination
    //BBox.min
    corner.set(bbox.min);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    //BBox.max
    corner.set(bbox.max);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    //remaining six BBox corners
    corner.set(bbox.min.x, bbox.max.y, bbox.max.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    corner.set(bbox.min.x, bbox.min.y, bbox.max.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    corner.set(bbox.min.x, bbox.max.y, bbox.min.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    corner.set(bbox.max.x, bbox.min.y, bbox.min.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    corner.set(bbox.max.x, bbox.min.y, bbox.max.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    corner.set(bbox.max.x, bbox.max.y, bbox.min.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
  }
  //compute the smallest enclosing bounding sphere
  mb.build();
  //
  //current camera settings
  //
  var camera=scene.cameras.getByIndex(0);
  var res=''; //initialize result string
  //aperture angle of the virtual camera (perspective projection) *or*
  //orthographic scale (orthographic projection)
  if(camera.projectionType==camera.TYPE_PERSPECTIVE){
    var aac=camera.fov*180/Math.PI;
    if(host.util.printf('%.4f', aac)!=30)
      res+=host.util.printf('\n3Daac=%s,', aac);
  }else{
      camera.viewPlaneSize=2.*mb.radius();
      res+=host.util.printf('\n3Dortho=%s,', 1./camera.viewPlaneSize);
  }
  //camera roll
  var roll = camera.roll*180/Math.PI;
  if(host.util.printf('%.4f', roll)!=0)
    res+=host.util.printf('\n3Droll=%s,',roll);
  //target to camera vector
  var c2c=new Vector3();
  c2c.set(camera.position);
  c2c.subtractInPlace(camera.targetPosition);
  c2c.normalize();
  if(!(c2c.x==0 && c2c.y==-1 && c2c.z==0))
    res+=host.util.printf('\n3Dc2c=%s %s %s,', c2c.x, c2c.y, c2c.z);
  //
  //new camera settings
  //
  //bounding sphere centre --> new camera target
  var coo=new Vector3();
  coo.set((mb.center())[0], (mb.center())[1], (mb.center())[2]);
  if(coo.length)
    res+=host.util.printf('\n3Dcoo=%s %s %s,', coo.x, coo.y, coo.z);
  //radius of orbit
  if(camera.projectionType==camera.TYPE_PERSPECTIVE){
    var roo=mb.radius()/ Math.sin(aac * Math.PI/ 360.);
  }else{
    //orthographic projection
    var roo=mb.radius();
  }
  res+=host.util.printf('\n3Droo=%s,', roo);
  //update camera settings in the viewer
  var currol=camera.roll;
  camera.targetPosition.set(coo);
  camera.position.set(coo.add(c2c.scale(roo)));
  camera.roll=currol;
  //determine background colour
  rgb=scene.background.getColor();
  if(!(rgb.r==1 && rgb.g==1 && rgb.b==1))
    res+=host.util.printf('\n3Dbg=%s %s %s,', rgb.r, rgb.g, rgb.b);
  //determine lighting scheme
  switch(scene.lightScheme){
    case scene.LIGHT_MODE_FILE:
      curlights='Artwork';break;
    case scene.LIGHT_MODE_NONE:
      curlights='None';break;
    case scene.LIGHT_MODE_WHITE:
      curlights='White';break;
    case scene.LIGHT_MODE_DAY:
      curlights='Day';break;
    case scene.LIGHT_MODE_NIGHT:
      curlights='Night';break;
    case scene.LIGHT_MODE_BRIGHT:
      curlights='Hard';break;
    case scene.LIGHT_MODE_RGB:
      curlights='Primary';break;
    case scene.LIGHT_MODE_BLUE:
      curlights='Blue';break;
    case scene.LIGHT_MODE_RED:
      curlights='Red';break;
    case scene.LIGHT_MODE_CUBE:
      curlights='Cube';break;
    case scene.LIGHT_MODE_CAD:
      curlights='CAD';break;
    case scene.LIGHT_MODE_HEADLAMP:
      curlights='Headlamp';break;
  }
  if(curlights!='Artwork')
    res+=host.util.printf('\n3Dlights=%s,', curlights);
  //determine global render mode
  switch(scene.renderMode){
    case scene.RENDER_MODE_BOUNDING_BOX:
      currender='BoundingBox';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX:
      currender='TransparentBoundingBox';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX_OUTLINE:
      currender='TransparentBoundingBoxOutline';break;
    case scene.RENDER_MODE_VERTICES:
      currender='Vertices';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_VERTICES:
      currender='ShadedVertices';break;
    case scene.RENDER_MODE_WIREFRAME:
      currender='Wireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_WIREFRAME:
      currender='ShadedWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID:
      currender='Solid';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT:
      currender='Transparent';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID_WIREFRAME:
      currender='SolidWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_WIREFRAME:
      currender='TransparentWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_ILLUSTRATION:
      currender='Illustration';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID_OUTLINE:
      currender='SolidOutline';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_ILLUSTRATION:
      currender='ShadedIllustration';break;
    case scene.RENDER_MODE_HIDDEN_WIREFRAME:
      currender='HiddenWireframe';break;
  }
  if(currender!='Solid')
    res+=host.util.printf('\n3Drender=%s,', currender);
  //write result string to the console
  host.console.show();
//  host.console.clear();
  host.console.println('%%\n%% Copy and paste the following text to the\n'+
    '%% option list of \\includemedia!\n%%' + res + '\n');
}

function get3Dview () {
  var camera=scene.cameras.getByIndex(0);
  var coo=camera.targetPosition;
  var c2c=camera.position.subtract(coo);
  var roo=c2c.length;
  c2c.normalize();
  var res='VIEW%=insert optional name here\n';
  if(!(coo.x==0 && coo.y==0 && coo.z==0))
    res+=host.util.printf('  COO=%s %s %s\n', coo.x, coo.y, coo.z);
  if(!(c2c.x==0 && c2c.y==-1 && c2c.z==0))
    res+=host.util.printf('  C2C=%s %s %s\n', c2c.x, c2c.y, c2c.z);
  if(roo > 1e-9)
    res+=host.util.printf('  ROO=%s\n', roo);
  var roll = camera.roll*180/Math.PI;
  if(host.util.printf('%.4f', roll)!=0)
    res+=host.util.printf('  ROLL=%s\n', roll);
  if(camera.projectionType==camera.TYPE_PERSPECTIVE){
    var aac=camera.fov * 180/Math.PI;
    if(host.util.printf('%.4f', aac)!=30)
      res+=host.util.printf('  AAC=%s\n', aac);
  }else{
    if(host.util.printf('%.4f', camera.viewPlaneSize)!=1)
      res+=host.util.printf('  ORTHO=%s\n', 1./camera.viewPlaneSize);
  }
  rgb=scene.background.getColor();
  if(!(rgb.r==1 && rgb.g==1 && rgb.b==1))
    res+=host.util.printf('  BGCOLOR=%s %s %s\n', rgb.r, rgb.g, rgb.b);
  switch(scene.lightScheme){
    case scene.LIGHT_MODE_FILE:
      curlights='Artwork';break;
    case scene.LIGHT_MODE_NONE:
      curlights='None';break;
    case scene.LIGHT_MODE_WHITE:
      curlights='White';break;
    case scene.LIGHT_MODE_DAY:
      curlights='Day';break;
    case scene.LIGHT_MODE_NIGHT:
      curlights='Night';break;
    case scene.LIGHT_MODE_BRIGHT:
      curlights='Hard';break;
    case scene.LIGHT_MODE_RGB:
      curlights='Primary';break;
    case scene.LIGHT_MODE_BLUE:
      curlights='Blue';break;
    case scene.LIGHT_MODE_RED:
      curlights='Red';break;
    case scene.LIGHT_MODE_CUBE:
      curlights='Cube';break;
    case scene.LIGHT_MODE_CAD:
      curlights='CAD';break;
    case scene.LIGHT_MODE_HEADLAMP:
      curlights='Headlamp';break;
  }
  if(curlights!='Artwork')
    res+='  LIGHTS='+curlights+'\n';
  switch(scene.renderMode){
    case scene.RENDER_MODE_BOUNDING_BOX:
      defaultrender='BoundingBox';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX:
      defaultrender='TransparentBoundingBox';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX_OUTLINE:
      defaultrender='TransparentBoundingBoxOutline';break;
    case scene.RENDER_MODE_VERTICES:
      defaultrender='Vertices';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_VERTICES:
      defaultrender='ShadedVertices';break;
    case scene.RENDER_MODE_WIREFRAME:
      defaultrender='Wireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_WIREFRAME:
      defaultrender='ShadedWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID:
      defaultrender='Solid';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT:
      defaultrender='Transparent';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID_WIREFRAME:
      defaultrender='SolidWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_WIREFRAME:
      defaultrender='TransparentWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_ILLUSTRATION:
      defaultrender='Illustration';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID_OUTLINE:
      defaultrender='SolidOutline';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_ILLUSTRATION:
      defaultrender='ShadedIllustration';break;
    case scene.RENDER_MODE_HIDDEN_WIREFRAME:
      defaultrender='HiddenWireframe';break;
  }
  if(defaultrender!='Solid')
    res+='  RENDERMODE='+defaultrender+'\n';

  //detect existing Clipping Plane (3D Cross Section)
  var clip=null;
  if(
    clip=scene.nodes.getByName('$$$$$$')||
    clip=scene.nodes.getByName('Clipping Plane')
  );
  for(var i=0;i<scene.nodes.count;i++){
    var nd=scene.nodes.getByIndex(i);
    if(nd==clip||nd.name=='') continue;
    var ndUTFName='';
    for (var j=0; j<nd.name.length; j++) {
      var theUnicode = nd.name.charCodeAt(j).toString(16);
      while (theUnicode.length<4) theUnicode = '0' + theUnicode;
      ndUTFName += theUnicode;
    }
    var end=nd.name.lastIndexOf('.');
    if(end>0) var ndUserName=nd.name.substr(0,end);
    else var ndUserName=nd.name;
    respart='  PART='+ndUserName+'\n';
    respart+='    UTF16NAME='+ndUTFName+'\n';
    defaultvals=true;
    if(!nd.visible){
      respart+='    VISIBLE=false\n';
      defaultvals=false;
    }
    if(nd.opacity<1.0){
      respart+='    OPACITY='+nd.opacity+'\n';
      defaultvals=false;
    }
    if(nd.constructor.name=='Mesh'){
      currender=defaultrender;
      switch(nd.renderMode){
        case scene.RENDER_MODE_BOUNDING_BOX:
          currender='BoundingBox';break;
        case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX:
          currender='TransparentBoundingBox';break;
        case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX_OUTLINE:
          currender='TransparentBoundingBoxOutline';break;
        case scene.RENDER_MODE_VERTICES:
          currender='Vertices';break;
        case scene.RENDER_MODE_SHADED_VERTICES:
          currender='ShadedVertices';break;
        case scene.RENDER_MODE_WIREFRAME:
          currender='Wireframe';break;
        case scene.RENDER_MODE_SHADED_WIREFRAME:
          currender='ShadedWireframe';break;
        case scene.RENDER_MODE_SOLID:
          currender='Solid';break;
        case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT:
          currender='Transparent';break;
        case scene.RENDER_MODE_SOLID_WIREFRAME:
          currender='SolidWireframe';break;
        case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_WIREFRAME:
          currender='TransparentWireframe';break;
        case scene.RENDER_MODE_ILLUSTRATION:
          currender='Illustration';break;
        case scene.RENDER_MODE_SOLID_OUTLINE:
          currender='SolidOutline';break;
        case scene.RENDER_MODE_SHADED_ILLUSTRATION:
          currender='ShadedIllustration';break;
        case scene.RENDER_MODE_HIDDEN_WIREFRAME:
          currender='HiddenWireframe';break;
        //case scene.RENDER_MODE_DEFAULT:
        //  currender='Default';break;
      }
      if(currender!=defaultrender){
        respart+='    RENDERMODE='+currender+'\n';
        defaultvals=false;
      }
    }
    if(origtrans[nd.name]&&!nd.transform.isEqual(origtrans[nd.name])){
      var lvec=nd.transform.transformDirection(new Vector3(1,0,0));
      var uvec=nd.transform.transformDirection(new Vector3(0,1,0));
      var vvec=nd.transform.transformDirection(new Vector3(0,0,1));
      respart+='    TRANSFORM='
               +lvec.x+' '+lvec.y+' '+lvec.z+' '
               +uvec.x+' '+uvec.y+' '+uvec.z+' '
               +vvec.x+' '+vvec.y+' '+vvec.z+' '
               +nd.transform.translation.x+' '
               +nd.transform.translation.y+' '
               +nd.transform.translation.z+'\n';
      defaultvals=false;
    }
    respart+='  END\n';
    if(!defaultvals) res+=respart;
  }
  if(clip){
    var centre=clip.transform.translation;
    var normal=clip.transform.transformDirection(new Vector3(0,0,1));
    res+='  CROSSSECT\n';
    if(!(centre.x==0 && centre.y==0 && centre.z==0))
      res+=host.util.printf(
        '    CENTER=%s %s %s\n', centre.x, centre.y, centre.z);
    if(!(normal.x==1 && normal.y==0 && normal.z==0))
      res+=host.util.printf(
        '    NORMAL=%s %s %s\n', normal.x, normal.y, normal.z);
    res+=host.util.printf(
      '    VISIBLE=%s\n', clip.visible);
    res+=host.util.printf(
      '    PLANECOLOR=%s %s %s\n', clip.material.emissiveColor.r,
             clip.material.emissiveColor.g, clip.material.emissiveColor.b);
    res+=host.util.printf(
      '    OPACITY=%s\n', clip.opacity);
    res+=host.util.printf(
      '    INTERSECTIONCOLOR=%s %s %s\n',
        clip.wireframeColor.r, clip.wireframeColor.g, clip.wireframeColor.b);
    res+='  END\n';
//    for(var propt in clip){
//      console.println(propt+':'+clip[propt]);
//    }
  }
  res+='END\n';
  host.console.show();
//  host.console.clear();
  host.console.println('%%\n%% Add the following VIEW section to a file of\n'+
    '%% predefined views (See option "3Dviews"!).\n%%\n' +
    '%% The view may be given a name after VIEW=...\n' +
    '%% (Remove \'%\' in front of \'=\'.)\n%%');
  host.console.println(res + '\n');
}

//add items to 3D context menu
runtime.addCustomMenuItem("dfltview", "Generate Default View", "default", 0);
runtime.addCustomMenuItem("currview", "Get Current View", "default", 0);
runtime.addCustomMenuItem("csection", "Cross Section", "checked", 0);

//menu event handlers
menuEventHandler = new MenuEventHandler();
menuEventHandler.onEvent = function(e) {
  switch(e.menuItemName){
    case "dfltview": calc3Dopts(); break;
    case "currview": get3Dview(); break;
    case "csection":
      addremoveClipPlane(e.menuItemChecked);
      break;
  }
};
runtime.addEventHandler(menuEventHandler);

//global variable taking reference to currently selected node;
var target=null;
selectionEventHandler=new SelectionEventHandler();
selectionEventHandler.onEvent=function(e){
  if(e.selected&&e.node.name!=''){
    target=e.node;
  }else{
    target=null;
  }
}
runtime.addEventHandler(selectionEventHandler);

cameraEventHandler=new CameraEventHandler();
cameraEventHandler.onEvent=function(e){
  var clip=null;
  runtime.removeCustomMenuItem("csection");
  runtime.addCustomMenuItem("csection", "Cross Section", "checked", 0);
  if(clip=scene.nodes.getByName('$$$$$$')|| //predefined
    scene.nodes.getByName('Clipping Plane')){ //added via context menu
    runtime.removeCustomMenuItem("csection");
    runtime.addCustomMenuItem("csection", "Cross Section", "checked", 1);
  }
  if(clip){//plane in predefined views must be rotated by 90 deg around normal
    clip.transform.rotateAboutLineInPlace(
      Math.PI/2,clip.transform.translation,
      clip.transform.transformDirection(new Vector3(0,0,1))
    );
  }
  for(var i=0; i<rot4x4.length; i++){rot4x4[i].setIdentity()}
  target=null;
}
runtime.addEventHandler(cameraEventHandler);

var rot4x4=new Array(); //keeps track of spin and tilt axes transformations
//key event handler for scaling moving, spinning and tilting objects
keyEventHandler=new KeyEventHandler();
keyEventHandler.onEvent=function(e){
  var backtrans=new Matrix4x4();
  var trgt=null;
  if(target) {
    trgt=target;
    var backtrans=new Matrix4x4();
    var trans=trgt.transform;
    var parent=trgt.parent;
    while(parent.transform){
      //build local to world transformation matrix
      trans.multiplyInPlace(parent.transform);
      //also build world to local back-transformation matrix
      backtrans.multiplyInPlace(parent.transform.inverse.transpose);
      parent=parent.parent;
    }
    backtrans.transposeInPlace();
  }else{
    if(
      trgt=scene.nodes.getByName('$$$$$$')||
      trgt=scene.nodes.getByName('Clipping Plane')
    ) var trans=trgt.transform;
  }
  if(!trgt) return;

  var tname=trgt.name;
  if(typeof(rot4x4[tname])=='undefined') rot4x4[tname]=new Matrix4x4();
  if(target)
    var tiltAxis=rot4x4[tname].transformDirection(new Vector3(0,1,0));
  else  
    var tiltAxis=trans.transformDirection(new Vector3(0,1,0));
  var spinAxis=rot4x4[tname].transformDirection(new Vector3(0,0,1));

  //get the centre of the mesh
  if(target&&trgt.constructor.name=='Mesh'){
    var centre=trans.transformPosition(trgt.computeBoundingBox().center);
  }else{ //part group (Node3 parent node, clipping plane)
    var centre=new Vector3(trans.translation);
  }
  switch(e.characterCode){
    case 30://tilt up
      rot4x4[tname].rotateAboutLineInPlace(
          -Math.PI/900,rot4x4[tname].translation,tiltAxis);
      trans.rotateAboutLineInPlace(-Math.PI/900,centre,tiltAxis);
      break;
    case 31://tilt down
      rot4x4[tname].rotateAboutLineInPlace(
          Math.PI/900,rot4x4[tname].translation,tiltAxis);
      trans.rotateAboutLineInPlace(Math.PI/900,centre,tiltAxis);
      break;
    case 28://spin right
      if(e.ctrlKeyDown&&target){
        trans.rotateAboutLineInPlace(-Math.PI/900,centre,spinAxis);
      }else{
        rot4x4[tname].rotateAboutLineInPlace(
            -Math.PI/900,rot4x4[tname].translation,new Vector3(0,0,1));
        trans.rotateAboutLineInPlace(-Math.PI/900,centre,new Vector3(0,0,1));
      }
      break;
    case 29://spin left
      if(e.ctrlKeyDown&&target){
        trans.rotateAboutLineInPlace(Math.PI/900,centre,spinAxis);
      }else{
        rot4x4[tname].rotateAboutLineInPlace(
            Math.PI/900,rot4x4[tname].translation,new Vector3(0,0,1));
        trans.rotateAboutLineInPlace(Math.PI/900,centre,new Vector3(0,0,1));
      }
      break;
    case 120: //x
      translateTarget(trans, new Vector3(1,0,0), e);
      break;
    case 121: //y
      translateTarget(trans, new Vector3(0,1,0), e);
      break;
    case 122: //z
      translateTarget(trans, new Vector3(0,0,1), e);
      break;
    case 88: //shift + x
      translateTarget(trans, new Vector3(-1,0,0), e);
      break;
    case 89: //shift + y
      translateTarget(trans, new Vector3(0,-1,0), e);
      break;
    case 90: //shift + z
      translateTarget(trans, new Vector3(0,0,-1), e);
      break;
    case 115: //s
      trans.translateInPlace(centre.scale(-1));
      trans.scaleInPlace(1.01);
      trans.translateInPlace(centre.scale(1));
      break;
    case 83: //shift + s
      trans.translateInPlace(centre.scale(-1));
      trans.scaleInPlace(1/1.01);
      trans.translateInPlace(centre.scale(1));
      break;
  }
  trans.multiplyInPlace(backtrans);
}
runtime.addEventHandler(keyEventHandler);

//translates object by amount calculated from Canvas size
function translateTarget(t, d, e){
  var cam=scene.cameras.getByIndex(0);
  if(cam.projectionType==cam.TYPE_PERSPECTIVE){
    var scale=Math.tan(cam.fov/2)
              *cam.targetPosition.subtract(cam.position).length
              /Math.min(e.canvasPixelWidth,e.canvasPixelHeight);
  }else{
    var scale=cam.viewPlaneSize/2
              /Math.min(e.canvasPixelWidth,e.canvasPixelHeight);
  }
  t.translateInPlace(d.scale(scale));
}

function addremoveClipPlane(chk) {
  var curTrans=getCurTrans();
  var clip=scene.createClippingPlane();
  if(chk){
    //add Clipping Plane and place its center either into the camera target
    //position or into the centre of the currently selected mesh node
    var centre=new Vector3();
    if(target){
      var trans=target.transform;
      var parent=target.parent;
      while(parent.transform){
        trans=trans.multiply(parent.transform);
        parent=parent.parent;
      }
      if(target.constructor.name=='Mesh'){
        var centre=trans.transformPosition(target.computeBoundingBox().center);
      }else{
        var centre=new Vector3(trans.translation);
      }
      target=null;
    }else{
      centre.set(scene.cameras.getByIndex(0).targetPosition);
    }
    clip.transform.setView(
      new Vector3(0,0,0), new Vector3(1,0,0), new Vector3(0,1,0));
    clip.transform.translateInPlace(centre);
  }else{
    if(
      scene.nodes.getByName('$$$$$$')||
      scene.nodes.getByName('Clipping Plane')
    ){
      clip.remove();clip=null;
    }
  }
  restoreTrans(curTrans);
  return clip;
}

//function to store current transformation matrix of all nodes in the scene
function getCurTrans() {
  var tA=new Array();
  for(var i=0; i<scene.nodes.count; i++){
    var nd=scene.nodes.getByIndex(i);
    if(nd.name=='') continue;
    tA[nd.name]=new Matrix4x4(nd.transform);
  }
  return tA;
}

//function to restore transformation matrices given as arg
function restoreTrans(tA) {
  for(var i=0; i<scene.nodes.count; i++){
    var nd=scene.nodes.getByIndex(i);
    if(tA[nd.name]) nd.transform.set(tA[nd.name]);
  }
}

//store original transformation matrix of all mesh nodes in the scene
var origtrans=getCurTrans();

//set initial state of "Cross Section" menu entry
cameraEventHandler.onEvent(1);

//host.console.clear();



var ocgs=host.getOCGs(host.pageNum);for(var i=0;i<ocgs.length;i++){if(ocgs[i].name=='MediaPlayButton0'){ocgs[i].state=false;}}


////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////
//
// (C) 2012, Michail Vidiassov, John C. Bowman, Alexander Grahn
//
// asylabels.js
//
// version 20120912
//
////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////
//
// 3D JavaScript to be used with media9.sty (option `add3Djscript') for
// Asymptote generated PRC files
//
// adds billboard behaviour to text labels in Asymptote PRC files so that
// they always face the camera under 3D rotation.
//
//
// This work may be distributed and/or modified under the
// conditions of the LaTeX Project Public License.
// 
// The latest version of this license is in
//   http://mirrors.ctan.org/macros/latex/base/lppl.txt
// 
// This work has the LPPL maintenance status `maintained'.
// 
// The Current Maintainer of this work is A. Grahn.
//
////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////

var bbnodes=new Array(); // billboard meshes
var bbtrans=new Array(); // billboard transforms

function fulltransform(mesh) 
{ 
  var t=new Matrix4x4(mesh.transform); 
  if(mesh.parent.name != "") { 
    var parentTransform=fulltransform(mesh.parent); 
    t.multiplyInPlace(parentTransform); 
    return t; 
  } else
    return t; 
} 

// find all text labels in the scene and determine pivoting points
var nodes=scene.nodes;
var nodescount=nodes.count;
var third=1.0/3.0;
for(var i=0; i < nodescount; i++) {
  var node=nodes.getByIndex(i); 
  var name=node.name;
  var end=name.lastIndexOf(".")-1;
  if(end > 0) {
    if(name.charAt(end) == "\001") {
      var start=name.lastIndexOf("-")+1;
      if(end > start) {
        node.name=name.substr(0,start-1);
        var nodeMatrix=fulltransform(node.parent);
        var c=nodeMatrix.translation; // position
        var d=Math.pow(Math.abs(nodeMatrix.determinant),third); // scale
        bbnodes.push(node);
        bbtrans.push(Matrix4x4().scale(d,d,d).translate(c).multiply(nodeMatrix.inverse));
      }
    }
  }
}

var camera=scene.cameras.getByIndex(0); 
var zero=new Vector3(0,0,0);
var bbcount=bbnodes.length;

// event handler to maintain camera-facing text labels
billboardHandler=new RenderEventHandler();
billboardHandler.onEvent=function(event)
{
  var T=new Matrix4x4();
  T.setView(zero,camera.position.subtract(camera.targetPosition),
            camera.up.subtract(camera.position));

  for(var j=0; j < bbcount; j++)
    bbnodes[j].transform.set(T.multiply(bbtrans[j]));
  runtime.refresh(); 
}
runtime.addEventHandler(billboardHandler);

runtime.refresh();
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Obr. 7.5: Graf feseni Poissonovy rovnice
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7.4 SmiSena tdloha pro rovnici vedeni tepla
Uvazujme rovnici difuzniho typu
u; = a’uy, + f(x,1), (7.9)
kdeu = u(x,t),0=x =1,t 20,] > 0,a > 0, s po¢ate¢ni podminkou
u(x,0) =v(x), 0=x=1, (7.10)
a okrajovymi podminkami
u(0,1) = 1(t), u(l,1) = g2(1), 120, (7.11)
kde ¥ (x), ¢1(t) a @,(¢) jsou spojité funkce takové, Zze ¥ (0) = ¢1(0) a ¥ (I) = ¢2(0).
Tato rovnice miZe popisovat napt. vedeni tepla v ty¢i délky /. Funkce u(x,t) udava
teplotu ty¢e v bod€ x v ase ¢. Funkce 1 (x) popisuje rozloZeni teploty na pocatku, tj. v ase

t = 0, a funkce ¢y () a ¢,(¢) popisuji teploty na koncich ty¢e. Funkce f(x,t) popisuje
rozloZeni (hustotu) tepelnych zdrojt. Jiny jev, ktery tato rovnice miZe popisovat, je difuze
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v tenké trubici. Pak u(x, t) udava koncentraci difundujici latky v bodé x v ¢ase ¢, funkce
@(x) popisuje jeji po¢ate¢ni koncentraci, funkce @1 (¢) a ¢, (t) popisuji koncentrace na
koncich trubice a funkce f(x,t) pfedstavuje zdroje.

Reseni nemtiZeme hledat na nekone¢ném ¢asovém intervalu, proto se omezime na
interval t € (0,7), kde T > 0. Volime obdélnikovou sif s kroky # > 0, t > 0,
kde h = l/n,t = T/m, m,n € N. Tedy interval (0, /) rozdélime na n stejnych
dilkd a interval (0, 7') na m stejnych dilki — viz obr. 7.6. Oznacime u(x;, t;) = u;j,
i=0,...,n,j =0,...,m.

Hodnoty v hrani¢nich uzlech zndme: u;o = ¥ (x;),71 = 0,...,n,aug; = ¢1(f;),
Unj = @2(t;), j = 0,...,m.Naobr. 7.6 jsou tyto uzly vyznaceny plnymi krouzky. Ve
zbyvajicich uzlech (jsou vyznaceny prdzdnymi krouzky) musime hodnoty feSeni urcit.
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Obr. 7.6: Rovnice vedeni tepla — volba sité

Obsah Jdinastranu |« < » » <@ = Celdobrazovka/Okno  Zaviit



Titulni strana ~ Copyright ~ Pfedmluva Obsah Kap? Kap2 Kap3 Kap4 Kap5 Kap6 Kap7 Testy Literatura Rejstiik  Tirdz

Numerické FeSeni parcidlnich diferencidlnich rovnic 715

Pro sestaveni sifovych rovnic pouZzijeme ndsledujici dvouvrstvou Sestibodovou Sablonu:

h h
T T T
h h
7 =1, i, i1,

V rovnici (7.9) nahradime pomoci vztaht (7.2) a (7.3) derivace. Nahrazeni u, bude
primocaré:
u . . —_— u ..
U (xi, 1) = =S + 0(2).

V ptipad¢€ u,, budeme postupovat trochu slozitéji. Plati

Ui—1,j — 2Uij + Uiyr,j
Uxx(Xi, 1) = ! hZJ L+ om?),

Uim1,j+1 — 2Ujj+1 + Uit1,j+1
”xx(xi’tj+1) = 2 + O(hz)

Obsah Jdinastranu |« < » » <@ = Celdobrazovka/Okno  Zaviit



Titulni strana ~ Copyright ~ Pfedmluva Obsah Kap? Kap2 Kap3 Kap4 Kap5 Kap6 Kap7 Testy Literatura Rejstiik  Tirdz

Numerické FeSeni parcidlnich diferencidlnich rovnic 716

Nyni zvolime redlné Cislo o a z poslednich dvou vztahli vytvofime vdZeny primér
s vahami 0 a 1 — o, kterym aproximujeme druhou derivaci u,,. Konecné oznacime
fij = f(xi.t; +0,57) (bod [x;, t; + 0,57] lezi uprostied mezi body [x;, #;] a [x;, Zj +1]).
Po zanedbdni zbytkl dostaneme pro piiblizné hodnoty feSeni v;; vztah

Vij+1 = Vij a2[0 Vi—1,j+1 = 2Vi 41 + Vig1,j+1

T h?
Vi—1,j — 2Vij + Vit1,;
+(1—-o0)

h2

] + fij,
z néhoZz po upravé obdrzime tzv. diferencni schéma s vahou

2
a’t
Vh gl Uﬁ(vi—l,jﬂ —20; 41 + Vit1,j+1) =
2

a’t
— (= U)?(Ui—l,j —2v;; + vig1,j) +tfij. (7.12)

Tato linearni sitova rovnice vaze ptiblizné hodnoty feseni v Sesti bodech vyse uvedené
Sablony. V§imneme si tii specidlnich pripadi.
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Explicitni schéma (o = 0)

Diferenc¢ni schéma bude mit nasledujici podobu:

a’t

Vi,j+1 = Vij + T2 (Wi-1,j — 2Vij + Vit1,5) + Tfij. (7.13)
Leva strana obsahuje hodnotu pouze v jednom bodé (j + 1)-ni vrstvy, takZe Sablona se
zjednodusi:

i,j+1
T
h h
i—1,j i,j i+1,j

ProtoZe zndme hodnoty feSeni v;; v nulté vrstvé, tj. pro j = 0, a na levé a pravé strané
obdélniku (0, /) x (0, T') — na obr. 7.6 jsou tyto uzly vyznaceny plnymi krouzky, umoziiuje
ndm vzorec (7.13) pocitat feSeni po vrstvach. Sta¢i umistit zdkladnu Sablony na nultou
vrstvu, tj. ve vzorci (7.13) zvolit j = 0, a napt. odleva doprava postupné urcit hodnoty
nezndmych vy, ..., V,—1,1. Pak Sablonu zvedneme o jednu vrstvu, tj. zvolime j = 1,
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a obdobné ur¢ime hodnoty nezndmych vy, ..., Vy—1 2. A tak dal. Nevznikd tedy rozsahla
soustava linearnich rovnic, kterou je nutné fesit jako celek. Proto se toto schéma nazyva
explicitni.

Je-li o # 0, nazyva se schéma implicitni a situace je jind. Leva strana vzorce (7.12)
obsahuje s nenulovymi koeficienty pribliZzné hodnoty feSeni ve tfech sousednich bodech
(j 4+ 1)-ni vrstvy. Pro j = 0 mizeme dosadit do pravé strany zndmé hodnoty v nulté vrstve.
Posouvame-li Sablonu postupné zleva doprava, tj. volime-lii = 1, ..., n — 1, dostaneme
soustavu n — 1 linedrnich rovnic pro nezndmé vy, ..., V,—1,1 V prvni vrstvé. Pfitom
prvni rovnice obsahuje pouze nezndmé vq; a v,; (hodnotu vy, zndme presn¢), druha
rovnice obsahuje nezndmé vy, v, a v3; atd. Predposledni rovnice obsahuje nezndmé
Un—3,1> Un—2,1 @ Up—1,1 a posledni pouze nezndmé v,_» ; a v,—;1,1 (hodnotu v,; opét
zndme presné). Matice soustavy je tudiz tfidiagonélni a na feSeni takovych soustav existuji
velmi u¢inné metody.

Podobné postupujeme déle. Ve vzorci (7.12) zvolime j = 1 a sestavime stejnym
zplsobem soustavu linedrnich rovnic pro nezndmé vy, ..., v,—1 2. A tak ddl. Na rozdil od
eliptického pfipadu (Laplaceova a Poissonova rovnice) nemusime feSit jednu obrovskou
soustavu pro vSechny nezndmé v;; jako celek, dojde k rozpadnuti na samostatné soustavy
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2V 0

pro kazdou vrstvu zvI4st.

z .

V praxi se pouZivaji zejména nasledujici dva pripady implicitnich schémat.

Ryze implicitni schéma (0 = 1)
Diferenc¢ni schéma bude mit nasledujici podobu:

a’*t

Vpjtl = o Wittt = 205 o Wik, j 1) = Uiy (7.14)

Prava strana obsahuje hodnotu pouze v jednom bodég j -té vrstvy, takZe Sablona se zjedno-
dusi:
[e; O
h h

i,J
Jedna se o implicitni schéma, jehoZ pouziti bylo popsano vyse. Postupujeme odspodu
a pro kazdou vrstvu musime fesit soustavu linearnich rovnic s tfidiagonalni matici. Pro-
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toZe z predchozi vrstvy se pouziva vZdy jen jedna hodnota, nazyva se toto schéma ryze
implicitni.

Crankovo-Nicolsonové schéma (o = 1/2)

Diferen¢ni schéma bude mit nasledujici podobu:

a*t
Vi,j+1 — ﬁ(vi—l,j—i-l = 20ij41 + Vig1,j+1) =

a’r

= v;; + ﬁ(vi—l,j —2v;; + Vit1,j) + tfij. (7.15)

Pouziva se tedy obecnd dvouvrstva Sestibodova Sablona. Jednd se o implicitni schéma,
jehoZ pouziti bylo popsano vyse. Postupujeme odspodu a pro kazdou vrstvu musime
fesit soustavu linedrnich rovnic s tfidiagondlni matici. Toto schéma se nazyva Crankovo'-
-Nicolsonové®. Nize uvidime, pro¢ je pravé volba o = 1/2 zajimava.

!John Crank (1916-2006) (&ti krenk) — anglicky numericky matematik.
2Phyllis Nicolsonovi (1917-1968) (&ti nikolsnovd) — anglicka fyzicka.
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Lze dokézat (viz [40, str. 238] nebo [47, str. 262]), Ze pro dostatecné hladké funkce
f(x,t), ¥(x), ¢1(t) a a(t) diferenéni schéma (7.12) aproximuje dlohu (7.9)—(7.11)
s presnosti O(h? + 1) pro o # 1/2 a s piesnosti O(h? + 72) pro 0 = 1/2 (Crankovo-
-Nicolsonové schéma).

Dale Ize ukdzat (viz [40, str. 240] nebo [47, str. 268]), Ze pokud je 0 = 0 a je splnéna

podminka
o= 1 — i (7.16)
=2 4a2r’ ’
je schéma (7.12) stabilni (v jisté normé).
Tedy v pripadé€ explicitniho schématu (7.13) je stabilita zajiSténa podminkou
ﬁ = 1 (7.17)
h? — 2

(fikdme, Ze toto schéma je neabsolutné stabilni). Schéma je konvergentni s fddem jedna
(chyba je O(t + h?)). Podminka (7.17) je podstatna. Pokud nenf spInéna, vychazi zcela
nesmyslné vysledky. Podminka vynucuje, Ze krok 7 musi byt vzhledem k & pomé&rné
velmi maly, protoZe musi platit T < h?/(2a?).
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Ryze implicitni schéma (7.14) je stabilni pro libovolné kroky (fikdme, Ze je absolutné
stabilnf). Schéma je konvergentn{ s fddem jedna (chyba je O(t + h?)).

Obecné implicitni schéma je pro 0 = 1/2 rovnéZ absolutné stabilni a f4d konvergence
je aspoii jedna (chyba je O(t + h?)).

Schéma Crankovo-Nicolsonové (7.15) je tudiz absolutné stabilni. Schéma je konver-
gentni s fadem dvé (chyba je O(t? + h?)).

Ukazka 7.2 UvaZujme rovnici vedeni tepla
U = Uy, 0=x=4,0=t <00,
s poc¢éteni podminkou
u(x,0) = x4 —x), 0=x=4,
a okrajovymi podminkami

w(0,7) = 4te™", u(d,t)=4te™, 0=t < oo.
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Pfi oznaceni z (7.9) plati, zea = 1 al = 4. Déle je ¥ (x) = x(4 — x), ¢1(¢t) = 4te™",
a(t) = 4te™! ’a f(x,t) = 0. Rovnice miiZe popisovat napf. vedeni tepla v tyc¢i.

Pouzijeme Crankovo-Nicolsonové implicitni schéma (7.15). Zvolili jsme T = 6, fese-
ni tedy bylo nalezeno na obdélniku (0, 4) x (0, 6). Ddle jsme vybralin = 15, m = 50,
takze h = 4/15 = 0,27at = 6/50 = 0,12. PouZité schéma je vZidy konvergentni. Pocet
bodu sité je 16 - 51 = 816. Odecteme-li hrani¢ni body, v nichZ zndme pfesné hodnoty
feSeni, ztstane 700 neznamych. Vzniklou soustavu sifovych rovnic nemusime fesit jako
celek, rozpadne se na 50 mensSich soustav odpovidajicich neznamym v jednotlivych
vrstvéach, které maji po 14 nezndmych. Neznamé uddvaji pfiblizné hodnoty v;; feSeni
v uzlovych bodech.

Na obr. 7.7 jsou zobrazeny okrajové podminky a pocatecni podminka a na obr. 7.8 jsou
zobrazené priblizné hodnoty feSeni u(x, t) této dlohy v uzlovych bodech. Na obr. 7.9 je
témito body proloZena plocha davajici predstavu o feseni na celém obdélniku. Na obr. 7.10
je animace zndzortiujici vyrovnavani teploty ty¢e v ¢asovém intervalu (0, 6).

Na obr. 7.11 je zobrazen graf feSeni, které bylo ziskdno na téZe siti pomoci sché-
matu (7.12) pro 0 = 0,31. Pro tuto hodnotu neni splnéna podminka stability (7.16)
— vyjde 1/2 — h?/(4a>t) = 0,352 > 0. Z obrazku je patrné, Ze vysledek je zcela
nesmyslny. Stabilita schématu je tudiz podstatna vlastnost pro jeho konvergenci.

Obsah Jdinastranu |« < » » <@ = Celdobrazovka/Okno  Zaviit



Titulni strana ~ Copyright ~ Pfedmluva Obsah Kap1 Kap2 Kap3 Kap4 Kap5 Kap6 Kap7 Testy Literatura Rejstiik — TirdZz

Numerické FeSeni parcidlnich diferencidlnich rovnic 724

Obr. 7.7: Resen{ rovnice veden{ tepla — okrajové a po&atecni podminky
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Obr. 7.8: Resen{ rovnice veden{ tepla — hodnoty feseni v uzlovych bodech

Obsah Jdinastranu |« < » » <@ = Celdobrazovka/Okno  Zaviit



var ocgs=host.getOCGs(host.pageNum);for(var i=0;i<ocgs.length;i++){if(ocgs[i].name=='MediaPlayButton4'){ocgs[i].state=false;}}



Titulni strana ~ Copyright ~ Pfedmluva Obsah Kap? Kap2 Kap3 Kap4 Kap5 Kap6 Kap7 Testy Literatura Rejstiik  Tirdz

Numerické FeSeni parcidlnich diferencidlnich rovnic 726

Obr. 7.9: Graf feSeni rovnice vedeni tepla
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Obr. 7.10: Animace feSeni rovnice vedeni tepla (vyrovnavani teploty tyce)
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Obr. 7.11: Graf fesSeni rovnice vedeni tepla ziskaného nestabilni metodou
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7.5 SmiSena dloha pro vinovou rovnici
UvaZujme vlnovou rovnici
U = @Puxy + f(x,1), (7.18)
kdeu = u(x,t),0=x =1,t 20,1l > 0,a > 0, s po¢ate¢nimi podminkami
u(x,0) = ¢i(x), u:(x,0) = ¥o(x), 0=x=1, (7.19)
a okrajovymi podminkami
u(0,1) = @1(t), u(l,1) = @2(t), =0, (7.20)
kde ¥ (x), ¥2(x), 1(t) a 2 (2) jsou spojité funkce takové, ze Y1 (0) = ¢1(0), Y1 (/) =
= ¢2(0), ¥2(0) = ¢1(0) a y2(I) = ¢5(0).
Tato rovnice miZe popisovat napf. kmity struny délky /. Funkce u(x, ¢) uddvé polohu

struny v bod€ x v ¢ase . Funkce 11 (x) popisuje po¢atedni tvar struny, tj. v Case t = 0,
a funkce 1, (x) popisuje po¢ateéni okamzitou rychlost bodd struny, tj. v ase t = 0.
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Funkce ¢ (¢) a ¢, (t) popisuji kmitani konct struny. Funkce f(x,?) md vyznam velikosti
vnéjsi sily plisobici v Case ¢ v bod€ x. Obecnéji mize jit o jakékoli vinéni v akustice,
hydrodynamice, elektromagnetismu apod.

Reseni nemtZzeme hledat na nekone¢ném Gasovém intervalu, proto se omezime na
interval t € (0,7T), kde T > 0. Volime obdélnikovou sif s kroky # > 0, t > 0,
kde h = I/n, v = T/m, m,n € N. Tedy interval (0, /) rozdélime na n stejnych
dilkd a interval (0, 7') na m stejnych dilkd — viz obr. 7.12. Oznacime u(x;, ;) = u;j,
i =0,...,n,j =0,...,m.

Hodnoty v hrani¢nich uzlech zndme: u;o = ¥1(x;),1 = 0,...,n,aup; = @1(t)),
Un;j = @2(t;), j = 0,...,m.Naobr. 7.12 jsou tyto uzly vyznaceny plnymi krouzky.
Nize jesté uréime z druhé pocatecni podminky hodnoty v uzlech prvni vrstvy u;q, i =
= 1,...,n — 1 (jsou vyznaceny plnymi trojihelnicky). Ve zbyvajicich uzlech (jsou
vyznaceny prazdnymi krouzky) musime hodnoty feseni urcit.
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Obr. 7.12: VInova rovnice — volba sité
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Pro sestaveni sifovych rovnic pouzijeme nésledujici tfivrstvou devitibodovou $ablonu:

(e} 0}
h h
T T T
i—1.j h h i+1,)
1]
T T T
h h
i1, —1 ij—1 it1j—1

V rovnici (7.18) nahradime pomoci vztahu (7.3) derivace. Nahrazeni u;; bude pfimocaré:

Ui j—1 — 2Ujj + Ui j41

U (X5, 1) = - + 0(7?).

V ptipad€ u,, budeme postupovat trochu sloZzitéji. Plati

Ui—1,j—1— 2Uij—1 + Uig1,j—1

= + O(h?),

uxx(xi» tj—l) =

Obsah Jdinastranu |« < » » <@ = Celdobrazovka/Okno  Zaviit



Titulni strana ~ Copyright ~ Pfedmluva Obsah Kap? Kap2 Kap3 Kap4 Kap5 Kap6 Kap7 Testy Literatura  Rejstiik

Numerické FeSeni parcidlnich diferencidlnich rovnic 733

Ui—1,j — 2Uij + Uit1,j
uxx(xi,tj) _ 1,j h;j i+1,j + O(hz),

Uis1,j+1 — 2Ujj+1 + Uit1,j+1
U (Xi 1 41) = — lhjz ==+ 0(h?).

Nyni zvolime redlné ¢islo o a z poslednich tfi vztahi vytvofime vaZeny primér s vahami o,
1 — 20 a o, kterym aproximujeme druhou derivaci u,. Kone¢né oznacime f;; =
= f(x;,t;). Po zanedbani zbytkd dostaneme pro pfiblizné hodnoty feseni v;; vztah

Vi,j—1 = 20ij + Vij41

72

+

[ Vizit = 2Visjrt F Vit jrt (1 — 26) 2zl = 20 + Vit1,j
a |o h2 (o} h2
Vi—1,j—1 — 2Vi,j—1 + Vit1,j-1
h2

+o0 ]+fij,

Tirdz
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z néhoZ po dpraveé obdrzime tzv. diferencni schéma s vahou

a’t?

Vij+t = 0o Wimnjt1 = 200541+ Vi) =
222

a
= 21),']' — Vi, j—1 + (1-20)

7(01'—1,;' —2v +vig1,;) + (7.21)

a’t?
2
+ 07(%‘—1,]‘—1 — 203,51 + Vig1,j-1) + T fij-

Tato linedrni sifova rovnice vaZe ptiblizné hodnoty feSeni v deviti bodech vyse uvedené

Sablony.
Nyni se vratime k druhé pocateéni podmince u;(x,0) = ¥,(x),0 = x = [,
a k ur¢eni pribliZznych hodnot feSeni v uzlech prvni vrstvy, tj. v;;, 7 = 1,...,n — 1.

Na obr. 7.12 jsou tyto uzly oznaceny trojuhelnicky. UkdZeme si dva zpisoby. Budeme
predpokladat, Ze potfebné funkce jsou dostatecné hladké.
PouZzijeme Taylortiv vzorec druhého fadu na funkci u(x;, ) (proménnd je ¢, takze

Tirdz
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derivace budou vlastné parcidlni derivace podle 7) se sttedem 0. Pro # = 7 dostaneme, Ze

2
u(x;, 7) = u(x;,0) + tus(x;,0) + — 5 Uz (x;,0) + 0(1’3)

ProtoZe je splnéna vlnova rovnice (7.18), plati us; (x;,0) = a?uxx(x;,0) + f(x;,0).Po
dosazeni a tpravé vyjde:

' . ) 2
U(xz,f) u(x,,O) _ Mt(xz,o) 4 621 uxx(xl’o) QL = f(xl,()) —+ 0(‘[ ) (7.22)

T

P¥i prvnim zplsobu z pocate¢nich podminek obdrZzime, Ze plati u,(x,0) = ¥ (x)
au(x,0) = ¥1(x), tudiz uxx(x,0) = ¥{(x). Po dosazeni do pfedchoziho vztahu,
zanedbani zbytku a zjednoduseni oznaceni vyjde pro ptiblizné hodnoty feseni v nulté
a prvni vrstvé linedrni rovnice

Vi1 — Vio

2
= Y2(x) + = V(5 + 5 fio (7.23)
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Pfi druhém zptsobu nahradime v rovnosti (7.22) druhou derivaci uyx (x;, 0) podle
vztahu (7.3), tj.

Ui—1,0 — 2Uio + Ui+1,0
h2

Po dosazeni, zanedbani zbytku a zjednoduSeni oznaceni vyjde pro pfiblizné hodnoty

feSeni v nulté a prvni vrstve linedrni rovnice

il

Uyx(x;,0) = + O(h?).

Vi1 — .
S = Ya(x) + 5

ProtoZe hodnoty vgo, ..., Uno nulté vrstvy pfesné¢ zndme (musi byt splnéna prvni
pocatecni podminka), mtizeme pomoci vztahu (7.23) resp. (7.24) snadno urcit hodnoty
v prvni vrstvé. Po tpravé dostaneme

T
(vi—1,0 — 2050 + Vit1,0) + 5 fio- (7.24)

2,2

2a
Vi1 = Vip + ¥ (Xi) + —— i (x;) + fz (7.25)
resp.
1242 2
Vi1 = Vio + tV2(x) + —- o (Vi—1,0 — 2V;i0 + Vit1,0) + 5 fio- (7.26)
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Postupné volime i = 1, ..., n — 1. ProtoZe vSechny hodnoty na pravych stranach obou
pfedchozich rovnosti jsou zndmé, ziskdme hodnoty vy, ..., V,—1,1 (hodnoty vo; a v,
jsou presné dany okrajovymi podminkami). Nésledujici obrazek znazornuje, které hod-
noty nulté vrstvy (jsou oznaceny plnymi krouzky) jsou pouZity pro urceni v;; pomoci
vzorce (7.25) (levé schéma, jedna hodnota) resp. (7.26) (pravé schéma, obecné tfi hod-
noty).

i,1 i1
T T
h h
i,0 i—1,0 i,0 i+ 1,0

Diéle rozlisime dva pripady.

Explicitni schéma (o = 0)
Diferenc¢ni schéma (7.21) bude mit nasledujici podobu:

a*t?

Vij+1 = 2v,-j —V; -1+ 7(1)1'_1’]' = 2v,-j + v,-_H,j) + ‘L'Zfij. (7.27)
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Leva strana obsahuje hodnotu pouze v jednom bodé (j + 1)-ni vrstvy, takZe Sablona se

zjednodusi:
ij+1
T
.- I h
i—1,7 i,j i+l
T
ij—1
ProtoZe zndme hodnoty feSeni v;; v nulté a prvni vrstvé, tj.pro j = 0a j = 1,ana

levé a pravé strané obdélniku (0, /) x (0, T) — na obr. 7.12 jsou tyto uzly vyznaceny
plnymi krouzky a trojihelnicky, umoZniuje nam vzorec (7.27) pocitat feSeni po vrstvach.
Sta¢i umistit zakladnu Sablony na nultou vrstvu, tj. ve vzorci (7.27) zvolit j = 1, a napf.
odleva doprava postupné urcit hodnoty nezndmych vy, ..., v,—1,2. Pak Sablonu zvedneme
o jednu vrstvu, tj. zvolime j = 2, a obdobné ur¢ime hodnoty nezndmych vy3s, ..., Vy—1 3.
A tak dél. Nevznika tedy rozsdhla soustava linedarnich rovnic, kterou je nutné fesit jako
celek. Proto se toto schéma nazyva explicitni.
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Implicitni schéma (o # 0)

Je-li 0 # 0, nazyva se schéma (7.21) implicitni a situace je jind. Leva strana vzorce
(7.21) obsahuje s nenulovymi koeficienty pfiblizné hodnoty feSeni ve tfech sousednich
bodech (j + 1)-prvni vrstvy. Pro j = 1 miZeme dosadit do pravé strany zndimé hodnoty
v nulté a prvni vrstvé. Posouvame-li Sablonu postupné zleva doprava, tj. volime-lii = 1 az
n — 1, dostaneme soustavu n — 1 linedrnich rovnic pro nezndmé viz, ..., Vy—1,2 v druhé
vrstvé. Pritom prvni rovnice obsahuje pouze nezndmé vi, a v,; (hodnotu vy, zndme
presné), druhd rovnice obsahuje nezndmé vy, V25 a U35 atd. Pfedposledni rovnice obsahuje
nezndmé v,_3 2, Vy—2,2 a Uy—1 2 a posledni pouze nezndmé v, 5 a V,—1 2 (hodnotu v,,
opét zndme presné). Matice soustavy je tudiz tfidiagondlni a na feSeni takovych soustav
existuji velmi uc¢inné metody.

Podobné postupujeme dale. Ve vzorci (7.21) zvolime j = 2 a sestavime stejnym
zplsobem soustavu linedrnich rovnic pro nezndmé vy3, ..., v,—1,3. A tak dal. Na rozdil
od eliptického pfipadu (Laplaceova a Poissonova rovnice) nemusime podobné jako v pa-
rabolickém ptipadu (rovnice vedeni tepla) fesit jednu obrovskou soustavu pro v§echny
neznamé v;; jako celek, dojde k rozpadnuti na samostatné soustavy pro kazdou vrstvu
zv1ast.

Obsah Jdinastranu |« < » » <@ = Celdobrazovka/Okno  Zaviit



Titulni strana ~ Copyright ~ Pfedmluva Obsah Kap? Kap2 Kap3 Kap4 Kap5 Kap6 Kap7 Testy Literatura Rejstiik  Tirdz

Numerické FeSeni parcidlnich diferencidlnich rovnic 740

Lze dokazat (viz [47, str. 260 a 315]), Ze pro dostate¢né hladké funkce f(x,1), ¥1(x),
Yo (x), @1(t) a () diferen¢ni schéma (7.21) a (7.23) resp. (7.24) aproximuje pro libo-
volné o tlohu (7.18)—(7.20) s fddem dva, tj. s presnosti O(h? + 72).

Dile Ize ukazat (viz [47, str. 313]), Ze pokud je o = 0 a je splnéna podminka

l+e¢ h?
4 4a?72’
kde & > 0 je n&jaké Cislo, je schéma (7.21) a (7.23) stabilni (v jisté normé).
Tedy v ptipadé explicitniho schématu (7.27) a (7.23) je stabilita zajisténa podminkou
a’t? 1
=
h? ~— 1+4¢
(fikdme, Ze toto schéma je neabsolutné stabilni). Tedy tato podminka poZzaduje, aby
podil at/ h byl mensi nez n&jaké kladné Eislo, které je mensi neZ jedna. Schéma je pak
konvergentni s fddem dvé (chyba je O(t? + h?)).
Pro 0 > 1/4 je podminka (7.28) splnéna pro libovolné kroky 4 a t (schéma je
absolutné stabilni), takZe takové implicitni schéma (7.21) a (7.23) je konvergentni s fadem
dvé (chyba je O(t2 + h?)).

o

v

(7.28)

(7.29)
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RovnéZ je mozné ukézat (viz [47, str. 317]), Ze pokud je splnéna podminka

- 1 h?
=47 4a22

je schéma (7.21) a (7.24) stabilni (v jisté tzv. polonormé).

Tedy v ptipad€ explicitniho schématu (7.27) a (7.24) je stabilita zajisténa podminkou

at

h
(fikame, Ze toto schéma je neabsolutné stabilni). Schéma je pak konvergentni s fidem dvé
(chyba je O(z? + h?)). Podminka (7.31) je zndma jako Courantova'.
Pro 0 = 1/4 je podminka (7.30) splnéna pro libovolné kroky 4 a t (schéma je
absolutné stabilni), takZe takové implicitni schéma (7.21) a (7.24) je konvergentni s fidem
dvé (chyba je O(z2 + h?)).

(7.30)

A

1 (7.31)

'Richard Courant (1888—1972) (¢ti kurant) — vyznamny némecky matematik. V r. 1922 zaloZil na
univerzité v Gottingenu Matematicky institut. Roku 1933 byl vyhnan pro neérijsky ptivod a odesel do USA.
Na newyorkské univerzit€ vytvoril vyzkumné centrum pro aplikovanou matematiku. Byl spoluzakladate-

vvvvvv

matematickych pracovisf; od r. 1964 nese jeho jméno (Courant Institute of Mathematical Sciences).
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Explicitni schéma (o = 0) se specialni volbou kroku

Podminka (7.31) pFipousti volbu krokt 4 a t takovou, Ze T = h/a. Podivame se, jak
se piislusné vzorce zjednodusi. Protoze délka 7' ¢asového intervalu obecné nebude pii
takové volbé délky kroku 7 jejim celo¢iselnym ndsobkem, zvolime tedy pocet dilkd 7 na
Casové ose tak, aby t,,, = mt = T, tj. abychom se dostali za ¢as " — viz obr. 7.13.
Dosadime-li do vztahu (7.27) rovnost at = h, dostaneme po tprave, Ze

Vi j+1 = Vi—1,j — Vi,j—1 + Vit1,; + rzfij. (7.32)
Sablona se tedy zjednodusf, sifova rovnice neobsahuje neznamou v; i
ij+1
T ="h/a
h h

i—1,j i i+1,)
T=h/a

ij—1
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fy oo o ........... o ....................... o ........... .
A S SR S -
hja =< ; : ; :
0=t ; R . .
X
O0=x0 p x1 X2 Xn—1 Xp =1

Obr. 7.13: VInova rovnice — specidlni volba sité
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Podobné po dosazeni do (7.26) vyjde po tpravé

Vi—1.0 + Vi i
vip = —2 > L Yo (x;) + ?fim (7.33)

Tento vztah pouZijeme k ur¢eni hodnot vy, ..., Uy—1,1 ze zndmych hodnot vgy, ..., Uno
nulté vrstvy. VSimnéte si, Ze vztah rovnéZ neobsahuje hodnotu v;¢. Nésledujici obrazek zna-
zornuje, které dvé hodnoty nulté vrstvy jsou pouZity pro uréeni v;; pomoci vzorce (7.33)
(jsou oznaceny plnymi krouzky).

i—1,0 i0 i+1,0

Explicitni schéma (7.32) a (7.33) je (podminéné) stabilni, a tudiZ konvergentni s fddem

dvé (chyba je O(z2 + h?) = O(h?/a? + h?) = O(h?)).
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Ukéazka 7.3 Uvazujme vinovou rovnici

utt:?)uxx, 0§X§3,0§t<oo,

s pocateCnimi podminkami

u(x,0) = é(6x—x2—8)2(x—1)x, u;(x,0) =0, 0=x =3,
a okrajovymi podminkami
u(0,¢) =sint +e* —1, u(3,t) =1, 0=t < oo.

Pfi oznageniz (7.18) plati, 2ea = v/3al = 3.Ddlejey; (x) = L (6x—x2—8)*(x—1)x,
Ya(x) =0,¢1(t) =sint +e " —1,¢,(t) = 1a f(x,t) = 0. Rovnice miiZe popisovat
napt. kmitan{ struny.

PouZijeme implicitni schéma (7.21) pro 0 = 1 a (7.26). Zvolili jsme T = 6, tedy
feSeni bylo nalezeno na obdélniku (0, 3) x (0, 6). Ddle jsme vybrali n = 30, m = 104
takze h = 3/30 = 0,1 at = 6/104 = 0,058. PouZité schéma je vzdy konvergentni.
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Pocet bodi sité je 31- 105 = 3 255. Odecteme-li hrani¢ni body, v nichZ zndme piesné
hodnoty feSeni, ztstane 3 016 neznamych. Nejprve pomoci vztahu (7.26) vypocitame
29 neznamych vy 1, ..., V29,1 v prvni vrstvé. Pak pomoci vztahu (7.21) vypocitdme zby-
vajici neznamé. Vzniklou soustavu sifovych rovnic nemusime fesit jako celek, rozpadne
se na 103 mensich soustav odpovidajicich nezndmym v jednotlivych vrstvach, které maji
po 29 neznamych. Nezndmé uddvaji pfiblizné hodnoty v;; feSeni v uzlovych bodech.

Na obr. 7.14 jsou zobrazeny okrajové a pocate¢ni podminky a na obr. 7.15 jsou
zobrazené priblizné hodnoty feSeni u(x, t) této tlohy v uzlovych bodech. Na obr. 7.16 je
témito body proloZena plocha davajici pfedstavu o feSeni na celém obdélniku. Na obr. 7.17
je animace zndzorfiujici kmitani struny v asovém intervalu (0, 6).

Obsah Jdinastranu |« < » » <@ = Celdobrazovka/Okno  Zaviit



Titulni strana ~ Copyright ~ Pfedmluva Obsah Kap1 Kap2 Kap3 Kap4 Kap5 Kap6 Kap7 Testy Literatura Rejstiik — TirdZz

Numerické FeSeni parcidlnich diferencidlnich rovnic 747

Obr. 7.14: Resen{ vinové rovnice — okrajové a pocate¢ni podminky
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Obr. 7.15: Resen{ vinové rovnice — hodnoty feseni v uzlovych bodech
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Obr. 7.16: Graf feSeni vlnové rovnice
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¢tas = 0.000000

(=)el(+)

Obr. 7.17: Animace feSeni vlnové rovnice (kmity struny)
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Pojmy k zapamatovani

— linedrni parcialni diferencialni rovnice druhého fadu
— princip metody siti

— sit, hrani¢ni a vnitfni body sité

— Sablona, diferen¢ni schéma, sifové rovnice

— korektnost a stabilita diferen¢niho schématu

— diferen¢ni schéma aproximujici dlohu

— konvergentni diferen¢ni schéma

— néhrada derivaci diferencemi

— Dirichletova dloha pro Poissonovu rovnici

— Sablona pro Poissonovu rovnici

— prenos okrajovych podminek

— konvergence diferencniho schématu pro Poissonovu rovnici

— smiSend uloha pro rovnici vedeni tepla
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— Sablona pro rovnici vedent tepla, explicitni a implicitni schémata
— stabilita a konvergence schémat pro rovnici vedeni tepla

— smiSend tloha pro vinovou rovnici

— Sablona pro vlnovou rovnici, explicitni a implicitni schémata

— stabilita a konvergence schémat pro vlnovou rovnici
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Kontrolni otazky

10.

11.

12.

1. Co rozumime siti a s jakymi typy siti se mtiZeme setkat?

2. Co je vysledkem fesSeni parcialnich diferencidlnich rovnic metodou siti?
3. Které uzly se nazyvaji hrani¢ni a které vnitfni?

4. Co je to Sablona?

5.
6
7
8
9

Popiste postup feseni PDR metodou siti.

. Co jsou to sifové rovnice?
. Co je to diferenc¢ni schéma?
. Kdy je diferen¢ni schéma korektni?

. Co znamend, Ze diferencni schéma aproximuje néjakou parcidlni diferencialni rovnici s okra-

jovymi a pocatecnimi podminkami?
Co znamend, Ze diferencni schéma je konvergentni? Uvedte postacujici podminku konvergence
diferen¢niho schématu.

Cim nahrazujeme prvni a druhé parcidlni derivace pfi feSeni parcidlnich diferencidlnich rovnic
metodou siti?

Napiste, jak vypadd Poissonova rovnice.
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13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.

20.
21.
22.
23.

24.
25.

Napiste, jak vypadd Laplaceova rovnice.

Jakou dlohu oznacujeme Dirichletova?

Jak vypada Sablona pro feSeni Poissonovy rovnice metodou siti?
Které podminky oznacujeme jako pocateéni a které jako okrajové?
Napiste, jak vypada rovnice smiSené ulohy pro vedeni tepla.

Jak vypada sit pro rovnici veden{ tepla?

Nakreslete, jak vypada Sablona pro feseni smiSené tlohy pro vedeni tepla metodou siti v piipadé
implicitniho, explicitniho a ryze implicitntho schématu.

Co je Crankovo-Nicolsonové schéma a ¢im se odliSuje od ostatnich schémat?

Napiste podminku pro stabilitu feSen{ tlohy pro vedeni tepla v pfipad€ implicitniho schématu.
Napiste podminku pro stabilitu feSeni tlohy pro vedeni tepla v pfipad€ explicitniho schématu.
Jak vypadd postup feseni smiSené tlohy pro vedeni tepla metodou siti? Cim se 1i§f pouZiti
explicitniho a implicitniho schématu?

Napiste, jak vypadd rovnice smiSené tlohy pro vlnovou rovnici.

Jak vypada sit pro feSen{ vlnové rovnice?
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26.

27.
28.

29.
30.
31.

Nakreslete, jak vypada Sablona pro feSeni smiSené ulohy pro vlnovou rovnici metodou sit{
v pripad€ implicitniho a explicitniho schématu.

Co je explicitni schéma pro vlnovou rovnici se specidlni volbou krokii?

Jak vypada postup feseni smiSené tilohy pro vinovou rovnici metodou siti? Cim se 1i§f pouZiti
explicitniho a implicitniho schématu?

Napiste podminku pro stabilitu feSeni vlnové rovnice v pfipadé¢ implicitntho schématu.
Napiste podminku pro stabilitu feSeni vlnové rovnice v pripadé€ explicitniho schématu.

Jaky je rozdil pti pouZiti explicitnich a implicitnich diferen¢nich schémat pro rovnici vedeni
tepla resp. vlnovou rovnici? Srovnejte situaci s feSenim Poissonovy rovnice.
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Testy ke kapitole 7

Vyberte spravnou odpovéd (prave jedna je spravnd). Za chybnou odpovéd se neodecitaji
body. Test 1ze kdykoli tla¢itky na konci ukoncit a nechat si vypsat spravné odpovédi.

Test 1

(1b.) Vyberte, ktera odpovéd nejlépe charakterizuje, co je sif.
Je to mnoZina kiivek, které spojuji uzlové body; dva uzly mohou byt spojeny
nejvyse jednou takovou ktivkou.
Je to kone¢nd mnoZina bodd, kterd pokryva defini¢ni obor uvaZzované parcidlni
diferencidlni rovnice.
Je to kone¢nd mnoZina trojihelnikt, jejichZ sjednoceni pokryva defini¢ni obor
uvazované parcidlni diferencidlni rovnice.

Je to kone¢na mnoZina obdélniki, jejichz sjednoceni pokryva defini¢ni obor uva-
Zované parcialni diferencidlni rovnice.
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(1b.) Jaky je princip numerického feSeni metodou siti?
Najdeme pfesné hodnoty feSeni uvaZované parcidlni diferencidlni rovnice v uzlech
sité.
Najdeme analytické feSeni uvazované parcidlni diferencidlni rovnice.

Najdeme ptiblizné analytické feSeni uvazované parcialni diferencialni rovnice platné
v celém definiénim oboru. Jeho pfesnost je v§ak uspokojujici pouze v uzlovych
bodech.

Najdeme ptiblizné hodnoty feSeni uvazované parcidlni diferencidlni rovnice v uz-
lech sité.

(1b.) Parcidlni diferencidlni rovnice ux + u,, = 0 se nazyva

vlnova rovnice. Miillerova. Mihlerova.
Mcellerova. Poissonova. Laplaceova.
Fourierova. Dirichletova. rovnice vedeni tepla.
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(1b.) Co to znamend, Ze diferencni schéma A,V = By je korektni?

Pro libovolné malé ||| je dobfe podminéné.
Je podminéné konvergentni.

Pro dostate¢né malé ||| ma pro libovolnou pravou stranu By, jediné feSeni a je
stabilni.

Pro dostate¢né malé

h|| je matice Ay reguldrni.

(1b.) Co to znamend, Ze diferencni schéma A Vy = By je konvergentni?

Musi platit, Ze ||V — U || — O pro ||k|| — 0, kde Uy, je sloupec piesnych hodnot
feSeni v bodech sité.

Musi platit, Ze || B, — ApUp|| — 0 pro ||| — 0, kde Uy, je sloupec presnych
hodnot feSeni v bodech site.

Musf existovat kladnd konstanta M takovd, Ze || A, " || = M pro libovolné dosta-
te¢né malé | A ||.

Sloupec hodnot V} v bodech sité konverguje k hodnotam priblizného feseni.
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6. (1b.) Ktera Sablona odpovidd obecnému diferen¢nimu schématu pro smisenou tdlohu
pro rovnici vedeni tepla?

ij+1
i,]+1
hs /
hy hy
. C . .. . O . T
i—1,j i,j i+1,j h h
ha . .- —
i—1,] i,J i+1,j
i,j—1
O O
i—1,j4+1 i,j+1 i+1,j+1 h h
; ; T T T
T T T i—1,j h.. h i+1,7
h h L,
. e . .'. . v . ‘C ‘[ T
i—1,j i,] i+1,j h h

i—1,j—1 i, j—1 i+1,j—1
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7. (1b.) Ktera Sablona odpovidd obecnému diferen¢nimu schématu pro smisenou dlohu
pro vlnovou rovnici?

i,j+1
i,j+1
ha
hy hy
‘E . C . . . . O .
h h i—1,j i,j i4+1,j
L .- — ha
i—1,j i,J i+1,j
i,j—1
e} O
h h i—1Lj4+1 i,j+1 i+1,j+1
T T T P p
i—1,j h_. h i+1,j T T T
Uo Jj h h
T T ‘E . d . .I. . = .
h h i—1,) i, i+1,]

i—1,j—1 i, j—1 i+1,j—1
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(1b.) Které tvrzeni o soustavé sitovych rovnic ziskané pfi feSeni smiSené tlohy pro
rovnici vedeni tepla pomoci Crankova-Nicolsonové schématu je spravné?

Soustavu neni mozné fesit pfimymi metodami.
Soustavu se rozpadne na mensi soustavy pro jednotlivé vrstvy.
Soustavu je nutné fesit jako celek, je ireducibilni.

Resen{ soustavy v podstaté odpadne, hodnoty jednotlivych nezndmych pocitime
postupné po vrstvich.

(1b.) Které tvrzeni o soustavé sifovych rovnic ziskané pfi fesSeni smiSené tlohy pro
vlnovou rovnici pomoci explicitniho schématu je spravné?

Soustavu se rozpadne na mensi soustavy pro jednotlivé vrstvy.
Soustavu neni moZzné fesit iteraCnimi metodami.

Resen{ soustavy v podstaté odpadne, hodnoty jednotlivych nezndmych pocitime
postupné po vrstvach.

2 ¥ Ve

Soustavu je nutné fesit jako celek, je ireducibilni.
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Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:
Procento tspéSnosti:
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Test 2

(1b.) Uzly sité délime na
externi a interni. oteviené a uzavriené.

hrani¢ni a vnitini. uzly se sudou a lichou nasobnosti.

(1b.) Co jsou to sifové rovnice?

Jsou to linedrni algebraické rovnice vzniklé diskretizaci uvazované parcidlni dife-
rencidlni rovnice v uzlech sité.

Jsou to nelinedrni algebraické rovnice vzniklé diskretizaci uvazované parcidlni
diferencidlni rovnice v uzlech sité.

Jsou to obycejné linearni diferencidlni rovnice ziskané zafixovinim jedné nezdvisle
proménné.

Jsou to obycejné nelinedrni diferencidlni rovnice ziskané zafixovinim jedné neza-
visle proménné.
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(1b.) Co to znamend, Ze diferencni schéma A,V = By je stabilni?

Pro dostate¢né malé ||| je matice Ay regulérni.

Pro libovolné malé ||/ || je dobfe podminéné.

Mus{ existovat kladn4 konstanta M takovd, Ze || 45" || = M pro libovolné dosta-
te¢né malé | A ||.

Je podminéné konvergentni.
(1b.) Jaké podminky zarucuji, Ze diferen¢ni schéma AV = By, je konvergentni?
KdyzZ je diferen¢ni schéma korektni a konzistentni.

Kdyz7 je diferencni schéma stabilni a aproximuje uvaZovanou parcialni diferencialni
rovnici.

KdyZ je diferenc¢ni schéma korektni a stabilni.

Kdyz je diferencni schéma dobte podminéné.
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(1b.) Parcidlni diferencialni rovnice u; = a*u, + f(x,t) se nazyva

Dirichletova. Poissonova. vlnova rovnice.

Miillerova. rovnice vedeni tepla. Fourierova.

Mihlerova. Meellerova. Laplaceova.
(1b.) Které tvrzeni o soustavé sifovych rovnic ziskané pfi feSeni Dirichletovy tlohy
pro Poissonovu rovnici na obdélniku je spravné?

Soustavu je nutné fesit jako celek, je ireducibilni.

Soustavu je mozné fesit po vrstvach.

Soustavu je mozné fesSit po sloupcich.

Soustavu neni moZzné feSit iteratnimi metodami.
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7. (1b.) Ktera Sablona odpovida explicitnimu diferenénimu schématu pro smiSenou tlohu
pro rovnici vedeni tepla?

i—1,j4+1 i,j+1 i+1,j+1 ij+1
h h
T T T T
h h h o
i—1,j i, j i+1,] i—1,j i, j i+1,]
ij+1 i—1Lj+1 ij+1 i+1,j+1
O O
h
i ho I T T T
o i—lje—r L R 4
-1, i , ,
i J . jooi J . L, .
h h
ij—1 i—1,j—1 i,j—1 i+1,j—1
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(1b.) Které tvrzeni o soustavé sitovych rovnic ziskané pfi feSeni smiSené tlohy pro
vlnovou rovnici pomoci diferencniho schématu s nenulovou vahou je spravné?

Resen{ soustavy v podstaté odpadne, hodnoty jednotlivych nezndmych pocitame
postupné po vrstvach.

Soustavu neni mozné fesit pfimymi metodami.
Soustavu se rozpadne na mensi soustavy pro jednotlivé vrstvy.

2 ¥ Ve

Soustavu je nutné fesit jako celek, je ireducibilni.

(1b.) Co znamend, Ze diferencni schéma je absolutné stabilni?
Schéma je stabilni, i kdyZ okrajové podminky uvaZované ulohy nahradime jejich
absolutnimi hodnotami.

Kdyz aproximuje uvazovanou dlohu asporii s fddem dvé.

KdyZ podminky zajistujici stabilitu automaticky zajistuji i aproximaci uvazované
ulohy.

Kdyz7 je stabilni pfi libovolné délce krokii.
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Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:
Procento tspéSnosti:
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Test 3

(1b.) Vyberte, kterd odpoveéd nejlépe charakterizuje, co je Sablona.
Je to postup, ktery se pouziva k feSeni uvaZované parcidlni diferencidlni rovnice.

Je to obdélnikové schéma, které se pouzivd k zaddni pocatecnich a okrajovych
podminek uvazované parcidlni diferencidlni rovnice.

Je to skupina blizkych bodi sité, na niZ se provadi diskretizace uvazované parcidlni
diferencidlni rovnice.

Je to nepravidelné schéma, které se pouziva k prenosu pocatecnich nebo okrajovych
podminek uvaZzované parcidlni diferencidlni rovnice.

(1b.) Parcidlni diferencidlni rovnice Uy, + u,, = f(x,y), f(x,y) # 0, se nazyva

Mihlerova. Meellerova. Poissonova.
Fourierova. Dirichletova. rovnice vedeni tepla.
vlnova rovnice. Miillerova. Laplaceova.
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(1b.) Jaky je rozdil mezi pojmy diferen¢ni schéma a sifova rovnice?

Sifové rovnice jsou specidlnim piipadem diferenc¢nich schémat.

Diferen¢ni schémata jsou specialnim piipadem sifovych rovnic.

Je to totéz.

Tyto dva pojmy spolu nijak nesouvisi.
(1b.) Co to znamena, Ze diferen¢ni schéma A,V = Bjp aproximuje néjakou parcidlni
diferencidlni rovnici 2. fadu?

Musi platit, Ze ||V — Up|| — O pro ||k|| — 0, kde Uy, je sloupec piesnych hodnot
feSeni v bodech sité.

Mus{ existovat kladn4 konstanta M takova, Ze || 45" || = M pro libovolné dosta-
te¢né malé | A ||.

Musi byt korektni a stabilni.

Musi platit, Ze || B, — ApUp|| — O pro |h|| — 0, kde Uy, je sloupec piesnych
hodnot feSeni v bodech site.
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5. (1b.) Ktera Sablona se pouziva pro diskretizaci Dirichletovy tlohy pro Poissonovu

rovnici?
ij+1
h
T
', ij i+1,j
1 —1, ) )
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T
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Obsah
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6. (1b.) Ktera sablona odpovida explicitnimu diferenénimu schématu pro smisenou tlohu
pro vlnovou rovnici?

i—Lj+1 i,j+1 i+1,j+1 i,j+1
(e} o)
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(1b.) Které tvrzeni o soustavé sitovych rovnic ziskané pfi feSeni smiSené tlohy pro
rovnici vedeni tepla pomoci ryze implicitntho schématu je spravné?

Resen{ soustavy v podstaté odpadne, hodnoty jednotlivych nezndmych pocitame
postupné po vrstvach.

Soustavu se rozpadne na mensi soustavy pro jednotlivé vrstvy.

Soustavu je nutné feSit jako celek, je ireducibilni.

Z2 ¥ Ve

Soustavu neni moZné fesit pfimymi metodami.

(1b.) Které tvrzeni o soustavé sifovych rovnic ziskané pfi fesSeni smiSené tlohy pro
rovnici vedeni tepla pomoci explicitniho schématu je spravné?

Resen{ soustavy v podstaté odpadne, hodnoty jednotlivych nezndmych pocitime
postupné po vrstvach.

Soustavu je nutné fesit jako celek, je ireducibilni.
Soustavu se rozpadne na mensi soustavy pro jednotlivé vrstvy.

Z ¥ Ve

Soustavu neni moZné fesit pfimymi metodami.
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(1b.) Je explicitni diferencni schéma pro smiSenou tlohu pro vinovou rovnici absolutné

stabilni?
Ano. Ano, ale jen v pfipadé homogenni
rovnice.
Ne. Bez znalosti délky krokt to nelze fici.

Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:
Procento tspésnosti:
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Souhrnné testy

Vyberte spravné odpovédi (miize byt vice spravnych odpovédi). Za chybny vybér se strhava
bod. Test 1ze kdykoli tlac¢itky na konci ukoncit a nechat si vypsat spravné odpovédi.

Test 1

(3b.) Kvadraturni formule Q( f) = = f —D+= f 0)+ = f (1), nahrazujici integral

/ f(x)dx, m4 stuperi presnosti N = 3. Vyberte polynom jehoZ integral Ize touto

formuli urcit s nulovou chybou.
Zadny takovy polynom  f(x) = 1 — x> + 3x. f(x) =x*—3x +2.
neexistuje.

f(x) =x34+9x —4. f(x) =x*—=3x+2. fx)=x"+x>-1.
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(2b.) Mdme nalézt kofeny rovnice x sin x + 2x — x> 4+ 4 = 0. Vyberte takové funkce
f1(x) a f2(x), aby x-ové soufadnice prisec¢iki jejich grafi odpovidaly kofentim dané
rovnice.

fi(x) = xsinx a fo(x) = —x> +2x + 4.
fi(x) = xsinx +2xa fo(x) = —x* + 4
AG) = xsinxa fo(x) = x> —2x — 4.

xsinx —x3+4
2

filx) = —xa fr(x) =

(1b.) Je Crankovo-Nicolsonové diferencni schéma pro smiSenou tlohu pro rovnici
vedeni tepla absolutnég stabilni?

Ano. Ne.

Bez znalosti délky krokii to nelze fici.  ZaleZi to na okrajovych podminkach.
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(1b.) Nechf se soustava Ax = B da fesit metodou LU rozkladu anechtplati A = LU.
Vyberte spravné tvrzeni.

Matice L je dolnf trojihelnikovd matice a U je horni trojihelnikovd matice. Matice
ziskdme z matice A diagondlnim fezem, pficemZ matice L ma na diagondle samé
jednicky.

Matice L je dolni trojihelnikova matice a U je horni trojihelnikova matice. Matice
ziskdme z matice A rozd€lenim podle diagonaly, pficemz prvky na diagondle
pfidame do matice U .

Matice L je sestavena pomoci multiplikatort pfi pouZziti algoritmu GEM a U je
vyslednd horni trojuhelnikovd matice ziskana pfisluSnymi fadkovymi upravami.

(1b.) Definice oblasti absolutn{ stability numerické metody pro feSeni ODR je zaloZena
na chovani numerického feSeni pocatecni dlohy pro testovaci rovnici

/ A’ /
y=;,y(0)=1- Yy =Ay,y(0) =1
y' =2y% y(0) = 1. Y =1+, y0) =1
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(2b.) Pro specidlni Lagrangeovy polynomy

(x —x0) - (x = xi—1)(x = Xj+1) -+ (X — xp)
(xi = x0) + -+ (xi = Xi—1)(Xi — Xi41) =+ (Xi — Xp)

Li(x) =

plati:
stLi(x) =nal;(xj) =0proi # j,kdei,j =1,...,n.

stLi(x) =naLl(x;) =0,L;(xj) =1proi # j.
stLi(x) =nali(x;)=1i=1,....n
stLi(x) =n—1aL;(x;) =1,Li(x;) =0proi # j.

(1b.) Maticova norma indukovana né€jakymi vektorovymi normami se nazyva

operitorova norma. souctovad norma.

podminénd norma. Frobeniova norma.
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(1b.) V kazdém z n uzlovych bodi je predepsdna funkéni hodnota a hodnoty derivaci
az do fadu nejvyse m, m € N. Dopliite spravné tvrzeni: Pak Hermitiv interpolacni
polynom

je témito podminkami jednoznacné urcen.
neni témito podminkami jednoznaéné urcen, je nutné ptidat dvé okrajové podminky.

neni témito podminkami jednoznacné urcen, je nutné pridat dvé okrajové podminky
a jeden uzel.

pro nékteré podminky nemusi existovat.

(1b.) Vyberte ptedpis pro obecnou explicitni linedrni k -krokovou metodu s konstantnim

krokem.
Yit1 = —a1yi — - — agYig1—k + h(bo fi1 + -+ + bk fir1-k). bo # 0.
Yi+1 = Vi + hiv1®@(xi, yi, hiyas f).
Yit1 = —a1yi — - — akVit1—k + h(b1 fi + -+ + bic fiz1-k).

Yier = Vi Fhig1 @i, yi hiv, yies f)-
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(1b.) Globalni diskretiza¢ni chyba metody po i krocich je definovana jako rozdil mezi
piesnou hodnotou y(x;) a pfibliznou hodnotou y;. Nebereme-li v tivahu zaokrouhlo-
vaci chyby a zmenSime-li krok /, pak

se tato chyba zmensi. se tato chyba zvétsi.
tato zména neovlivni velikost této 0 jeji zméné nelze nic fict, zavisi na
chyby. konkrétni diferencidlni rovnici

a metode¢.

(3b.) Kterd numericka tloha je obecné Spatné podminénd?

Numericky vypocet prvni derivace. Numericky vypocet urcitého integralu.
Numericky vypocet druhé derivace. KaZzda numericka uloha.
Numericky vypocet derivace Z4dna numerickd tloha.

libovolného fadu.
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(1b.) Vektorovd norma ||x||; = |x1| + |x2| + -+ - + |x,| se nazyva

Frobeniova. maximalni. souctova. Eukleidovska.
Spravné zodpovézené otazky:

Ziskané body:
Procento tdspésnosti:
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Test 2

(2b.) Ktera tvrzeni o Rombergové kvadratute jsou pravdiva?

Je zaloZena na asymptotickém vzorci pro sloZené obdélnikové pravidlo.

Pouziva se, kdyZ pozadujeme vysokou piesnost vysledku. Funkce musi byt dosta-
te¢né hladkd

Déva velmi presné vysledky i pro nespojité funkce.

Je zaloZena na asymptotickém vzorci pro sloZené lichobéZnikové pravidlo.

(1b.) Souctové, Frobeniova a maximalni maticovd norma jsou analogiemi

vektorovych norem. souctovych norem.

podminénych norem. operatorovych norem.
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(1b.) Cim se 1ii Jacobiova a Gaussova-Seidelova metoda?
(k+1)

Pii uréovani i-té slozky (k + 1)-ni iterace x; pouzivame u Jacobiovy metody

hodnoty x;k), Jj # i, kdeZto u Gaussovy-Seidelovy metody hodnoty x](-k) pro

J <iax1(~k+1) pro j >1i.

(k+1)

Pii urCovéni i -té slozky (k + 1)-nf iterace X; pouZivame u Jacobiovy metody

hodnoty x}k), J # i, kdeZto u Gaussovy-Seidelovy metody hodnoty xj(-kH) pro

j<i ax;k)proj > 1.
(k+1)

Pfi uréovani i -té slozky (k + 1)-nf iterace x; pouzivime u Gaussovy-Seidelovy

metody hodnoty xJ(-k), Jj # i, kdeZto u Jacobiovy metody hodnoty x}kH) pro

j <iaxj(-k)pr0j > 1.

(k+

Pii urCovéni i -té slozky (k + 1)-n{ iterace x; D pouZzivame u Gaussovy-Seidelovy

metody hodnoty xj(-k), J # i, kdeZto u Jacobiovy metody hodnoty x](k) proj <i

(k+1) C
ax; proj >1i.
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(1b.) Cislo podminénosti matice A uréime ze vztahu

k(4) = Al - 1A k(A) = |A]-]A7".

K(4) = |A] - |47, k(A) = Al - 147"
(1b.) V piipadé, Ze funkci f(x) nahradime interpolacnim polynomem P (x) sestroje-
nym z jejich hodnot v uzlovych bodech x;,i = 0, ... n, potom plati:

Funkce f(x) a polynom P(x) maji v uzlovych bodech x;,i = 0,...n, stejné

funk¢ni hodnoty.

Funkce f(x) a polynom P(x) maji v uzlovych bodech x;,i = 0,...n, stejné
funkéni hodnoty a stejné hodnoty prvnich n derivaci.

Funkce f(x) a polynom P(x) nemusi mit v uzlovych bodech x;,i = 0,...n,
stejné funkéni hodnoty.

Funkce f(x) a polynom P (x) nemaji v uzlovych bodech x;,i = 0, ...n, stejné
funk¢ni hodnoty.
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(3b.) Vyberte podminky, které jsou ekvivalentni s tvrzenim, Ze matice A € M, je

regularni.
K matici A existuje matice inverzni ATA = AAT = E kde E je
AL jednotkova matice.
|A| # 0. h(A) = n.

(1b.) Funkci f(x) mame aproximovat kvadratickym polynomem ve smyslu metody
nejmensich ¢tvercti. Vyberte spravny predpis aproximujici funkce ¢(x).

o(x) = a + bx>. @(x) = ax + bx>.
o(x) = a + bx + cx?. o(x) =a + bx.
(1b.) Pomoci Eulerovy explicitni metody naleznéte pfibliZnou hodnotu y; pfesné
hodnoty y(1,1) pro po¢dte¢ni dlohu y" = 2))3%, y(1) = 2, skrokem & = 0,1.
6 7 9 13
J’1=B- Y1=§- J’1=Z J’1=€-

Ulohu nelze vyfeSit, nezndme interval, na kterém feSeni hledame.
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(3b.) Vyberte metody, kterd patii mezi linedrni vicekrokové metody.
Adamsovy metody. Metody Rungeho-Kutty.

Metody prediktor-korektor. Metody zpétného derivovani.

(1b.) Parcidlni diferencialni rovnice u;; = a*u,, + f(x,t) se nazyvi

Fourierova. Dirichletova. Poissonova.
rovnice vedeni tepla. Miillerova. Mihlerova.
vlnova rovnice. Meellerova. Laplaceova.

(2b.) Vyberte pravdivé tvrzeni o iloze numerické integrace.

Chyba zpiisobend nepiesnostmi ve vstupnich hodnotich je nepodstatnd.
Je to obecné dobie podminénd dloha.
Je to obecné Spatn€ podminéna dloha.

Rozhodujici podil na celkové chybé md chyba zplisobend nepresnostmi ve vstupnich
hodnotéch.
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(3b.) Vyberte pravdivé tvrzeni o iloze numerické derivace.

Chyba zplisobend neptfesnostmi ve vstupnich hodnotach je nepfimo imérna moc-
niné délky kroku.

Je to obecné dobie podminénd dloha.

Je to $patné podminéna tloha, jen kdyZ pocitdme prvni derivace.

Je to obecné Spatné podminénd dloha.

Chyba numerického modelu je pfimo tmérnd mocniné délky kroku.

Je to dobfe podminénd tloha, kdyz pocitdme derivace sudého fadu.
Spravné zodpovézené otdzky:

Ziskané body:
Procento tspéSnosti:
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Test 3

(2b.) Vypoctéte Frobeniovu maticovou normu matice

3 10
(0 )
V22, v/ 150. 10. —4.

(2b.) Hleddme-li kofeny rovnice f(x) = 0, pak hleddme

x-ové soufadnice prise¢ikt grafu funkce y = f(x) s osou x.
prise¢iky funkce y = f(x) s osou y.
nenulovd &isla « takovd, 7ze f(a) = 0.

redlnd nebo komplexni &isla o, pro néZ plati, Ze f(x) = 0.

54/6.
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(1b.) Pro¢ se v nékterych pripadech pouziva algoritmus GEM s ¢asteCnym nebo
uplnym vybérem hlavnich prvki?
ProtoZe jsou tyto algoritmy méné narocné na dobu vypoctu nez GEM bez vybéru
hlavniho prvku.

ProtoZe tyto algoritmy jsou obecné sofistikovanéj$i neZ GEM bez vybéru hlavniho
prvku a jsou vyrazné rychlejsi.

Protoze pti pouziti GEM bez vybéru hlavniho prvku nenf tento algoritmus obecné
numericky stabilni.

ProtoZe pro soustavy s velkym poctem rovnic jsou tyto algoritmy vhodnéjsi.

(1b.) Vyberte nepravdivou odpovéd: Kvadraturni formule, jejichZ koeficienty A;
Ize ziskat integraci interpola¢niho polynomu, ktery je uréen body [x;, f(x;)],i =
=0,...,n, se nazyvaji

Gaussovy kvadraturni formule. Lagrangeovy kvadraturni formule.

Newtonovy-Cotesovy kvadraturni formule.
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(1b.) Pomoci Lagrangeova interpola¢niho polynomu

Lix)= f(xO) + f(xl)

0

vypoctéte hodnotu L (2), jsou-li pfislu$né tidaje dany nasledujici tabulkou:

x; | 1,823
Sa)| 23

12 13
5° 5°
(1b.) Definice D-stability linedrni vicekrokové metody je zaloZena na chovani nume-

rického feseni pocateCni tlohy pro testovaci rovnici

y' =0,y(0)=0,x € (0,1). y' =Ly, y(0)=1,x €(0,1).

0. 2.

y' =1,y(0)=0,x € (0,00). y' =X, y(0)=1,x € (0,00).
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(2b.) Hermitidv interpolacni polynom maé Ctyfi uzly. Pocet podminek v nich zadanych
je postupné 2, 4, 4 a 1. Vyberte spravné tvrzeni:

Hodnoty prvni derivace jsou pfedepsédny ve Ctyfech uzlech.
Hodnoty druhé derivace jsou pfedepsdny ve dvou uzlech.
Hodnota tfeti derivace je pfedepsdna v jednom uzlu.
Funk¢ni hodnoty jsou predepsany ve Ctyfech uzlech.
(1b.) Pocitdme-li integrél na intervalu (a, b) rizném od (—1, 1), pak pouZiti nékteré

Gaussovy kvadraturni formule

neni vhodné, protoZe se dopoustime velkych chyb.
neni mozné.

vyZaduje nejprve provedeni linedrni substituce, kterd interval (a, b) pfevede na
interval (—1, 1).

vyZaduje rozdéleni intervalu (@, b) na vhodné podintervaly.
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9. (1b.) Ktera Sablona odpovid4 ryze implicitnimu diferenénimu schématu pro smiSenou
tlohu pro rovnici vedeni tepla?

i—1j+1 i,j+1 i+1,j+1 i,j+1
h h
T T T T
h h _ h h R
i—1,j i,Jj i+1,j i—1,j i,Jj i+1,j
i,j+1
i—Lj+1 ij+1 i+1,j+1
o o hz
h h hy hi
T o — o
i—1,j i,] i+1,j
.. h
i,]
i,j—1
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(1b.) Vyberte tvrzeni, které plati o explicitni Eulerové metodé.
Tato metoda ddvd pomérné dobré vysledky.
Tato metoda patfi mezi vicekrokové metody.

Tato metoda je idedlni pro nalezeni hodnot yy, V5, ..., yx—1 do k-krokovych me-
tod.

Tato metoda je velmi jednoduchd, ale nepfesnd.

(2b.) Vyberte nepravdivé tvrzeni o tloze numerické derivace:
Je to dobfe podminéna tuloha. Je to Spatn€ podminénd tloha.

PouZivame pti ni ndhradu Derivaci numericky pocitat nelze.
interpola¢nim polynomem.

Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:
Procento tspésnosti:
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soustavy rovnic, 170 ridka, 227
kritérium Sylvestrovo, 226 symetrickd, 60, 225

indefinitni, 227

negativné definitni, 227

: negativné semidefinitni, 227

matice pozitivné definitni, 60, 225
dobfe podminénd, 65 pozitivné€ semidefinitni, 60, 226

Gramova, 83, 394 Spatné podminénd, 65
hermitovska, 63

M
mantisa normalizovana, 27

) metoda
chybovd, 250 A-stabilni, 602, 632
ireducibilni, 273 bisekce, 125
iteracni, 259 D-stabilni, 629
konjugovan4, 63 Eulerova

pasova, 228

explicitni, 590
ryze diagonaln€¢ dominantni

implicitni, 593
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811

Gaussova eliminacni, 207
s Castecnym vybérem hlavnich prv-
kd, 215
s uplnym vybérem hlavnich prvkd,
218
Gaussova-Seidelova, 270
Gillova, 620
Heunova, 615
Choleského, 246
Jacobiova, 266
konzistentni, 627
Kuttova, 616
L-stabilni, 613
LU rozkladu, 233

Newtonova, 154, 175

prosté iterace, 143, 173
ptleni intervalu, 125

regula falsi, 131

relaxacni, 275
Rungeho-Kutty klasickd, 619
secen, 161

siti, 691

SOR, 276

stabilni ve smyslu Dahlquista, 629
startovaci, 123

teCen, 154

tétiv, 131

zpresnujici, 123

s CasteCnym vybérem hlavnich prv- metody

ka, 240
nejmensich ctverct, 390

Obsah  Jdi na stranu

Adamsovy-Bashforthovy, 634
Adamsovy-Moultonovy, 635
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Rejstiik

812

prediktor-korektor, 636
pro feSeni ODR jednokrokové, 586
explicitni, 588
implicitni, 592
pro feSeni ODR vicekrokové, 586
profeseni ODR vicekrokové linearni,
623
explicitni, 624
implicitni, 625
pro feSeni systémd linedrnich rovnic
finitni, 206
itera¢ni, 206, 257
primé, 206, 207
Rungeho-Kutty, 606
vnorené, 621
zpétného derivovani, 638
misto desetinné platné, 22

Obsah

model matematicky, 18

N
norma
maticova, 50
Frobeniova, 51
Hilbertova-Schmidtova, 52
indukovand vektorovymi norma-
mi, 56
maximalni, 51
operaitorova, 56
pridruZena k vektorovym normam,
56
Schurova, 52
souctova, 51
souhlasna s vektorovou normou,
54
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Rejstiik 813
submultiplikativni, 54 zastavovaci, 119, 171, 261
vektorova, 41 podminky
eukleidovska, 42 Fourierovy, 139, 157
indukovand skaldrnim soucinem, polomér matice spektralni, 67, 260
70 polynom
maximalni, 42 interpolacni, 307
souctova, 42 Hermituv, 338
normy Lagrangeiv, 309
ekvivalentni, 47, 52 Newtondv, 318

Newtondv vpied, 329

0 Newtonav vzad, 330
oblast absolutni stability, 602, 632 Lagrangeiiv, 309

P zobecnény, 344
pivot, 209 Legendriv, 505
podminka pravidla zaokrouhlovaci, 24

okrajova, 701, 712, 729 pravidlo
pocateni, 712, 729 Boolovo, 480
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Rejstiik 814
lichobéznikové, 480 rovnice
slozené, 498 diferencialni
Milnovo, 488 obycejna, 570
obdélnikové, 488 parciélni, 690
slozené, 496 tuha (stiff), 640
oteviené lichobéZnikové, 488 difuzni, 712
Simpsonovo, 480 Laplaceova, 701
slozené, 500 Poissonova, 701
Simpsonovo 3/8, 480 sifovd, 692, 694
prediktor, 636 vedenti tepla, 712
problém redlny, 18 vlnova, 729
prumét pravouhly na podprostor, 77 rozklad matice
prvek hlavni, 209 Choleského, 244
LU, 229
R s CasteCnym vybérem hlavnich prv-
reziduum, 251 ki, 237
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R pro rovnici vedeni tepla, 716
rad pro vlnovou rovnici, 734
aproximace diferencniho schématu, stabilni, 696
697 sit, 691

itera¢ni metody, 122

konvergence diferencniho schématu,
697

konvergence posloupnosti, 122

metody pro feSeni ODR, 599, 626

S

separace kotenu, 116

schéma diferen¢ni, 694
aproximujici PDR, 697
Crankovo-Nicolsonové, 720
konvergentni, 697
korektni, 696
pro Poissonovu rovnici, 703

Obsah
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soucin skalarni, 69
standardni, 72
soustava rovnic normalni, 82, 394
splajn, 367
kubicky interpolacni, 368
not a knot, 371
periodicky, 371
prirozeny, 371
uplny, 371
stupeni
metody Rungeho-Kutty, 606
presnosti kvadraturni formule, 469
symbol O, 36
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systém Cisel s pohyblivou fadovou carkou,
26

U

ablona, 692
pro Poissonovu rovnici, 702
pro rovnici vedeni tepla, 715
pro vlnovou rovnici, 732

7214

T
tabulka Butcherova, 609
teze Churchova-Turingova, 34

U

dloha
Dirichletova, 701
dobte podminénd, 30
korektni, 29
numericka, 18

Obsah

Spatné podminéna, 30
uzel, 583, 691

hrani¢ni, 691

vnitini, 691

v

vektory
kolmé, 74
ortogondlni, 74

vzorec interpolacni
Besseluv, 334
Everettav, 334
Gaussuv, 334
Steffensentv, 335
Stirlingtiv, 334

V/
zapis semilogaritmicky, 26
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