Autonomni systémy

Zvlastnosti nelinedrnich systému

Petr Liska

Masarykova univerzita

23.3.2021

Autonomni systémy



Klasicky a rozumny piiklad

Najdéte stacionarni body autonomniho systému
r=xz(z-3y+1)
y =22 -3y—1
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Nulova realna cast je opravdu problém

Dva podobné, ale rizné systémy
Dokazte, ze nulova FeSeni nasledujicich systému maji riiznou stabilitu:
o =y 2@ +47)
y =z -y’ +y?)
=y +x(2® +y?)
y =~ +ya® +y?)
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Limitni cykl

Ukazte, ze nasledujici systém ma jako trajektorii alespon jeden cyklus
= —y+z(l —2®—y?
y =z +yl—a®—y?)
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Limitni cykl

Ukazte, ze nasledujici systém ma jako trajektorii alespon jeden cyklus
= —y+z(l —2®—y?
y =z +yl—a®—y?)

V ¢em se lisf systém

l'/ _ _y(l _ .732 _ y2)2 + LU(]_ _ x2 _ y2)3 _ y3
Yy =z(1—2* -y +y(l -2 —y*)? + 2y’
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UvaZme opét nas systém
x' = f(x) (1)

Definice ((Asymptoticky) stabilni cykly)

Cyklus C, rovnice (1) se nazyva stabilni, jestlize pro kazdou otevienou
mnozinu V' C R"”, ktera obsahuje C,, existuje oteviena mnozina W C
V takovi, Ze kazdé feSeni, které zacina v bodé xg € W v case nula,
zistane v mnoziné V pro vSechna ¢t > 0.

Cyklus C,, se nazyva asymptoticky stabilni, jestlize navic existuje mno-
zina X C R"™ takova, ze kazdé TeSeni, které zacina v bodé xg € X, se

s 2

asymptoticky blizi k C,, pro ¢t — oc.
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Definice (& - )
Pozdéji.
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Jak poznat, 7ze cyklus neexistuje?

(z,9)

(z,9) @

~

SR
1l
e =

Véta (Dulacovo kritérium)

Necht Q) je jednodusSe souvisld oblast ve fazovém prostoru. Existuje-li
spojité diferencovatelnd funkce ¢(z,y) takovd, Ze vyraz

5% [0, 9)F @) + — [z v)a(z,v)]

Ay
nemeéni znaménko v Q a nent identicky roven nule v Zddné oteviené

podmmnozin€ mnoziny 2, pak v Q neezistuje uzaviend trajektorie sys-
tému (2).
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Diikaz: Sporem. Necht C,, je uzaviena trajektorie a D C {2 je mnozina
bodi lezicich na C,, a jejim vnitiku. Potom

/ / 6 9) f (9] + a% (6(, y)g(a, )] do dy =
— 7{3 b gl y) de + o) f () dy
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Drikaz: Sporem. Necht C, je uzaviena trajektorie a D C () je mnozina
bodi lezicich na C,, a jejim vnititku. Potom

//D % [P(z, y) f(z,y)] + (;z [p(x,y)g(z,y)] dzdy =
= fc _¢(1‘7 y)g(:v, y) dx + ¢($, y)f(x7 y) dy

Protoze dz = f(x,y)dt a dy = g(x,y) dt mame

740 —o(x,y)g(z,y) dr + ¢(z, y) f(2,y) dy =

= [ o0, w0, )1 a0 w00+

to

+F(@(t), y(1))g(x(t), y(1))] dt = 0.
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Dusledek (Bendixsonovo kritérium)
Necht Q) je jednoduse souvisld oblast ve fazovém prostoru. Neméni-li
vyraz

0 0

znaménko v Q0 a nent identicky roven nule v Zddné oteviené podmno-

Zin€ mnoziny Q, pak v Q neezistuje uzaviend trajektorie systému (2).
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Dusledek (Bendixsonovo kritérium)

Necht Q) je jednoduse souvisld oblast ve fazovém prostoru. Neméni-li
vyraz

0 0

znaménko v Q0 a nent identicky roven nule v Zddné oteviené podmno-

Zin€ mnoziny Q, pak v Q neezistuje uzaviend trajektorie systému (2).

Priklad
Ukazte, ze dany systém nemé zadné uzaviené trajektorie

/

T =y
Y = -z —y+ 22+ 1
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