Modelovani celkové ztraty

— hlavni cil modelovéani pro pojistovnu
2 pristupy:

— Individudlni model rizika

— Kolektivni model rizika

V kolektivnim modelu uvazujeme pocCty pojistnych udalosti

(Citaci rozdéleni) a jejich velikosti (nezaporna spojita rozdéleni)



Individualni model rizika

S ... ndhodna veli¢ina predstavujici uhrn skod za obdobi
pevné zvolené délky T

n ... poCet smluv v pojistném kmeni.

Individualni model:

» pracuje s riziky prislusejicimi jednotlivym pojistnym
smlouvam v pojistném kmeni.

» zabyva se vlastnostmi individualnich skodnich naroku
Xi,i =1,..., n pfipadajicich na jednotlivé pojistné smlouvy.



» Pomoci modelu pro individuélni narok budeme modelovat
narok pojistovny S, tedy soucet X;, i =1,2,...,n,

n
S:ZX,-
i=1

» Pfedpokladejme nezavislost jednotlivych naroku (ale
nemusi byt stejné rozdélené)

» Cilem je urcit distribu¢ni funkci, pfipadné pst. funkci nebo
hustotu pro S.



UvaZzujme nejprve soucet dvou nezavislych n.v.
S=X+Y.
Pak distribucni funkce veli¢iny S je
Fs(s)=P(S<s)=PX+Y<s).
Pro dvé nezavislé, nezaporné diskrétni nahodné veli¢iny mame

Fs(s) = > P(X+Y<s|Y=y)P(Y=y)

y<s

= > PX<s—ylY=y)P(Y=y)

y<s

= ) Fx(s=y)pr(¥y).

y<s



Pro pravdépodobnostni funkci pak plati

ps(s) = > px(s = y)py(y).

y<s

Pro spojité nezaporné nahodné veli¢iny mizeme psat podobné
S
Fo(e) = [ PX<s—yIY =nivnay

- | Fx(s - V() dy.

Hustota ma tvar

is5) = [ (s — y)iv(y)dy.



Pokud nahodné veli€iny nabyvaji i zapornych hodnot, pak sumy
a integraly budou od —oc do oc.

Operaci danou vztahy

Fs(s) = > Fx(s—y)pv(y)

y<s
Fs(s) = /Ost(s—y)fyw)dy

nazyvame konvoluce distribu¢nich funkci Fx a Fy a znac¢ime ji
FX * Fy.



Podobné pro hustoty nebo pravdépodobnostni funkce

(e = [ (s — )i () dy

(x xpy)(s) = > px(s—y)pv(y).

y<s



Konecné soucty

Pro soucet vice nez 2 nahodnych proménnych mizeme
konvoluci pouZit iterativneé.

» Uvazujme nahodnou veliinu S definovanou jako
S=Xi+Xo+ ...+ Xy,

» Oznaéme F; distribuéni funkci X; a F(*) distribuéni funkci
X1+ Xo+ ...+ Xg.
» Pak distribu¢ni funkci S mizeme zapsat pomoci iterace

F@ = R+« F)=F«F

FG = F3«F®
Fs = F = FoxF0-1)



Momentova generujici funkce

» DalSi zpUsob, jak Ize urcit rozdéleni souctu ndhodnych
veli€in, vyuzivd momentové generujici funkce.

» Ta je definovana vztahem

My (t) = E(e%).

> Je-li E(eX) kone&na na otevieném intervalu okolo
pocatku, pak je X touto funkci jednoznacné uréena.



Momentova vytvorujici funkce veliCiny S = X; + Xz +

Ms(t) — E( etS) — E( et(X1 +X2+.‘.+Xn))
— E( el‘X1 eth - etXn).

Jestlize jsou veliCiny Xi, X, ..., X, nezavislé, pak

E(e™ e ... ) = E(e™)E(eP). .- E(e™).

Tedy
Ms(t) = My, ()Mx,(t) - - - Mx, ().

..+ Xnje



Priklad

Necht nezavislé ndhodné veliCiny X;, X maji exponencialni
rozlozeni s hustotami

f1(X) = e~ X>07
h(x) = 2e72¥ x>0,

Pomoci MGF najdéte hustotu veliCiny

S=Xi+ Xo.



Kolektivni model rizika

» Pro kolektivni model rizika uvazujeme proces, ktery
generuje pojistné naroky pro portfolio smluv.

» Tento proces je charakterizovan z hlediska portfolia jako
celku, namisto hlediska jednotlivych pojistek.

» Matematicky Ize tento proces charakterizovat takto:

N ... poCet pojistnych narokd, které vznikly za dany Cas
X ... vySe j-tého naroku

Pak
S=Xi+Xo+ ...+ Xy

je celkovy pojistny narok, ktery vznikl v portfoliu za dané
obdobi.



Pocet pojistnych udalosti N je nahodna veliina ktera
souvisi s frekvenci pojistnych naroku.

Individudlni pojistné naroky Xi, Xo,... jsou nahodné
veliCiny, které vyjadfuji velikost jednotlivych pojistnych
udalosti.

Budeme uvazovat nasledujici predpoklady:

. Xy, Xo, ... jsou nahodné veliiny se shodnym rozlozenim,

. N, Xj, Xo,... jsou vzajemné nezavislé.

— Sje slozena nahodna veliCina



Oznaceni

Rozdéleni celkového pojistného naroku v daném obdobi
odvodime z rozdéleni poCtu pojistnych narokl a rozdéleni jejich
velikosti.

Necht X je nahodnd veliCina s distribu¢ni funkci F(x). Pak
oznacime
» F(x) distribu¢ni funkci nezavislych nahodnych veli€in X,
> px = E(XF) k-ty moment veli¢iny X,
> My (t) = E(eX) momentovou generujici funkci veliGiny X.



Stredni hodnota a rozptyl

Za uvedenych predpokladui pro N, Xi, Xo, ... dostaneme
E(S) = E(E(SIN)) = E(piN) = p1 E(N)

a také

Var(S) = E(Var(S|N)) + Var(E(S|N))
= E(NVar(X)) + Var(pyN)
= E(N) Var(X) + p? Var(N),

kde Var(X) = p2 — p2.



» Tedy stfedni hodnota celkového pojistného naroku je
soucinem stfedni hodnoty individualniho $kodniho naroku
a oCekavaného poctu pojistnych naroka.

» Rozptyl celkového pojistného naroku je pak tvofen dvéma
slozkami.

Prvni slozka je odvozena od rozptylu individuélniho
Skodniho naroku a druha slozka obsahuje rozptyl poctu
naroku.



Momentova generujici funkce

Podobné muzeme odvodit vztah pro momentovou generujici
funkci veliginy S:
Ms(t) = E(e')= E(E(c°|N))
= E(Mx(n)") = E(c"osM(0)
= My(log Mx(1)).



Distribu¢ni funkce celkového pojistného naroku

K odvozeni distribu¢ni funkce celkového pojistného naroku S
vyuzijeme vétu o celkové pravdépodobnosti,

Fs(x) = P(S<x)= f: P(S < x|N = n)P(N = n)
n=0

= > P(Xi+ Xz + ...+ Xy < x)P(N = n).
n=0

Pomoci konvoluce, mizeme psat
P(Xi+Xo+ ...+ Xp<Xx)=FxFxFx..xF(x)=F"(x),

coz je n-ta konvoluce F.



Pfipomenme

. 1 x>0
FO(X):{O X <0

Pak tedy

Fs=>_ F"P(N=n).
n=0



Distribu¢ni funkce celkového pojistného naroku

Je-li individudIni pojistny narok diskrétni, tedy p(x) = P(X = x),
pak také celkovy pojistny narok S je diskrétni. Podobné jako u
spojitého pfipadu dostaneme

ps(x) = 3" p™(x)P(N = n),
n=0

kde

P (x)=pxpx..xp(x)=P(Xg+ Xo+ ... + Xp = X)

0,0 JO x#0
p (X)_{1 x =0.



Priklad

Predpokladejme, Ze N ma geometrické rozlozeni,
P(N = n) = pq" n=0,1,2,...,

kde 0 < g < 1ap=1— q. Necht individualni pojistny narok
ma exponencialni rozlozeni se stfedni hodnotou 1,

Ukazte, ze



DalSi metody vypoctu celkového naroku

— Panjerova rekurze

— Rozdéleni pro velikost naroku mizeme diskretizovat (napf.
zaokroubhlit na celé tisice).

Pokud je rozdéleni poctu narokd N tfidy (a, b,0) nebo (a, b, 1),
muzeme pouzit Panjerovu rekurzi v obvyklém tvaru.

S je v tom pfipadé slozena Citaci veliCina.



Inverzni Fourierova transformace

— charakteristickou funkci (pfip. PGF, MGF) slozeného
rozdéleni S je snadné vypocitat

—je to az na znaménko Fourierova transformace hustoty S
— musime vypocitat inverzni transformaci, tedy hustotu S

Vyuziva se diskretizace a algorimus FFT (Fast Fourier
Transform)
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