V teorii rizika musime umét:

1. Modelovat celkovy pocet naroki

2. Modelovat velikost jednotlivych naroki

3. Dat to dohromady — Kolektivni teorie rizika

(4 zavislost na Case ... stochastické procesy)



Typy diskrétnich rozdéleni

1. Poissonovo rozdéleni

popisuje vyskyt Fidkych jevi za uréitou jednotku €asu, napf. pocet
pojistnych naroki béhem jednoho pojistného obdobi

Definice

Diskrétni ndhodna veli¢ina N ma Poissonovo rozdéleni
s parametrem A\ > 0, piseme N ~ Po()), jestlize je
pravdépodobnostni funkce tvaru

{eAﬁkT, k=0,1,2,...,

k) =
pu(k) 0, jinak.



Generujici funkce:
Gu(s) = 71 (2)

Stredni hodnota a rozptyl-

E(N) = A (3)
Var(N) = A (4)
Véta
Necht Ny, N>, ..., N, jsou nezavislé nahodné veli¢iny z Poissonova

rozdéleni s parametry A1, Ao, ..., Ap. Pak N = Ny + No +--- + N,
ma také Poissonovo rozdéleni s parametrem A = A1 + Ao+ -+ + Ap.



Véta

Predpokladejme, Ze ndhodna velicina N vyjadfujici pocet pojistnych
narokii se Fidi Poissonovym rozdélenim se stfedni hodnotou \. Dale
predpokladejme, Ze kazdy narok miize byt rozdélen do m trid

s pravdépodobnostmi p1, p2, ..., pm a vsechny naroky jsou
navzdjem nezavislé. Potom ndhodné veliciny Ny, No, ... Ny
vyjadrujici pocet narokii v jednotlivych tfidach 1,2, ..., m jsou

vzdjemné nezavislé a ridi se Poissonovym rozdélenim se strednimi
hodnotami \p1, \p2, ..., A\Pm.

e naroky mize klasifikovat napriklad podle rozsahu — ty, které
prekroCi urcity limit & ty, jez limit nepfesahnou

e rozdéleni pojistnych naroki prekraujicich stanoveny limit ma
jiny parametr Poissonova rozdéleni nez rozdéleni naroki
nachazejicich se pod limitem



2. Geometrické rozdeéleni

Definice

Diskrétni ndhodna veli¢ina N se fidi geometrickym rozdélenim
s parametrem p € (0, 1), zapisujeme N ~ Ge(p), jestlize |ze jeji
pravdépodobnostni funkci psat ve tvaru

p-(1—p)k, k=0,1,...,
k) = 5
p(k) {o, jinak, 5)
resp. ve tvaru
i k=01
pr(k) = § Qo (6)
0, jinak

prop:ﬁ,tj.ﬂzl_Tp>0.



Generujici funkce:

p 1
R S R T N ey

Stredni hodnota a rozptyl.




3. Negativné binomické rozdeleni

— Pocet neiispéchii pred m-tym aspéchem.

— Zobecnéni geometrického rozdéleni.

Definice

Diskrétni nahodna veli¢ina N ma negativné binomické rozdéleni
s parametry m > 0 a p € (0,1), pisSeme N ~ NeBi(m, p), je-li
pravdépodobnostni funkce tvaru

pr(k) = {(HTI)Pm(l —-p)k, k=0,1,...,

10
0, jinak, (10)



Generujici funkce:

1

)

Gn(s) = (1_5,?1_p)>m - (1—6

Stredni hodnota a rozptyl.

(



4. Alternativni a binomické rozdeéleni

Definice

Diskrétni ndhodna veli¢éina N ma alternativni rozdéleni
s parametrem p € (0, 1), piseme N ~ Alt(p), je-li jeji
pravdépodobnostni funkce

P k=1,
pn(k) =q1—p, k=0, (15)
0, jinak.



Definice

Diskrétni nahodna veli¢Gina N se fidi binomickym rozdélenim

s parametry n € N a p € (0,1), zapisujeme N ~ Bi(n, p), pokud je
pravdépodobnostni funkce tvaru

Mpk(1—p)"k, k=0,1,...
pN(k) _ {(k)p ( p) ) ) 07 P , n, (16)
0, jinak.

Generujici funkce:
Gn(s)=(1+p-(s—1))" (17)

Stredni hodnota a rozptyl-



Modely poctu pojistnych udalosti

rozhodujeme-li se pfi modelovani poctu pojistnych udalosti, jaké
pravdépodobnostni rozdéleni pouzit, pak je nam napomocen vztah
mezi Ciselnymi charakteristikami nahodné veli¢Giny N

e Poissonovo rozdéleni: E(N) = Var(N) ... equidispersion
o Negativné binomické rozdéleni: E(N) < Var(N)

... overdispersion
e Binomické rozdéleni: E(N) > Var(N) ... underdispersion



Trida rozdéleni (a, b, 0)

Definice

Necht pn(k) = P(N = k) je pravdépodobnostni funkce diskrétni
nahodné veliciny N. Rekneme, Ze je clenem tfidy rozdéleni (a, b, 0),
jestlize existuji realné konstanty a a b takové, ze plati

pn(k)

b
PN 4P k=123, .. 20
pn(k —1) kP 20

e pravdépodobnost py(0) dopocitame z > py(k) =1
k=0

e do tfidy obecnych rozdéleni (a, b, 0) patfi pravé Poissonovo
rozdéleni, negativné binomické a binomické rozdéleni



e Pro Poissonovo rozdéleni je a=0a b= .

e Pro binomické je a = —ﬁ <0ab=(n+ 1)1%[)_

e ProNeBijea=1—p>0ab=(m—-1)(1-p).



e pro konkrétni datovy soubor s velkym mnozstvim pozorovani
Ize uréit vhodny model pomoci formule (20)

e formuli pfepiseme do tvaru

pn(k)

PV sk b, k=1,2,3,... 21
pn(k—1) &)

pn (k)
pn(k—1)
Nk a ng_1 hodnot ka k—1

e podil odhadneme na zakladé pozorovanych Eetnosti

k. (22)




e graf prochazejici body [k k - } by mél priblizné vykazovat
linearni pribéh

e podle smérnice a dané pfimky zvolime vhodny model
nulova smérnice — Poissonovo rozdéleni
zaporna smérnice — binomické rozdéleni

kladna smérnice — negativné binomické rozdéleni



Trida rozdéleni (a, b, 1)

e rozdéleni tfidy (a, b,0) Casto nepopisuji adekvatné data,
s nimiz se v praxi setkavame

Hlavni pFicina:
e rozdéleni tfidy (a, b, 0) nejsou s to vystihnout tvar dat
v jistych ¢astech rozdéleni, zejména hodnotu v nule.

e budeme se vénovat rozlozeni pravdépodobnosti v nule
(pravdépodobnost, ze nenastane zadna pojistna udalost
béhem stanoveného Easového obdobi) — napf. u pojisténi
odpovédnosti, majetku aj. je pravdépodobnost v nule nejvétsi

e Upravou pravdépodobnosti v nule Ize tfidu rozdéleni (a, b, 0)
rozsifit na tfidu (a, b, 1)



Definice

Necht pn(k) je pravdépodobnostni funkce diskrétni nahodné
veliciny N. Rekneme, Ze je Elenem tfidy rozdéleni (a, b, 1) za
predpokladu, ze existuji konstanty a, b € R takové, ze

pn (k) b
723—’—— rOk:2,3’... 23
pn(k —1) kP %)

o
e > pn(k) miize nabyvat libovolnych hodnot na (0, 1), zbyvajici
k=1

pravdépodobnost je v k = 0, jelikoz py(0) + > pn(k) =1
k=1



U tridy (a, b, 1) rozlisujeme dvé podtfidy
pn(0) =0 ... rozdéleni useknuté v nule s pj (k)

pn(0) > 0 ... rozdéleni modifikované v nule s p) (k)



1. Rozdeleni modifikovana v nule

Ize na né pohlizet jako na smés rozdéleni tfidy (a, b, 0)
a degenerovaného rozdéleni se viemi pravdépodobnostmi
soustfedénymi v nule

e Gy(s) = i pn(k) - s¥ je generujici funkce rozdéleni t¥idy
(a o)y
Gl (s) = E pNM (k) - s* je generujici funkce pFislusného v nule
modlflkovaneho rozdéleni tfidy (a, b, 1)

e plati, ze pN (k) = c-pn(k) pro k =1,2,...;c € R a pM(0) je
libovolné zvolené z intervalu (0, 1). Musime vypocitat hodnotu
c.



potom ~
GN'(s) = PH(0) + ) PN (K) - s* =
k=1

=pN(0)+c- > pu(k)- sk = 24)

= py (0) + ¢ - (Gn(s) — pn(0))

z platnosti G'(1) = Gy(1) = 1 plyne 1 = p)/(0)+c- (1 -
pn(0))

_ 1-py(0)
odtud ¢ = Tll\\ll(o)
tudiz
1—pMO
p,’t,/’(k):—N()' (k) pro k=1,2,... (25)



e dostaneme generujici funkci modifikovaného rozdéleni
Gy (s) = PN (0) + ¢ - (Gn(s) — pn(0)) =
— P (0)

= pH(0) + T (Gule) — pu(0) =
CPHO) a0, 1O
=0 T T @) -

_pN(0) —1+1—pn(0) 1-—py(0)

G T (o) M) =
(1AM L 1-aHO)
_(11—M@J+1—m@ o)

(26)



2. Rozdéleni useknuta v nule

Ize chapat jako specialni typ v nule modifikovaného rozdéleni
s hodnotou p}/(0) = 0

e G, (s) je generujici funkce v nule useknutého rozdéleni
e potom z (25), (26) a pA(0) = 0 ziskame

_pu(k) _
pﬁ(k)f#N(O) pro k=1,2,..., (27)
Gn(s) — pn(0)

G (5) = 1 — pn(0)

(28)



a) rozsirené useknuté negativné binomické (ETNB)
rozdéleni

mnozina moznych hodnot parametru m je rozsifena z m > 0
na m> —1, pricemz m # 0

Pravdépodobnostni funkce:

(k+':71)~(1—p)k _ )
p,zl—(k) —_ {—pm—l 5 k— 1,2,...,p€ (07 1), (29)
0, jinak,
resp.
k
(1) () _ 1o
LK) Gt (v 8\ o Lo o ¢
= +m—1)-...-(m+1)-m 11—
P T (CEC) ) I (m) , B= Tp >0,

o

, jinak.
(30)



b) logaritmické rozdeleni

e je limitnim pfipadem ETNB rozdéleni pro m — 0
e neexistuje k nému odpovidajici rozdéleni ve tridé (a, b, 0)

Pravdépodobnostni funkce:

@R 10 pe (0,1
pu(k) =< ke TSP ©.1) (31)
0, jinak,

resp.

B k=12,...:8="2>0
P/-\I/—(k) — {k(l—i—ﬁ)k In(1+8)° ) ) &y 1/8 p 3 (32)
0, jinak.

Opét lze dokazat ze dalsi takova rozdéleni neexistuji.



Dalsi tridy Citacich rozdéleni vytvofime pomoci dvou operaci
— Skladani

— Miseni (smési)
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