Nové tfidy rozdéleni vytvorfime z tfidy (a,b,1) pomoci dvou operaci

— Skladani

— Miseni (smési)

Budeme uvazovat pouze diskrétni rozdéleni s hodnotami v Np, t.].

¢itaci rozdéleni.



Sdruzené pravdépodobnostni funkce: fx y : R? — [0,1] je

definovana vztahem
fxy(x,y)=PX=xANY=y).

Analogicky se definuje sdruzena pravdépodobnostni funkce pro vice
nahodnych veli¢in. Nasledujici lemma dava dobre ovéritelné

kriterium nezavislosti.
Diskrétni nahodné veliciny X a Y jsou nezavislé pravé tehdy, kdyz
fx,v (%, ) = fx(x)fr (y)

pro véechna x,y € R.



Ze znalosti sdruzené pravdépodobnostni funkce fx y mizeme

vypocitat marginalni pravdépodobnostni funkce fx a fy. Mame

fx(x) = P(X =x) = P(JUX =x} n{Y =y}))

y

— ZP(X =xAY=y)= fo,Y(X7Y)-

y



Podminéna pravdépodobnost a podminéné ocekavani

Pripoménme definici podminéné pravdépodobnosti pro jevy,

P(AN B)
P(A|B)= ———
(A18)= "5

V modelech pojistné a finanéni matematiky je obvykle

pravdépodobnost podminéna informaci, kterou mame v danou

chvili.



Podminéna pravdépodobnostni funkce ndhodné velic¢iny Y za
podminky X = x, kterou budeme oznacovat fy|x(. | x), je

definovana jako
fyix(y [ x) = P(Y =y | X = x),

pro kazdé x takové, ze P(X = x) > 0.



Z definice mame

P(Y=y ANX=x) fxy(xy)

Aty | ) = 250

cozZ je analogicky vztah jako plati pro podminéné pravdépodobnosti

Jjeva.



Vime-li, ze X = x, pak Y ma novou pravdépodobnostni funkci

fyix(y | x) jakozto funkci y (x je pevné).

Ocekavani viaci této funkci je podminéné ocekavani Y za

podminky X = x, které oznaéime V(x) = E(Y | X = x).



Funkce (tj. nahodna velicina)

VU(x)=E(Y|X=x)

se nazyva podminené ocekavani Y pri znalosti X.



Véta o celkovém ocekavani: Pro podminéné ocekavani

V(x) = E(Y | X = x) plati

E(W(x)) = E(Y),

tedy
E(Y) = E(E(Y]|X)).



e Opravdu, stfedni hodnotu nahodné veli¢iny E(Y|X) lze

vypocitat jako

E[E(YIX)] = ZE(Y|X_X) fie(x) =
N Z:Zy:y Fyix(vlx) - fx(x) =
= 2y X ity ) =
= Zy:y'fv(y) = E(Y)



Podminény rozptyl

Plati dilezity vztah pro vypocet celkového rozptylu.

Zakon o celkovém rozptylu:

Var(X) = E[Var(X|Y)] + Var[E(X]|Y)]

— EVVE's law.



Dikaz:
Vime ze
Var(X|Y) = E(X?|Y) — (E(X|Y))?

Tedy podle zadkona o celkovém ocekavani mame

Var(X) = E(X?) — (E(X))* =
E{[E(XY)]} - [E(E(X|Y)?
—B(EX|Y)*) + B(E(X|Y)?) =

E[ Var(X|Y)] + Var[E(X]Y)].

Tim je tvrzeni dokazano.



Diskrétni (Citaci) slozena rozdéleni

|ze ziskat procesem skladani dvou libovolnych diskrétnich rozdéleni

Definice: Necht N je diskrétni ndhodna velic¢ina a necht My, M, ...
jsou 11D (vzajemné nezavislé, stejné rozdélené) diskrétni nahodné
veli¢iny. Pfedpokladejme, ze M; pro i = 1,2,... nezaviseji na N.

Potom nahodna veli¢ina

ma slozené rozdéleni.



— Mame tedy soucet nahodného poctu nadhodnych veliéin

Pojistna praxe

e nahodna veli¢ina N maze napf. udavat pocet riiznych doprav-
nich nehod

e nahodné proménné M; i = 1,2,..., N predstavuji pocet zrané-
nych z j-té nehody

e nahodny soucet S udava celkovy pocet zranénych



Pro¢ slozena?
Oznaceni: N ... primarni (vngjsi) M ... sekundarni (vnit¥ni)

Necht M ma generujici funkci Gp(s). Pak pro generujici funkci S
plati

Gs(s) = Gn(Gum(s)) pro s €R, (3)

kde Gp(s) predstavuje generujici funkci primarniho rozdéleni

a Gp(s) generujici funkci sekundarniho rozdéleni.



Pravdepodobnostni funkce slozeného rozdéleni

e pravdépodobnost, ze dojde pravé ke k pojistnym narokim (

zranénim) Ize vyjadfit z véty o celkové pravdépodobnosti

P(S = k)

P(S=k|N=n)-P(N=n)=

Me 1M 1M

P(My + M + -+ M, = k) - P(N = n)

3
Il
o

e Vime, Ze pst. funkce souétu nezavislych n.v. je konvoluce

P(My+ My + -+ My = k[N = n) - P(N =

(4)



e oznacme jednotlivé pst. funkce
gs(n) = P(5 = n), qu(n) = P(M = n), pn(n) = P(N = n)

e potom (4) lze zapsat

gs(k)=>_a(k) - pn(n) (5)

n=0

Pro prakticky vypocet se nehodi, vypocet konvoluce je narocny.



Ciselné charakteristiky

Stredni hodnota:
e ocCekavani slozené nahodné veliciny S vypocitame
ze znalosti vlastnosti podminéné stredni hodnoty nahodné

veli¢iny S za podminky N = n

e Miproi=1,2 ... jsoullD, piseme M ~ M; pro
libovolné /.

e Tedy podle véty o celkovém ocekavani dostaneme



E(S) = E[E(S|N)]

M2 10 10

3
Il
o

o0

n=0

E(My+ My +---

E(M1+ My + - --

Z (SIN=n)-P(N=n)=

+ My|N = n)- P(N



Rozptyl:

Var(S) = E[Var(S|N)] + Var[E(S|N)] =
= E(N - Var(M)) + Var(N - E(M)) =
— E(N) - Var(M) + Var(N) - (E(M))*



Moment generujici funkce:

o0

M (t) = () = EIESIM] = BN = n) - P(V = 1)

n=0

_ Z t(My+Mot+My)| py = n) - P(N =

—ZE t(My+ M+ +M)) P(N =

o0

= > (Mu(8))" - P(N = ) = E([M(1)]")

n=0

= E(eMnMm(D)) = My (In[Mum(t)]),



Jak efektivné vypoéitat pst. funkci slozeného rozdéleni?

Véta (Panjerova rekurze)
Je-li primarni rozdéleni ¢lenem tridy (a, b,0), pak plati rekurentni
vztah

k .
(k) = 1o Do (a4 ) as(hi). k=1.2....

1—a- q/\//(O) =1
(9)



Analogie plati i pro tfidu (a, b, 1).
Véta
Je-li primarni rozdéleni ¢lenem tridy (a, b, 1), potom
k .
[pu(1) — (a-+ B)pw(0)] - aw(k) + 3 (2 + % ) aw(i) - sk — )
j=

es(h) = 1—a-qum(0)

pro k=1,2,...
(10)



e vyse uvedené rekurentni formule v sob& nezahrnuji konvoluci,
tim vyrazné ulehCuji nase vypocty
e k jejich pouziti musime znat hodnotu gs(0)
Véta
Pro kazdeé slozené rozdéleni plati
gs(0) = G (qm(0)), (11)

kde Gn(s) je generujici funkce primarniho rozdéleni a gu(0) je
pravdépodobnost, Ze nahodna velicina M ze sekundarniho rozdéleni
nabude hodnoty 0, tj. P(M = 0).



1. Diskrétni slozené Poissonovo rozdeleni

je povazovano za nejdilezitéjsi diskrétni slozené rozdéleni,

nebot pravé Poissonovo rozdéleni byva nejcastéji vyuzivano

k popisu poctu skod

Definice

Necht maji [ID nahodné veliciny M;, M, ... spolecnou

distribucni funkci Fp (k) a necht jsou nezavislé na N. Pak

nahodny soucet S = % M; ma slozené Poissonovo rozdéleni
i=1

s parametry A a Fy(k), znacime S ~ CPo(\, Fi(k)), jestlize

se N fidi Poissonovym rozdélenim s parametrem A > 0.



Tedy

(12)

e 2 n=0,12,...,
0, jinak.

Oznaceni: Poisson - M, napf. Poisson - geometrické, pokud M ma

geometrické rozdéleni.



e pripomenme si, ze N ~ Po(\) ma Gp(s) = eM(s—1)

a E(N) = Var(N) = A

e pravdépodobnost, ze nedojde k zadné pojistné udalosti na
pojistném kmeni s primarnim Poissonovym rozdélenim, vyplyva
ze vztahu (11)

gs(O) _ e)\'(QM(O)_l) (13)

e pravdépodobnost, Ze v portfoliu nastane pravé k pojistnych

udalosti, vypocitame dle vztahu (9), kde a=0a b=\

k
Z )-gs(k—j), k=1,2,... (14)



Generujici funkce:

Gs(s) = MM pro s € R, (15)

kde Gum(s) je generujici funkce sekundarniho rozdéleni
Moment generujici funkce:

Ms(t) = M Mu(D=1)  pro t >0, (16)

kde Mp(t) je moment generujici funkce sekundarniho rozdéleni



Stredni hodnota a rozptyl:
E(S) = E(M) - E(N) = AE(M) (17)

Var(S) = E(N) - Var(M) + Var(N) - (E(M))® =
— AVar(M) + A(E(M))® = A[Var(M) + (E(M))?] = (18)

= A[E(M?) — (E(M))* + (E(M))?] = AE(M?)



Véta

Necht 51, S5,..., 5, jsou vzajemné nezavislé ndhodné veliciny. Dale
necht S; ma slozené Poissonovo rozdéleni s parametrem A; pro
primarni rozdéleni a se sekundarnim rozdélenim {q;(k) : k € No}
proj=1,2,...,n Potom souéet S = S; + S, + -+ S, ma také
slozené Poissonovo rozdéleni s parametrem A = A1 + Ao + -+ - + A,

a sekundarnim rozdélenim {gs(k) : k € Np}, kde

A1q1(k) + Aaga(k) 4 - 4 Apgn(k 1 &
gs(k) = \ *X Z jqj(k

Jj=1

k=0,1,...
(19)



Pojistna praxe

e mé&jme n riiznych, vzajemné nezavislych portfolii, kde se
celkovy pocet naroki jednotlivych portfolii fidi slozenym
Poissonovym rozdélenim, potom se celkovy pocet naroki
vznikly kombinaci téchto n portfolii bude také fidit slozenym
Poissonovym rozdélenim

e uvazujeme-li pojistné portfolio na dobu n let
a predpokladame-li, ze celkové pocty naroki jednotlivych let
jsou navzajem nezavislé a maji slozené Poissonovo rozdéleni,
pak celkovy pocet naroki vznikly za n let bude mit také

slozené Poissonovo rozdéleni



Priklady diskrétnich slozenych Poissonovych rozdéleni

a) Negativné binomické rozdeleni

e ziskame slozenim primarniho Poissonova a sekundarniho lo-
garitmického rozdéleni

e generujici funkce negativné binomického rozdéleni je dana
ve tvaru

GN/(S):<m) , m>0,>0,seR

e ovéfime, ze generujici funkce slozeného rozdéleni Gs(s) =
Gn(Gum(s)), kde Gu(s) predstavuje generujici funkci Pois-
sonova rozdéleni s parametrem A > 0 a Gp(s) generujici
funkci logaritmického rozdéleni s parametrem 3 > 0, je to-
tozna s generujici funkci negativné binomického rozdéleni



b) Dalsi rozdeleni

Poisson-binomické rozdéleni

Poissonovo rozdéleni

binomické rozdéleni

A>0;,pe(0,1),neN

gs(o) = e)v((l—p)"—l)

gs(k) =220 (NP —p)" - gs(k - Jj)




Neymanovo rozdeéleni typu A

Poissonovo rozdéleni (parametr \;)

Poissonovo rozdéleni (parametr \,)

A >0 >0

gs(o) — eA1~(e’A2—1)

e~ k
gS(k) — & K 2 Z_] 1) ( )
Poisson-ETNB rozdeleni

Poissonovo rozdéleni

ETNB rozdéleni

A>0;pe(0,1), resp. 5>0,m> -1, m#0

gs(0) =e*

7). (1-pY .
) k J ok % g(k J)

( =
()—%ij el (L) gs(k - )




2. Dalsi diskrétni slozena rozdéleni

Definice

Necht maji IID nahodné velicéiny My, My, ... distribuéni funkci
Fum(k) a necht jsou nezavislé na N. Potom fekneme, Ze ndhodna
N
velicina S = > M; ma slozené geometrické rozlozeni s parametry p
i=1
a Fu(k), piseme S ~ CGe(p, Fi(k)), ma-li N geometrické
rozlozeni s parametrem p € (0, 1), tj.

B n=0,1,...;
p'(l_p)nv n:Oala"'a (a+a) o '
P N pu— p— p—
(N=n) {0, jinak 8>0,
0, jinak.
(20)

e analogicky nadefinujeme slozené negativné binomické rozdéleni
a slozené binomické rozdéleni



Slozené geometrické rozdeleni

€ (0,1), resp. 3> 0

_ _ 1
85(0) = 40 Tpau = TTFFau

azl—p—lfﬁ,b 0

gs(k) = W Zj 1 am() - gs(k —Jj)
gs(k) = WZJ 1 am() - gs(k J)

6s(s) = e =

1-8- GM(s 1)

(
Ms(t) = & = (

MM(t )




Slozené negativne binomické rozdeleni

m>0,p € (0,1), resp. 3 >0

gs(0) = (17%(5) (17p))m = (17/3-(%14(0)71))"7

a=1- p_1+ﬂ7b_( —1)-(1—p):(m—)~%
k k+j-(m— .
gs(k) = = <11p>"w<>2,-1 ) g () - gs(k —J)

g5(K) = T Sy L qm(/) gs(k —Jj)

Gs(s) = (1—GM(5)'(1—P))m : ( )

Ms(t) = <1—MM( DEeE ))m = (1_6'(MM(t)_l))m

E(S):m 1PP E(M)=m-3-E(M)

Var(S) = m- =2 . [Var(M) + L - (E(M))*] =
B - (E(M)°




Slozené binomické rozdéleni

€(0,1),neN

gs(0) = (1 —p- (qm(0) —

1))"

a= 1P b=(nt1) £

p

gs(k) = oy Loy DK - au()) - gs(k — )
Gs(s) = (1+p- (Gu(s) — 1))"
Ms(t) = (1+p- (Mu(t) - 1))"

E(S)=n-p-E(M)

Var(S) = n-p - E(M?) — n-p? - (E(M))*

Tabulka: Dalsi slozena rozdéleni
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