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Abstrakt

Cilem této diplomové prace je predstavit matematické techniky vyuzivané
v nezivotnim pojisténi, a to nejen formou teorie, ale i formou reSenych, pii-
padné nefesSenych piikladi opatienych vysledky.

Prvni kapitola obsahuje prehled diskrétnich pravdépodobnostnich rozdéleni
patiicich do t¥idy rozdéleni (a, b,0). Jejim rozsitenim ziskdme obecné&jsi t¥idu
rozdéleni (a,b,1). Druha kapitola se vénuje diskrétnim slozenym rozdélenim
a seznamuje nas s Panjerovou rekurzi. Pfedmétem dalsi kapitoly jsou smési
rozdéleni. Stézejni ¢ast prace tvori ¢tvrta a paté kapitola zabyvajici se teorii
rizika. Ctvrta kapitola podrobné popisuje kolektivni model rizika, zahrnuje
téz aproximaci rozdéleni skodniho thrnu a diskretizaci spojitého rozdéleni
vysSe pojistnych narokii. Posledni kapitola studuje teorii ruinovani a s nim
souvisejici procesy, véetné slozeného Poissonova procesu, jenz je zakladem
Cramér-Lundbergova modelu. V pripadé, kdy je piiméa kalkulace pravdépo-
dobnosti ruinovani obtizné, ndm muze byt ndpomocen Craméruv asympto-
ticky vzorec a Tijmsova aproximace. V zavéru prace uvedeme Browniv pohyb
do souvislosti s teorif ruinovani.

Abstract

The aim of this diploma thesis is to introduce mathematical techniques used
in non-life insurance, not only in a form of theory, but also in a form of sol-
ved, alternatively unsolved exercises with results.

The first chapter contains the summary of the discrete probability distribu-
tions belonging to the (a,b,0) class. By extension of the (a, b, 0) class we will
gain the more general (a, b, 1) class. The second chapter is devoted to the dis-
crete compound distributions and makes us familiar with Panjer recursion.
The mixture distributions are the object of the next chapter. The fourth and
fifth chapters are the key parts of this thesis, they deal with risk theory. The
fourth chapter describes the collective risk model in detail, it also includes the
approximation of the aggregate claims distribution and the discretization of
the continuous claim amount distribution. The last chapter studies the ruin
theory and related processes, including the compound Poisson process which
is the base of Cramér-Lundber model. In case when a direct calculation of
ruin probability is difficult, Cramér’s asymptotic ruin formula and Tijms’
approximation can be very helpful. At the end of this work we will connect
the Brownian motion with the ruin theory.
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Uvod

V kazdém véku jsme den co den vystaveni mnohym nepiedvidatelnym ne-
bezpecim, jez mohou zptisobit nejen Gjmy na nasem zdravi, ale mohou téz
ohrozit nase zivoty a vyvolat znac¢nou $kodu na majetku. Pfed negativnimi
dopady nahodilych udalosti, pred tzv. pojistnymi riziky (povoden, pracovni
traz, vandalismus, odcizeni majetku apod.), nas chrani pojisténi.

Komeréni pojistovny nabizeji velké mnozstvi pojistnych produktu tykaji-
cich se jak zivotniho, tak nezivotniho pojisténi. Nezivotni pojisténi na rozdil
od zivotniho pracuje s absolutné nahodnymi jevy. Nejsme zde schopni Tici,
zda dojde k pojistné udalosti ¢i nikoliv. U Zivotniho pojisténi si vSak mi-
zeme byt jisti, Ze pojistna udélost (smrt, doziti) v budoucnosti jednoznaéné
nastane. Rozsah pojistovanych rizik nezivotniho pojisténi je velmi obséahly.

Jelikoz pojistovna na sebe piebira rizika svych klientii, musi se logicky za-
byvat jejich problematikou a studovat zakonitosti, kterym podléhaji. Snahou
kazdé pojistovny je zachovat si solventnost, udrzet si finan¢ni stabilitu a pre-

vvvvvv

profesnich slozek soucasného pojistovnictvi.

Tato prace se zaméfuje na matematické techniky vyuzivané v nezivotnim
pojisténi. Do jisté miry navazuje na bakalafskou praci Pojistna matematika
v piikladechl] a rozsituje znalosti z oblasti teorie rizika.

Text je rozclenén do péti kapitol, z nichz kazdé obsahuje podkapitolu s rese-
nymi i nefeSenymi piiklady, které jsou opatieny vysledky.

V t1vodni kapitole si zopakujeme diskrétni rozdéleni pravdépodobnosti
a navazeme tiidou rozdéleni (a,b,0). Upravou pravdépodobnosti v nule ji
rozsifime na t¥idu rozdéleni (a, b, 1).

Nésledujici kapitola se zabyvé diskrétnimi slozenymi rozdélenimi, prede-
vSim slozenym Poissonovym rozdélenim hojné vyuzivanym v pojistné praxi
k popisu poctu skod. Doc¢teme se zde také o Panjerove rekurzi, jez nam oproti
klasické konvolu¢ni metodé usnadnuje praci pii uré¢ovani pravdépodobnostni
funkce diskrétniho slozeného rozdéleni.

'120]



Uvod 2

Dalsi, v poradi jiz tieti, kapitola se vénuje smésim rozdéleni. Hraji dilezi-
tou roli napiiklad pri modelovani heterogenity v ramci jednotlivych tarifnich
skupin automobilového pojisténi.

Predmétem ctvrté kapitoly je kolektivni model rizika, jenz slouzi k mode-
lovani celkové vyse Skod vzniklé béhem stanoveného ¢asového obdobi v ramci
jednoho pojistného kmene. Zprvu vénujeme pozornost modelim poctu po-
jistnych udalosti a vyse pojistnych naroki, poté se plné soustifedime na mo-
del agregovanych skod. Od distribu¢ni, generujici, charakteristické a moment
generujici funkce agregované skody, pres jeji ¢iselné charakteristiky se dosta-
vame k aproximaci rozdéleni skodntho tithrnu a Panjerové rekurzi. Zavérecné
cast této kapitoly se zaobira diskretizaci spojitého rozdéleni, zminuje se o za-
okrouhlovaci metodé a metodé shody lokalnich moment.

Posledni kapitola studuje modely kolektivniho rizika v dlouhém obdobi.
Seznamuje nas se stochastickymi procesy a zavadi pojmy souvisejici s teorif
ruinovani. Déle pojednavéa o modelech ruinovani v diskrétnim a spojitém case
a rozebirda znamy Cramér-Lundbergiiv model, jenz je zaloZzeny na sloZzeném
Poissonové procesu. Zhruba v druhé poloviné kapitoly se dovidame o in-
tegrodiferencialnich rovnicich, Cramérové asymptotickém vzorci a Tijmsoveé
aproximaci. V zavéru prace se zamyslime nad souvislosti mezi Brownovym
pohybem a teorii ruinovani.



Kapitola 1

Diskrétni rozdéleni

Cilem této kapitoly je zopakovat si zakladni typy diskrétnich rozdéleni prav-
dépodobnosti a seznamit se s tfidami rozdéleni (a,b,0) a (a, b, 1).

Diskrétni rozdéleni hraji v pojistné matematice dilezitou roli, zejména
pii popisu poctu pojistnych udalosti za stanovené ¢asové obdobi. Abychom
pochopili otazky tykajici se pojistného plnéni, budou pro nas podstatné nejen
informace o poc¢tu pojistnych narokii, ale také o rozsahu jednotlivych néaroki.
Popis celkovych ztrat nam pak umoznuje zabyvat se problematikou modifi-
kace pojistné smlouvyﬂ

Pocet skod v praxi nenabyva zapornych hodnot, budeme proto uvazovat
mnozinu pfirozenych ¢isel s 0, tj. mnozinu Nj.

Definice 1.1. Necht (2, A, P)E] je pravdépodobnostni prostor. Pak zobrazeni
N :Q — {ky, ks, ...}, kde {ki, ko, ...} je diskrétni podmnozina mnoziny R,
nazyvame diskrétni nahodnou veli¢inou.

Definice 1.2. Necht N je diskrétni ndhodné veli¢ina udévajici pocet Skod.
Pak funkci py(k) = P(N = k), k € Ny, nazyvame pravdépodobnostni funkei
diskrétni nahodné veli¢iny N.

Definice 1.3. Necht N je diskrétni nahodné veli¢ina s hodnotami na mno-
ziné Ny a necht py(k) je jeji pravdépodobnostni funkce. Potom generujici
funkce ndhodné veli¢iny N je definovana vztahem

Gn(s)=> pn(k)-s* =E(s"), seR (1.1)

10 modifikaci pojistné smlouvy vice pojednéva [14].
2() je prostor viech elementéarnich jevi, A = 2 je systém viech podmnozin mnoziny
Q2 a P je pravdépodobnost (viz [6])
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Véta 1.4. Méjme diskrétni nahodnou velicinu N s generujici funkci Gy (s).
Pak plati
E(N) = Gy (1). (1.2)

Obecné: E(N(N = 1)... (N —m+1)) = G (1). (1.3)

~
m-ty faktoridlni moment

Véta 1.5. Necht S = Ny + No+---+ N, kde N1, No, ..., N, jsou navzdjem
nezdvislé nahodné veliciny, jeZ nabyvaji hodnot na mnoziné Ny. Potom

Gs(s) = Gry(3) - Gry(8) - ... - Gy, (3). (1.4)

Definice 1.6. Moment generujici funkce diskrétni ndhodné veli¢iny N je de-
finovana vztahem

My(t) = ipN(k:) et =E(e™), t>0. (1.5)

Lemma 1.7. Pro kazZdé m € N plati

E(N™) = MU™(0). (1.6)

1.1 Poissonovo rozdéleni

Definice 1.8. Diskrétni ndhodna veli¢ina N mé Poissonovo rozdéleni s pa-
rametrem A > 0, piSeme N ~ Po()), jestlize pravdépodobnostni funkce
je tvaru

k!

k =
P (k) 0, jinak.

AN 01,2, ..
{e ) M ) ) (1‘7)

Poissonovo rozdéleni popisuje vyskyt ridkych jevi za uréitou jednotku
casu, napiiklad pocet pojistnych naroki béhem jednoho pojistného obdobi.
Je limitou binomického rozdéleni N,, ~ Bi(n,v,) pro n — oo,v, — 0 a pii
konstantni stfedni hodnoté E(N,,) = nv, = A > 0. N udéava pocet tuspéchu
pri velkém mnozstvi nezavislych pokusti s malou pravdépodobnosti tspéchu.

Generujici funkce:

N U o= (M) (o
GN(S):ZGA'E'Sk:e/\Z(kI) = Nl (1.8)
k=0 ’ k=0 ’
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Stredni hodnotu a rozptyl lze odvodit z generujici funkce:
E(N) =Gy(1) = A, (1.9)

Var() = E(N(N = 1)) + E(V) — (E(N))” = G (1) +Gly(1) - (Gﬁvu))iigﬁ

Uzitecné vlastnosti Poissonova rozdéleni shrneme do nasledujicich dvou vét.

Véta 1.9. Necht Ny, Na, ..., N, jsou nezavislé nahodné veliciny z Poissonova
rozdeleni s parametry A1, Xo, ..., A,. Potom N = Ny+ No+---+ N, md také
Poissonovo rozdéleni s parametrem X = Ay + Ao + -+ - + A\,

Diikaz. Generujici funkce souctu nezavislych nahodnych veli¢in je souc¢inem
jednotlivych generujicich funkci — viz véta[l.5

Pro soucet nahodnych veli¢in z Poissonova rozdéleni méame

Gn(s) = [[ Guils) = [J ¢ = X =
=1 =1

— e()\1+>\2+~~~+>\n)'(s—1) A(s—1)

=e
kde A = Ay + Ao + - -+ + A\, Generujici funkee je jednozna¢né urcena, proto
se N musi fidit Poissonovym rozdélenim s parametrem . |

Veéta 1.10. Predpokldadeyme, Ze ndahodnd velicina N vyjadrujici pocet pojist-
niych ndaroki se Tidi Poissonovym rozdélenim se stredni hodnotou A. Dadle
predpokladejme, Ze kaZdy ndrok mizZe byt rozdélen do m trid s pravdépo-
dobnostmi py,pa, ..., pm @ vSechny ndroky jsou navzdjem nezdavislé. Potom
ndhodné veliciny N1, Na, ..., N,, vyjadiujici pocet ndroki v jednotlivijch tri-
ddach 1,2,...,m jsou vzdjemné nezdvislé a 7idi se Poissonovym rozdélenim
se strednimi hodnotami Apy, \pa, ..., \Ppm.

Diikaz. Pro pevné N = n je podminéné sdruzené rozdéleni (Ny, No, ..., N,,)
multinomickym rozdélenim s parametry (n,pi,ps, ..., Pm)-

Sdruzena pravdépodobnostni funkce je dana

PNy N N (1,12, ooy ) = P(N1 =1y, Ny = ng, ..., Ny =) =
=P(Ny=n1,...,Npy=ny|N=n)- P(N=n) =
n! A"
_ L 2 Cm | a— AT
gl omel e o ny,! A

e B
i=1
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Poznamenejme, ze

m m m m
E n; =n, E p; =1, odsud \'= H P He’m
i=1 i=1 i=1 i=1

Pro pevné N = n je podminéné marginalni rozdéleni ndhodné veli¢iny N;
binomickym rozdélenim s parametry (n,p;) proi=1,2,...,m.

Marginalni pravdépodobnostni funkce nahodné veli¢iny N; je

pw,(ni) = P(N; =n;) = Y P(N; =ny|N =n)- P(N =n) =

= /n . e —x A"
= ()‘pil'(l—pz‘) I-e’\-m:
A=\ 2\

A n: n; _ n—n; - _
- 7; (n—n)l-n i S ! B
_n, )" 3 WA =p)"™ _ xirop, (AP)™

il =~ (n—ny)! n;!

= e;(quz)

_ e—>\pb (Ap'L)nl ’

tedy N; ~ Po(Ap;). Sdruzena pravdépodobnostni funkce je sou¢inem mar-
ginalnich pravdépodobnostnich funkci, z ¢ehoz plyne nezavislost nahodnych
veli¢in Nl,NQ,...,Nm. [ |

Druha vlastnost je vyuzivana predevsim pii modelovani pojistnych rizik,
kdy predpokladame, ze pocet pojistnych naroki pro pevné stanovené ¢asové
obdobi ma Poissonovo rozdéleni a ze naroky mohou byt rozdéleny do m
raznych tiid.

Naroky muzeme klasifikovat napiiklad podle rozsahu na ty, které pre-
kro¢i urcity limit a na ty, jez limit nepfesahnou. Rozdéleni pojistnych na-
roku prekracujicich stanoveny limit mé jiny parametr Poissonova rozdéleni
nez rozdéleni narokt nachéazejicich se pod limitem.
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1.2 Geometrické rozdéleni

Nahodna velicina N udava pocet netspéchi pied prvnim tspéchem v nezé-
vislych pokusech a v zna¢i pravdépodobnost tspéchu.

Definice 1.11. Diskrétni nahodna veli¢ina N se ¥idi geometrickym rozdéle-
nim s parametrem v € (0, 1), zapisujeme N ~ Ge(v), jestlize lze jeji pravdé-
podobnostni funkci psat ve tvaru

v (1—v)F, =0,1,...,
k) = 1.11
pr(k) {O, jinak, ( )
resp. ve tvaru
e, k=0,1
pN(k) — (1+B)k+1> ) P (112>
0, jinak
provzﬁ,tj.ﬂzl_T”>0.
Generugici funkce:
fe’e) L v
GN(S):;U- ((]_—U)S) :m, resp.
- (B5)" . (1.13)
Gn(s) =) =

(L+/)F 1= B(s—1)

i

0

Stredni hodnota a rozptyl:

E(N) = = 8, (1.14)

Var(N) = 1;2“ _ B(1+B). (1.15)

Popisuje-li geometrické rozdéleni pocet pojistnych naroku, pak mizeme
jeho vlastnost bez paméti interpretovat nasledujicim zptisobem. Méjme ales-
pon n narokt, potom pravdépodobnostni rozdéleni poctu narokt prevysujici
¢islo n na n nezavisi.

Pozndmka. Jsou-li Ny, NJ,... N} nezavislé a geometricky rozdélené na-
hodné veli¢iny s parametrem v, pak nahodna veli¢ina N = Z;”Zl N} mé
negativné binomické rozdéleni s parametry m a v.
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1.3 Negativné binomické rozdéleni

Negativné binomické rozdéleni, zndmé také jako Polyovo rozdéleni, byva
ve velké mife pouzivano jako alternativa Poissonova rozdéleni.

Néahodna veli¢ina N udava pocet netspéchii pred m-tym tspéchem v ne-
zéavislych pokusech a v predstavuje pravdépodobnost tspéchu. Tato interpre-
tace je mozné pouze pro m € N.

Definice 1.12. Diskrétni ndhodnéa veli¢ina N ma negativné binomické roz-
déleni s parametry m > 0 a v € (0,1), piSeme N ~ NeBi(m,v), je-li prav-
dépodobnostni funkce tvaru

vm(1—=v)* k=0,1,...,
(k) = {é SR A (119
, jinak,
resp. tvaru
m 1 B k —
+ (m), kE=0,1,..., (1.17)
jinak

pro v = 3, tj. f =43¢

Generugici funkce:

G (s) = i (’“ e 1) V(1= ) sk = (ﬁ)m rosp.

k=0
& (kEm =1\ L \"( B\ 1 "
GN(S)_,;( k )(HB) (1+ ) = (1—5<s—1)) |
(1.18)
Stredni hodnota a rozptyl
B(N) = m - > - Y= mp, (1.19)
Var(N) = m - 1;2U =mp(1+ ). (1.20)

Negativné binomické rozdéleni je oproti Poissonovu flexibilnéjsi diky m
a . 8 nabyva pouze kladnych hodnot, proto je rozptyl negativné binomic-
kého rozdéleni vétsi nez jeho stiedni hodnota (tuto vlastnost nazyvame over-
dispersion). Lisi se tak od Poissonova rozdéleni, kde se stfedni hodnota
a rozptyl rovnaji (equidispersion). Rozhodujeme-li se pii modelovani po-
¢tu pojistnych udalosti, jaké pravdépodobnostni rozdéleni pouzit, pak je nam
napomocen vztah mezi témito ¢iselnymi charakteristikami.
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1.4 Binomické rozdéleni

Binomické rozdéleni je dalsim typem diskrétniho rozdéleni, jez je vhodné pro
modelovani poc¢tu pojistnych narokia. Odlisuje se od pfedchozich rozdéleni
tim, Ze jeho stfedni hodnota je vétsi nez rozptyl (underdispersion).

Definice 1.13. Diskrétni nahodna velicina N se Tidi binomickym rozdéle-
nim s parametry n € N a v € (0,1), zapisujeme N ~ Bi(n,v), pokud je
pravdépodobnostni funkce tvaru

Mok(l —o) % k=0,1,...,n,

Pro predstavu si uvedme Zivotni pojisténi, kde parametr n udava pocet
stejnych, na sobé nezavislych pojistnych naroki, které mohou byt uplatnény
klienty z téze tmrtnostni tridy.

Vyskyt skody u jednotlivei sleduje alternativnﬂ neboli Bernoulliho roz-
déleni s parametrem v. Bernoulliho rozdéleni je specidlnim pripadem bino-
mického rozdéleni pro n = 1. Generujici funkce pro jednotlivce je déana timto
vztahem

Gni(s)=(1—-v)s" +vs' =1+v(s—1).

Generujici funkei pro homogenni tiidu o n klientech ziskdme vynésobenim
generujicich funkei jednotlivych klientua dle véty [1.5]

Generujici funkce:

Gn(s) = Z (Z) VPl —o)" s = (1 +u(s—1))" (1.22)

k=0

Nosidﬂ pravdépodobnostni funkce binomického rozlozeni je konecny, proto
je pouziti tohoto rozdéleni uziteéné v pripadech, kdy mame horni hranici pro
rozsah moznych hodnot.

3Rekneme, e diskrétni nahodna veli¢ina N ma alternativni rozdéleni s parametrem
v € (0,1), piseme N ~ Alt(v), je-li jeji pravdépodobnostni funkce

v, k=1,
pn(k)=<1—v, k=0,
0, jinak.

4Nosi¢em funkce chapeme mnozinu suppf = {x € R : f(z) # 0}.
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Naptiklad u modelovani po¢tu automobilovych nehod na jednu smlouvu
uzavienou na rok je prakticky nemozné, aby pocet skod prevysil hodnotu 12,
tedy aby kazdy mésic nastala udalost. Pravdépodobnost, ze dojde k vice nez
12 nehodam je tak nizka, Ze nebude mit vliv na rozhodnuti, jez pojistovna
ucini.

Stredni hodnota a rozptyl:
E(N) = nv, (1.23)

Var(N) = nv(1l —v). (1.24)

1.5 T¥ida rozdéleni (a,b,0)

Definice 1.14. Necht py(k) = P(N = k) je pravdépodobnostni funkce
diskrétni nahodné veli¢iny N. Rekneme, Ze je ¢lenem tiidy rozdéleni (a, b, 0),
jestlize existuji redlné konstanty a a b takové, Zze plati

—————=a+- prok=1,2,3,... 1.25
Vyse uvedeny vztah uréuje podil mezi dvéma po sobé jdoucimi pravdépo-
dobnostmi diskrétniho rozdéleni. Pravdépodobnost py(0) dopoéitame z pod-

minky Y .2 pn(k) = 1.

Do tfidy obecnych dvouparametrickych rozdéleni (a, b, 0) patii Poissonovo
rozdéleni, geometrické rozdéleni, negativné binomické a binomické rozdéleni.
Jednotliva rozdéleni maji jednozna¢né uréenou pocate¢ni hodnotu py(0) i pa-
rametry a a b (viz tabulka [1.1]).

Rozdéleni pn(0) a b
Poissonovo e A 0 A
Binomické (1—wv)" — (n+1)- e
Negativné v™ 1—w (m—1)-(1-v)
binomické (1+3)™ % (m—1)- %
Geometrické v 1—-wv 0
(1+8)"! T 0

Tabulka 1.1: Diskrétni rozdéleni t¥idy (a, b,0)
Zdroj: [14], vlastni odvozeni
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Formule (1.25) nam poskytuje névod, jak uré¢it vhodny model pro kon-
krétni datovy soubor. Miuzeme ji prepsat do tvaru

k
ngvk—%-k:ak%—b, k=1,2.3,... (1.26)
Podil ( lze odhadnout na zakladé pozorovanych ¢etnosti ny a nx_;
hodnot T a k: — 1, tedy:
o ()
vk ey (1.27)
pn(k—1) -1

Graf prochdzejict body [k, - ;2%
béh. Podle smérnice a dané primky pak zvolime vhodny model - z tabulky
je patrné, ze smérnice je nulova pro Poissonovo rozdéleni, zaporna pro bi-
nomické rozdéleni a kladné pro negativné binomické rozdéleni. Tento postup
pouzivame pro datové soubory s velkym mnoZstvim pozorovani.

1} by mél priblizné vykazovat linearni pri-

1.6 Triida rozdéleni (a,b,1)

Rozdéleni zminéna v predchozich sekcich ¢asto nepopisuji adekvatné data,
s nimiz se v praxi setkavame. Muze to byt zapfi¢inéno chvostem negativné
binomického rozdéleni, ktery neni dostatecné tézky nebo tim, ze rozdéleni
z t¥idy (a, b, 0) nejsou schopna vystihnout tvar dat v jistych ¢astech rozdéleni.

Tato podkapitola se vénuje problematice rozlozeni pravdépodobnosti v nule.
V pojistné praxi tim mame na mysli pravdépodobnost, Ze nenastane zadné
pojistné udélost béhem stanoveného ¢asového obdobi.

U pojisténi s malou pravdépodobnosti vyskytu skod (napf. pojisténi od-
povédnosti, pojisténi majetku. .. ) je pravdépodobnost v nule nejvétsi. Nasim
cilem bude ji dobte vystihnout zvolenym modelem.

Upravou pravdépodobnosti v nule lze tiidu rozdéleni (a,b,0) zobecnit
a roz§ifit na t¥idu (a,b,1).

Definice 1.15. Necht py (k) je pravdépodobnostni funkce diskrétni nahodné
veli¢iny N. Rekneme, Ze je ¢lenem t¥idy rozdéleni (a, b, 1) za pfedpokladu,
ze existuji konstanty a,b € R takové, Ze

b
=a+ - prok=23,... (1.28)
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Ttida (a,b,1) se odlisuje od t¥idy (a,b,0) pouze tim, ze rekurze zacina
v hodnoté py(1), nikoliv v py(0).

Suma Y7, pn(k) muze nabyvat libovolnych hodnot na intervalu (0, 1).
Zbyvajici pravdépodobnost je v k = 0, jelikoz plati

pN(O) + ipN(k‘) =1.

U t¥idy (a,b, 1) budeme rozlisovat dvé podtiidy rozdéleni podle px(0).
Je-li py(0) = 0, hovotfime o rozdéleni useknutém v nule. V pfipadé, ze
pn(0) > 0, mluvime o rozlozeni modifikovaném v nule.

V obou podtiidach budeme stale uvazovat Poissonovo, geometrické, ne-
gativné binomické a binomické rozdéleni.

Pravdépodobnostni funkci v nule useknutych rozdéleni oznacime p% (k),
pro v nule modifikované rozloZeni budeme pouzivat znaceni p! (k).

1.6.1 Rozdéleni modifikovani v nule

Na rozdéleni modifikovana v nule 1ze pohlizet jako na smés rozdéleni t¥idy
(a,b,0) a degenerovaného rozdéleniﬂ se vSemi pravdépodobnostmi soustiedé-
nymi v nule.

Necht Gy(s) = > opn(k) - s* je generujici funkce rozdéleni z tifdy
(a,b,0) a necht G¥ (s) = >_p2, p¥ (k) - s* znadi generujicf funkei prislusného

v nule modifikovaného rozdéleni tfidy (a,b,1). Plati, ze
pN (k) =c-py(k) prok=1,2...;c€RT

a pX(0) je libovolng zvolené z intervalu (0, 1). Potom
GN(s) = o (0) + Y o (k) - s* =
k=1

:p]]‘v/[(o)‘f‘C-f:pN(k).Sk _ (1.29)

=p (0) +c- (Gn(s) = pn(0)).

®Diskrétni ndhodné veli¢ina N se fidi degenerovanym rozdélenim s parametrem u € R,
piseme N ~ Dg(u), je-li pravdépodobnostni funkece tvaru

1, k=wpekR,

0, jinak.
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Z platnosti vztahu G (1) = Gy(1) = 1 plyne
1= p¥(0) + e (1 px(0)).

Odtud

. L=pN(0)
1—pN(O)
Tudiz
1 —py (0)
My = —2 2 . py(k) prok=1,2,... 1.30
py (k) =y (0) pn(k) p (1.30)

Dostavame generujici funkci modifikovaného rozdélent

GN (s) =pN (0) +c- (Gn(s) —pn(0)) =
=p (0) + % - (Gn(s) —pn(0)) =
~ pNn(0) —pn(0) | 1—pi(0) B
T 1o pwio) VS (131)
_ N0 —1+1-pn(O0) 1=py(0)
B 1 —pn(0) 1 —pn(0) Gn(s)
(1= pN O 1-p¥(0)
_(11—m@>+PmWDGM%

coz je vazeny prumeér generujici funkce degenerovaného rozlozeni a generujici

funkce odpovidajiciho ¢élenu tfidy (a,b,0).

1.6.2 Rozdéleni useknuta v nule

V nule useknuté rozdéleni miizeme chépat jako specidlni typ v nule modifi-

kovaného rozdéleni se stanovenou hodnotou pi (0) = 0.

Necht G%(s) oznacuje generujici funkci v nule useknutého rozdéleni. Po-

tom z (1.30), (1.31)) a pA!(0) = 0 ziskdme

pi(k) = % prok=1,2,..., (1.32)
G () = E(s) — v (0) (1.33)

1 —pn(0)



Kapitola 1. Diskrétni rozdeélent 14

Vztah mezi pravdépodobnostnimi funkcemi, resp. generujicimi funkcemi
v nule useknutého a v nule modifikovaného rozlozeni je zjevné z (|1.29), ((1.30)),

pr (k) = (1 —pN(0)) - py(k) prok=1,2,... resp. (1.34)
Gy (s) = py (0) + (1 = pi (0)) - G (s). (1.35)

Generujici funkce v nule modifikovaného rozdéleni je vazenym priumérem

generujicich funkei degenerovaného rozdéleni a v nule useknutého rozdéleni.

Rozsifené useknuté negativné binomické (ETNBEI) rozdéleni

Trida (a, b, 1) oproti tiidé (a, b, 0) pripousti dalsi rozdéleni. Hovofime o tzv.
rozsiteném useknutém negativné binomickém rozdéleni, u néhoz je mnozina

moznych hodnot parametru m rozsifena z m > 0 na m > —1, pticemz m # 0.

Pravdépodobnostni funkce ETNB rozdéleni je dana

(k+7];171)_(1iv)k

k=1,2,...;0€(0,1)

OEE S ’ (1.36)
0, jinak,
resp.
k+7n 1 (L)
) _ (emole(miym (8 vk g 53— 1w
pr(k) = (1+5)m T T R(A) D) (t53), k=12,..;8=52>0,

0, jinak.
(1.37)

=175
b:(m—l)-(l—v):(m—l)-% prov € (0,1),8>0,m>—-1Am #0.
(1.38)

SETNB distribution — Extended Truncated Negative Binomial distribution
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Stac¢i ukazat, ze rozdéleni ETNB spliuje podminky tfidy (a,b, 1), tj. Ze pro

libovolnou poc¢atecéni hodnotu py(1) plati, Ze pravdépodobnosti ziskané re-

kursivnf formulf py (k) = py(k—1)-(a+2) pro k =2,3,... jsou kladné a ze

2k o (k) < oo

Logaritmické rozdéleni

Logaritmické rozdéleni je limitnim pripadem ETNB rozdéleni pro m — 0.

Neexistuje k nému odpovidajici rozdéleni ve tfidé (a,b,0).

Jeho pravdépodobnostni funkci 1ze vyjadrit ve tvaru

SO0l R 21,9, 0 € (0,1),

pi(k)={ RO (1.39)
0, jinak,
resp.
P k=12..;8=Lv>0
ph(k) = k(1+8)* In(1+5) v (1.40)
0, jinak.
Logaritmické rozdéleni ma
pN(O) =0,
a=1—-v= i
115 (1.41)
s
b=v—1=——— prowve (0,1),8>0.
i3 P (0,1),8
Ptehled vsech rozdéleni t¥idy (a, b, 1) shrneme do tabulky.
Rozdéleni pn(0) a b parametry
Poissonovo e 0
ZT Poissonovo 0 0

> | > | >

ZM Poissonovo libovolné 0
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Rozdéleni pn(0) a b parametry
Binomickeé (I=v)" |=7%| (n+1)-% |ve(0,1);neN
ZT binomické 0 —= | (n+l)-7= |ve(0,1);neN
ZM binomické libovolné | —7%=| (n+1)-% |ve(0,1);neN
Negativné o™ l—v|(m—=1)-(1—-v)|ve(,1);m>0;
binomické 1+8)™| &5 | m-1) & B3>0
ETNB 0 l—v|(m=1)-(1—-v) v e (0,1);

m > —1Am #0;
0 &5 | (m—1)- 5 B3>0
ZM ETNB libovolné |1 —v|(m—1)-(1—wv) v e (0,1);
m>—1Am#0;
libovolné % (m—1) % B>0
Logaritmické 0 1—w v—1 v e (0,1);
0 T —5 B >0
ZM logaritmické | libovolné |1 — v v—1 v e (0,1);
libovolné | -5 B>0
Geometrické v 1—wv 0 v e (0,1);
(1+8)7" | &5 0 B>0
ZT geometrické 0 1—w 0 v e (0,1);
0 T 0 B >0
ZM geometrické | libovolné |1 — v 0 v e (0,1);
libovolné | 0 B>0

ZT — Zero Truncated (v nule ufiznuté), ZM — Zero Modified (v nule modifikované)

Tabulka 1.2: Diskrétni rozdéleni tfidy (a, b, 1)

Zdroj: [14], vlastni odvozeni
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1.7 Piiklady

Priklad 1.1. Ukazte pomoci generujici funkce, ze Poissonovo rozdéleni s pa-
rametrem A > 0 je limitou negativné binomického rozdéleni s parametry

m>0,8>0prom—o00,8—0amS=A\.

Resent:

Generujici funkce negativné binomického rozdéleni je

650 = (=57 -

mB = \< =2 v limité nechame m — oo

m’

. 1 " 1 " As =D\ ™™ _
e —Aﬂo(l_%@_l)) =g (1-2) -

_ exp{ i [t 1~ 2= 0)] } _ ot
m— 00 m

coz je generujici funkce Poissonova rozdéleni.

mezivypocet:
As—1 In(1 — 2D
lim [_m.1n<1_M)] — lim (M _
m—o0 m m—00 -
l 1 _ >\(8—1) "Hos
= — lim <—n< " ) L Hosp.
m—00 —
1 m—(m—As+\)-1
L’Hosp. 1-2G=1 ( m? )
=" — lim = T =
m—00 —3
m As—A
=l T gy A DM bt
’ Als—1
FHOP 1im —(8 ) =As—1).

m—00 1

Priklad 1.2. Urcete realné koeficienty a, b Poissonova rozdéleni.
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Resent:

Pravdépodobnostni funkce Poissonova rozdéleni:

/\k
pN(k)ze*A.y, k=0,1,2,...
Podle (|1.25)
py(k) e g M (k-1 A
py(k—1) emr. 2l KL AR k’

odtud a =0,b = \.
#

Priklad 1.3. Pro pojistny kmen o 9 461 klientovi mame v tabulce zazname-

nany pozorované ¢etnosti skod na jednu smlouvu

pocet nehod k pocet pojistnych smluv ny

0 7840
1 1317
2 239
3 42
4 14
5 4
6 4
7 1

8 a vice 0

Celkem 9461

Urcete rozdéleni z t¥idy (a,b,0) vhodné k modelovani po¢tu nehod.

Resent:

Spocitdme hodnoty £ - an —:
k=0: —
k=1 0,167985

k=2 0, 362946



Kapitola 1. Diskrétni rozdélent 19

k=3 0,527197
k=4 1,333333
k=5 1,428571
k =6: 6

k=17 1, 750000
k=8

avice: 0

Podle vypocéitanych hodnot piipada v tvahu bud Poissonovo, nebo negativné

binomické rozdéleni.

Spocitejme si stiedni hodnotu a rozptyl po¢tu nehod na jednu smlouvu:
1
E(N) = gael (13174+2-2394+3-42+4-144+5-44+6-4+7) = 0,214354;

Var(N) = !

= 9460 ((0—0,214354) - 7840 + - - - + (7 — 0,214354)* - 1) = 0, 288931.

V porovnani je E(N) < Var(N), a proto se k modelovéani jevi jako nejvhod-

néjsi negativné binomické rozdéleni.
#

Priklad 1.4. Uvazujme ndhodnou veli¢inu N z negativné binomického roz-
déleni s parametry m = 2,5 a § = 0, 5. Urcete koeficienty a,b € R a pravdé-
podobnostni funkci v £ = 0, 1, 2, 3. Dale urcete jeji v nule useknutou a v nule

modifikovanou verzi s pi (0) = 0, 6.

Resent:
Z tabulky [I.1}
pn(0) = (1+8)"™ =1,5"2" = 0, 362887;
6 12 1
1+ 2 3 3
3 31 1
b=(m-1)- ——=2.-=_,
(m=1)175-3373

Dle rekurentni formule ([1.25)) pak vypocitame

b 11
px(1) = pn(0) - <a + I) — 0, 362887 - (§ + 5) = 0, 302406;
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b 1 1
pn(2) = pN(1) - <a + 5) =0, 302406 - (§ + Z) =0, 176404;
b 1 1Y\ .
pnv(3) =pNn(2) - [a+ 3 =0,176404 - 3 + 6 = 0, 088202.
Pro v nule useknutou verzi dostaneme
pa(0) = 0;
1 24
pa(1) = pv(D) 0302406 0, 474650:

1—pn(0)  1—0,362887

b 1 1
pa(2) = pi(1) - <a + 5) = 0,474650 - (§ + Z) = 0,276879;
T T b 1 1\ .
pnv(3) =py(2) - [a+ 3]~ 0,276879 - 3 + 6]~ 0, 138440.

Pro v nule modifikovanou verzi obdrzime

Py (0) = 0,6;
1-p}(0) 1-0,6 .
M - PN\YJ -

1 1) = - 0,302406 = 0, 189860;

pv (D) =1= 0 "W = T=0 300887 " ’ !
11
P (2 ( ) — 0,189860 - (§ + Z) = 0,110752;
11\

P (3 ( ) —, 110752 - (5 + 6) = 0,055376.

22

Priiklad 1.5. Necht je ndhodné velicina N z ETNB rozdéleni s parametry
m = —0,5a = 1. Urcete p§(k) a pN (k) s pX(0) = 0,6 pro k=0, 1,2, 3.

Resent:
Z tabulky [1.2) plyne
pN<O):O’
__ 8 _1
“Ti1rs T 2
3 31 3
b=(m—-1)-——— =_2.-=-_°2
(=11 5="337 71
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Pravdépodobnost p% (1) ziskame z (1.37)

-0,5-1

Tl =0 = .
(1) = g5 Ty 0858558

Dalsi pravdépodobnosti jsou
b
pa(2) = pa(1) - <a + 5) = 0, 106694;
b
pa(3) =Py (2) - (a + g) = 0, 026674

Pro v nule modifikované ETNB rozdéleni mame

PN <O> =0,6;

pi (1) = (1= pN(0)) - py(1) = (1 —0,6) - 0,853553 = 0, 341421;
P (2) = (1 —pN(0)) - py(2) = 0,4 - 0,106694 = 0, 042678;

PN (3) = (1 —pr(0)) - pn(3) =0,4-0,026674 = 0, 010670.

fa)

Priklad 1.6. Urcete generujici funkci, stfedni hodnotu a rozptyl useknutého

geometrického rozdéleni.

Resent:
5k
pN(k>:Wu k=0,1,2,...,
sk _
DL (k) = pn(k) e pE
N

C1-py(0) 1-g5 (AR

Generujici funkce muze byt ziskdna dvéma zpusoby

VA

G%(S)Zoo—m_1 -k:iﬁ_l.(ﬁs )k_l. ps 5
k=

1
00 k
(pozn.: Z( ps je konvergentni, je-li 1f——sﬁ‘ < 1),

T B 1+B—PBs 113 Bs
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1 1

_Gu(s)=pn(0) _ (1-BG-1) ~(+H" _ w18 _

T
GN(S) - 1 _pN(O) - 1 — (1 + ﬂ)_l - %
S

T 1+48-ps

Stiredni hodnotu a rozptyl ziskdme

d gp, L (14+B—Bs)—s(=f) _1+8-fs+fs _ 140
_GN(S)_ P) = 5 = 5
ds (1+ 38— Bs) (1+ 8- Bs) (1+8—Bs)

d 1

BT(V) = 5640 = e L+
& ot 2P0+0) A+6-Fs) _ 25(1+P)
d? N T T (BBt (145 fs)

T d2 T d T d T :
Var (N):@GN(S> s=1+$GN(S> o &GN(S) Y

=20428+1+5—-1-28—-3 =3 (1+5).

Tvary s parametrem v = ﬁ:
SU
GL(s) =
N(S) 1+$('U—1),
1
ET(N) = -
=1,
]_ _
Var” (N) = 21}
v

#o

Piiklad 1.7. Ukazte, ze generujici funkce logaritmického rozdéleni je dana
Gh(s)=1- % Dale naleznéte vztahy pro vypocet stfedni hodnoty
a rozptylu tohoto rozdéleni.

Resent:

/Bk

T _ _




Mg

G (s) =

1 (75) -

(n(5557) mem ((57)) -

(1n1+6 —In(1+ 8 — fs)) = _ln(1—6(5_1))

3

1
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(Bs)" i 1 ( Ps
k(14 8)k-1In(1 4+ B) 1 1+B —~k \1+p
1

(1+6)
pozn.: il ( Ps ) je konvergentni, je-li #1
AN | ﬂ /3
Stredni hodnotu a rozptyl vypocitame
dgp () im0 5) g
ds N (In(1 + 3))* In(1+ ) (L+ 8~ ps)’
_d __ 5
EWN)_Ef%@)Pf1m1+m’
& o . =B (-BWm(+p) B2
_QGN(S) - P 2
ds (In(1+8)- 1+ p—8s)" MA+p)-(1+5—ps)
2
d? d d
vt (0 = oo vperon] (o] ) -

__” s B
In(1+5)  I(1+8) (In(1+p8))*
_ A1+ 8)+ B +8) - B+ B)In(1+p) -
(In(1 + 5))° n*(1+5)
B-((1+8)In(1+p) - B)
In*(1 + B) '

a

Priklad 1.8. Naleznéte generujici funkci v nule modifikovaného geometric-

kého rozdéleni.

ées%m’:
Plati
G (s) =px (0) + (1 = pN (0)) - GR(s),
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G%(s) jsme ziskali v piikladu [L.6}

GN () =)+ (L= P (0) - =0 =

PN (0) —pN(0)-B(s —1) +5—s - py(0) _
13— 1)

“p(0)- (s —1) —p¥(0) Bls — 1) +5 _
1—B(s— 1)

PN (0)-(s—1)—pN(0)-B(s 1)+ (s —1)+1 _

1-pB(s—1)

—(s—1) - (pX(0) +pM(0)-B—1) + 1
1 B(s— 1) B

1— (pN(0)+pN(0)-B—1) - (s—1)
1—pB(s—1) '

Cviceni

1. Dokazte vétu [[4

Napoveda: GU(s) = Sopy(1) - 1- (1 =1)-...- (I—m—+1) s~
=0

2. Dokazte vétu [l

"]

[Napovéda: Vyjdéte z definice [L.3]]

3. Naleznéte vztah mezi generujici a moment generujici funkei diskrétni

nahodné veli¢iny N.

[Gn(s) = My (In(s))]

4. Dokazte lemma [I.7

) .
Népovéda: MY (){ Z%p (k) - etk}tzo, j=12...

,m
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5. Pomoci generujici funkce dokazte, ze Poissonovo rozdéleni s parame-
trem A > 0 je limitou binomického rozdéleni s n € N;v € (0,1) pro

n— oo,v — 0anv=A\

[Népoveda: lim (1+26-2)"]

n—oo

6. Urcete realné koeficienty a, b vech pravdépodobnostnich rozdéleni z tiidy

(a,b,0), kromé Poissonova rozdéleni.

[Hodnoty jsou uvedeny v tabulce [1.1]]

7. Pro nize uvedeny datovy soubor rozhodnéte, jaké rozdéleni z tridy

(a,b,0) byste pouzili k modelovani po¢tu nehod.

pocet nehod k pocet pojistnych smluv ny

0 861
1 121
2 13
3 3
4 1
5 0
6 1

7 a vice 0

[E(N) = 0,166000; Var(N) = 0, 224669;

negativné binomické rozdéleni]

8. Meé&jme tabulku pozorovanych ¢etnosti skod na jednu smlouvu

pocet nehod k pocet pojistnych smluv ny
0 9048
1 905
2 45
3 2
4 a vice 0

Jaké rozdéleni z t¥idy (a,b,0) byste doporucili k modelovani skod?
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[E(N) = 0,100100; Var(N) = 0,100290; Poissonovo rozdéleni]

9. Uvazujme nahodnou veli¢inu N, jez se fidi Poissonovym rozdélenim

s parametrem A = 0, 7. Urcete pravdépodobnostni funkci v k£ = 0,1, 2,3
a jeji v nule useknutou verzi.

[pna(0) = 0,496585; py (1) = 0,347610; py(2) = 0, 121664;
pn(3) = 0,028388; pk (0) = 0; pk (1) = 0,690504;
ph(2) = 0,241676; pk(3) = 0,056391]
10. M¢jme ndhodnou veli¢inu N z Poissonova rozdéleni s parametrem A\ = ;11.
Vypoctéte pravdépodobnostni funkci v & = 0,1,2,3,4. Déle urcete
pi (k) a pX(k), uvazujeme-li pX!(0) =0, 7.

[pa(0) = 0,778801; py (1) = 0, 194700; py (2) = 0, 024338:
pr(3) = 0,002028; py(4) = 0,000127; pk (0) = 0;

pT (1) = 0,880203; p% (2) = 0, 110025; p& (3) = 0,009169;
pT(4) = 0,000573; p¥ (1) = 0, 264061; p* (2) = 0, 033008;
pM(3) = 0,002751; pM (4) = 0,000172]

11. Necht je N ndhodné veli¢ina z negativné binomického rozdéleni s para-

metry m = 2, 8 = 0,45. Naleznéte py (k), ph (k) a pN (k) s pX(0) = 0,5
pro k=0,1,2,3,4,5.

[pa(0) = 0,475624; py (1) = 0,295215; py (2) = 0, 137428;
pr(3) = 0,056867; py(4) = 0,022060; pr(5) = 0, 008215;
pT(0) = 0; pT (1) = 0,562983; pL (2) = 0, 262078;
pT(3) = 0, 108446; pX (4) = 0,042070; p% (5) = 0, 015667;
P (1) = 0,281492; p (2) = 0, 131039; p* (3) = 0, 054223;
pM(4) = 0,021035; p¥ (5) = 0,007834]

12. Uvazujme nahodnou veli¢cinu N z binomického rozdéleni s parametry
n==6av=0,25 Prok=0,1,2,3 urtete py(k),pL (k) a p¥(k), kde
pi (0) =0,3.
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[px(0) = 0,177979; px (1) = 0, 355958; pi(2) = 0, 296631
pn(3) = 0,131838; pT (0) = 0; pL (1) = 0, 433028;

p5(2) = 0,360857; p(3) = 0,160381; p (1) = 0, 303120;
pM(2) = 0,252600; p (3) = 0, 112267]

13. Mé&jme nahodnou veli¢inu N, jez se 1idi logaritmickym rozdélenim s pa-
rametrem v = 0,4. Naleznéte p% (k) a p¥(k), kde p¥ (0) = 0,55 pro
k=0,1,2,3,4.

[pA(0) = 0;p (1) = 0,654814; pi(2) = 0, 196444;
PR (3) = 0,078578: p% (4) = 0,035360; pi (1) = 0, 294666;
pM(2) = 0,088400; p¥ (3) = 0, 035360; pi (4) = 0,015912)

14. Naleznéte generuji funkci useknutého Poissonova a useknutého bino-

mického rozdéleni.

ers_ 1+v(s—1))"—(1—v)™
(Gh(s) = Sk G () = sy

15. Urcete vztahy pro vypocet stfedni hodnoty a rozptylu obou rozdéleni
z predchoziho prikladu.
et (e —A—1
|:ET(N) = )\ 1,Var (N) = W,

1—v v nv—v+1
Var? (N) = = )(1<(1 1)}) ()2 +>>}

E'(N) =

1— 111"’

16. Najdéte generujici funkcei, stfedni hodnotu i rozptyl ETNB rozdéleni.

T (g) = =Bl (L8 g\ m3
[GN(S) 81 (1+8)—m E (N) T 1-(1+B)—™
_ mB((48)=(148) " (1++mB))
Var(N) = =) }
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Kapitola 2
Diskrétni slozena rozdéleni

Tridu diskrétnich rozdéleni 1ze rozsitit o dalsi ¢leny procesem skladani dvou

libovolnych diskrétnich rozlozeni.

Definice 2.1. Necht N je diskrétni ndhodna veli¢ina s generujici funkei
Gn(s) a necht My, M,, ... jsou IIDEI (vzéjemné nezavislé, stejné rozdélené)
diskrétni ndhodné veli¢iny s generujici funkei G (s). Déle predpokladejme,
ze M; pro it = 1,2,... nezaviseji na N. Potom je generujici funkce slozené
nédhodné veli¢iny S = My, + My + --- 4+ My tvaru

Gs(s) = Gn(Gu(s)) pro s €R, (2.1)

kde G'x(s) predstavuje generujici funkei primarniho rozlozeni a Gy (s) gene-

rujici funkci sekundarniho rozlozeni.

V pojistné praxi udava ndhodné veli¢ina N pocet riznych skod, jez mohou
vzniknout v ramci jednoho portfolia a ndhodné proménné M;,: = 1,2,..., N,
predstavuji pocet uplatnénych pojistnych naroku z i-té vzniklé skody. Tudiz
nédhodna veli¢ina S udava celkovy pocet naroku uplatnénych v ramci daného

portfolia.

ID — Independent Identically Distibuted
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Pravdépodobnost, ze dojde pravé ke k£ pojistnym narokim na pojistném
kmeni lze vyjadrit

P(S:k;):iP(S:k]N:n)-P(N:n):

n=0

SN P(My Mt My = KN =) PN = n) = (22)

n=0

=> P(My+ My + -+ M, =k)- P(N =n).

n=0
Ozna¢me gg(n) = P(S = n), qu(n) = P(M = n) a pn(n) = P(N = n).
Potom muzeme ([2.2)) zapsat

gs(k) =Y _ @i (k) - pn(n), (2.3)

kde ¢37 (k) je n-nasobna konvoluce funkce ¢/ (k) pro k € Ny, jedné se o prav-
dépodobnost, ze soucet n IID nahodnych veli¢in s pravdépodobnostni funkci
qn (k) nabude hodnoty k.

Véta 2.2. (Panjerova rekurze) Je-li primdrni rozdéleni élenem tridy (a, b, 0),

pak plati rekurentni vztah

gs(k) =m2(a+%)wm-gs<k—j>, F=12,. (24)

Diikaz. Ze vztahu (|1.25)) plyne

b
pn(n) = (CH_E) ‘pn(n—1) pron=1,2,...

pn(n) =a-py(n— 1)+%-pN(n— 1)
n-py(n—1)+b-py(n—1)—a-py(n—1)+a-py(n—1)

a-(n—1)-py(n—1)+ (a+b)-pyln 1)

I
S

n-pn(n)
n-pn(n)
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Obé strany rovnice vynasobime (G (s))" " - G),(s) a secteme pres n
fjn o)+ (Gar()" ™" Gils) =
- f}n 1)l —1) - (Gar(s)" - Glls)+
Fa+ )Y pwln— 1)+ (Guls)"™ - Ghylo)

n=1

Jelikoz Gs(s) = 302 (Gar(s))" - py(n), mitzeme predchozi vztah piepsat

ZpN(n) : [(G’M(s))n}/ = aZn pv(n) - (Gar(s))" - Ghy(s)+
+(a+b)> py(n) - (Gu(s)" - Giy(s).
Tudiz

Gs(s) = aZn- (GM(S))n_l -Gy (8) - pa(n) - Gar(s)+
+(a+b)> pr(n)- (Gu(s)" - Ghyls) =
=a-Gy(s) - Gu(s) + (a+0) Gs(s) - Gy(s).

Kazdou stranu rovnice mizeme rozepsat do tvaru

k
kgs(k)- 8" =ad (k=j)-au(j) - gs(k = 5) - "+
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Porovname koeficienty u s*~! a dostaneme

kgs(k) =a) (k- ) - gs(k =) + (a +b) Z] qu(j —j) =
= ak - qu(0) - gs(k) + CLZ(k —J) - am () - 9s(k = j)+

+ (a+b) Z] au(j) - gs(k — j) =

= ak - qu(0) - gs(k) + aZ(k —J+7) - am(j) - gs(k —j)+

+bZJ e (J —J) =
= ak - qu(0) +aquM ~gs(k —J +bZJ qu(j) - 9s(k — )
7=1
Vidime, ze
k
k- gs(k) - (1—a-qum(0) Z cqu(5) - gs(k —j +Zyb qu(j) - gs(k — )
7j=1 j=1
] k
k)= — k—
g5(h) = 1= Z(+ 2 Jaut) - as(h - ).
[
Véta 2.3. Je-li primdrni rozdéleni clenem tridy (a,b, 1), potom
k ib . .
(1) = @+ 0) o] -aar () + 32 (a3 () - st =)
k) —
pro k=1,2,...
(2.5)

Diikaz. Analogie dikazu véty [2.2] |
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Vyse uvedené rekurentni formule v sobé nezahrnuji konvoluci, tim vyrazné
uleh¢uji naSe vypoc¢ty. Abychom je mohli pouzit, musime znat pocatec¢ni

hodnotu gs(0). Zptisob, jak gs(0) ziskat, je zminén v nasledujici vété.

Veéta 2.4. Pro kazZdé sloZené rozloZeni plati

QS(O) =Gy (QM(O)>7 (2-6)

kde Gn(s) je generujici funkce primdrniho rozloZeni a qp(0) je pravdépodob-
nost, Ze ndahodnd velicina M ze sekunddrniho rozloZeni nabude hodnoty 0, .
P(M =0).

Stredni hodnota a rozptyl

Ocekavani slozené nédhodné veli¢iny S = sz\il M; vypocitame ze znalosti
vlastnosti podminéné stiedni hodnoty| ndhodné veliciny S za podminky

N = n. Méme na paméti, ze M; pro ¢ = 1,2, ... nezaviseji na V.

E(S) = E[E(S|N)] = ) E(S|N =n)-P(N =n) =
:iE(M1+M2+---+MN|N:n)-P(N:n) =

n=0

:ZE(M)-n-P(N:n) =E(M) - E(N).

Podobné odvodime rozpty]ﬂ nahodné veli¢iny S

Var(S) = E[Var(S|N)] + Var[E(S|N)] =
= E(N - Var(M)) + Var(N - E(M)) = (2.8)

2

— E(N) - Var(M) + Var(N) - (E(M)).

2Necht X a Y jsou nahodné veli¢iny a necht existuje stfedni hodnota E(X), pak
E(X) = E[E(X|Y)].

3Nechf X a Y jsou ndhodné veli¢iny a necht existuje rozptyl Var(X), potom plati
Var(X) = E[Var(X|Y)] + Var[E(X|Y)].
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Moment generujici funkce

Analogickym postupem obdrzime moment generujici funkei veli¢iny S

Mg(t) = BE(e®) = E[E(e"|N)] ZE (eIN =n)- P(N =n) =

WE

E(et(M1+M2+"'+MN)|N — n) -P(N=n)=

i
=)

E(et(M1+M2+-"+Mn)) i p(N _ TL) —

M8

S
Il
o

hE

(Mu(8))" - P(N = n) = E([Mu(0)]V) =

3

I
/\g

eN~1n(MM(t))) — MN(ln[MM(t)])v t=>0.

2.1 Diskrétni slozené Poissonovo rozdéleni

Toto rozdéleni je povazovano za nejdulezitéjsi diskrétni slozené rozdéleni,
nebot préavé Poissonovo rozlozeni byva nejcastéji vyuzivano k popisu poctu

skod, které mohou byt pri¢inou vzniku pojistnych udalosti.

Definice 2.5. Necht maji IID nahodné veli¢iny M, Ms, ... spoleénou dis-
tribu¢ni funkcilﬂ Fy(k) a necht jsou nezavislé na N. Pak nédhodny soucet
S = 3N M; ma slozené Poissonovo rozdélen s parametry A a Fy(k),
znatime S ~ CPo(\, Fy(k)), jestlize se N ridi Poissonovym rozdélenfm
s parametrem A\ > 0, tedy

e n=0,1,2,...,

P(N =n) = nt? (2.10)
0, jinak.

4Nechf X je nahodné veli¢ina definovana na pravdépodob. prostoru (0, A4, P). Pak
funkci Fx(z) = P(X < ),z € R, nazyvame distribu¢ni funkci ndhodné veli¢iny X.
>Compound Poisson distribution
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Pravdépodobnost, Ze nedojde k zadné pojistné udélosti na pojistném

kmeni s primarnim Poissonovym rozlozenim, vyplyva z véty

gs5(0) = N1 (2.11)

a pravdépodobnost, ze v portfoliu nastane pravé k pojistnych udalosti, vy-
pocitame dle véty 2.2) kde a = 0 a b = X (viz tabulka [L.1]

gs(k) =

| >

ZJQM(])QS(k_]>7 k=1,2,... (212)

Piipomefime si, ze N ~ Po(\) ma Gy(s) = e~ a E(N) = Var(N) = .
Generujici funkce:

Gg(s) = MO 1o 5 € R, (2.13)

kde G(s) je generujici funkce sekundarniho rozdéleni.

Moment generujici funkce:

Mg(t) = MMu®O=1 " pro t >0, (2.14)

kde My(t) je moment generujici funkce sekundéarniho rozlozeni.

Stredni hodnota a rozptyl:
E(S)=E(M) -E(N) = \E(M), (2.15)

Var(S) = E(N) - Var(M) + Var(N) - (E(M))* =
— AVar(M) + A(E(M))® = A[Var(M) + (E(M))*] = (2.16)
= A[E(M?) = (E(M))" + (B(M))”] = AE(M?).

Véta 2.6. Necht Si,Ss,...,S, jsou vzdajemné nezdvislé ndhodné veliciny.
Dale necht S; mad sloZené Poissonovo rozdélens s parametrem \; pro primdrni

rozdélent a se sekunddrnim rozdélenim {q;(k) : k € No} pro j =1,2,...,n.
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Potom soucet S = S1+Sao+- - -+S,, md také sloZené Poissonovo rozdélent s pa-
rametrem A = A\i+Xo+- - -+, a sekunddrnim rozdélenim {qs(k) : k € Ny},
kde

M@ (k) + Aoga(k) + -+ Augn(k R~
161 (k) + dogo(k) +-- -+ Q():_.Z)\jqj

qs(k) = \

k), k=0,1,...
(2.17)
Diikaz. Necht G;(s) = > peqi(k) - s¥, j = 1,2,...,n, je generujici funkce

sekundarniho rozdéleni. Pak S; mé generujici funkci

GS' (5) — eAj'(Gj(s)_l).

J

Diky nezavislosti Sy, Ss, ..., .S, plati

n

5) = HGSJ-(S) _ HeAf(Gj(S)—l) — eXP{Z A (Gi(s) — 1)} =

_ exp{Z)\ Ner ZA } p{[;& : Gj(S)} - )\} -

:eXp{ ([g% }—1)}.

Ziskali jsme tak generujici funkci slozeného Poissonova rozlozeni s paramet-

rem A pro primérni rozdéleni a se sekundérnim rozdélenim, jez ma generujici
. 1 n . - . -, L

funkei ve tvaru 37 Aj - Gj(s). Z jednoznacnosti generujici funkee plyne

platnost vztahu (2.17)). [ |

Ptedchozi véta je zobecnénim véty a ma pro praxi dva dulezité dusledky
e Méjme n ruznych, vzajemné nezavislych portfolii, kde se celkovy pocet
naroku jednotlivych portfolii ¥idi slozenym Poissonovym rozlozenim.
Potom se celkovy pocet naroku vznikly kombinaci téchto n portfolii

bude také tidit slozenym Poissonovym rozlozenim.
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e Uvazujeme-li pojistné portfolio na dobu n let a predpokladéame-li, Ze
celkové pocty naroku jednotlivych let jsou si navzajem nezavislé a maji
slozené Poissonovo rozdéleni, pak celkovy pocet narokii vznikly za n let

bude mit také sloZzené Poissonovo rozdéleni.

Priklady diskrétnich slozenych Poissonovych rozdéleni

Negativné binomické rozdéleni

Jednim ze zpusobi, jak obdrzet negativné binomické rozdéleni je slozit pri-

méarni Poissonovo a sekundarni logaritmické rozdéleni.

Generujici funkce negativné binomického rozdéleni je dana ve tvaru

GNI(S)Z(%) , m>0,ﬁ>0,s€R.

Oveéime, ze generujici funkce slozeného rozlozeni Gg(s) = Gn(Gp(s)) pro
s € R, kde Gy(s) predstavuje generujici funkci Poissonova rozlozeni s para-
metrem A > 0 a G(s) generujici funkei logaritmického rozlozeni s parame-

trem 3 > 0, je totozna s generujici funkei negativné binomického rozlozeni.

In(1—-p8(s—1 -
Gs(s) = exp{/\<— (ln (fj_ 5) >)> } = exp{ln (1-B(s—1))- In (1 —/I\— 3)

—A

In (1+8) N
=<ﬂ@@n@—ﬁw—¢n}> = (1= B(s — 1)) =

Odsud vidime, ze pro m = m > 0 se Gni(s) = Gs(s).

Dale si spocitejme G (0)

In(1-p-(-1))

G0 =1 = — 1055

=0.

}:
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Nyni jsme jiz schopni odvodit gg(0)
gs(O) =Gy (GM(O)) = e)"(o_l) =e .

Ukazme, ze pro m = m je gs(0) je shodné s py(0), kde py(0) je pravdé-

podobnostni funkce negativné binomického rozdéleni.

O+m—1 '\ s\ .
- ) () o
—— —_———

=1 -
In (148)

A
gS(O) = ef)‘ = ef’\ In(1+8) = (exp{ln 1 + ﬁ)})_10(1+ﬁ) = (1 + 6)7m

Podle (2.12)) je zfejmé

A Bi
k = — - . ]{j — 7)) =
k .
A 57
= — k—37 k=12 ...
kZ::(Hﬁ)aln(Hﬁ) gstk =) prok=12
Dalsi rozdéleni
SloZené rozdéleni Poisson-binomické rozdéleni
Primarni rozdéleni Poissonovo rozdéleni
Sekundérni rozdéleni binomické rozdéleni
Parametry A>0;v€e(0,1),neN
gS(O) gS(O) — e)"((lfv)nfl)
gs(k) gs(k) =230 5 (Dol (1 —v)" - gs(k — j)
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SloZené rozdéleni

Neymanovo rozdéleni typu A

Primarni rozdéleni

Poissonovo rozdéleni (parametr \;)

Sekundarni rozdéleni

Poissonovo rozdéleni (parametr \y)

Parametry A >0 >0
QS(O) gS(O> _ eAl-(e—*zfl)
gs(k) gs(k) =252 570 - - gs(k —j)

SloZené rozdéleni

Poisson-ETNB rozdéleni

Priméarni rozdéleni

Poissonovo rozdéleni

Sekundarni rozdéleni

ETNB rozdéleni

Parametry A>0;v€ (0,1), resp. 8>0,m>—-1,m#0
95(0) 9s(0) = e

() (1) ,
g5 () gs(k) = 255 - R sk ),

Ak - (GEm=1)-(m+1)m B \J .
gs(k) =3 > ey - (reg)” - 9s(k — )

SloZzené rozdéleni

Rozdéleni Polya-Aeppli

Primarni rozdéleni

Poissonovo rozdéleni

Sekundarni rozdéleni

ETNB rozdéleni

Parametry A>0;v€(0,1), resp. 5>0,m=1
9s(0) 9s(0) =e™*
g9s(k) gs(k) = &2 Zlej (1 =wv)t - gs(k —j),

. =1 .
gs(k) = %Z?:lj ' (1&—5)] -gs(k —j)

Tabulka 2.1: Priklady diskrétnich slozenych Poissonovych rozdéleni

Zdroj: vlastni konstrukce na zakladé poznatki ziskanych z citov. literatury
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2.2 Diskrétni sloZzené geometrické rozdéleni

Definice 2.7. Necht maji IID nahodné veli¢iny M;, M,, ... distribu¢ni funkci

Fuy (k) a necht jsou nezéavislé na N. Potom fekneme, Ze nahodna veli¢ina

S = SN M; ma slozené geometrické rozloienﬁ s parametry v a Fy(k),

piseme S ~ CGe(v, Fu(k)), mé-li N geometrické rozlozeni s parametrem
€ (0,1), tj

n

n=0,1,...;6 >0,

P(N=n)={ R § O
0, jinak 0, jinak.
(2.18)
Pravdépodobnosti gs(0) a gs(k) [a =1l-v= %, b=0]|:
(0) = v B v
IS T T () - (1=v) ~ 1= qu(0) + v+ qu(0)’
. 1 - 1 (2.19)
95O = T @ =1) 1588 au(0)
] k
1—w k . .
=TT 00 0 > au(j) - gs(k = ).
= (2.20)
W=t S () ) aste ) =
gs 1_%‘(]]\4(0%:1 1+ 3 am\Jj) - gs J
1+,6’ ﬁ (0 ZqM (k—3j) pro k=1,2,...
Vime, 7ze N ~ Ge(v) ma Gn(s) = i = 1_5(15_1), E(N)=12=p

a Var(N) = 52 = 8(1 + ).

SCompound geometric distribution
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Generujici funkce:

T 1-8- (My(t)—1)

1—Gu(s) - (1—v)
1
5'(GM() ) pro s € R
T 1My (1—-v)
L prot > 0.

Stredni hodnota a rozptyl:

=B Var(M) + 8- (14 8) - (E(M))".

1—wv

(M) + =

L2

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)

Priklady diskrétnich slozenych geometrickych rozdéleni

Slozené rozdéleni

Geometrické-Poissonovo rozdéleni

Primérni rozdéleni

geometrické rozdéleni

Sekundérni rozdéleni

Poissonovo rozdéleni

Parametry € (0,1), resp. 5> 0; A >0
9s(0) 95(0) = ===

9s(0) = W
gs(k) gs(k) = (0T S J, - gs(k = j),

_ Be™*
1+8—Be— X

gs(k) = Yr A gs(k = j)
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SloZzené rozdéleni Geometrické-ETNB rozdéleni
Priméarni rozdéleni Geometrické rozdéleni (parametr vy, resp. (1)
Sekundarni rozdéleni ETNB rozdéleni (parametr vg, resp. (s)
Parametry vy € (0,1), resp. 1 > 0;

vy € (0,1), resp. By > 0,m > —1,m #0

9s(0) 9s(0) = v,

95(0) = 5

(1) (1—vz))

gs(k) gs(k) = (L—v1) Y5, e 9s(k =),
_ B N~k GEmeDe(mi)m (B :
gs(k) = v 35 iy () - 9s(k = J)

Tabulka 2.2: Priklady diskrétnich slozenych geometrickych rozdélent

Zdroj: vlastni konstrukce na zakladé poznatku ziskanych z citov. literatury

2.3 Dalsi diskrétni slozena rozdéleni

Podobné jako jsme odvodili slozené Poissonovo a slozené geometrické roz-
déleni odvodime i slozené binomické a sloZené negativné binomické

rozdéleni.

Necht IID nahodné veli¢iny My, M,, ... maji spoletnou distribu¢ni funkci
Fy(k) a necht nezaviseji na nahodné veli¢ing N ~ Bi(n,v). Pak ndhodny
soucet S = ZZ]\LI M; se 11di slozenym binomickym rozdéleni s parametry
neNve (0,1)a Fy(k), tj. S ~ CBi(n,v, Fp(k)).

Necht IID nahodné veli¢iny My, My, ... maji distribuéni funkei £/ (k) a necht
jsou nezavislé na N ~ NeBi(m,v). Pak velicina S = Y7~ M; ma slozené
negativné binomické rozdélenf)| s parametry m > 0,0 € (0,1) a Fy(k),
piseme S ~ CNeBi(m,v, Fy(k)).

"Compound binomial distribution
8Compound negative binomial distribution
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AImYeIoln] "A0YD Z yoAueysiz nyjeuzod 9peez eU 903NIISUOY ujse[a :[o1py7
TUS[QPZO 9YOIWIOUL( QUAIIRFOU QUOZO[S B 9YOIWIOUI( QUOZO[S €' ©q[NYR],

AAEVHVNQSITANEVE Q =

= [ (@) - 7+ (W)eep] - 7= - w = (5)rep 0)A) - 0w = (A -2 u = (9)ren
gvm.méngvm.% Sn@m (W)d-a-u=(9)d
AQ\@A&ZQ ﬂv Av
| () - sy LT =) -a+1) = s
AATESHG v A v
- (RRron) < (s [T =()"0) a+1) = ()50
(= )S6 - (£)1%D - is&v rry ek L — (y)sh
(6= y)SB - (0D by ! NA| = ()56 | (£ —4)S6- (£) @}”mﬁ = (4)5b
El-—w=(a-1)-(1—w=qFf =a—1=0 S +u) =g =
AQ\SV”SV.Q\ﬂv _ A v
(o) - (g)so A= (0)7D) -a—1) = (0)$6

0< g dser ‘(1°0) > a‘p < w

N2u(r0)2

TUS[QPZOI IB[OIWOUI] QUAIRSOU JUIZO[S

JUS[QPZOI 9YIIWIOUI] QUSZO[S
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2.4 Priklady

Priklad 2.1. Dokazte, ze v nule modifikované rozdéleni je slozené rozdéleni.

Regent:
Necht je primarnim rozdélenim Bernoulliho rozdéleni, jehoZ generujici funkce
je tvaru Gy(s) = 1 +v(s — 1). M&me libovolné sekundéarni rozdéleni s gene-

rujici funkei Gy (s). Potom je generujici funkce slozeného rozdéleni
Gs(s) = Gn(Gu(s)) =14+ v(Gu(s) — 1) =1 — v+ vGu(s).

Podle ([1.31)) je 1 — v 4+ vGp(s) generujici funkei v nule modifikovaného roz-

déleni pro

V nule modifikované rozdéleni ma pi%(0) libovolné zvolené na intervalu (0, 1)

a pp(0) uréené sekundarnim rozdélenim.

o)

Priklad 2.2. Vypoctéte pravdépodobnostni funkci Poisson-ETNB rozdéleni
v k=0,1,2,3. A\ = 3 je parametr Poissonova rozdéleni, m = —0,5;5 =1

jsou parametry ETNB rozdéleni.

Resent:

Sekundarni ETNB rozdéleni ma podle ptikladu [I.5]

gu(0) =0; qa(1) =0,853553; qum(2) =0,106694; ¢ (3) = 0,026674.
Podle (2.11): g5(0) = M@ (0=1) = ¢3(0-1) — ¢=3 = (), 049787. Plati

k
A . . :
gs(k) = EZ]'QM(]) cgs(k—17), k=1,2,...,
j=1
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3+ (1-qm(1) - gs(0)) = 0,127488;
9s(2) = 1,5+ (1-qu(1) - gs(1) +2- qm(2) - g5(0)) = 0,179163;
1-(1-qu(1) - 95(2) +2-qu(2) - gs(1) + 3 - qu(3) - g5(0)) = 0,184114.

fa)

Priklad 2.3. Pocet nehod za jeden rok ma Poissonovo rozdéleni s A = 3
a pocet vozidel poskozenych v jednotlivych nehodach ma binomické rozdé-
leni s parametry n = 6,v = % Jaka je pravdépodobnost, Ze celkovy pocet

poskozenych vozidel bude 27

Resent:
Z tabulky 2.1}

Odsud
95(0) = ¥((1=3)°-1) = 0, 0647809

gs(1) =3- <1~ <?> (%)1@)5 -gs(O)) = 0,051191;
9s(2) = g(l : ((j) G)l (;)5 cgs(1) +2- (g) <%)Q(§>4 - 95(0)) = 0, 048663.

Pravdépodobnost, Ze celkovy pocet poskozenych vozidel bude dva, je 4, 8663 %.

s

Priklad 2.4. Naleznéte generujici funkci Poisson-ETNB rozdéleni a ukazte,

ze mé tvar jako generujici funkce Poisson-negativné binomického rozdéleni.
Resent:
Podle piikladu 16 ze Cviceni kapitoly (1| vime, Ze je generujici funkce ETNB

rozdéleni
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I-pBs-D)™m-Q0+5™"

Culs) = 1= (1+p) ’

B>0,m>—1,m#0.

Generujici funkce Poisson-E'TNB rozdéleni pak bude tvaru

Gs(s) :exp{)\- ((1 —Bs=1) ™ —=(1+p)"™ _ 1)} _

1—(14p8)m
R e e I
e (S5 e (00 -0}
kde it = =57 > 0.

Obdrzeli jsme generujici funkci slozeného Poissonova rozdéleni se stiedni hod-
notou g pro primérni rozdéleni a s generujici funkei (1 — B(s — 1))_m pro
sekundarni rozdéleni. Vime, ze (1 —B(s— 1)) ~™ je generujici funkce negativné

binomického rozdélend)]

Piiklad 2.5. Naleznéte E(S) a Var(S) pro nasledujici slozena rozdéleni:
a) Poisson-binomické,

b) Poisson-ETNB.

Resent:
Pripomenme si, ze S, jez se ¥idi (diskrétnim) slozenym Poissonovym rozdé-

lenim, ma E(S) = AE(M) a Var(S) = AE(M?).
a)

E(S) = AE(M) B2 Ao,

MWViz
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2 /" d2 t n d t n—1, .t
E(M?) = My, (0) = @((1 +ve' —u)")|,_,= &(n(l +ve' —v)"wet) |, _ =
= (nve' - (1+ve' —v)" ' +nve' - (n—1)(1+ve' —v)" % ve')|_ =
= <m)et((1 +vet — )"t +wvel(n — 1)(1 + ve' — U)”_2)> ‘t:OZ
— <nv((1 +v— U)"_l +uo(n—-1)(1+v— U)”_2)> —
=nv(l+ (n—1)v).
Var(S) = AE(M?) = Anv(1+ (n — 1)v) = E(S) (1 + (n — 1)v).

b)

pF. 16; Cviceni kap/T] A mﬁ
L—(1+p8)™

& <(1 — e —1) " (14 mm)

E(S) = AE(M)

t=0

E(M?) = M},(0) =

de? 1—(1+8)™

d (mﬁet(l — B(et — 1))_m_1>

t=0

T dt 1—(1+p8)™
:(Wﬁ&“l—ﬁ@“—nqu%ﬁ%%l—ﬁ@t—nYMQUn+1ﬂ>

t=0

L—(1+p8)™
mB-[(L=B+8)"" +Bm+1)(1—B+8)""]

1—(1+p)™m
_ mB(1+pf(m+1))
1—(14pm™
mB(1+ B(m+1))
1—(1+p8)™

Var(S) = AE(M?) = \ - =E(S)(1+ B(m+1)).

#n

Priklad 2.6. Naleznéte vztah pro vypocet koeficientu Sikmosti ndhodného
N

souctu S = > M;, jez ma diskrétni slozené Poissonovo rozdéleni.
i=1
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Resent:

Zatneme tvahou o Mg(t):
Ms(t) = P(S = k)e'*,
k=0

MA(t) = i P(S = k)e'* - k.

Plati'| & In(Mg(t)) = Ms®) tedy

Mg (t)
, S P(S = k)etk - k
S in(as(0) = T i
d Ms(?) P(S = k)eth
k=0
Prot =0:

. S PS =k -k S P(S=Fk)-k
T In(Ms(1)| = h=0 = = = E(S).

S CE D i

=1

Analogickym zpusobem obdrzime druhy i t¥eti centralni moment

@ MY - Ms() = (Mg(1)" | [Mae) M50\
gz M(MsM)| = (Ms(t))® — [Ms(t) (MS(”) ] =3
SSPS=k) -k S P(S=k) -k 2
= _ [ =0 _
S P(S = k) ( S P(S = k) )

— E(S?) — (E(S))* = Var(5).

197 matematické analyzy vime, ze [ J;/((;")) dz =In|f(z)| + C.
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L - [(Mg'@) My (t) + MU(t) - My(t) — 2M5(t) - MU(H)) - (Ms(9)”
d#3 n S( )) _ - 4
t=0 (Ms(t))
(M) - Ms(e) — (M5(1)°) - 2M5(0) Mgu)] )
(Ms(t))* =0
A0 HORAG 2(Mg<t>)3] _
M (t) (Ms(1))” (Ms())” | lio
— B(S%) — 3E(SY)E(S) + 2(E(S))° = ((5 - E(S))3>.

Pro diskrétni slozené Poissonovo rozdéleni jdl1] Var(S) = AE(M?). Dale

d’ &m & anme-n) _ &
s (M) = @111(6 R )>_dt3(

d2 ! d " o "
=1 (MM, (1)) = &(AMM(t)) =AM} (t)

MMy (t) = 1)) =

aprot=20

3

% In(Ms(t))| = E((S - E(S))3) = g(0) B B,

t=0

Sikmost diskrétniho slozeného Poissonova rozdéleni vypocitame

V_E(( (5>)>7 AE(MP)  AB(M®)  E(M)

(Var(s))? N -

3
2

(AB(M2))? M- (B(M2)?  VA- (B(M2))
s

Priklad 2.7. Necht se n = 2 a S; ma slozené Poissonovo rozdéleni s \; = 2
a sekundarnim rozdélenim ¢;(1) = 0,2;¢1(2) = 0,7 a ¢1(3) = 0, 1. Necht S, je
nezavislé na S; a mé slozené Poissonovo rozdéleni s Ay = 3 a se sekundarnim
rozdélenim ¢2(1) = 0;¢2(2) = 0,25;¢2(3) = 0,60 a g2(4) = 0,15. Urcete
rozdéleni S = S; + Ss.

}?eb*em’:
iy, 1;
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Plati
12
qs(k) = XZAJ--qj(lf), k=1,2,3,4.
j=1
Odtud
1
as(1) = 7 - (2-0,2+3-0) = 0,08
1
as(2) = £ (2-0,7+3-0,25) = 0,43
1
1
as(4) = 7 - (2-043-0,15) = 0,00,

S mé slozené Poissonovo rozdéleni s A = 5 pro primérni rozdéleni a se sekun-

darnim rozdélenim gg(1) = 0, 08; ¢s(2) = 0,43; ¢s(3) = 0,40 a gs(4) = 0,009.
s)

Priklad 2.8. Necht maji nezavislé ndhodné veli¢iny N; negativné binomické

n
rozdéleni s parametry m; a 5; proi = 1,2,...,n. Uréete rozdéleni S = >  N;.
i=1

Resent:
Néhodné veliciny N; maji generujici funkei Gy,(s) = (1 — Bi(s — 1)),

n
nahodny soucet S = > N; bude mit timto generujici funkci
i=1

Gs(s) @H G, (s) = H(1 — Bils— 1))

Je-li B; = 8 pro vSechna i = 1,2,...,n, pak

Gsls) = (1— (s — 1)) mbmettm)

n
S se tedy Fidi negativné binomickym rozdélenim s parametry m = > m; a f3.
i=1

Nejsou-li vSechna ; shodna, pak dle prikladu na strané 35 plati

Gri(s) = (1= Bi(s — 1)) ™ = X(Gile)=D)
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kde \; =m; -In(1+ ;) a

By

In(1—Bi(s — 1))
Gule) =1~ n(lnuﬁ:@ Zq’ sa

Podle véty [2.60ma S = >"" | N; slozené Poissonovo rozdéleni s Poissonovym

parametrem A = > m; - In(1+ §;) a se sekundarnim rozdélenim

BRI 1 [~ i In(+8)-BF )
“ ) = (;k<1+@>k.1n<1+@.>> _

Z my; - In
i=1
1 = -\
: m,(l@ ), k=1,2,3,...
kS m;-In(1+ B) = +5i
1=1

#
Cviceni
1. Dokazte platnost vztahu (2.1)).
Népoveda: Z P(S=k)st =5 S P(S=k|N=n)-P(N =n)sk
k=0n=0

2. Dokazte vétu 2.3l
[Napovéda: Analogie dikazu véty 2.2 avSak s¢itdame od n = 2.

3. Dokazte vétu 2.4l
[Napoveda: P(S =) = m]

4. Presvédcte se, ze
a) E(S) =E(E(S|N)) a
b) Var(S) = E(Var(S|N)) + Var(E(S|N)).

[Népovéda: ps(k) = > psin(kln) - py(n);
n=0

E(S|N) = éok -psiv(k[n);
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Var(S|N) = E((S — E(S\N))Zuv)}

N
5. Uréete generujici funkei slozené nahodné veli¢iny S = > M;, kde 1ID
i=1
nahodné veli¢iny M; ~ Po()2) jsou nezavislé na N ~ Po(Ay).

[ekl(e/\z(sfl)—l)}

6. Naleznéte pravdépodobnostni funkci Poisson-v nule modifikovaného ETNB
rozdéleni v k = 0,1,2,3 pro A =7,5;m = —0,5; 3 = 1 a p}£(0) = 0, 6.

[95(0) = 0,049787; g5(1) = 0, 127487;
9s(2) = 0,179161; gs(3) = 0, 184112

7. Najdéte pravdépodobnostni funkci Poisson-ufiznutého logaritmického
rozdéleni v k =0,1,2,3,4 pro A=1,5a v =0,4.

l95(0) = 0,223130; gg(1) = 0, 219163; gs(2) = 0, 173382;
gs(3) = 0,126119; gg(4) = 0,087723)

8. Ukazte, ze slozenim priméarniho Poissonova rozdéleni a sekundarniho

logaritmického rozdéleni s pravdépodobnostni funkei gy (k) = —Sl_n 1()1)}];

vznikne negativné binomické rozdélent.

|Generujici funkce Poisson-logaritmického rozdéleni je shodna

s generujici funkci negativné binomického rozdéleni pro m = —lni‘y) ]

9. Necht se n = 3 aS; mé slozené Poissonovo rozdéleni s A\; = 2 a se sekun-
darnim rozdélenim ¢;(1) = 0,1;¢:(2) = 0,35;¢1(3) = 0,2;¢:(4) = 0,2
a ¢1(5) = 0,15. Necht Sy ma slozené Poissonovo rozdéleni s Ay = 1
a se sekundarnim rozdélenim ¢»(2) = 0,25;¢2(3) = 0,4;¢2(4) = 0,25
a g2(5) = 0,1. Dale necht ma veli¢ina S; slozené Poissonovo rozdé-
leni s A\3 = 3 a se sekundarnim rozdélenim ¢3(1) = 0,05; ¢3(2) = 0,2;
¢3(3) = 0,35;q3(4) = 0,15;¢3(5) = 0,15 a ¢3(6) = 0, 1. Najdéte roz-

déleni S = S; + S5 + 53, kde S, 55 a S3 jsou si navzidjem nezavislé



Kapitola 2. Diskrétni sloZend rozdelent 52

10.

11.

12.

13.

nédhodné veli¢iny.

[9s(1) = 0,058333; g5(2) = 0, 258333; gs(3) = 0, 308333;
gs(4) = 0,183333; gs(5) = 0, 141666; gs(6) = 0, 050000

Necht S; pro j = 1,2,...,n ma slozené¢ Poissonovo rozdéleni s Pois-
sonovym parametrem \; a sekundarnim rozdélenim s generujici funkei
Ga(s). Necht Sy, 5,,...,5, jsou vzajemné nezavislé nahodné veli¢iny

se stejnym sekundarnim rozdélenim. Uréete rozdéleni S =37, S;

(Ga(s)-1)- 30 A;
Gs(s)=¢ =

Urcete Var(S) a E(S) pro nasledujici slozena rozdéleni:
a) Neymanovo typu A,
b)
c) geometrické-Poissonovo,
d) geometrické-ETNB.

Polya-Aeppli,

2) E(S) = Mg, Var() = B(S)(1+ )
b) E(S) = A(1 + ), Var(S) = E(S)(1 + 28);
) E(S) = A =2 = A8, Var(S) = E(S)(1 + 2) = E(S) (1 + A1+ 3));

— 1 mﬁ — mp3
d) B(9) = T* - e = At s
_ (L) (1580 ™y 1) ms
Var(S) = E(S) - ( B B Fve et i e F m))
_ (L482) ~(L48) "™ (mBatBot]) | mBr(l451)
= B(S) - (e i) | o)) |

Urcete pravdépodobnostni funkci geometrického-useknutého Poissonova
rozdéleni v k =0,1,2,3, je-liv=0,35a AX=0,7.

[95(0) = 0,350000; gg(1) = 0, 203352;
gs(2) = 0, 189322; g5(3) = 0, 167956

Jaké rozdeéleni ziskdme, bude-li primarni i sekundarni rozdéleni geome-
trické?
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[Pro parametr sekundérniho rozdéleni 8, = p¥ (0) + pX (0)8 — 1

a parametr primarniho rozdéleni 8y = 2 Bﬁ 2 obdrzime v nule

modifikované geometrické rozdéleni s parametrem [ ]

14. Naleznéte pravdépodobnostni funkei slozeného rozdéleni v k = 0, 1, 2, 3, 4.
Primarnim rozdélenim je negativné binomické rozdéleni s v; = 0,6
a m = 1,5. Sekundarnim rozdélenim je binomické rozdéleni s vy, = 0,3

an=4.

[95(0) = 0,540758; gg(1) = 0, 147734; gs(2) = 0, 128606;
gs(3) = 0,077464; gs(4) = 0,044397]

15. Ukazte, ze generujici funkce binomického-geometrického rozdéleni (pa-
rametry n,v, ) je shodna s generujici funkci negativné binomického-

-geometrického rozdéleni (parametry m, 51, B2).

|[Obé generujici funkce jsou shodné pro

m=n; [ = ﬁ;@:ﬁ(l_vn

16. Naleznéte generujici funkci binomického-Bernoulliho rozdéleni, kde n, vy
jsou parametry binomického rozdéleni a vy je parametrem Bernoulliho

rozdéleni.
[GS(S) = (1 — v1Ua(s — 1))”]

17. Urcete E(5), Var(S) a Gg(s), kde S = ZMz, My, My, ..., My jsou

IID néhodné veli¢iny nezévislé na N. Prlmarnl rozdéleni je negativné

binomické a sekundarni Poissonovo.

T

v

= dmf + Nmp(1 + 3); Gs(s) = (W)m}
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Kapitola 3
Smési rozdéleni

Vétsinu rozdéleni zminénych v predchozi kapitole jsme schopni ziskat nejen
slozenim, ale téz smisenim, kde misicim rozdélenim rozumime rozdéleni jed-
noho nebo vice ndhodnych parametri.

Uvedme si pro predstavu pojisténi automobilt, v némz je kazdy fidi¢
zatazen do jedné z tarifnich skupinE] za Ucelem stanoveni vyse pojistného. Pii
klasifikaci bere pojistitel v potaz tarifni proménné jako jsou vék, zkuSenosti
s Fzenim, historie nehodovosti apod. Ridi¢i v ramci jedné tarifni tiidy si
nejsou uplné stejni (odlisné fidi¢ské schopnosti, rozdilné reakce na silnici,
jiné tsudky...) a riziko vzniku nehody u kazdého z nich neni stoprocentné
identické. K modelovani této heterogenity vyuzivame smési rozdélent.

Predpokladejme, ze tiroven rizika kazdého klienta lze charakterizovat ne-
zapornym rizikovym parametrem 6. Ten v sobé zahrnuje skryté faktory jed-
notlivych pojisténci, jez pojistovna neni s to pozorovat, a proto je pro nés
neznamy. 6 je realizaci nahodné veli¢iny ©, kterd muze byt bud spojité, nebo
diskrétni.

Pro kazdou tarifni t¥idu jsme schopni urcit rozdéleni, jez udava pravdeé-
podobnost jednotlivych hodnot 6 uvnitt dané tridy, tj. pravdépodobnostni
funkei, resp. hustotu pravdépodobnosti mg(f) ndhodné veli¢iny ©. Distri-
buéni funkce Fg(f) = P(© < #) ndhodné veli¢iny © udava pravdépodobnost,

Ze uroven rizika ndhodné vybraného klienta neptekroc¢i hodnotu 6.

!Tarifni skupiny definujeme jako homogenni skupiny pojistnych smluv, pro néz je
pojisténé riziko zhruba stejné.
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Parametrem 6 miize byt napiiklad stfedni hodnota Poissonova rozdé-
leni. V takovém piipadé je mirou rizika ocekdvany pocet pojistnych udéalosti
v pevné stanoveném casovém obdobi.

Necht G yje(s|6) znaci podminénou generujici funkei po¢tu udalosti, je-li
0 rizikovy parametr. Nepodminéné generujici funkce poctu udélosti je potom

déna vztahem

G(s) = [ Guials16) - 7o(6)0, xesp. Giv(s) = 3 Guosly) - 7).

(3.1)
obecné

Gn(s) = [ Galsip)Fa(6), (32)
integrujeme pies obor hodnot 6 (obvykle od 0 do c0).

Pravdépodobnost, ze nastane pravé k pojistnych udalosti lze zapsat ve tvaru
pn(k) = P(N = k) = E(P(N = k|© = 0)) = E(pnje (k).

Pro spojité © méame
px(0) = [ pwio(tle) - mo(6)d6 (33)
a pro diskrétni © dostaneme

pn(k) = mee(klej) - o (0)), (3.4)

kde pnje(k|0;) piedstavuje podminénou pravdépodobnostni funkci ndhodné

veli¢iny N za podminky © = 6;.
Obecné
pn (k) = /pN@(k:]G)dF@(G). (3.5)

Misici rozdéleni uréené distribuéni funkei Fg(#) mize byt jak diskrétniho,
tak spojitého typu. Je-li diskrétniho typu (O je diskrétni ndhodna veli¢ina),
pak obdrzime diskrétni smés rozdéleni. Je-li spojitého typu (© je spojita

nahodné veli¢ina), potom ziskédvame spojitou smés.
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3.1 Smeési Poissonovych rozdéleni

Poissonovo rozdéleni samo o sobé cCasto Spatné fituje data pozorovana na
pojistném kmeni kviili heterogenité. Oblibenym nastrojem pro modelovani
nehomogennich portfolii se proto v pojistné matematice stavaji smési Pois-
sonovych rozdéleni, jimiz se nyni budeme zabyvat.

Uvazujeme-li podminénou pravdépodobnostni funkci ndhodné veli¢iny N
vzhledem k © = 6 v nasledujicim tvaru

k
pN|®(k7|9) — e—AG X ()\:') 7

tj. poet nehod daného klienta ma Po(\d), pak z (3.5) snadno odvodime

nepodminénou pravdépodobnostni funkci smiseného Poissonova rozdéleni.

Definice 3.1. Diskrétni ndhodné velicina N se fidi smiSenym Poissono-
vym rozdélenimﬂ s parametrem A\ > 0 a misici distribuci Fg(6), znacime
N ~ MPo(\ Fo(0)), jestlize

py(k) = /e_)‘e- (’\]?de@(e), k=0,1,... (3.6)

A (intenzita nehodovosti) predstavuje pramérnou nehodovost jisté tarifni sku-
piny a 6 je rizikovy parametr konkrétniho klienta. gpatny fidi¢ miva 6 > 1,
pramérny fidi¢ = 1 a dobry fidi¢ § < 1.

Generugici funkce:

GN(S) _ /e)\G-(s—l)ng(e) — [e)v(s—l)]edF@(g) —

(3.7)
() = GoleH ) = Mo ).

kde Go(s) = E(s®) je generujici funkce misictho rozdéleni, Mg (t) = E(e'©)
je moment generujici funkce misiciho rozdéleni a A parametr méritka neboli

skalovaci parametr.

2Mixed Poisson distribution
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Parametr métitka neméni pravdépodobnostni rozdéleni po forméalni strance,
nedochazi tedy ke zméné tvaru rozdéleni. Pro jednoduchost se ¢asto voli
A= 1

Stredni hodnota a rozptyl:

E(N) = Gy (1) = A- Mp(A(s - 1))

= A M(0)=2-E(©),  (38)
Var(N) = G (1) + Gx(1) = (Gy (1) =

=X ME(Ns — )|+ Gy(1) = (G (1) =
=A% Me(0) + N>( )= (5.9
— X2-E(0%) 4+ A-E(0) — \?- (E(©))” =
= \-E(0) + - [E(©?) - (<»ﬂ
= A-E(0) + \* - Var(0).

Parametr rizika vybirame logicky tak, aby E(©) = 1.

Vsimnéme si, ze na rozdil od Poissonova rozdéleni s equidispersion mé
smiSené Poissonovo rozdéleni overdispersion (Var(N) > E(N)).

Pro kazdé smisené Poissonovo rozdéleni je misici rozdéleni uréeno jedno-
znacné, to znamena, ze dveé rizna misici rozdéleni nemohou vést ke stejné

smeési Poissonovych rozdélent.

Definice 3.2. Necht X je ndhodné veli¢ina definovana na pravdépodobnost-
nim prostoru (2,4, P). Pak funkce ¢ : R — C dana vztahem

px(s) = E(e**) = E(cos(sX) +i-sin(sX)), seR,i=+v-1, (3.10)

se nazyva charakteristicka funkce nahodné veli¢iny X[}

Charakteristickd funkce existuje pro kazdé pravdépodobnostni rozdéleni,
zatimco moment generujici funkci nelze pro néktera rozdéleni s tézkym chvos-
tem vypocitat. V nékterych pripadech je pro nas uzitecnéjsi znat generujici
funkci nez charakteristickou funkci. Nize uvedené lemma udavé vztah mezi

témito dvéma funkcemi.

3X zde oznacuje obecnou ndhodnou veli¢inu, tj. mize byt jak spojita, tak diskrétni.



Kapitola 3. Smési rozdeélent 58

Lemma 3.3. Ezistuje-li generujici funkce diskrétni ndhodné veliciny N, pak

platt
Gn(s) = pn(—i-1In(s)) a on(s) = Gn(e™). (3.11)

Definice 3.4. Rozdéleni ndhodné veli¢iny X je nekonecné délitelné, jestlize
pro v8echny hodnoty n = 1,2,... lze jeho charakteristickou funkci ¢x(s)

zapsat
px(s) = [als)]", (3.12)

kde ¢, (s) je charakteristickd funkce néjaké ndhodné veli¢iny.

Mezi nekone¢éné délitelné rozdéleni fadime normélni, Poissonovo, nega-
tivné binomické a gamma rozdéleni. Binomické rozdéleni jakozto rozdéleni

s kone¢nym nosi¢em nemuze byt logicky nekonecné délitelné.

Nésledujici véta Tiké, ze vybereme-li jakékoliv nekonecné délitelné misici
rozdéleni, pak 1ze odpovidajici smiSené Poissonovo rozdéleni zapsat jako slo-

zené Poissonovo rozdéleni.

Véta 3.5. Necht G(s) je generujici funkce smiSeného Poissonova rozdélent
s nekonecné délitelnym misicim rozdélenim. Pak G(s) je téZ generujici funkci
sloZeného Poissonova rozdéleni a lze ji vyjddrit ve tvaru G(s) = e’\(G*(S)_l),
kde G*(s) je generujici funkce sekunddrniho rozdéleni. PoZadujeme-li, aby

G*(0) = 0, potom G*(s) je urcena jednoznacné.

Diikaz. Dukaz lze nalézt v An Introduction to Probability Theory and Its
Applications. Volume I, Third edition — FELLER, William. New York: John
Wiley & Sons, Inc., 1968. |

Pozndmka. Je-li Gg(s) generujici funkce néjaké diskrétni ndhodné velic¢iny,
pak Gg (e’\(s_l)) je generujici funkce smiSseného Poissonova rozdéleni, coz je
zaroven generujici funkce slozeného rozdéleni se sekundarnim Poissonovym

rozdélenim.
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Piiklady smési Poissonovych rozdéleni

Negativné binomické rozdéleni

Negativné binomické rozdéleni je smisené Poissonovo rozdéleni s misicim

gamma rozdélenim.

Pripomenme si pravdépodobnostni funkci negativné binomického rozdéleni

(k+m-—1 1 \"/ 8\ B
pN’(k)—( L )(HB) (1+6),m>0,5>0,k_0,1,...

Ukazme, Ze je shodné s pravdépodobnostni funkci smiseného Poissonova roz-

déleni, kde misicim rozdélenim je gamma rozdéleni.

0 00 k
(k) = Eoxio(k16) = [~ pxie(klo)AFo) = [t FrdFo(o)

0 méti ocekavany pocet skod daného fidice a je pro pojistovnu neznamy.

Méjme tedy © ~ Gam/(a, B)EL pak

oo 91@ ea—lhe—% 1 00 )
= e L0 g L[ (i) grramigy
P (k) / T T M(Q).ﬁa/o e

1
subst.: 0 - (1-1-5) = zdf = .

3
1 o 6 k4o F(k-_|- ) 6 k+a

—z o— _ a i

_k!na)-ﬁa/o o 1<1+6> dzk!P(awa(Hﬁ) -

T(k+a) gk _(k+a—l> s\ 1 \°
k() (L+B)kE-(1+p)> k 1+8) \1+5

Zjevné pro m = « se py/(k) = pn (k).

4Spojita nahodna veli¢ina X ma gamma rozdéleni s parametry a > 0 a 3 > 0, zapisu-
jeme X ~ Gam(a, ), je-li jeji pravdépodobnostni hustota

fx(@)={ T@p > ©20
0, jinak.

I(a) = [;° 27 e ®dz je gamma funkce. Pro o € N plati I'(e0) = (o — 1)!
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Dalsi smési Poissonovych rozdéleni

Nézev smési rozdéleni Neymanovo rozdéleni typu A
Misici rozdélent Poissonovo rozdéleni
Nazev smési rozdéleni Poisson-inverzni Gaussovo rozdéleni
Misici rozdéleni inverzni Gaussovo rozdéleni
s parametry pw=1v>0
Nézev smési rozdéleni Poisson-log-normalni rozdéleni
Misici rozdéleni log-normalni rozdéleni

o 2
s parametry p=-—%,0">0

Tabulka 3.1: Priklady smési Poissonovych rozdéleni

Zdroj: vlastni konstrukce na zakladé poznatki ziskanych z citov. literatury

Hustota inverzniho Gaussova rozdéleni s parametry p > 0 a v > 0:

V=N

= - e 2zp x

fx(a)=q V> ’ ’ (3.13)
0, jinak.

Hustota log-normalniho rozdéleni s parametry 4 € R a 02 > 0:

_ (n(x)—p)?
L_.e7 27 | >0,

(3.14)
0, jinak.
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3.2 Priklady

Priklad 3.1. Urcete pravdépodobnostni funkci smiSeného binomického roz-

déleni s misicim beta rozdélenim.

Resend:
Definice 3.6. Spojita nahodna veli¢ina X mé beta rozdéleni s parametry

a, > 0, piseme X ~ Be(a, 3), jestlize je jeji pravdépodobnostni hustota ve

tvaru

z@ 1 (1—z)B-1

= ze€]|0,1],
fx(z) = ples) .

0, jinak,

1

kde B(a, 3) = [, 2*71(1 — )~ 'dx je beta funkce.

Vztah mezi gamma a beta funkei: B(a, §) =
V nasem prikladu © ~ Be(q, ()

['(a+ pB)
INCHINGE)

PN@<M9)=:<Z)0ku.—9yhk‘

79(9) = ’ 00&71(1 o 9)5717 aaﬁ > 076 € [07 1]7

Nepodminénou pravdépodobnostni funkei ziskime z py (k) = [ pyje(k|0)mo(6)d6:

= [ () B8 0

[ (s

_ ! . ((Oé + B) /1 9k+a71(1 _ 9)nfk+ﬁfld9 _
: 0

~
beta funkce

B T'(n+1) CET:N . -
T Tkt DT+ 1) T(am@) SHEFTan—k+p)=

__T+1) T(a+p) T(k+a) T(n—Fk+p) e o1o
T T k+ 1) D+ 1) T(a)-T(F) Tla+ft+n) ~ 7
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Toto rozdéleni je také znamé pod nézvy binomické-beta, negativné hyperge-

ometrické nebo Polya-Eggenbergerovo rozdéleni.
#o

Priklad 3.2. Necht méa N Poissonovo rozdéleni s parametrem A0, kde 6 je
realizaci ©. Necht © = aX,a > 0. Ukazte, 7ze rozdéleni smési nezavisi na
hodnoté .

Resent:

Nejdiive najdeme hustotu ndhodné veli¢iny ©

Fo(8) = P(© <0) = P(aX <0) :P(X < g) = Fx(e),

ol6) = S Fo(0) = P (g) = x <§) a

Pravdépodobnostni funkci ndhodné veli¢iny N ziskame

pai) = [0 Ol amo = [ OO0 Ly (DYoo -

Aax)k 1

/\k
TR

e gk gb L fy(x)da.

Vidime, Ze se A vyskytuje pouze v souc¢inu Aa. Pokud a neovliviiuje tvar

rozdéleni, pak rozdéleni smési nezavisi na .
#o

Piiklad 3.3. Ukazte, Ze smiSené Poissonovo rozdéleni s misicicm inverznim

Gaussovym rozdélenim je Poisson-ETNB rozdéleni s parametrem m = —%.

Resent:
O ~ IG(p,v), tedy hustotou misiciho rozdéleni je

1% _1/(97“)2 v 3 _ u62—2u9p+l/,u2
.e 2012 2. 2012 —

I
|
S

|
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7Z platnost f fo(6)do =

/ U 073 er e B TEd) =
0
1/2—-eZ/ 072 . 2 22df =1
T 0
/ 9_%-6_2%_2%2(19:
0

Moment generujici funkce nahodné veli¢iny O:

M@(H):E(et@):/ e fo de_/ 1/ -

0 2w

-e:/ eieW‘%dez,/i-eﬁ/ 072 e
0 2 0

x
-eu/ 03 -e_e'(m_t)_ﬁdﬁ ‘subst. v integralu: v = v,
0

v & _9. (”7* _t) _x 1 mezivyjpocet
= cen 02 - 2 2040 =

Njw

2p
o 0

oo 91/4< Vx

mezwypocet 1% 3 — 55 14 v

cen 02 2dh = en -
2 0 2
Vy mezwypocet v v
=expy — — — expy — — ———
/v

K fx H H v—2u3t

ol

[4

_r _ v
ce 20 2240

—0(v—2u2t)
2;1‘2

Al )

o 2, .
Vg Vy
2
v, — 2ut Vs
22 2
24 (v — 20°t) = 20V,
e = e

Ve — 212t

Tdg =
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22
a Tu?t
o | ———= —2225 TESP. fhx = [y | _2’utpr01/*_y
Proﬁz%@u:%:
M@(t):exp{%-(l— 1—212—22&)}:6}(10{—%-(\/1—72&—1)}.

Volime A = 1, Gy(s) = Mo (A(s—1)) se tak redukuje na Gy (s) = Mg(s—1):

Gnte) = op{ 4 (VIZZIE -1 - 1)},

coz je generujici funkce smiseného Poissonova rozdéleni s misicim inverznim
Gaussovym rozdélenim.
Generuji funkci slozeného Poissonova rozdéleni je tvaru Gg(s) = eM(Gam(s)=1),
Dosadime-li za
A= %(m 25— 1),
V1—=28(s—1)—+/1+20
GM(S) = s
1—V1+23

obdrzime

Gs() =ep{ 4 - (VIZ2IG -1 - 1) .

Gs(s) je shodné s Gy(s) a Gar(s) je generujici funkci ETNB rozdéleni.

Priklad 3.4. Ukazte, Ze normalni rozdéleni je nekonecné délitelné.

Resent:
Piipomenime si: Necht X ~ N(p,0?),p € R,0>>0a X =Y +Yo+---+Y,,

kde Y7,Y5,...,Y, jsou IID ndhodné veli¢iny. Ze znalosti vlastnosti souctu
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normélné rozdélenych nahodnych veli¢in vime, Ze Y; ~ N < ) pro
7=12....n

Pro vypocet charakteristické funkce nahodné veli¢iny X postupujme na-

sledujicim zpiisobem:

Meéjme U ~ N(0,1) s hustotou gy(u) = \/Lz? e u € R,
X ~ N(u,0?) s hustotou fx(z) = \/2;7 e %(Ia“)27 reR

X=p+oUeU=2t

Charakteristickou funkci standardizované nahodné veli¢iny U vypocitame:

. o 0 1 w2
soU<s>=E<ewU>= / Ooe”“-gu(U)du— / @ e du =

2 —2isu+(is)?)—(is)? )d

@

Zopakujme si vétu o charakteristické funkei transformované ndhodné veliéinyﬂ

Véta 3.7. Necht U je ndhodna veli¢ina, ¢y (s) jeji charakteristicka funkce
a a,b € R. Pak charakteristickd funkce transformované nahodné velic¢iny

X = a+bU je rovna @x(s) = e - ¢y (sh).

Charakteristickd funkce nahodné veli¢iny X ~ N(u, 0?) je timto

5202

px(s) =" pu(so) = et .em 2 =

Podivejme se nyni na charakteristickou funkci nahodné veliciny Y, 7 = 1,2,...,n

Oznac¢me ji py(s).

Y=L 4 /U eU="0

N

3\“’;

®Diikaz lze najit v [6].
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(py(S)ZQO%JrLU(S):eiSTH —=en - 2n —=en 2n

% e

g > iSp _0-252 is,u_o'252

. 520'2 is 0'252 n
Odtud vidime platnost px(s) = ((py(S))n: I — (eT“— n > )

Cviceni
1. Urcete pravdépodobnostni funkci smiseného negativné binomického roz-

déleni s misicim beta rozdélenim.

I'(k+m)-T'(a+8)-T'(a+m)-I'(k+8) _ .
Tkt 1)-T(m) T(@)-T(B) T(mtktats)’ k=0,1,2,..;

nazyva se zobecnéné Waringovo rozdéleni

2. Necht ma N Poissonovo rozdéleni s ndhodnym parametrem 6 > 0 (6 je
realizaci ©) a necht ma nadhodné veli¢iny © pravdépodobnostni hustotu
mo(f) = a*(a+1)"1(0+1)e . Urcete pravdépodobnostni funkei smési

rozdéleni.
a? k
[W (F(’f +1)+ FS«—IP)]

3. Dokazte pomoci generujici funkce, Ze smiSené Poissonovo rozdéleni s mi-

sicim gamma rozdélenim je negativné binomickeé.

[Napovéda: VyuZzijte vztah (3.7). Generujici funkce smigeného
rozdéleni (parametry A, a, ) se shoduje s generujici funkei negativné

binomického rozdéleni (parametry m, 8*) pro o = m, A = 5*.]
4. Dokazte lemma [3.3
[Népovéda: E(eN1()) = B(ei-il()N); B(eisV) = E((eis)N)}
5. Presvédcte se, ze gamma rozdéleni je nekonecné délitelné.

[Népovéda: Necht X ~ Gam(«, 8), 0, >0a X =Y+ Yo+ +7Y,,
kde Y;, Y3, ..., Y, jsou IID nahodné veliciny, pak Y; ~ Gam (2, 5).}
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Kapitola 4
Kolektivni model rizika

Riziko zpravidla predstavuje moznost vzniku nestastnych udalosti - finan¢ni
¢i majetkova ztrata, poskozeni zdravi, ztrata zivota atd. Pojistény za sjed-
nany ,financni uplatek” prenese sva rizika na pojistitele. Pojistitel podstu-
pujici tato rizika se vystavuje nebezpeci potencialniho nedostatku finanénich
prostiedki. Je tedy logické, ze bude usilovat o co nejpresnéjsi urceni celko-
vého pojistného plnéni vyplaceného na smlouvach daného pojistného kmend,
aby predesel pripadnym ztratdm. K modelovani celkové vyse skod za urcité
casové obdobi nam poslouzi jak individualni, tak kolektivni model rizika.
Mé&jme néahodnou veli¢inu S predstavujici thrn skod (celkovou skodu z po-

jistnych narok, celkové pojistné plnéni) za obdobi pevné zvolené délky T.

Definice 4.1. Necht pojistny kmen obsahuje pravé n smluv a necht X;,
kde i =1,2,...,n, udavaji vySe Skodnich naroku pfipadajicich na jednotlivé
pojistné smlouvy v uvazovaném obdobi. Pak pro thrn skod v individualnim

modelu rizika plati
S=> X (4.1)
i=1
Zde se predpoklada vzajemna nezéavislost nahodnych veli¢in X;.

Individualni model rizika pracuje s riziky prislusejicimi jednotlivym pojist-
nym smlouvam v portfoliu. Uplatiiuje se pfi stanoveni pojistného dle indivi-

duélniho skodntho pribéhu.

Pojistny kmen je soubor uzavienych pojistnych smluv podobného charakteru.
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Kolektivni model rizika predpoklada, ze pojistny kmen je rizikové do-
statecné homogenni, tzn. Ze vyse Skodnich naroki z jednotlivych pojistnych

udalosti lze povazovat za stejné rozdélené nahodné veliciny.

Definice 4.2. Necht diskrétni ndhodna veli¢ina N udava pocet naroku da-
ného portfolia v uvazovaném casovém obdobi. Dale necht spojité nahodné
veliciny X;,2 =1,2,..., N, reprezentuji vySe individualnich skodnich naroku
(nehledé na to, které smlouvé prisluseji). Potom je thrn $kod kolektivniho

modelu rizika vyjadren jako
S=>"Xi;, N=0,1,..., (4.2)

kde X; jsou IID nahodné veli¢iny nezavislé na N. Je-li N =0, paki S = 0.

Jsou-li splnény vSechny predpoklady predchozi definice, pak ma agregovana
skoda S' slozené rozdélenﬂ N je ndhodna veli¢ina primarniho rozlozeni a X;
mé sekundarni rozlozeni.

V pripadé, kdy jsou ndhodné veli¢iny X; nejen nezavislé, ale téz identicky
rozdélené, se individualni model rizika stava specialnim piipadem kolektiv-
niho modelu rizika, pro néjz plati, ze N ma degenerované rozdéleni se vSemi
pravdépodobnostmi soustfedénymi v N = n, tj. P(N =n) = 1.

Kolektivni model rizika je velmi flexibilni, nebot modeluje zvlast ¢etnost
pojistnych naroki, resp. pocet pojistnych udalosti N a zvlast vyse pojistnych
néaroki, resp. zavaznost jednotlivych pojistnych udalosti X;. Proto se na néj
v této kapitole zaméfime a podrobné ho prostudujeme.

Nagim cilem je najit pravdépodobni rozdéleni souc¢tu S a soucasné urcit
jeho zékladni charakteristiky. Diive, nez tak ucinime, se podivame na roz-
déleni vhodna pro modelovani poc¢tu pojistnych udalosti a vysSe pojistnych

naroku.

23 diskrétnimi slozenymi rozdélenimi jsme se seznamili v druhé kapitole.
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4.1 Rozdéleni poc¢tu pojistnych udalosti a vyse
pojistnych naroki

Modely poc¢tu pojistnych udalosti nastalych na pojistném kmeni za stano-
venou ¢asovou periodu vychézeji z rozdéleni ndhodné veli¢iny N. Diskrétni
rozdéleni vhodna pro modelovani N jsme jiz dikladné probrali v kapitole
Jak uz bylo feceno, pfi rozhodovani mezi témito pravdépodobnostnimi roz-
délenimi je velmi uzitecné znat vztah mezi stfedni hodnotou a rozptylem.
V pripadé, Ze rozptyl poctu pojistnych udélosti prevysuje stfedni hodnotu,
miizeme k modelovani vyuzit smési Poissonovych rozdéleni, jez jsou hlavnim
tématem podkapitoly 3.1}

Nyni zaméfime nasi pozornost na modely vyse pojistnych naroki, jez vy-
chazeji z rozdéleni nahodné veli¢iny X;,i = 1,2,..., N. Pfi volbé spojitého
pravdépodobnostniho rozdéleni méjme na paméti nezapornost a kladnou Sik-
most vyse 8kod, jez je typickd v fadé pojistnych odvétvi (vétsi ¢etnost skod
o malém rozsahu). Z obou uvedenych divodi mizeme vyloucit norméalni

rozdéleni.

Definice 4.3. Nahodna veli¢ina X definovana na (2, A, P) je absolutné spo-
jitého typu (je spojité), jestlize existuje nezaporna integrovatelna funkce f

takova, ze pro kazdou borelovskou mnozinu B € B plati

Py(B) = / fx(@)da. (4.3)

Funkci f nazyvame pravdépodobnostni hustotou nahodné veli¢iny X abso-

lutné spojitého typu.

4.1.1 Log-normalni rozdéleni

Log-normalni neboli logaritmicko-normalni rozdéleni je rozdélenim nahodné
veliciny X = eV, kde Y ~ N(u,0?). Nabyva pouze kladnych hodnot, pii-
cemz vyskyt stfedné velkych hodnot je nejpravdépodobnéjsi. Vyuzivame ho

k modelovani vyse skod v drazovém, havarijnim pojisténi atd.
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Definice 4.4. Spojitd ndhodna velicina X mé log-normalni rozdéleni s pa-
rametry p € R a 02 > 0, piSeme X ~ LN (u,0?), jestlize je jeji pravdépo-

dobnostni hustota

1o (ln(;);u)2 >0
fx(w) = § mover ’ ’ (4.4)
0, jinak.
Distribucni funkce:
p(Mess), 450,
FX (QZ) = 7 (45>

0, jinak,
kde ®(.) je distribuéni funkce standardizovaného normalniho rozdélenﬂ.

Necht Z = Y—;’i je standardizovana norméalné rozdélena ndhodna veli¢ina, tj.

Z ~ N(0,1), pak Y ~ N(u,0?) ma moment generujici funkci

My(t) — E(etY) ( (u+o2) ) E( tu etaZ) — et,u . E(etaZ) _
> 1

= e My(to) = e . oloz |
—0 2m

2
_Z
e 2dz =

L2
e 5-(z 2taz)dz

22 2oz = (2 —to)* — (to)*| =

e“.i/
V2T ) o

_ (z=to)” ta)
dz = e

(t 1 t252
_— et# -e 3 . ————-H/P + g .
V2T ) oo
A

J/

k-t obecny moment:

k202

E(X*) =E((e")*) = E(e") = My (k) = "2

(4.6)

Stredni hodnota a rozptyl:

E(X) = "%, (4.7)

=["_ fut)dt=[" wﬁe’gdt
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Var(X) = E(X?) — (B(X))? = et (w”f)z = oo (0 1), (4.8)

Sikmost:

- BIXZEW))) | BOX) =3 B() - BX) +2- (E(XO)”
(Var(X))* (Var(X))*
s A (i 1)2 : (e"% +2)

(e (e = 1))

(4.9)

= e"2—1-(e”2—|—2).

4.1.2 Exponenciilni rozdéleni

Exponencialni rozdéleni jakozto rozdéleni o jednom parametru ndm umozinuje
stanovit vySe pojistnych narokt nejjednodussim moznym zpusobem. Neni
vSak doporucovan k modelovani, nasvédcuji-li data tomu, Ze mohou nastat

znacné vysoké skody s relativné velkou pravdépodobnosti.

Definice 4.5. Spojita ndhodnéa veli¢ina X se ridi exponencidlnim rozdélenim
s parametrem A > 0, zapisujeme X ~ Fxp(\), ma-li pravdépodobnostni

hustotu ve tvaru
e ™M >0,

fx(z) = (4.10)
0, jinak.

Distribucni funkce:

Fx(z) = (4.11)

k-ty obecny moment:

[o.¢] o0 o0 )\
E(X") :/ 2 fx(x)dr = / 2 N Mdx = / ¥ (Az)* - e dg
0 0 0
k>—1 L'(k+1) ken k!
S
(4.12)

1 o0
‘Subst.: Ar = u; Adx = du‘ = V/ uFe tdu
0
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Stredni hodnota a rozptyl:

B(X) = % (4.13)
Var(X) = E(X?) — (E(X))’ = % _ % _ % (4.14)

Sikmost: . , ,
’leE((X_E(Xg)) ) _ F; :$:2 (4_15)

(Var(X))? (&) =

Koeficient sikmosti je vzdy roven 2, neméni se v zéavislosti na parametru \.

Pozndmka. Jestlize jsou X, X3, ..., X nezavislé nahodné veli¢iny se stej-
nym exponencialnim rozdélenim o parametru \ = %, potom nahodna veli¢ina

o o * . « .
X =375, Xj ma gamma rozdélen{ s parametry o a 3.

4.1.3 Gamma rozdéleni

Pro modelovani zavaznosti pojistnych udélosti je gamma rozdéleni oproti
exponencidlnimu flexibilnéjsi diky tomu, Ze tvar jeho hustoty zavisi na dvou
parametrech. Nicméné, stejné jako v pripadé exponencialniho rozdéleni, jim

nelze modelovat extrémni hodnoty.

Definice 4.6. Spojita nahodna veli¢ina X ma gamma rozdéleni s parametryﬁ

a>0ap >0, piseme X ~ Gam(a, ), je-li jeji pravdépodobnostni hustota

w8

a—1 .7

s le B,
fx(x) =g TP (4.16)

0, jinak,

kde I'(o) = [;7 27! - e "dx je gamma funkce.

Uvedme si nejcastéji pouzivané vlastnosti gamma funkce:
['a)=(a—1)! proa €N,
MNa+1)=a- -T'(a).

4Pro a = 1 ziskdme exponencialni rozdéleni s hustotou fx(x) = % e B, kde % =\
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Distribucni funkce:

oy V(@ g), ©>0,

Fx(z) e (4.17)
0, jinak,
kde y(a,z) = [ t*7' - e7'dt se nazyva netiplnd gamma funkce.
k-ty obecny moment:
o0 a—1 *% T 1
E(X* :/ xk-udx subst.: y = —;dy = =dx| =
W= @ TV T8
00 k (yﬁ)a_l eV 6k /oo kda—1 _ k>—a
g - — . d pr— - e yd pr
/0 (yB) T(a) p° Bdy T ), Y y
k>—a Bk ' F(k + Oé) keEN
=" /= . kK—1)-...-«a.
I(a) B (a+ ) o
(4.18)
Stredni hodnota a rozptyl:
E(X) = apf, (4.19)
Var(X) = B(X?) — (BE(X))® = B2 (a + Da — a2 = af*. (4.20)
Sikmost: .
E((X -E(X)))  2ap 2
= ) ;= (4.21)
(Var(X))? (ap?)? Vo

4.1.4 Paretovo rozdéleni

Paretovo rozdéleni pouzivame k popisu rozdéleni s odlehlymi extrémnimi

hodnotami skod, napf. v pozarnim pojisténi dievénych budov aj.

Definice 4.7. Spojitda ndhodné velicina X se fidi Paretovym rozdélenim
s parametry o > 0 a A > 0, zapisujeme X ~ Par(a,\), jestlize lze jeji
pravdépodobnostni hustotu psat ve tvaru

A
a*
A+1 ZL'>O{,

fx(@) =" o (4.22)
0, jinak.
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Distribucni funkce:

- (%)Au T 2 a,

1
Fx(o) - ..
0, jinak.

(4.23)

Paretovo rozdélent je rozdélenim nahodné veli¢iny X = ae¥’, kde ndhodna
velicina Y ~ Exp()\). Distribuéni funkee Y je Fy(y) = P(Y <y) =1—e .
Ovéime, ze distribuéni funkce X je skutené dana ve tvaru (4.23))

FX(ZE)

P(X <z) = P(ae” <z) = P(In(ee”) <In(z)) =
(In(a) +Y <In(z)) = P(Y < In(z) — In(a)) =

Y A
(v <m(5)) <=1 o] o ()
«Q T

k-ty obecny moment:

0 A 00
E(X") :/ ot 2 )\dx = o/\)\/ gF Ay =

P
P

[ © [y, (4.24)
= X =
k—=A o oo, jinak
Stredni hodnota a rozptyl:
2 A >,
E(X) = (4.25)
oo,  jinak,
2 212
Var(X) = B(X?) — (B(X) = 24 - oA
A—2 (A=1)2
a2 (4.26)
p— A 2-
G- (- PO

Ve srovnani s exponencialnim rozdélenim klesa hustota Paretova rozdéleni
k nule pomaleji pro x — oo. Jeho stredni hodnota je kone¢na jen pro A > 1

a jeho rozptyl je kone¢ny pouze pro A > 2.
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Sikmost:
203 A(A+1
_B(X-B(X)") _ oopaneg _ 20+1) A2
"= el 5= _3 hy pro A > 3.
(Var(X)) 2 <¢) 2
O-1)7(—2)
(4.27)

4.1.5 Weibullovo rozdé&leni

Definice 4.8. Spojita ndhodnéa veli¢ina X mé& Weibullovo rozdéleni s para-
metry 5 > 0 a d > 0, zapisujeme X ~ Wei(3,0), jestlize ma pravdépodob-

nostni hustotu

z\0
5.(%)6@_(?)
0, jinak.
Distribucni funkce:
1—e 3 , x>0,
Fx(x) = (4.29)
0, jinak.

Stredni hodnota a rozptyl:

E(X) =3 r(% + 1), (4.31)
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Sikmost:

B((X —E(x))’) - [PE+1) =830+ +1) +2[0 (3 +1)]]

T ve)E @01 - i+ 1)}2}3
; %

+1) -G+ YL+ +2CG+ )]

rE+1) - [P+

I(

S

(4.33)

4.2 Model agregovanych skod

Na zakladé nabytych védomosti o rozdéleni poc¢tu narokt a vysSe naroku si
nyni odvodime rozdéleni celkové skody z téchto pojistnych narok.
Pripomenme si, ze pokud jsou splnény vSechny pfedpoklady definice [4.2
pak ma S = vazl X;, kde N =0,1,..., slozené rozdéleni. Nazev slozeného
rozdéleni zavisi na tom, jakym rozdélenim se fidi ndhodna veli¢ina N, napft.

mé-li N Poissonovo rozdéleni, pak mé S slozené Poissonovo rozdéleni apod.

4.2.1 Distribuc¢ni, generujici, charakteristicka a moment

generujici funkce
Definice 4.9. Necht {X;}? , je posloupnost nezavislych a identicky rozdéle-
nych nahodnych veli¢in se spole¢nou distribuéni funkci Fx(z) = P(X < z).
Pak se distribu¢ni funkce F¥"(z) souctu X;+ Xo+- - -+ X, nazyva n-nasobné

konvoluce distribu¢ni funkce Fx(x):

F{'(z) =P(Xi+Xo+---+ X, <z) proz>0. (4.34)
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Néahodny soucet S = X7 + X5 + - - - + Xy méa distribu¢ni funkci

FS(:C):P(ng):iP(ng]N:n)-P(N:n):

n=0

=Y P(Xi+Xp+ -+ Xy<z[N=n) P(N=n)=
n=0

. (4.35)
=Y P(Xi+Xp+-+ X, <x)- P(N=n)=
n=0
=) F{'(z) pn(n),
n=0
kde F3"(x) je n-nasobné konvoluce Fx(x).
Plati
0, =<0,
F(z) = (4.36)
1, x>0,
E&@y_/ F (0 — y)dFy(y) prok —1,2,... (4.37)

Jestlize X : Q@ — [0,00) je spojita ndhodné veli¢ina s hustotou fx(x),
pak muzeme piepsat (4.37) na
Fﬁ@%{/fﬁ“Wx—w.m@m% k=23,..., (4.38)

0

pro k =1 se F(z) = Fx(z). Derivovanim obdrzime
Fa)= [ FE V- y) - fxp)dy, k=23 4.39
X(‘r) 0 fX (I y) fX(y) Y 7Dy ( : )

pro k=1 se fil(x) = fx(@).

Pravdépodobnostni hustotu thrnu skod S pro spojitou vysi individualniho

naroku vypocitame jako

fs(x) =) f¥(x) pu(n), «>0. (4.40)



Kapitola 4. Kolektivni model rizika 78

V praxi byva vySe naroku vyjadiena v penéznich jednotkach, v neza-
pornych celoc¢iselnych hodnotach. Tudiz, je-li X : Q — {0,1,...} diskrétni

nahodn4 veli¢ina s pravdépodobnostni funkei py(x), potom

Fif(a) =S F V@ —y) px(y), k=23, (4.41)
y=0

pE@) =S @ —y) px(y), k=23, (4.42)
y=0

Pro piipad, 7e k = 1 mame F3(x) = Fx(z) a pi(x) = px(x).

Pravdépodobnostni funkce ndhodné veli¢iny S pro diskrétni vysi individual-

niho naroku je dénaﬂ
ps(e) = P(S=2) =3 p@) pu(n), w=0,1,..,  (443)
n=0

kde p¥*(z) = P(X1+Xo+- - -+ X,, = x) je n-ta konvoluce pravdépodobnostni
funkce px(z) ndhodné veli¢iny X a
0, =#0,

X (z) = (4.44)
1, z=0.

Nésledujici véta zobecnuje vétu [2.6] - sekundéarni rozdéleni nemusi byt jen

diskrétniho, ale miize byt i spojitého typu.

Véta 4.10. Necht jsou Si,Ss,...,S, vzdjemné nezdvislé ndhodné veliciny
a S; mad sloZené Poissonovo rozdéleni s Poissonovym parametrem \; pro pri-
mdrni rozdéleni a s distribucni funkci F;(z),j = 1,2,...,n, pro sekunddrni
rozdéleni. Potom S = S1 + Ss + --- 4+ S, md sloZené Poissonovo rozdélent

s parametrem X = A\ + Ao + - - - + A, a distribucni funkci

Fo(e) = 3 L (o). (4.45)

5Je-li z = 0, pak ps(0) = pn(0).
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Diikaz. Necht M;(t) je moment generujici funkce sekundéarntho rozdéleni
s distribuéni funkci Fj(z) pro j = 1,2,...,n. Potom S;, jez se ¥idi sloze-

nym Poissonovym rozdélenim, mé dle (2.14)) moment generujici funkci

Mg,

(t) = E(e"%) = M- (M0-1)

J

Vzhledem k nezavislosti nahodnych veli¢in S; plati
Ms(t) E(etS) _ E(et-(51+32+...+sn)) — E(et5'1) . E(et52) . E(etSn) _

= ﬁE(etSj) — ﬁ Mg, (t) = ﬁeAj'(Mj(t)—l) —
, e

s A . o e
Ponévadz Z?:l 5L - M;(t) je moment generujici funkce rozdéleni s distribucni

funket Fs(z) = >0, ATJF}(.T), pak Mg(t) je moment generujici funkei sloze-
ného Poissonova rozdéleni. Dokazované tvrzeni tedy plyne z jednoznacnosti

vztahu mezi moment generujici funkei a rozdélenim pravdépodobnosti. W

Tato véta nam umoznuje nahradit soucet Skodnich uhrni n vzéjemné ne-
zéavislych soubori pojistnych smluv, z nichz kazdy je charakterizovan jinym
rozdélenim vysi narokl a jinym parametrem Poissonova rozdéleni poctu né-
rokl, jedinym sloZzenym Poissonovym rozdélenim se spole¢nou distribuéni
funkcei vysi pojistnych naroki.

Pokud je vyse individudlniho naroku diskrétniho typu, pak je i celkovy
pojistny narok S diskrétni. Za predpokladu, Ze jsou vySe individualnich né-
roki X7, Xs,..., X, (pro pevné n) nezavislé a stejné rozdélené a dale, Ze
nezaviseji na po¢tu naroka N, lze obdobné jako v kapitole 2] ziskat generujici

funkci celkového pojistného naroku
Gs(s) = Gn(Gx(s)). (4.46)

Uvazujeme-li ndhodnou veli¢inu NV, kterd ma sama o sobé slozené rozdéleni,
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tj. Gy (s) = G1(Ga(s)), potom
Gs(s) = Gy (GQ(GX(S))>. (4.47)

vs(s) = E(eiss) =Gy (goX(s)). (4.48)

Z (2.9) a (1.1)) je evidentni

Ms(t) = E([Mx(6)]Y) = Gn(Mx(t)). (4.49)

4.2.2 Ciselné charakteristiky

Ciselné charakteristiky kolektivniho rizika lze vyjadfit pomoci charakteristik
nédhodnych veli¢in primérniho a sekundarniho rozlozeni.
Stredni hodnotu a rozptyl nahodné veli¢iny S lze vypocitat pomoci vlast-

nosti podminéné stiedni hodnoty S za podminky N = n, jak jsme mohli vidét

v [2| kapitole. Muzeme je téz odvodit vyuzitim (4.49)), (1.3)) a (1.6):

E(S) = M§(0) = Gly (Mx (1)) - M (1)],_o= Gh(1) - Mi(0) = B(N) - E(X),
(4.50)
Var(S) = B(S?) — [B(S)]” = M4(0) — [E(S)]*=
— [Gh (Mx(6) - [ME ()] + Gy (Mx (1) - ME(B)] |,y [B(S)]* =
= Gl (1) - [MY(0)]” + Gy (1) - MY(0) — [E(V) - B(X)]* =
= E(N? — N) - [E(X)]” + E(V) - B(X?) — [E(N)]* - [E(X)]* =
B(N?) [E(X)F — B(N)[E(X)]” + B(N)E(X?) - [E(V)]’
= B(N) - {E(X?) = [E()]"} + [E(X)] - {E(WV?) = [E(V)]*} =
E(N) -Var(X) + [E(X)]” - Var(N).

G
2
+

=
=
>
=

(4.51)

Rozptyl celkového pojistného naroku je tvoren dvéma slozkami — prvni je
odvozena od rozptylu vyse individualniho naroku a druha odpovida rozptylu

poc¢tu néaroki.



Kapitola 4. Kolektivni model rizika 81

4.2.3 Aproximace rozdéleni Skodniho ihrnu

Nalezeni distribuc¢ni funkce, p¥ip. pravdépodobnostni hustoty nahodné veli-
¢iny S neni tak jednoduchy tkol, jak by se ndm mohlo na prvni pohled zdéat.
Vypocetni obtize zptsobuje pravé n-t4 konvoluce rozdéleni vyse individual-
nich skod.

Jednim ze zpiisobi, jak stanovit rozdéleni pravdépodobnosti kolektivniho
rizika a jak se soucasné vyhnout pfimému vypoctu Fg(x), je pouzit aproxi-
mace, jez spocivaji v priblizeni rozdéleni ndhodné veli¢iny S nékterym zna-
mym rozdélenim se shodnymi prvnimi dvéma ¢i tfemi momenty.

Vyhodou aproximace je jeji snadna aplikace. Neexistuje vSak nic, co by
nas utvrdilo v tom, Ze ndmi zvolené aproximacni rozdéleni je skutecné to
nejvhodnéjsi. Rizné aproximacéni rozdéleni totiz mohou vést k riznym vy-
sledktim, coz se projevi hlavné na pravém chvostu rozdéleni.

Sousttedime se na aproximaci normélnim, posunutym log-normélnim a gam-
ma rozdélenim. O Gram-Charlierové, Edgeworthové a Esscherové aproximaci

se miZzeme docist v [16].

Aproximace normalnim (Gaussovym) rozdélenim

Mé&jme E(S) = ug stiedni hodnotu a Var(S) = ¢% rozptyl kolektivntho rizika
S. Jelikoz S = szil X; je soucet IID nédhodnych veli¢in X;, jako uplné prvni
moznost se nam nabizi aproximace norméalnim rozdélenim podle centralni
limitni véty.

Priblizné vyjadreni distribu¢ni funkce nahodného souctu S je timto

P(ng)zp(s_”s<x_“5):¢<m>, (4.52)

os ~  Os os

kde ®(.) je distribu¢ni funkce standardizovaného normalniho rozdéleni.

Hustota normalniho rozdéleni je symetricka vzhledem k nulové Sikmosti
a jeji pravy konec konverguje k nule velmi rychle. Z ¢ehoz plyne, ze aproxi-
mace rozdéleni tthrnu skod norméalnim rozdélenim neni Gplné idealni. V praxi
se spiSe setkavame s kladné asymetrickymi rozdélenimi, jejichz prava strana

hustoty klesa k ose x pomaleji.
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Gaussovo rozdéleni ma tendenci podhodnocovat hodnoty P(S > z) pro
velka z, pojistovny ale musi pocitat s tim, ze by mohly nastat vysoké skody

s relativné vysokou pravdépodobnosti.

Aproximace gamma rozdélenim

Ozna¢me E(S) = pg, Var(S) = 0% a m&me kladnou sikmost v, , = —E(S;;‘S)S > 0.
S

Necht Y je ndhodna veli¢ina fidici se gamma rozdélenim Gam(a, 1), tj.

ya—l —y
= >0,y > 0.
fY(y) F(O./) y @ Y
Pak jsou jeji stfedni hodnota a rozptyl (z (4.19) a (4.20))):
E(Y) = a, 4.53
Var(Y) = a. (4.54)

Priblizime-li rozdéleni nahodné veli¢iny 2=£5 pe £ rozdélenim ndhodné veli¢iny
Y —E(Y _ - e .
) _ Y 2 obdrzime distribu¢ni funkci
\/Var(Y) o

a+v/a-z

P(S;S“S < z) = P(Y\/_aa < z) - ﬁ / v Lo Vdy.  (4.55)

Obé veli¢iny S;—Sf’“q a Y—\/_ao‘ maji nulovou stfedni hodnotu a jednotkovy rozptyl.

Nyni uréime parametr « tak, aby se shodovala i Sikmost. Musi platitﬁ

B —E(O)) B -0)) 2

(Var(Y))% N o} B ﬁ — e

(VI

Odsud

4
o= —.
s
\Y% 1} nahradime z vyrazem ”"—;S“—S a dostaneme aproximativni vyjadieni

distribuéni funkce S

6Sikmost ndhodné veli¢iny Y ~ Gam(a, 1) ziskame z (4.21)).
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) 1 ls 758 L
P(S<z)= / y'ls e Vdy (4.56)
o)
Mg 0

Aproximace posunutym log-normalnim rozdélenim

UvaZzujme nahodnou velicinu Y = a + eZ, kde Z ~ N(u,0?) a a € R. Jeji
rozptyl a stfedni hodnot\’] ziskame pomoci (.6)):

E(Y)=E(a+e?) =a+ T (4.57)
Var(Y) = Var(a + %) = E(e*?) — (E(ez))2 = 217’ (ef’2 —1). (4.58)

Sikmosti ndhodné veli¢iny Y odpovidé presné (4.9):

E((Y —E(Y))")
(Var(Y))?

=Ve —1- (e"2 +2). (4.59)

Parametr o posouvéa log-normalni rozdéleni po ose z, nema proto vliv na jeho
zeSikmeni a v se nevyskytuje.

Ptiblizeni rozdéleni agregované skody S posunutym log-norméalnim roz-
délenim realizujeme tak, ze nahradime rozdéleni ndhodné veli¢iny S_;g_s roz-

délenim nahodné veliciny Y s volbou parametrii o, p a o2 tak, aby platilo

E(Y) =0,
Var(Y) =1,
(0 B0
(Var(y))*

2
Prohlasme r = e7°.

"Necht X je ndhodna veli¢ina definovana na pravdépodobnostnim prostoru (£2, A, P)
s kone¢nymi druhymi momenty a necht a1, as € R. Pak E(a; + a2 X) = a1 + asE(X)
a Var(a; + a2 X) = a3Var(X).
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Z prvnich dvou podminek, (4.57)) a (4.58) mame

0=a++r-e

=r-(r—1)-e*

7 rovnic vyjadiime parametry «, o v zavislosti na r

= ln< ﬁ) : (4.60)

1

a=—r-et=— .
r—1

(4.61)

Parametr o uréime z tieti podminky a (4.59)), fesime

Vr_l'(r+2>:71s
(7’—1)'(7’+2)2—ny =0 (4.62)
7’3+3T2—4—va:0.

Tato rovnice je kubickou rovnici o jednom realném koreni a dvou komplexné

sdruzenych kotenech.

Véta 4.11. (Cardanovy vzorce) Kubicky polynom az®+bx* +cx+d =0,

kde a # 0, md TeSent

b
 SH+T b iW3-(S-T)
Tyy= o — gt (4.64)

kde S = \3/R+ R+ Q3T = {’/R— /R2+@Q® aR= 9abc—§lzzd—2b3;

__ 3ac—b?
Q - 9(12 .

Diikaz. Viz [3]. |
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Pokracujme v feseni kubické rovnice dle vyse uvedené véty

a=1b=3c=0,d=—4-1,

R —27-(—4—%3)—2-272 54 + 2777, :1+'ny
54 54 ’
—32
= — =]
Q 9 ;

w

2 2 2
S = 1+%+\/<1+%) —1,
) 2 2\ 2
T=y1+0 1y Ds)
\ 2 2

Z Cardanova vzorce (4.63]) dopocitame realny kofen

2 2\ 2 2 2\ 2
3 Y1 1 3 71 7
=414+ == 1+ =] -1 14+ == — 1+ =) —1-1.
T +2 —i—\/(-l- 2) + + 5 \/(+2>

(4.65)

o =+/In(r), (4.66)

Hledany parametr o je

kde r je dano (4.65]).
Ozna¢me Fy (y) distribu¢ni funkei standardizovaného log-norméalniho roz-

déleni s parametry a, i, 02, potom

Fy(y)=Plat+e? <y)=P(Z <In(y—a)) =
:p(Z—uéln@—a)—u) (4.67)

o g




Kapitola 4. Kolektivni model rizika 86

Dosazenim za « dle 1’ w1 dle 1} ar=e" ziskdme

/1 1
. [In<y+ e"2—1> —ln< —eUQ-(e02—1)>] =

1n(\/e7 (yv/e” — 1+ 1)) _
. %ln(eUQ) + §1n<y\/ﬁ+ 1) =
+ §1n<y\/e"2 -1+ 1).

In(y —a) —p

g

NIQ QA=A = Q=

Nahodné4 veli¢ina % ~ N(0,1), proto mizeme Fy (y) vyjadiit pomoci dis-

tribucénf funkce standardizovaného normalniho rozdéleni
1
Fy(y) = d)(% + — ln<y\/ e’ — 1+ 1)) (4.68)
o

Pro aproximaci rozdéleni celkové skody z pojistnych narokii S log-normalnim
rozdélenim je tfeba vypocitat parametr o z (4.66) a

P(S<a)y=F (P2F) —o( 24 Ii(TFS e 14 1)), (469)
(52 ) o5 o )

gs 2 gs

4.2.4 Panjerova rekurze

V roce 1981 Harry Panjer popsal rekurzivni metodu vypoctu pravdépodob-
nostni funkce thrnu 8kod S. Tim nam v porovnani s piimou kalkulaci pres
konvoluce vyrazné ulehéil praci.

Predpokladejme, zZe sekundérni rozdéleni, tj. rozdéleni vyse pojistnych na-
roki, px(x) je definované na mnoziné 0, 1,2, .. ., mﬁ reprezentujici celo¢iselné
nasobky né&jaké penézni jednotky. Dale predpokladejme, Ze primarni rozdé-
leni, totiz rozdéleni Cetnosti pojistnych naroka N, je ¢lenem tiidy (a,b, 1)

a ma pravdépodobnostni funkei py(k), tedy spliwje

pn(k) = <a+%) pn(k—1), k=2,3,...

8m predstavuje nejvyssi moznou platbu, miZe byt i nekoneéna.
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Potom plati nasledujici véta.

Véta 4.12. (Panjerova rekurze) Pro tridu rozdéleni (a,b,1) je ddna re-

kurentni formule
x/Am b
[p(1) = (a+0) - v (O)] -px(e) + X (a2 )px() -ps(z —)
y:
r) = )
ps(®) 1—a-px(0)
(4.70)
kde x =1,2,... a x Am oznacuje min(x, m).

Drikaz. Tato véta je identickéﬂ s vétou proto i jeji diikkaz bude identicky

s dikazem zminéné véty. ]

Véta 4.13. Pro tridu rozdéleni (a,b,0) obdrzime

xAm

> (a+%)px) ps(z —)

y:

= =1,2,.... 4.71

pS(x) 1—61]?)((0) y T ) 4y ( )
Diikaz. Dikaz je shodny s dikazem véty [

Pocéteéni hodnota rekurentnich vztaht je ps(0) = G (px(0)) pro px(0) > 0.

Pozndmka. V praxi ma rozdéleni vySe naroki px(0) = 0, tudiz jmenovatel

u i (4.71) je roven 1 a pgs(0) = Gy (0) = pn(0). Je-li rozdéleni poctu
nérokil samo o sobé slozené, to jest Gy(s) = G1(Ga(s)), pak lze rekurzi

pouzit vicekréat.

Pozndmka. V ptipadé, ze mé agregovana skoda S slozené Poissonovo rozdé-

leni, prejde rekurze do tvaru

xAm

ps) =23 wopx(y) ps(e—y), T=12..  (472)

s pocatecni hodnotou pg(0) = et Px(©)=1),

9Je ti¥eba pieznacit pravdépodobnostni funkce.
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Panjerova rekurze nam oproti konvolucim usnadnuje praci. Nelze ale na za-
kladé toho tvrdit, Ze je jeji aplikace vzdy prihodna. Rekurze za¢ina hodnotou
ps(0), ktera je velmi mala pro velky pojistny kmen. Na pocitacich byva za-
znamenavana jako 0, coz zapricinuje selhavani rekurze.

Rekurentni formule vyzaduje, aby kazda vypocitand hodnota byla pfesna,
ponévadz vlivem zaokrouhlovani mohou vznikat s kazdym krokem vétsi a vetsi
chyby. V bézném zivoté ale nejsme schopni tento pozadavek splnit, nebot
i nejdokonalejsi technika umi pocitat jen na ur¢ity pocet desetinnych mist.

Zaokrouhlovaci chyby se Sit1 a zvétsuji se s pribyvajicimi kroky, je-li ale-
sponi jeden z vyrazl v zfjn (a + %)px(y) - ps(z — y) zaporny. Jinymi slovy,
pokud je suma kladna, nye_blo prinejmensim nezaporné, pak je rekurentni vztah
pro vypocet stabilni. To plati v pripadé Poissonova a negativné-binomického
rozdéleni. Pro binomické rozdéleni se zapornym a, kladnym b a kladnou
funkci £, jejiz hodnoty nepievySuji 1, mohou v sumé vznikat zaporné vy-

x?
razy. S tim se ale v praxi mélokdy setkame.
Nasledujici véta uvadi Panjerovu rekurzi pro spojité rozdéleni vyse né-

roku.

Véta 4.14. Je-li rozdéleni poctu ndroki clenem tiidy (a, b, 1)E| a rozdeélent

vySe ndroki definovdano na [0, 00), potom

feto) = (1) fxe) + [ (a4 ) fxlo) - foto -y @7

Diikaz. Dukaz je zaloZen na znalostech vét a souvisejicich dusledcich uvede-
nych v Insurance Risk Models — PANJER, Harry H.; WILLMOT, Gordon.
Chicago: Society of Actuaries, 1992. |

Integralni rovnice ve formé (4.73)) se nazyva Volterrova integralni rovnice
druhého druhi] Abychom piedesli komplikovanym metodam jejiho Fesent,
budeme se déle vénovat diskretizaci spojitého rozdéleni zavaznosti pojistnych

udalosti.

9Rovnice plati i rozdéleni po¢tu naroki z t¥idy (a,b,0).
110 tom, jak ji numericky fefit, se do¢teme v The Numerical Treatment of Integral
Equations — BAKER, Christopher. Oxford: Clarendon Press, 1977.
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4.2.5 Diskretizace spojitého rozdéleni

Pravdépodobnostni rozdéleni vznikla diskretizaci nazyvame aritmeticka roz-
déleni, nebot jsou definovana na mnoziné {0, 1, ... }. Pti diskretizaci se sna-
zime o zachovani jak tvaru ptvodniho slozeného rozdéleni, tak i o zachovani

jeho globalnich veli¢in, jako jsou momenty.

Zaokrouhlovaci metoda

Necht X je spojita nahodné veli¢ina a Y jeji diskretizovana verze. Nasim tiko-
lem je nalézt pravdépodobnostni funkei py (j) = P(Y = jh),j =0,1,2,...,
pro pevné zvoleny krok h > 0 tak, aby byla py(j) rovna pravdépodobnosti,

jiz nabyva X na intervalu (jh — %; Jh+ %), v Te¢i matematiky

py(0) = P<X < g) = Fx (g) (4.74)

h h h h
py(j):P<jh—§§X<jh—l—§) :Fx<jh+§) —Fx(jh—§>, i=12...

(4.75)
Konci-li diskretizacni proces v bodé m, potom
h
py(m)=1—Fx mh—§ . (4.76)
Pravdépodobnosti py (j) jsou pro vSechna j = 0,1,... nezaporné. Jejich

soucet je roven 1.

Metoda shody lokdlnich momentt

Mgjme spojitou ndhodnou veli¢inu X, jez nabyva hodnot na intervalu [0, 0o).
Necht [h udava délku jeho libovolného podintervalu [z, Tgi1), jenz rozdé-

lime na [ dili o délce A > 0. Pravdépodobnost, kterou m& X na inter-

valu [z, Txy 1) nahradime pravdépodobnostmi m§, m¥ m5, ... m} v bodech
Tk, Tk + hy ... 2, + Lh = x4 tak, aby se prvnich [-momenti aritmetického

rozdéleni shodovalo s momenty ptuvodniho spojitého rozdéleni.
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Lokalné, tj. na intervalu [xy, 2x41), obdrzime systém [ + 1 rovnic

l xk—i-lh
Z(mk —|—jh)r-m§ = / z"dFx(xz), r=0,1,2,... 10 (4.77)
j=0 2

Za platnosti xg = 0 a 11 = x; + Lh, kde k € N, méa diskretizované rozdéleni

pravdépodobnostni funkci vyjadienou

p(20) = m} +mg, (2[ +1)=mi, ... p(3l —1) =m} |,
p() =l p(L+ 1) = mk, o p((k+ 1)~ 1) = b,
(4.78)

Sec¢tenim (4.77) pres vSechny hodnoty k € Ny se zachovaji momenty také

globalné (pro celé rozdéleni) a ) ,- Zé’:o mk = 1. Véta 415 nam poskytne

feSeni systému rovnic (4.77)).

Pozndmka. (Konstrukce Lagrangeova interpola¢niho polynomu)
Méjme n + 1 uzlovych bodu xg, 1, ..., z,, kde z; # x; pro ¢ # j, a jim od-
povidajici funkéni hodnoty f(zo), f(z1),. .., f(x,). Hledame polynom P,(x)

stupné nejvyse n takovy, ze

P,(z;) = f(xzj) proj=0,1,...,n. (4.79)
x)H zkonstruujeme pomoci fundamentalnich polynomi w;(x),j = 0,1,...,n,
stupné n spliujici
0, ©#7,
wj(z;) = o
1, 1=

12Pro n 4 1 dvojic (:cj,f(:rj)), kde j = 0,1,...,n a x; # x; pro ¢ # j, existuje pravé
jeden polynom P, (x), takovy Ze plati (4.79).
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Fundamentélni polynomy lze vyjadrit

wj(x) = H x—xi7 j=0,1,...n

itj Y ‘
0<i<n

Néami hledany polynom je ve tvaru

=Sy wio) =3 fy) [] "”""‘_ (4.80)

i]

0<i<n

a nazyva se Lagrangetv interpola¢ni polynom.

Véta 4.15. Resenim systému rovnic (4.77) je

zi+lh
— a1 —ih
mgz/ H%dlfx(@, i=0,1,...,1. (4.81)
*r 05%1

Diikaz. Aplikujeme (4.80) na polynom z" v uzlech xy,x) + h,...,xx + lh

a dostaneme

! .
o T —xp —th
$T:Z(aﬁk—|—]h) H ﬁ, r=0,1,2,...,10

Integrovanim na intervalu [xy, 41 1), resp. [, ) + Lh), ziskdme

zi+1h 1 zi+lh h
T — T
5 FO 5o Y
0<i<l

Porovnejme vyse uvedeny vztah s (4.77)):

Ik+lh l

/ 2"dFy(x) = Z(wk + jh)" - mb.
=0

Ty

Platnost véty je zifejma. ]
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Zaokrouhlovaci metoda a metoda shody prvniho lokdlniho momentu maji
podobnou chybovost. Zna¢né zlepSeni, tedy vétsi pfesnost, pozorujeme pro
[ = 2. Tato volba je obvykle postacujici, zvySovanim [ uz dochazi jen k ne-
patrnému zpfesnéni.

Vyhodou zaokrouhlovaci metody a metody shody lokalnich momenti pro
[ = 1 je nezapornost vyslednych pravdépodobnosti, kterou vsak nelze zarucit,
je-li l > 1.

Obé tyto metody odpovidaji kvalitativné numerickym metodam pouziva-

nym k Feseni Volterrovych integralnich rovnic (4.73)).

4.3 Priklady

Priklad 4.1. Urcete moment generujici funkci
a) gamma rozdéleni,

b) exponencialniho rozdéleni.

Resent:
a) X ~ Gam(a, ) ma hustotu fx(x) = %,LE > 0.
Mx(t) = B(e'X) = / R - / T e Gy
0 I'(a)Be I'(a)B* Jy
1 t<i
subst.: x(E — t) =z& T = 1?—2675;dx =1 —Bﬁtdz =7

t<_% 1 <7 Bz ail‘ s 15} B
Srl, (w)

1 © o (1
:F(a)(l—ﬁt)a/o e d’i_<1—m)'

Vv
gamma funkce

b) X ~ Exp()\) mé hustotu fx(z) = de ™% x > 0.

Mx(t) = E(e") = /0 e . Ne Mdx = )\/0 e ANy



Kapitola 4. Kolektivni model rizika 93

Piiklad 4.2. Modelujte pocet pojistnych narokt na jednu smlouvu béhem

jednoho roku. Kone¢né vysledky zaokrouhlete na dvé desetinna mista.

pocet pojistnych naroki k pocet pojistnych smluv
0 132936
1 15972
2 1034
3 52
4
5 a vice
Celkem 150000
Resendt3}
E(N) = - (1 24+2-1034 -52+4+4-6) =0,121467,
(N) 150000 (15972 + 0344+3-524+4-6) =0, 67,
Var(N) = (15972 +4-10344+9-524 16 -6 — 150000 - 0, 121467%) =
V) = o909 - oot ’ )
=0, 123060.

E(N) < Var(N), k modelovani se proto jevi jako nejvhodnéjsi negativné
binomické rozdéleni. Jelikoz se E(N) a Var(V) lisf jen nepatrné, k modelovani
vyuzijeme i Poissonovo rozdéleni.
a) negativné binomické rozdéleni:

0,121467 L) mi—v)

0,123060 722 mv)

130dhad st¥edni hodnoty: X = 1 3° X;.
i=1

Odhad rozptylu: §? = - S (X; - X)? = - > X2 - =

n—1 :
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0,121467 - v =m(1 — v)
0,123060 - v* = m(1 — v)
0,121467 - v = 0,123060 - v* & U = 0, 987055

= GRUOTT = 9 261847

Pro k=0,1,2,3,4,5 mame

P(N =0) = (OHg_l)aﬁ

= 0, 886320;

(1 =0)" =1-0,987055%51847 . 0, 012945° =

1 —1\
P(N=1)= ( Hf ) 0™ (1 —0) =9-0,987055%201847 . 0, 012945 =
=9
= 0,103261;

P(N = 2) = <2+7;1—1>

—_———
=45

= 0,006684;

d§>

(1 —0)% = 45-0,987055%201847 . (0, 0129452 =

b) Poissonovo rozdéleni:

-
A = 0,121467
Pro £k =0,1,2,3,4,5 obdrzime
- Xo
P(N=0)=e*. n= e O12H6T = () 885620,
S
P(N=1)=e¢"*. = e O1HGT () 121467 = 0, 107574;
5 A2 0, 1214672
P(N=2)=e¢*. o e OMHAOT DT 5 = 0,006533;
P(N = 3) = 0,000265;
P(N = 4) = 0,000008;
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Vysledky shrneme do tabulky

pocet pojistnych| pocet pocet smluv pocet smluv
naroku k smluv | modelovanych NeBi(m,v)|modelovanych Po(\)
0 132936 150000 - 0, 886320 = 150000 - 0, 885620 =
= 132948, 00 = 132843, 00
1 15972 15489, 15 16 136, 10
2 1034 1002, 60 979,95
3 52 47,55 39,75
4 1,80 1,20
5 a vice 0 0 0
Celkem 150 000 149489, 10 150000, 00
#

Priklad 4.3. Na zéakladé dat byla odhadnuta stfedni vyse skody na 1537 K¢
a rozptyl na 381764 K¢ ze 100 pojistnych narokiu. Odhadnéte rozdéleni vyse
skod log-normalnim rozdélenim. Pomoci tohoto odhadu vypoctéte pravdépo-

dobnost, ze vyse skody nepresdhne 4 800 K¢.

Resfem’:

E(X) = 1537 & on+%

Var(X) = 381764 & et (oo —1).
Odtud

2 0.2

In(1537) = + % & p=In(1537) - 7.
Tedy
381764 = 17" . (&7 — 1)

381764 = e2M(1BN-0"+o*  (o* _q)

B/LT64 | e
e21n(1537) Tl=e

m(M +1) _ o2

021n(1537)
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1 381764 _
1 e21n(1537) tl)=o

o = 0,387040

0, 387040
f=1n(1537) = ’T = 7,262688.
Pravdépodobnost spocitame

In(4800) — 7, 262688
0, 387040

P(X < 4800) = P(U < ) = B(3,135808) = ®(3,14) =

= 0,999160.

#n

Priklad 4.4. Urcete pravdépodobnostni a distribu¢ni funkci celkového po-
jistného néroku. Prvni tabulka uvadi pocet pojistnych udéalosti nastalych na
pojistném kmeni za stanovené ¢asové obdobi, véetné pravdépodobnosti jejich
vzniku. V druhé tabulce nalezneme vyse individuédlnich pojistnych naroku

s pravdépodobnostmi jejich uplatnéni.

pocet pojistnych | pravdépodobnosti
udalosti vySe naroki | pravdépodobnosti
0 0,1 1 0,5
1 0,3 2 0,4
2 0,4 3 0,1
3 0,2
Resent:

Jelikoz maji vyse individuédlnich pojistnych néroki diskrétni hodnoty, bu-
deme k vypoctu pouzivat ps(z) = > p¥(z) - py(n).

n=0
Ke kalkulaci k-té konvoluce pravdépodobnostni funkce px(z) ndhodné veli-

¢iny X vyuzijeme vztah pif(z) = 3 p}(k_l)(x —vy) - px(y), kde
y=0
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$(0) = px(0) - px(0) =0-0=0;
pX(1) = px (1) - px(0) + px (0) - px(1) = 0,5-0+0-0,5 = 0;
X (

“Px
2) - px(0) +px (1) - px(1) + px (0) - px(2) =
=0,4-04+0,5-0,5+0-0,4=0,25;
P¥(3) = pX (3) - px(0) +p¥ (2) - px (1) + px (1) - px(2) +pX (0) - px(3) =
=0,1-0+0,4-0,5+0,5-0,4+0-0,1=0,4;
atd.

Pro z > 6 je pi¢(z) = 0.

px(0) = p(0) - px(0) = 0;

pxX (1) = p¥(1) - px(0) +p¥(0) - px (1) = 0;

PX(2) = p(2) - px(0) + (1) - px (1) + p(0) - px(2) = 0;

P (3) = p¥(3) - px(0) +p¥(2) - px (1) + (1) - px(2) +p¥(0) - px(3) = 0,125;
atd.

Pro z > 9 je pi¢(z) = 0.

Nyni jsme jiz schopni spoc¢itat pravdépodobnostni funkci nahodné veli¢iny S

ps(0) = px(0) - pv(0) +px (0) - pn(1) + pX(0) - px(2) + pX(0) - v (3) = 0, 1;
ps(1) = px (1) - pv(0) +pX (1) - pn(1) + pX (1) - px(2) +pX (1) - Py (3) = 0, 15;
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Dle (4.35)) plati Fg(z) = > "  F¥'(x) - pn(n).

Fs(z) lze ziskat jednoduseji, a to z Fs(x) = > ps(t) pro Vo € R.

Fs(0) =ps(0) =0,1;

Fg(1) = ps(0) + ps(1) =

Fg(2) = ps(0) + ps(1) +

Fg(3) = ps(0) + ps(1) +
atd.

Sestavime vyslednou tabulku

t<x

—_— —~

2) = 0,47,
2) + ps(3) = 0,685,

v | pR) | pR(x) | pR(x) | pR(x) | ps) Fs()
0 1 0 0 0 0, 100000 | 0, 100000
1 0 | 0,500000 0 0 0, 150000 | 0, 250000
2 0 | 0,400000 | 0,250000 0 0,220000 | 0, 470000
3 0 | 0,100000 | 0,400000 | 0,125000 | 0,215000 | 0, 685000
1 0 0 0, 260000 | 0, 300000 | 0, 164000 | 0, 849000
5 0 0 0, 080000 | 0, 315000 | 0,095000 | 0,944000
6 0 0 0,010000 | 0, 184000 | 0,040800 | 0, 984800
7 0 0 0 0, 063000 | 0,012600 | 0,997400
8 0 0 0 0,012000 | 0,002400 | 0,999800
9 0 0 0 0,001000 | 0,000200 1
pn(n)| 0,1 0,3 0,4 0,2

#9

Priklad 4.5. Necht ma pocet pojistnych udalosti Poisson-ETNB rozdéleni

s parametry A\ = 2,3 = 3,mg = 0,2. Déle necht vySe individualnich po-

jistnych naroku 0,10 a 20 maji pravdépodobnosti uplatnéni 0,3;0,5 a 0, 2.

Urcete rozdéleni agregované skody S.
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Resent:

N ma generujict funkei Gy (s) = G1(Ga(s)), kde G1(s) je generujici funkce
Poissonova rozdéleni a Gs(s) je generujici funkce ETNB rozdéleni.

S ma podle generujic funkei Gg(s) = G1(G2(Gx(s))), coz muzeme
prepsat do tvaru Gs(s) = G1(Gs+(s)), kde Gg+(s) = G2(Gx(s)) je generujici

funkce slozeného ETNB rozdéleni.

Nejprve se zamérime na rozdéleni nahodné velic¢iny S*:
Vyse individudlnich pojistnych néarokd maji px(0) = 0,3;px(1) = 0,5;

px(2) =0,2. Z tabulky [1.2] a (L.37):

3 3
C=1737T 7 pn+(0) =0,
3 3 0,2-3
b= 2—1) —— = —— J(1) = ———— =(,469472.
(07 ) 1+3 57 PN () 4.(4072_1> 07 69 7

Rekurze sloZzeného ETNB rozdéleni za¢ina hodnotou: pg-(0) = Ga(px(0)) pro
px(0) > 0, v naSem piipadé je Gy(s) (viz priklad 16 ze Cviceni kapitoly :

(L-B-1) ™ -+

GQ(S) = 1 _ (1 + ﬂ)_mE
Cili
—0,2
1-3-(0,3—1)) "= (143)702
ps+(0) = ( ( . (1))+ 3>_0,2( ) = 0, 163690.

xAm

Dle (4.70)): ps«(z) = g—(l)- [0,469472 px(z)+ > (% _
y=1

S

2Jox)-ps (2=,

kde m = 2, vypocitame pravdépodobnosti pro z = 1, 2, 3,4, 5:

40 3
ps+(1) = 37 (0,469472 px(1) + = - px(1) 'ps*(0)> = 0, 318726;

20
(2) = 20 <0 469472 px(2) + — - px(1) - p- (1) + — - px (2) (0));
Ps~ =37 ) Px 20 Px Ps+ 20 Px Ps~ =
= 0,220024;

ps-(3) = 0,106861;
ps+(4) = 0,066917;
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ps+(5) = 0,041263 atd.
Nyni se podivame na rozdéleni ndhodné veli¢iny S
Gs(s) = G1(Gs(s)) = eNCs=()=1),
Podle (1.72) je ps(0) = eMPs+(0=1) = ¢2(0163690-1) = () 187755

aprox = 1,2,3,4,5 jsou vysledné pravdépodobnosti

ps(1) =2 (1-ps-(1) - ps(0)) = 0,119685;

ps(2) =1 (1-ps-(1) - ps(l) +2-ps-(2) - ps(0)) = 0,120768;
ps(3) = 0,100900;

ps(4) = 0,086964;

ps(5) = 0,072643  atd.

22

Piiklad 4.6. Predpokladejme, ze N ma geometrické rozdéleni a ze vyse
individualniho pojistného naroku méa exponencialni rozdéleni se stfedni hod-
notou 1. Ukazte, ze Mg(t) = v+ (1 —v) - -=.
Resent:

Stfedn{ hodnota exponencialntho rozdéleni: E(X) =+ =1 & A =1

Moment generujici funkce geometrického a exponenciélniho rozdélent:

My (t) = Gu(el) = —————
wt) = Cn(e) = gy
A o= 1
M t: =
=317 1
Plati Ms(t) = My (In(Mx(t))) pro t > 0.
v v
1—eG) . (1—p) 1=(1-v) {4
:U—U(l—v) = +u(l—v) ﬁzv—l—(l—v) v _
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) 1—1t )
- 1—v)- ) - 1—2v)-
S Gl e P el Gk

v—t
#1

Piiklad 4.7. P1i hospitalizaci maji nemocnic¢ni poplatky nésledujici charak-

teristiky
poplatky stfedni hodnota | smérodatné odchylka
nemocnic¢ni pokoj 1000 500
ostatni 500 300

Kovariance mezi poplatky za nemocni¢ni pokoj a ostatnimi poplatky je 100 000.
Dle pojistné smlouvy hradi pojistitel 100 % poplatkii za nemocni¢ni pokoj
a 80 % ostatnich poplatkii. Pocet hospitalizaci se Fidi Poissonovym rozdéle-
nim s parametrem A = 4. Urcete stfedni hodnotu a smérodatnou odchylku

celkového pojistného plnéni.

Resent:
E(N) = Var(N) = X = 4;
E(X) =1-1000+ 0,8 -500 = 1400;
Var(X) = Var(X;) + Var(Xs) + 2 - Cov(X;, X3) =
= 1%2.500% 40,8 - 300% +2 - 1-0.8 - 100 000 = 467 600.

Pro ndhodnou veli¢inu S tedy dostaneme
E(S)=E(N)-E(X)=4-1400 = 5600;
Var(S) = E(N) - Var(X) + (E(X))2 - Var(N) = 4 - 467600 + 1400* - 4 = 9710 400;
og = +/Var(S) = 3116, 151473.

&

Priklad 4.8. Pozorovana stfedni hodnota, resp. smérodatna odchylka, po¢tu
pojistnych naroku a vyse individualniho néroku je 6,7, resp. 2,3, a 179247,
resp. 52 141. Pouzitim log-normélniho rozdéleni jakozto aproximacni rozdé-
leni uréete pravdépodobnost, Ze celkovy pojistny narok prevysi 140 % ocekéa-

vaného pojistného plnéni.
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Resent:
Stfedni hodnotu a rozptyl S lze vypocitat pomoci vztaha (4.50)) a (4.51)):
E(S) = 6,7 179247 = 1200954, 9;
Var(S) = 6,7-52141% 4+ 179247% - 2,3% = 1,881802 - 10'".

Polozime E(S) rovno (4.7)): 1200954,9 = T o In(1200954,9) = p + %2
Platf Var(S) = E(5?)— (E(S))” < E(52) = Var(S)+ (E(S))’. E(S2) ziskime

porovnédnim s druhym obecnym momentem log-normalniho rozdéleni:

E(5%) = 1,881802 - 10" + 1200954, 9> = 1,630473 - 10'2 == ¢2+27°,

7, rovnic
2

In(1200954,9) = 1 + %

In(1,630473 - 10"2) = 2 + 202

vyjadifme p a 2. Vidime, Ze
2
4 = 1n(1200 954, 9) — %

Tudiz
In(1,630473 - 10"?) = 2 - In(1200 954, 9) — 0 + 20
52 = 0,122636

0, 122636

7i = In(1200 954, 9) — = 13,937310.

Pravdépodobnost, ze celkovy pojistny narok prevysi 140 % ocekavaného po-
jistného plnéni spocitdme
P(S > 1,4-E(S)) =P(5>1,4-1200954,9) =1 — P(S < 1681336,86) =
_1_ q)(ln(l 681336, 86) — ,u)
o
_ 14,3351 — 13,93731
V0, 122636

) =1— (1,135912) =
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=1—&(1,14) = 1 — 0,872860 = 0, 127140.
&

Priklad 4.9. Necht je celkovy pojistny nérok modelovan slozenym nega-
tivné binomickym rozdélenim s parametry m = 15 a = 5. VySe individual-
nich narokt je dana spojitym rovnomérnym rozdélenim na intervalu (0, 10).
Pouzitim normalniho rozdéleni jakozto aproximac¢ni rozdéleni urcete takové
pojistné, aby pravdépodobnost, Zze celkovy pojistny narok prevysi pojistné,
byla 0, 05.

ées%m’:
Pro negativné binomické rozdéleni mame:
E(N)=mp =15-5 =175,
Var(N) =mp(1+ 8) =15-5-6 = 450.

Hustota X ~ Rs(a,b): fx(x) = 7= pro x € (a,b),a < b. Odvodme si vztah
pro vypocet stfedni hodnoty a rozptylu nahodné veli¢iny X

b 27b 2 2
x 1 x 1 b —a a+b
E(X) = dr = N . _
(X) /Qb—ax b—a [2} b—a ( 2 ) 2
- 1 T[22 1 B —a®\  a®+ab+ b
BE(X?) = S P = = . =
(X% /ab—ax b—a [3} b—a ( 3 ) 3
24 ab+ b a2+ 2ab + b?
Var(X) = E(X?) — (B(X))* = “; et . LA
_ 4a® +4ab +4b* — 3a® — 6ab — 30> a® —2ab+ b (a—b)?
B 12 B 12 12

Cili E(X) =5 a Var(X) = 2.

Dale budeme potiebovat

E(S) = B(N) - E(X) =75-5 = 375,

Var(s) = E(N) - Var(X) + (E(X))? - Var(N) = 75 . % 425450 = 11875,

og = +/Var(S) = 25v19 = 108, 972474
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Pfipomeiime si, Ze pro a-kvantil x, obecného normalniho rozdéleni N (p, o)
plati F'(zo) = a & @) = a & 8 = y,, kde u, je a-kvantil
standardizovaného normalniho rozdéleni.

V naSem pripadé

P(S S ZEO’95) = 0,95
@(M) =0,95

og
.730795 — E(S)

= U0,95,
os

tj. 20,95 = 108,972474 - ug 95 + 375 = 108,972474 - 1,645 4 375 = 554, 259720.
Nami hledané pojistné musi byt alespon ve vysi 554, 259720.

fa)

Priklad 4.10. Pravdépodobnostni hustota celkového pojistného néaroku je

dana ve tvaru fs(z) = 3274 2 > 1. Bezpe¢nostni piirazka § a parametr \ jsou
zvoleny tak, aby P(S < (14 6)-E(S)) = P(S < E(S) + A/Var(5)) =0,9.
Vypoctéte A a 6.

Resent:

[e'¢) . o] . 1'72 o) 3
E(S) = r-3z7 e =3[ 2z%dz=3- - =%

1 1

00 ) —1700
E(S?%) = / 23z dr = 3/ x2dr=3- {_xT} —3
1 1

K nalezeni 6, poc¢itejme

3 3.(140) 3-(1+9)
O,9:P(S§(1+9)'§)=/ 3x_4dx:3/ e =
1 1

o,1:<g-(1+e))3

80
= 1+430+36>+6°
57 = 1430+36° +
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80 = 27 + 816 + 8162 + 2763
0 = 276% + 816% + 810 — 53.

Pomoci Cardanovych vzorcii ziskdme realny kofen kubické rovnice:

3.27-81 — 812
@= 9.272 =9,
R_9-27-812—273-(—53)—2-813_4_0
n 54 - 273 27
5| 40 40\ 2
B B 3= 1,4362
S > T (27) +0 36290,
40 40
T = 3 _
= (27) 000
Realnym kotenem je 0 =S + T — —1 436290 + 0 — 1 = 0,436290.

Postupujeme analogicky pfti hledanl A

3 3 WG ST )
O,9=P<S§—+)\ —>:/ 3xdxz3/ z *dx =
Ve 3 3\’
= |—2? =1—(=+M\/-
[“; ]1 (2+ 4>

3 3\
1=(240/2
0 (2+ @

2T 2TV 27\/_ 2Tye 3\/§A3
80 80 T80 80
3 27 53
0= \/— 34 2T\ | 2TV3 \/— —
AR 80 80

0 = 3v3A3 2702 + 273\ — 53

7 Cardanovych vzorci:

Q = 0; R =7,698004; S = 2,487727; T =0.

Tedy \ = 2,487727 + f =0, 755676.
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Priklad 4.11. Necht m& X exponencialni rozdéleni s pravdépodobnostni
hustotou fx(z) = 0,1-e"%'*. Pro h = 2 diskretizujte toto rozdéleni zaokrouh-

lovaci metodou i metodou shody lokalnich momentt pro j = 0,1,2,...,5.

Resent:

zaokrouhlovaci metoda

Necht Y je diskretizovana verze X, pro h = 2 hledame pravdépodobnostni
funkei py (j) = P(Y =25),7=0,1,2,...

7 [@74) a [75): py(0) = Fy(1) =1 — e %11 = 0,095163;
py(5) = Fx(2j +1) = Fx(2j — 1) = e %1710 — o013+,

metoda shody lokdlnich momenti
Pro shodu prvniho lokalntho momentu je [ =1 a z, = 2k.

Kli¢ové rovnice:

2k+2 — 9k —9 2k+2 — 9k —9
mg :/ w—de({L’) = / .T— . O, 1. 6_0’1md$ =
2 2

. (0—-1)-2 i 9
1 [k
=10 (—g + (k+ 1)> ce 01Ty =
2%k
1 [k L1 22
=— — re M dy 4+ k1 e %1Zdy
20 Jop 10 /o
‘per partes: v =e PP o u=—-10e v =v v =1| =
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_ % [ (2k + 2) - e 012+ _ o e—071~2k} _5. [6—0,1(2k+2) _ o012k
Tk [e 1(2k+2) e—0,1~2k] — G 0L@kt2) 4 5012k
7 (4.78))
p(0) = mJ = 5e 1% — 4e® = 0,093654;
p(j) = m{_l + mﬁ = —6e 02 4 5e0L(2-2) 4 5a01(2+2) _ 4o=01-2) —

— 5001 (2-2) _ 10g=01% 4 5=01(2j+2)

Pro srovnani zaznamename do tabulky prvnich 6 hodnot pravdépodobnosti

j | zaokrouhlovaci metoda | metoda shody lokadlnich momentt
0 0,095163 0,093654
1 0,164019 0,164293
2 0, 134288 0,134511
3 0, 109945 0,110129
4 0,090016 0,090166
5 0,073699 0,073821
#
Cviceni

1. Modelujte pocet skod na jednu smlouvu béhem jednoho roku. Konecné

vysledky zaokrouhlete na dvé desetinna mista.

pocet skod k pocet pojistnych smluv
0 9048
1 905
2 45
3 2
4 a vice 0
Celkem 10000




Kapitola 4. Kolektivni model rizika 108

Vysledek:
pocet skod & | pocet pojistnych | pocet pojistnych smluv
smluv modelovanych Po(\)

0 9048 9047, 47
1 905 905, 65
2 45 45,33
3 2 1,51

4 a vice 0 0,04

Celkem 10000 10000, 00

2. Na zékladé dat byla odhadnuta stfedni vySe naroku na 2 364 K¢ a roz-
ptyl na 291 423 K¢ za 100 pojistnych naroki. Odhadnéte rozdéleni vyse
naroku pomoci log-normalniho rozdéleni. Na zakladé tohoto odhadu

spocitejte pravdépodobnost, ze vyse naroku presdhne 2 600 K¢.
[0 =0,225461; @ = 7,742694; P(X > 2600) = 1—®(0,53) = 0, 298060]

3. Ukazte, ze soucet n nezavislych ndhodnych veli¢in Xy, X, ..., X, s gam-

ma rozdélenim o stejném parametru S mé opét gamma rozdéleni.

n
Y:X1+X2+---+Xn~Gam< aj,ﬁ)}

j=1
4. Predpokladejme, ze S mé slozené Poissonovo rozdéleni s parametrem
A = 0,7 a ze maximalni pocet naroku je 4. Mé&jme vyse individualnich

pojistnych néarokiu dané tabulkou

vyse naroki | pravdépodobnosti

1 0,425
2 0,375
3 0,200

Vypoctéte ps(x) a Fg(x) na sedm desetinnych mist.

Vysledek:
pn(0) = 0,4965853; py (1) = 0,3476097; pn(2) = 0,1216634;
pn(3) = 0,0283881; pn(4) = 0,0049679
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x 0 1 2 3 4
ps(z) | 0,4965853 | 0,1477341 | 0,1523291 | 0,1104814 | 0,0437223
Fs(z) | 0,4965853 | 0,6443194 | 0,7966485 | 0,9071299 | 0,9508522
x 5 6 7 8 9
ps(x) | 0,0269880 | 0,0128550 | 0,0050960 | 0,0023036 | 0,0008167
Fs(z) | 0.9778402 | 0,9906952 | 0,9957912 | 0,9980949 | 0,9989116
x 10 11 12 - -
ps(x) | 0,0002352 | 0,0000596 | 0,0000079 - -
Fs(z) | 0,9991468 | 0,9992065 | 0,9992144 - -

5. Necht méa pocet pojistnych udalosti Poisson-geometrické rozdéleni s pa-
rametry A\ = 1,5; 5 = 2 a necht jsou vySe individualnich pojistnych
naroku 0, 1,2, 3 uplatnény s pravdépodobnostmi 0, 25;0,4;0,2 a 0, 15.

Uréete rozdéleni celkového pojistného naroku (prvnich 5 hodnot).

[ps(0) = 0,406570; ps(1) = 0,078061; ps(2) = 0, 071504,
ps(3) = 0,075016; ps(4) = 0,057721]

6. Mé&jme
pocet pojistnych | pravdépodobnosti
udélosti — o
vyse ravdépodobnosti
0 0,25 ,y . P P
néaroku
1 0,40
1 0,55
2 0,15
2 0,35
3 0,10
3 0,10
4 0,08
5 0,02

Urcete pravdépodobnostni a distribu¢ni funkci celkového pojistného
naroku. Dale vypocitejte E(S) a Var(S). V8e zaokrouhlete na sedm

desetinnych mist.

Vysledek:
E(S) = 2,2010000; Var(S) = 3,8167740
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T 0 1 2 3 4 )
ps(z) | 0,2500000 | 0,2200000 | 0,1853750 | 0,1143875 | 0,0739580 | 0,0594281
Fs(z) | 0,2500000 | 0,4700000 | 0,6553750 | 0,7697625 | 0,8437205 | 0,9031486

T 6 7 8 9 10 11
ps(z) | 0,0436512 | 0,0280263 | 0,0150937 | 0,0067015 | 0,0024475 | 0,0007268
Fs(x) | 0,9467998 | 0,9748260 | 0,9899197 | 0,9966212 | 0,9990687 | 0,9997956

T 12 13 14 15 - -
ps(x) | 0,0001708 | 0,0000300 | 0,0000035 | 0,0000002 - -
Fs(x) | 0,9999663 | 0,9999963 | 0,9999998 1 - -

7. Necht nahodné veli¢ina S; ma slozené Poissonovo rozdéleni s para-
metrem Ay = 2, kde vySe pojistnych néaroku 1,2,3,4 jsou uplatnény
s pravdépodobnostmi 0,475;0,25;0,175 a 0, 1. Dale necht ma S, také
slozené Poissonovo rozdéleni s parametrem A\, = 1,5, kde vyse pojist-
nych naroki 2, 3,4 jsou uplatnény s pravdépodobnostmi 0, 5;0,3 a 0, 2.

Pro S; nezavislé na Sy naleznéte distribu¢ni funkci S = S; + 55.
Vysledek:

0, 0<zxz<1,

19 1<x <2,

70°

Fs(x) =42, 2<z<3,
8 3<w<4,
1, x>4.

\
8. Predpokladejme, Ze pocet pojistnych narokid mé binomické rozdéleni
a ze vyse individualniho pojistného naroku ma gamma rozdéleni. Na-

leznéte moment generujici funkci celkového pojistného naroku.
p@uyzb+u-«gﬁf—qﬂ}

9. Necht se N tidi Poissonovym rozdélenim s parametrem A = 2 a X ma
gamma rozdélen{ s parametry o = 7 a 8 = i. Urcete E(S), Var(9)
a M5<t)
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10.

11.

12.

4374

[E(S) = 4 Var($) = 12, My(t) = ets-07

Urcete moment generujici funkci celkového pojistného naroku, ma-li
pocet pojistnych udélosti negativné binomické rozdéleni s parametry
m € N, > 0 a vySe individualnich nérokt exponencialni rozdéleni
s parametrem A > 0. Dale ukazte, Ze tato moment generujici funkce je
shodna s moment generujici funkei binomického-exponencialniho roz-
déleni, kde % je stfedni hodnota exponencialniho rozdéleni.

[Ms(t) = (m)m =1+ ()

A—t
Ms(t) = Gy (Mx(t)), kde Gy (s) = (1 + (s - 1))
je generujici funkce binomického rozdéleni s parametry

—

n=m,v= % a Mx(t) je moment generujici

A
T A=(1+8)t
funkce exponencialniho rozdéleni, jehoz E(X) = %}

Pozorovana stfedni hodnota, resp. smérodatna odchylka, poc¢tu pojist-
nych naroki a vyse individuélniho naroku je 6,7, resp. 2,3, a 179247,
resp. 52 141. Pouzitim normalniho rozdéleni jakozto aproximacni rozdé-
leni spoctéte pravdépodobnost, Ze celkovy pojistny narok prevysi 140 %

ocekavaného pojistného plnéni.
[P(S>1,4-E(S)) =1—®(1,11) = 0, 133500]

Pozorované stfedni hodnota, resp. smérodatna odchylka, poc¢tu pojist-
nych naroki a vySe individualniho naroku je 2,4, resp. 1,9, a 52174,
resp. 12036. Urcete E(S) a Var(S). Dale pouzitim normalniho a log-
normélniho jakozto aproximacni rozdéleni zjistéte s jakou pravdépo-
dobnosti celkovy pojistny narok neprevysi 120 % ocekavaného pojist-

ného plnéni.

[E(S) = 125218; Var(S) = 1,017455 - 10';
(S <1,2-E(9)) = ©(0,25) = 0, 598710;

P(S<1
P(S <1,2-E(S)) = ®(0,61) = 0,729070]
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13. Necht se vyse pojistnych naroku ridi Paretovym rozdélenim s parame-

14.

15.

try a a Ag. 20. percentil je 2 — k a 90. percentil je 4 — 2k. Pocet pojist-
nych udalosti ma Poissonovo rozdéleni s parametrem Ay = 0,9. Pouzi-
tim log-normalniho rozdéleni jakozto aproximacni rozdéleni celkového
pojistného naroku urcete pro a = 1,5 pojistné takové, ze pravdépo-

dobnost, ze celkovy pojistny narok prevysi pojistné, je dvouprocentni.
[x(]’gg = 9, 109348]

Predpokladejme, ze S ma sloZzené Poissonovo rozdéleni s parametrem

A =0,7. Mé&me vyse individualnich pojistnych narokt dané tabulkou

vySe naroki | pravdépodobnosti

1 0,425
P 0,375
3 0,200

Vypoctéte ps(x) Panjerovou rekurzi s presnosti na sedm desetinnych

mist, a to proz =0,1,...,6.

[ps(0) = 0,4965853; ps(1) = 0, 1477341; pg(2) = 0, 1523291;
ps(3) = 0,1104814; ps(4) = 0,0437223; ps(5) = 0, 0269977;
ps(6) = 0,0128980]

Necht se X tidi exponencialnim rozdélenim s parametrem A = 1. Pro

h = 2 provedte diskretizaci tohoto rozdéleni zaokrouhlovaci metodou

i metodou shody lokélnich momenta pro 7 =0,1,...,4.
Vysledek:
j | zaokrouhlovaci metoda | metoda shody lokadlnich momentt
0 0,632121 0, 567668
1 0, 318092 0, 373823
2 0,043049 0,050591
3 0, 005826 0,006847
4 0,000788 0,000927
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Kapitola 5
Teorie ruinovani

Teorie ruinovani, jejiz zaklady polozil roku 1903 §védsky matematik a aktuér
Filip Lundberg, se zabyva modely kolektivniho rizika v dlouhém obdobi.
Casto se vyuziva k modelovani solventnost pojistoven a k jejich dlouhodo-
bému finanénimu planovéni.

Ruinovanim chapejme skutecnost, ze v urcitém casovém okamziku pireby-
tek pojistovny klesne do zapornych hodnot. Ke sledovani piebytku je t¥eba
nejen modelovat celkovou skodu z pojistnych udalosti, ale je také zapotiebi

zahrnout inkasované pojistné, investi¢ni piijmy a vydaje atd.

5.1 Stochastické procesy a souvisejici pojmy

Definice 5.1. Mé&jme pravdépodobnostni prostor (£2,.4, P), indexovou mno-
zinu T' C R a realnou funkci Z : QxT" — R definovanou proVw € QaVt € T.
Jestlize pro Vt € T je Z(w,t) borelovsky méfitelna funkce vzhledem k AP

pak tuto funkci nazyvame stochastickym procesem.

Pozndmka. Stochasticky proces zapisujeme zjednodusené {Z;,t € T}E] misto
{Z(w,t),w € Q,t € T}. V naSem textu 7" zna¢i ¢asovou mnozinu, budeme

proto dale uvazovat jen T C R .

!Solventnost pojistitele je jeho schopnost plnit své piijaté zavazky.

VB € BVt € T plati Z7Y(B) = {w € Q : Z(w,t) € B} € A, kde B je o-algebra
borelovskych podmnozin.

3Pro viechna pevna t € T je Z; nahodna veliGina.
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Definice 5.2. Je-li 7' = {0,1,2, ...}, mluvime o procesu s diskrétnim casem,
piseme {Z;,t € Ng}. Je-li T' = [0, 00), hovofime o procesu se spojitym ¢asem,

zapisujeme {Z;,t > 0}.

Definice 5.3. Dvojice (S,S), kde S je mnoZina hodnot nahodnych veli¢in
Zy a S je o-algebra podmnozin S, se nazyva stavovy prostor stochastického
procesu {Z;,t € T}. Pokud Z; nabyvaji pouze diskrétnich hodnot, jedna
se o proces s diskrétnimi stavy. Nabyvaji-li Z; hodnot z néjakého intervalu,

mluvime o procesu se spojitymi stavy.

Definice 5.4. Stochasticky proces ma stacionarni prirtustky, jestlize rozdélent

Zirs — 2y zavisi pouze na délce intervalu, tj. na s.

Definice 5.5. Necht t; € T, ¢ = 0,1,...,n an € N, pak mé stochasticky
proces nezavislé prirtstky, jestlize pro 0 <ty <t <ty < ...t, jsou Zy, — Zy,

Zyy, — Ly Lyy — Ly -y Ly, — Ly, , Nezavislé.

Definice 5.6. Citaci proces je stochasticky proces s diskrétnimi stavy takovy,
ze pro Vs,t € T, t > s plati Z; > Z,. Obvykle Z, = 0.

Néas budou zajimat predevsim Markovovy ¢itaci procesy, pro jejichz pravdé-

podobnosti pfechodu plati
P(Ziis =j|Zs =1i,Z, = z, pro Yu < §) = P(Zy1s = j|Zs = 1). (5.1)

Jedna se o tzv. ,,procesy bez paméti“ — budouci chovani zavisi pouze na stavu

pritomném, nikoliv na stavech minulych.
Zavedeme si znaceni dulezitych procest:
{U;,t > 0} (diskrétni verze : {U;,t € Ng})  proces prebytku
{P,,t >0} (
{Si,t >0} (
{N;,t > 0} (diskrétni verze : {N;,t € No}

diskrétni verze : {P;,t € NO}) proces vybraného pojistného
diskrétni verze : {S;,t € NO}) proces ztrat

proces pojistnych naroku

U; udava prebytek portfolia v ¢ase t, celkovou bilanci v ¢ase t. V ¢ase t =0
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méame pocatecni prebytek Uy = u. V ¢ase t > 0 lze piebytek vyjadrit jako

Uy =u+ P — 5. (5.2)

P, udava celkové pojistné vybrané do ¢asu t a S; celkové pojistné plnéni vypla-
cené do casu t. N; uvadi pocet uplatnénych pojistnych narokt do casu t. Je-li
S; = X1+ Xo+ -+ 4+ X, soucet IID nahodnych veli¢in X;, 1 =1,2,..., Ny,

nezavislych na N; pro Vi > 0. Potom mé S; slozené rozdéleni.

5.2 Rulnovani

Definice 5.7. Cas ruinovani definujeme jako 7" = inf{t : U; < 0}.

Definice 5.8. Pravdépodobnost pieziti v nekonecném spojitém casovém ho-

rizont1{!] definujeme
¢(u) = P(Uy > 0 pro Vt > 0|Up = u). (5.3)

V tomto pripadé nas zajima, s jakou pravdépodobnosti prezije portfolio, jehoz
prebytek je nepfetrzité monitorovan, nekone¢né dlouhou dobu.
Poznamenejme si, ze prebytek byva v praxi spiSe kontrolovan v pravidel-

nych casovych intervalech.

Definice 5.9. Pravdépodobnost preziti v koneéném diskrétnim casovém ho-

rizontuE] je dana

¢(u,7) = P(Uy > 0 pro V¢t =0,1,...,7|Uy = u). (5.4)

Zde uvazujeme portfolio prezivajic do ¢asu 7, jehoz prebytek je kontrolovan

na konci kazdého obdobi (mésic, ¢tvrtleti, rok. .. ).

Definice 5.10. Pravdépodobnost preziti v nekonec¢ném diskrétnim ¢asovém
horizontu? je

¢(u) = P(U; > 0 pro ¥t =0,1,...|Uy = u). (5.5)

4continuous-time, infinite-horizon survival probability
Sdiscrete-time, finite-horizon survival probability
6discrete-time, infinite-horizon survival probability
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Definice 5.11. Pravdépodobnost preziti v kone¢ném spojitém ¢asovém ho-

rizont{| je definovana

¢(u,7) = P(U; > 0 pro V0 < t < 7|Up = u). (5.6)

Je jasné, ze plati nasledujici nerovnosti a limitni vztahy:

3u,7) > B(u) > d(w)
3u,7) > $(u,7) > o(u),
Tim ¢(u, 7) = o(u),
Tim 3(u, 7) = du).

Pokud se pocet pojistnych naroku za stanovené ¢asové obdobi zvysi (prebytek
U, se snizi), pak pravdépodobnost preziti v diskrétnim casovém horizontu

konverguje k pravdépodobnosti preziti ve spojitém casovém horizontu.

Definice 5.12. Pravdépodobnost ruinovani

a) v nekone¢ném spojitém ¢asovém horizontu definujeme

b) v konefném diskrétnim ¢asovém horizontu je dana

@Z)(U, T) =1- ¢(ua T)a (58)
c¢) v nekonecném diskrétnim ¢asovém horizontu je
P(u) =1 = o(u), (5.9)

d) v konefném spojitém ¢asovém horizontu je definovana

Y(u,7) =1—¢(u, 7). (5.10)

"continuous-time, finite-horizon survival probability
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5.3 Modely ruinovani v diskrétnim case

Necht P, je pojistné inkasované v t-tém obdobi, S; pojistné plnéni vyplacené
v t-tém obdobi a C; jakykoliv jiny cash-flow t-tého obdobi. Pak piebytek na

konci t-tého obdobi ziskdme

t
U=u+)Y (F+C—5)=U+P+C -5, (5.11)
j=1 M

kde V, = P+ C, — S, je prirtastek procesu prebytku t-tého obdobi. Nezé-
visi na piirtstcich jednotlivych obdobi predchéazejicich ¢-tému, ale pouze na
prebytku U; ;. Diky této skutecnosti je {U;,t = 1,2, ...} Markovovym pro-
cesem s diskrétnim ¢asem. Prirtistky procesu prebytku jsou nejen nezévislé,
ale téz stacionarni.

Ke stanoveni pravdépodobnosti ruinovani definujme jesté druhy proces

{Uf,t=1,2,...} s po¢ateénim piebytkem U = u:

Ut* = t*—l + Vt*a
0, Ut*_l < 0, (5.12)

‘/t) t*_l Z 0

Vi =

Pravdépodobnost preziti v konetném diskrétnim c¢asovém horizontu urcime

Z

S(u,7) = P(U* > 0). (5.13)

Odtud

D(u,7) =1 — p(u,7) = P(U* < 0). (5.14)

5.4 Modely ruinovani ve spojitém case

V této podkapitole se zaméfime na modely, jez sleduji prebytek neptetrzité
v case. Jelikoz analyza téchto modeli mize byt obtizné, ke zjednoduseni
predpokladejme, Ze se pocet pojistnych udalosti idi Poissonovym rozdéle-

nim.
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Definice 5.13. o(h)f predstavuje jakoukoliv funkci f(h) s vlastnosti

lim @ = 0. (5.15)

Funkce f(h) klesa k nule rychleji nez h.

Definice 5.14. (Homogenni) Poissoniiv proces s intenzitou A je proces
{N¢,t > 0} nabyvajici hodnot na mnoziné S = {0, 1,2, ...} takovy, ze
a) Ng=0 a N, > Ngprot>s
b) jeho priristky jsou stacionarni
c) jeho prirtstky jsou nezavislé
Je-li t > s, pak pocet pojistnych udalosti N; — N, vzniklych na intervalu
s, t] nezavisi na poctu udalosti Ny vzniklych na intervalu [0, s|.
1—=XMh+o(h), n=0,
d) P(Nyn=k+n|Ny=k)= ¢\ +o(h), n=1,
o(h), n > 1.
(5.16)

{N;,t > 0} je Markovuv ¢itaci proces se spojitym ¢asem.

Véta 5.15. Necht { Ny, t > 0} je Poissoniv proces s intenzitou \, potom pro

YVt > 0 ma N; Poissonovo rozdéleni s parametrem At, tj.

At)F
P(N, =k)=¢e™. ( k') ., k=0,1,2,... (5.17)

Diikaz. Podminime Ny, veli¢inou N;. Z véty o tplné pravdépodobnosti
a) pro k =0 [P(Ny, = k)| dostaneme
P(Nt+h - 0) - P(Nt_;,_h - O’Nt - O) . P(Nt - O) -
= P(Nypp — N, = 0) - P(N; = 0) < (1 = M+ o(h)) - P(N,

80(h) samo o sob& neni funkei. Nap¥. f(x) = 23 je o(h), protoze }llimo %3 =0.
—
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Z rovnice odecteme P(N; = 0) a celé vydélime h

P(Niyp =0) = P(N; =0) _ (1= Ah+o(h)) - P(N; =0) — P(N; =0)

h h
P(N;=0)- (1= A+ o(h) —1)

=—AP(N;,=0)+
V limité nechdme h — 0

i EWen =0) = P(Ny =0) _ . | AP(Ny =0) +
h—0 h h—0 h

a obdrzime

d
dt
Jedna se o diferencialni rovnici s po¢atecni podminkou P(N, = 0) = 1.
Jejim fegenim je P(N; = 0) = e .
b) pro k£ > 1 postupujeme analogicky

P(Nyyp = k) = P(Nyyn = k|N, = k) - P(N, = k)+

k
+ > P(Npww = k[N, = k = j) - P(N, = k — j) =
j=2

:P(Nt+h—Nt:O)P(Nt:k)+

+P(Nt+h—Nt:1)P(Nt:k—1)+
k

+ 3 P(Neyn — N = j) - P(N, =k — j) =
j=2

Y1 — L) -P(N, = k) + M- P(N, = k — 1) + o(h).
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Nyni z rovnice ode¢teme P(N;, = k) a celé vydélime h

P(Np=k) — P(Ny=k) —Mh-P(N,=k)+ - P(N, =k — 1) + o(h)

h h
=ANP(Ny=k—1)—P(N; =k)) + %h)

Pro h — 0 v limité ziskdme

%P(Nt:k):)\(P(Nt:k—l)—P(NtZk))- (%)

Pripomenme si

G,(s) =Y PN, =k)-s".

k=0

k

Rovnici (*) vynasobime s” a se¢teme pres vSechna k, coz povede k

%GM(S) =As-Gn,(s) = A-Gp,(s) =

=As—1)-Gp,(9).
S pocatecni podminkou Gy, (s) = 1 je FeSenim

GNt (8) — e)\t~(s—1)'

|
Stredni hodnota a rozptyl:
E(Ny) = M, (5.18)
Var(NV;) = At. (5.19)
Definice 5.16. Necht jsou 7y, 71, T, ... dany vztahem
To=0, T, =inf{t : Ny =n} proneN. (5.20)

Potom 7, nazyvame ¢asem n-tého ptrichodu, resp. n-té pojistné udélosti.
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Definice 5.17. éasy mezi pﬁchodyﬂ, resp. mezi pojistnymi udalostmi, jsou

definovany jako nahodné veli¢iny
Wi =T — Ta-1. (5.21)

Ze znalosti N, 1ze hodnoty W, najit. Z W, lze N, zrekonstruovat pomoci

T, = ZWi, Ny =max{n: 7T, <t} pronéeN. (5.22)
i=1
Véta 5.18. C’asy mezi pojistnymi uddlostmi Wy, W, ... jsou nezdvislé a iden-

ticky exponencidlné rozdelené s parametrem .

Diikaz. Necht W; je ¢as mezi pojistnymi udalostmii—1aid, kdei =1,2,....

Uvazujme ¢as prvni pojistné udalosti Wy = T
PW, > t) = P(N, = 0) &2 o,

Vidime, Zze e * = 1 — Fy(t), kde Fp(t) = 1 — e je distribuéni funkece

exponencialniho rozdéleni s parametrem A, tedy Wy ~ Exp(\).

Dale podminime W, veli¢inou Wy, prot > s
P<W2 > t‘Wl = S) = P(NtJrS - Ns = O‘Ns = 1)

{Ns = 1} se viibec nevztahuje k ¢asovému intervalu (s, s + t|, stejné tak jako
{Ni1s— Ny = 0} se nevztahuje k ¢asovému intervalu [0, s] — pfirastky na sobé

nejsou zavislé, cili
P(WQ>t|W1:S):P(Nt+S—N5:0|N8:1):P(Nt+S—N5:0):P(W2>t)

Z definice homogenniho Poissonova procesu vime, ze N, s — N, se tidi
stejnym rozdélenim jako N, (rozdéleni N; — viz véta [5.15))

P(Nyys— Ny =0)=PW, >t) =e .

9interarrival times
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Odsud Wy ~ Exp(\).
Pro W5, Wy, W, ... pokracuje dikaz indukei. |

Poznamka. Zobecnime-li homogenni Poissoniiv proces, tzn. nahradime-li jeho
intenzitu A funkci intenzity )\(t)m, ziskdme nehomogenni Poissoniv proces,

jehoz priristky jsou stale nezavislé, ale uz ne stacionarni.

5.4.1 Cramér-Lundbergiv model

Cramér-Lundbergtv model, znamy také jako klasicky model rizika, mé znacné

uplatnéni v teorii ruinovani. Zacneme tim, Ze si povime jeho predpoklady:

a) pojistné naroky jsou uplatnény v casech 0 < 73 < T3 < ..., coZ jsou
¢asy prichodu homogenniho Poissonova procesu {N;,t > 0},

b) pojistny narok uplatnény v ¢ase 7; ma velikost X;, kde {X;}2; je
posloupnost nezavislych identicky rozdélenych ndhodnych velicin,

c) posloupnosti {7;}5°; a {X;}$2, si jsou vzajemné nezavislé, tedy X; ne-

zéavisi na N; pro Vt > 0.

Definice 5.19. Necht homogenni Poissoniv proces {N;,t > 0} s intenzi-
tou A je procesem pojistnych naroku. Necht jsou vySe individualnich naroku
X1, Xy, ... IID nezaporné nahodné veli¢iny nezéavislé na N, pro V¢ > 0. Necht
S; udava celkovou skodu z pojistnych narokii do ¢asu ¢, resp. na ¢asovém in-
tervalu (0,¢], a

Oa NtZO,

S, = (5.23)

Ny
> X, N¢>0.
i=1
Potom pro pevné ¢t ma S; slozené Poissonovo rozdéleni a proces {S;,t > 0}
je slozenym Poissonovym procesem. Protoze {/V;,¢ > 0} ma stacionérni,

nezéavislé prirastky, tak i { Sy, ¢ > 0} bude mit stacionarni, nezavislé prirustky.

0Parametr \ se s asem meéni.
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Necht jsou vyse jednotlivych pojistnych naroka oznacovany X namisto X;.

Véta 5.20. Pro ocekdvani, resp. stredni hodnotu, a rozptyl sloZeného Pois-

sonova procesu plati

Diikaz. 7 véty o celkovém ocekavani a o celkovém rozptylu méme

(SiIN)] = E(V,) - B(x) & w - B (),

Val" St|Nt i| —|—Var[ St|Nt

E
[ve ] -
(N ) Var(X) + Var(NV,) - (B(x))? E2.613
YA [Var(X) + (X)) ]

E
E|V.
E

2

=M+ [B(X) — (B(X))" + (B())’] = M- E(X?).

Ozna¢me E(X) = p a predpokladejme, Ze pojistné je vybirano nepretrzité

s konstantni intenzitou ¢, tedy celkové netto pojistn@ na Casovém intervalu

(0,t] je P, = ct. Dale predpokladejme, ze celkové vybrané netto pojistné je

vétsi nez celkova ocekavana skoda z pojistnych naroku, tj. P, > E(S;), z ¢ehoz

plyne ¢ > Au. Po zavedenti rizikového parametru, resp. bezpecnostni prirazky,
0 > 0, obdrzime

=(1+0) A (5.26)

Prebytek v case ¢t dany vztahem ([5.2)) pfejde v nasem nynéj$im modelu do
tvaru

Ut =u-+ct— St, t Z 0. (527)

Nasim cilem je analyzovat ¢(u) a ¥(u) =1 — ¢(u).

I'Netto pojistné je pojistné vypoéitané tak, aby pojistovné v priiméru pokrylo viechna
pojistnéa plnéni.
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Adjustacni koeficient

Definice 5.21. Necht ¢t = k je nejmensi kladné feSeni rovnice
14+ (1+6) - put=Mx(t), (5.28)

kde Mx(t) = E(e!*) je moment generujici funkce vyse pojistnych naroki.

Existuje-li k, pak se nazyvéa adjustac¢ni koeficient ¢i Lundberguv exponent.

Abychom si ilustrovali geometricky vyznam fesSeni, budeme v roviné uvazovat
dvé kiivky
pi(t) =1+ (1+0) - pt,

Prvni rovnice je rovnici ptimky s kladnou smérnici (14-6)-p a druhé je rovnici
moment generujici funkce. Predpokladejme, ze Mx(t) existuje pro vSechna
t> qﬂ Spocitejme si

() =(1+0) p>0,

yo(t) = E(X - ™) > 0,

ys(t) = E(X? - ') > 0,

Bod [0, 1] je po¢ateénim bodem obou kiivek. P¥imka y;(¢) je rostouci, stejné
tak jako kiivka yo(t). Zpocatku jsou funkéni hodnoty konvexni kiivky ()
nizsi nez funkéni hodnoty piimky y;(¢). To se vSak obrati, jakmile se obé

krivky protnou. Bod priiniku je hledany adjustacni koeficient x > 0.

Pro obecné zadané rozdéleni ndhodné veli¢iny X nelze k urcit explicitné.
V takovém piipadé provedeme odhad hodnoty k. Zafneme tim, ze ({5.28)

prepiseme do tvaru
1
1+(1—|—9)-,u/<::E(e”X):E(1+/<;X+§/€2X2+---) >

1 1
> E(l + kX + §/£2X2) =1+krpu+ §/<;2-E(X2).

2Moment generujici funkci nemaji napf. log-norméalni rozdéleni a Paretovo rozdéleni.
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Pokrac¢ujeme v upraveé

1
1+(1+0)-pm>1+fi,u+§/£2~E(X2) /= (1+ k)
1
Our > 5/4:2-E(X2) /K

O > g CE(X?)

201

K< E(XQ)

Tvve

201
E(X?)

K=

(5.29)

Definujme si

H(t) =1+ (1+6) - ut — Mx(t). (5.30)

k > 0 spliuje H(x) = 0. K numerickému pfiblizeni se skute¢né hodnoté s

pouzijeme Newton-Raphsonovu metodu s pocatecni hodnotou kg = &

H(xy)

H’j'i‘l = H’j - Hl(/ﬁ?')’
J

(5.31)

kde H/(t) = (1+6) - pu — M’ ().

Lundbergova nerovnost

Adjustacni koeficient je mirou rizika, nebot vyjadiuje rychlost poklesu prav-

dépodobnosti ruinovani v zavislosti na vysi pocatecni rezervy.

Véta 5.22. Necht k > 0 je adjustacni koeficient. Potom pravdépodobnost

ruinovdni ¥ (u) spliiuje

Y(u) <e ™™ u>0. (5.32)

Diikaz. Necht 1, (u) zna¢i pravdépodobnost, Ze ruinovani nastane pied n-tou
nebo pfi n-té pojistné udalosti pron = 0,1,2,.... Indukci pfes n dokazeme
RrU

platnost véty. Zjevné ¢y(u) = 0 < e ", Predpokladejme, ze 1, (u) < e~

Chceme ukazat, ze 1 1,41 (u) < e,
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Cas do vyskytu prvni pojistné udalosti mé exponencialni rozdéleni s prav-
dépodobnostni hustotou fyy(t) = Ae™*. Nastane-li prvni pojistna udélost
v ¢ase t > 0, pak prebytek dostupny k jejimu vyplaceni bude u—+ct. Ruinovani
nastane pii prvni udalosti, pokud vysSe naroku x prevysi u+ct. Pravdépodob-
nost, Ze nastane je 1 —Fx (u+ct). Je-li vyse naroku 0 < x < u+ct, k ruinovani
pri prvni pojistné udalosti nedojde. Po vyplaceni pojistného plnéni, zistane
prebytek u + ct — x.

Ruinovani muze nastat pozdéji, pti dalsich n pojistnych udélostech. Poné-
vadz mé proces prebytku stacionérni a nezéavislé prirtustky, pravdépodobnost
ruinovani je stejna, jako kdybychom zacali v ¢ase prvni skody s pocate¢nim

prebytkem u + ¢t — x a k ruinovani doslo v prvnich n udélostech.

7 véty o uplné pravdépodobnosti obdrzime

Un1(u) = /OOO

Uzitim indukéniho predpokladu t,(u 4 ct — 2) < e ®+e=2) 4 faktu, Ze

g (utct—a) > 1, je-li © > u + ct, méame

u+-ct
1 —Fx(u+ct)+ / Y (u+ ct — x)dFy(x) | e Mdt.
0

o[ poo u-+ct
Yni1(u) = / / dFx(z) + Yn(u + ct — x)dFx(z) | de Mdt <
0 u-+-ct 0
o[ poo u-+ct
< / / eI Py (z) + / eI Fy (z) | de Mdt.
0 L u4-ct 0
7 vlastnosti Riemannova integrélu@:
Ae Mdt

Yni1(u) < /OOo [/Ooo e R utet=a) P ()

BNecht a,b,c € R,a < b < ¢, a necht je funkce f integrovatelna na kazdém z intervalt
[a,c] a [c,b]. Pak je funkce f integrovatelna na [a,b] a plati

/abf(:c)dx - [f@)dw/ff(@@.
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Upravme pravou stranu nerovnosti

/ / e—m(u-&—ct—x)dFX (ZL“)
0 0

e Mdt :/ [e_’“‘ : e_“t/ e”xdFX(m)] e Mdt =
0 0

= /\e_”“‘/ e TR (My (k) dt =
0
_ )\Mx(lﬂl) . ef@u/ eft-(/\+fic)dt
0

‘subst.: t(A + ke) = v; (A + ke)dt = d’u‘ =

* 1
=\M ce e do =
x(r) - ,A A+re o
- )\Mx(f{,) —ku
A+ ke
Celkové dostavame
)\Mx(/{) _
< TN T, Rru
77Z)n+1 (U) — A + KC

Z (5.26) a ((5.28):

MMy (k) =X+ (14+(140)-pr) =A+r-(1+0) - A=A+ ke,

————
a tak ¥, (u) < e "
Protoze ¢, (u) < e™** pro vSechna n, pak ¢ (u) = lim ¥, (u) < e ", |
n—oo

Véta ndm umoznuje zkoumat vztah mezi poc¢ate¢nim prebytkem u a bezpec-
nostni pfirazkou 6. Oba parametry pojistovna kontroluje.
Reknéme, Ze jsme ochotni tolerovat pravdépodobnost ruinovani & a Ze

méame k dispozici prebytek Uy = u. Potom rizikovy parametr

u [E (e*$'X) — 1}
V= —pIn(g) -

zajistuje, ze je splnén vztah 1) pri pouziti kK = %(5)
Pro k = %(5) vidime, 7ze 1(u) < e ™ = e = ¢
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Podobné, pro predepsané 0 lze urcit prebytek U, = u, tak, aby pravdé-

podobnost ruinovani byla nizsi nez &:

~In()

K

u =

Jako v piedchozim odstavci, ¢ (u) < e = ) = ¢,

Diisledek Lundbergovy nerovnosti:

(o0) = lim ¢(u) = 0. (5.33)

U—00

Protoze je pravdépodobnost ruinovani nezdporna, oc¢ividné
0 <(u) <e "™, (5.34)

odtud
0 < lim ¢(u) < lim e "™ = 0.

U—00 U—00

Pravdépodobnost preziti s ,,nekonecné” velkym pocéatec¢nim prebytkem vy-

pocitame jako ¢(oc0) =1 — 1p(o0) = 1.

5.4.2 Integrodiferencialni rovnice

Definice 5.23. G(u,y) = P(ruinovani nastane pii pocateénim kapitdlu u

a deficit ihned po zruinovani je nejvyse y), u > 0,y > 0.

Pozndmka. Thned po zruinovani ma pojistovna ztratu mezi 0 a —y. Plati
Y(u) = lim G(u,y) pro u > 0.
Yy—00

Véta 5.24. Funkce G(u,y) spliiuje rovnici

My (uty)—Fx ()], u> 0.

5e0009) = 26(u)=3 [ Gz (e)-
(5.35)

ou

Diikaz. Podivejme se na to, co nastane s prvni pojistnou udalosti. Cas prvni

pojistné udélosti se ¥idf exponencialnim rozdélenim s hustotou fyy(t) = Ae .
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Prebytek po vyplaceni prvni pojistné udalosti v ¢ase ¢ > 0, jez nezptisobi
ruinovani, je v + ¢t — x. PTi stacionarité a nezévislosti priristki procesu
prebytku nastane ruinovani s pravdépodobnosti G(u + ¢t — z,y), pricemz
deficit ihned po zruinovani je nejvyse y.

Pravdépodobnost ruinovani pii prvni pojistné udalosti s deficitem nejvyse y
ihned po zruinovani, kde vyse naroku z spliuje u + ct < x < u+ct + ¥, je
Fx(u+ct+y) — Fx(u+ ct). (Pokud by & > u + ct + y, pak by deficit ihned

po zruinovani presahl hodnotu y.)

Dle véty o celkové pravdépodobnosti je

oo u+ct

0 0
Zavedme substituci z = u +ct &t = = (dt = d_cz);

Glu,y) = /:o UO Gz — a,y)dFx(2) + Fx(z +y) — FX(z)} Neri L 42

c
A

=2 [To¥ | [0 narite) + Fxle ) - Fx(a)] s

Cc

Vzpomenme si na zakladni vétu integralniho poétu@. Je-li g funkce, pak

plati d% fuoo g(z)dz = —g(u). Ze znalosti pravidla pro derivaci sou¢inu funkei
ziskdme
a )\2 A o0 Caz z
9wy =gee [ el | Glz—a,y)dFx(z) + Fx(z +y) = Fx(2) | dot
u 0
A “ “ u
+ Ee% : <—e—t U G(u—z,y)dFx(z) + Fx(u+y) — FX(U)D =
0
A Al
= 260w9) 2| [ 60— 2. )dFx (@) + F(uty) — Fu(w)].
0

1 Newton-Leibnizova formule: Necht funkce f je integrovatelna na intervalu [a, b] a necht
je jeji primitivni funkce F' spojita na intervalu [a, b]. Pak plati

b
/ f(z)de = F(b) — F(a).
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Véta 5.25. Funkce G(0,y) je ddna vztahem

G(0,y) = 2 /Oy 1= Fe@)]dz, y>0 (5.36)

Cc

Diikaz. Nejdiive poznamenejme, Ze 0 < G(u,y) < (u) < e ", tudiz

0 <G(c0,y) = hm G(u,y) < lim e "™ =0,

U—00

proto G(oo,y) = 0. Déle

o0 oo 1
/ G(u,y)du < / e "du = — < o0.
0 0 k

Necht F(y) = [;° G(u,y)du. Vime, Ze 0 < F(y) < oo. Integrovanim (5.35)

podle proménné u od 0 do oo dostaneme

~60.9) = 27) =% [ [ 6lu—ap)ar(e) du-

_ %/Ooo [Fx(u+y) — Fx(u)]du.

Zaménme poradi integrace ve dvojném integralu

G(0,y) = ——]—" //gu—mydudFX()

+5/ [Fx(u+y) ~ Fx(u)]du,

po provedeni substituce v = u — z (dv = du) ve dvojném integréalu ziskame

G(0,) = 2 F(y) + //gvydvdFXU
—|—%/OOO[FX(u+y)—FX(u)]dU—

—%]—" /.7: )dFx (@ é/ [Fx(u+y) — Fx(u)]du.
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Uvédomme si, ze [} dFx(z) = 1, potom

6(0.) = ~2F() + 57w) 1+ 5 [ [Pr(u+y) — Pr(w]du =

= i/O(>o[117’x(1b—|—y) — Fy(u)]du =

C

= 5/000[1 — Fy(u)]du — é/000[1 — Fx(u+y)]du.

C Cc

Pro prvni integral pouZzijeme substituci z = u (dx = du) a pro druhy integral
r=u+vy (dz = du)

G(0,y) :%/Ooo[l—FX(x)}dx_ﬁ/mp—FX(x)]dx:—/Oy[1—FX(x)}dx.

C

Véta [5.25 plati i v piipadé, Ze neexistuje adjustacni koeficient.

Véta 5.26. Pro pravdépodobnost preZiti s nulovym pocatecnim prebytkem,

u =0, plati
¢(0) = —. (5.37)

Odtud plyne

A [ A A 1
w<0>=ylggog<0,y>=g/0 1= Fx(a)|de = =5 = <1+e§b-AM: 5

Proto ¢(0) = 1 —¢(0) = +Z.. n

Obecné teseni ¢(u) lze ziskat z nasledujici integrodiferencialni rovnice

0

s po¢atecni podminkou ¢(0) = 35.
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Véta 5.27. Pravdépodobnost preZiti v nekonecném spojitém casovém hori-

zontu ¢(u) spliuje rovnici

&) = %¢(u) - % /0 " o(u— 2)dFx(z), u>0. (5.38)

Diikaz. 7 (p.35) s y — oo a ¢(u) = lim G(u,y), u > 0:
Y—00

o) = 2000 = 2 [l = a)dPxle) = S [Fx(o0) - Fxlw)] =

A

) (5.39)
=20 =2 [ wu—0dFs@) = 21 Fw]. w0

Vyjdeme z ¢(u) = 1 —(u), tj. ¢'(u) = —9'(u), a predchozi vztah prepiseme

~¢) = 21 = 9(w] = 3 [ 1 - é(u—a)]aFx(e) = 2[1 ~ Fx(w] =
— —%gb(u) — %/Ou dFy(z) + %/OU d(u —z)dFy(z) + %Fx(u) —

= 2000~ 2Fx(0) + 7 [ olu—a)dFx(o) + S Fx(u) =

- —%qﬁ(u) + % /OU o(u — x)dFx(z).

Coz je po upravé

00 = 2000 = 3 [ ou = 0)dP(a).

c

5.4.3 Maximalni celkova ztrata

Nasi snahou bude odvodit obecné reSeni integrodiferencialni rovnice (5.38))
s omezujicimi podminkami ¢(0) = %0 a ¢(o0o) = 1.

Mé¢jme pocatecni rezervu u. Pravdépodobnost, ze prebytek klesne pod
svou pocatecni uroven u je ¥ (0) pro v8echna u > 0, nebot proces piebytku

mé stacionarni a nezavislé priristky.
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Predpokladejme, ze prebytek klesne pod hodnotu u, pak ndhodna veli¢ina

Y udéavajici vysi poklesu mé rovnovaznou pravdépodobnostni hustotu f&(y).

Véta 5.28. Necht existuje situace, kdy prebytek klesne pod svou pocdatecni
droven wu, pak ndhodnd velicina Y reprezentugici hodnotu sniZeni md rovno-
vaznou hustotu

1= Fx(y)

fyly) = - (5.40)

Diikaz. Vzpomenme si na definici o funkei G(u,y). Diky stacionarité
a nezavislosti prirtstka procesu prebytku muzeme chapat funkei G(0,y) také
jako G(0,y) = P(pfebytek klesne pod svou pocateéni uroven u a hodnota
poklesu je nejvyse y). S vyuZzitim véty méa hodnota poklesu prebytku,
za predpokladu, ze k poklesu dojde, distribu¢ni funkci

Fi) = Py <) = S0 = 2 [ - Fe(w] =

Derivaci obdrzime

Jestlize je hodnota poklesu prebytku y, pak prebytek ihned po poklesu
bude u — y. Nebot mé proces prebytku stacionérni a nezavislé prirustky, po
redukei prebytku dojde k ruinovani s pravdépodobnosti ¢(u — y) za pred-
pokladu, ze v —y > 0. V opacném piipadé, kdy v —y < 0, by ruinovani
jiz nastalo. Pravdépodobnost dalsiho poklesu prebytku je ¢(0). Hodnota to-
hoto poklesu ma téz pravdépodobnostni hustotu f{(y) a nezavisi na hodnoté

predchoziho poklesu.
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Poissoniiv proces, jenz mé vlastnost bez paméti, ,,za¢inad nanovo* po kaz-
dém snizeni prebytku. Nahodna veli¢ina K reprezentujici pocet poklesti pfe-

bytku se Tidi geometrickym rozdélenim, tj.

k

P(K =k) = (1—14(0)) - (¢(0)) :%-(1—410 ., k=0,1,..., (5.41)

kde 6 = %, B je parametr geometrického rozdéleni.
nazyva maximéalni celkova ztrata. Necht nahodnéa veli¢ina Y; udéava hodnotu
1-tého poklesu prebytku. Diky stacionarité a nezavislosti prirtistki procesu
prebytku je {Y1,Ys,Ys...} posloupnost IID nédhodnych veli¢in, kazda s hus-
totou fy(y). L lze vyjadiit jako L =Y, + Yy + -+ + Yk, kde se L = 0 pro
K = 0. L se tedy 1idi slozenym geometrickym rozdélem’mﬂ

Ruinovani nenastane pouze tehdy, kdyz maximalni celkova ztrata L ne-
prevysi hodnotu u, pravdépodobnost preziti je dana ¢(u) = P(L < u),u > 0.
Oznaéme F¢™*(y) = P(Y, + Yy 4 --- 4+ Y, < y) k-nasobnou konvoluci distri-

bu¢ni funkce nahodné velic¢iny Y, pro niz plati

0, y<0,
L, y=>0.

6*0
Fy (y) =

Obecnym fesenim integrodiferencialni rovnice (5.38]) je

o)=Y P =0 w0 =Y 1 () . uzo

k=0 k=0 1+ 0
(5.42)

2 (E39) i

w(u):ili(%(lie)k'[1_F’e”*k(“)}’ w0, (5:43)

150 diskrétnim slozeném geometrickém rozdéleni jsme se bavili ve 2. kapitole.
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5.4.4 Crameértuv asymptoticky vzorec a Tijmsova

aproximace

Nekdy miize byt piimé kalkulace pravdépodobnosti ruinovani ¢(u) kompli-

kovana, v takovych chvilich je velmi uzite¢né znat aproximac¢ni metody jejiho

vypoctu. Znafenim a(x) ~ b(z), x — 00, v nasledujicich odstavcich chapejme
a(z)

e = 1

Véta 5.29. (Cramériv asymptoticky vzorec) Necht k > 0 je adjustacni

koeficient, pak pravdépodobnost ruinovdni splnuje
P(u) ~ Ce™  u— o0, (5.44)

kde

_ p0
C= M) — (11 0)

Mx(t) = E(er) = [[7 edFx(x) je moment generujici funkce ndhodné veli-

(5.45)

any X uddvajici zavaznost pojistnich uddlosti.

Diikaz. Dukaz najdeme v Stochastic Processes for Insurance and Finance
— ROLSKI, T.; SCHMIDLI, H.; SCHMIDT, V.; TEUGELS, J. Chichester,
England: John Wiley & Sons, Ltd, 1999. |

K

Pro zachovani Lundbergovy nerovnosti ¢(u) < e "% u > 0, je zapotiebi,

WOMH(,) spliiovala podminku C' < 1. Ackoliv je
X

(u) ~ Ce ™™ u — oo, pouze aproximativni vztah, je pomérné presny, a to

aby konstanta C' =

dokonce i pro nevelky pocatecni kapital u.

Tijms navrhl pfidat exponencidlni vyraz do Cramérova asymptotického
vzorce ke zpresnéni pravdépodobnosti ruinovani pro mala u. Tijmsova apro-

ximace je znama ve tvaru

r(u) = (ﬁ — C> o7 4+ Ce™, u>0, (5.46)

kde ¢ je zvolen tak, aby se fooo Yr(u)du rovnal stfedni hodnoté maximalni

celkové ztraty L.
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L=Y,+Y;+ -+ Yy ma slozené geometrické rozdéleni. Dle ([2.23)) je

00 e oo — viz [13] 2
kde E(Y) = [Py - fe(y)dy = [y - e gy, B Boe)

M 2p
Spocitejme si

(L -c)er =B

1+46 K 2410
E(X?) ¢
28w
= =
o~ C

Je-1i hustota ndhodné velic¢iny X ve tvarum

a) fx(v)

(5.47)

p- (Bl B)+(1—p) (z-8%5), 2>0,0<p<l,
b) fx(x)=p- (B ")+ (1=p)- (Be™®*), z>0;0<p<]l,

pak ¥r(u) je asymptoticky rovna skuteéné hodnoté ¥ (u), ¥r(u) ~ 1 (u).

Postacujici podminkou zachovani asymptotické rovnosti ¢(u) ~ ¢ (u) pro

u — 00 je, aby Fx(z) nebyla distribu¢ni funkei ndhodné veli¢iny X z expo-

1-Fx ()

nencialniho rozdéleni a aby funkce rizik hy(z) = Lx@)

16N&hodna veli¢ina X se nazyva k-bodova smés nahodnych veli¢in X, X, ...

jestlize je jeji distribuéni funkce dana vztahem
Fx(z) = p1Fx, (z) + p2Fx, (z) + - + ppFx, (2),

kde p; >0 a 25:1 pj =1
Thazard rate, failure rate

byla bud nekle-

7Xk7
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sajici, nebo nerostouci.
Je-li hy(x) nerostouci, potom tr(z) > Ce " v opafném piipadé je

r(x) < Ce "2,

5.4.5 Browntv pohyb a teorie ruinovani

V této casti prace prozkoumame vztah mezi Brownovym pohybem a proce-
sem piebytku {U;,t > 0}, kde U; = u + ¢t — S;. Notace ztstava zachovéna,
tedy {Si,t > 0} znadi proces ztrat, S; = X; + Xy + -+ + Xy, je slozena
nahodn4 veli¢ina. {N;, ¢ > 0} je proces pojistnych naroki — Poissoniv pro-
ces s intenzitou A. Vyse individualnich naroki X, Xs,... jsou IID nadhodné
veli¢iny nezavislé na N;.

Proces {U;,t > 0} se vyviji nepfetrzité v ¢ase se sklonem ¢, sazba pojist-
ného ma za jednotku ¢asu po sobé jdouci skoky {Xi, Xs,...} v ndhodnych
casech {711, Ta,... }.

Méjme

Zt == Ut—U:Ct—St7 tZ 07 (548)

kde Zy = 0. Proces {Z;,t > 0} mé st¥edni hodnotu
E(Z,) = E(ct — S;) = ct — BE(S;) = ct — M\t - E(X)

a rozptyl

Var(Z;) = Var(ct — S;) = Var(S;) = M - E(X?).

Definice 5.30. Stochasticky proces {W;,t > 0} ve spojitém case, se spoji-
tymi stavy se nazyva Brownuv pohyb, jestlize jsou splnény néasledujici pod-
minky
a) Wy =0,
b) {W;,t > 0} ma stacionarni a nezavislé prirtstky,
c) pro Vt > 0 se W; fidi normalnim rozdélenim se stfedni hodnotou 0
a rozptylem o2, tj. Wy ~ N(0, 0?t).

Pozndmka. Browniiv pohyb je také znamy pod nézvem Wienertuv proces.
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Standardni Browntiv pohyb ziskdme, prohlasime-li 02 = 1 (pro Vt > 0 :
W; ~ N(0,t), resp. W; ~ v/t~ N(0,1)).

Definice 5.31. Stochasticky proces {W;,t > 0} ve spojitém ¢ase, se spoji-
tymi stavy se nazyva Brownuv pohyb s driftem, spliuje-li vSechny vlastnosti
Brownova pohybu, az na to, ze W; méa stfedni hodnotu ut namisto 0 pro

urcita p > 0.

Z nasledujicich radku se dovime, jak proces {Z;,t > 0} zalozeny na slo-
zeném Poissonoveé procesu souvisi s Brownovym pohybem s driftem. V prvni

fadé se zaméfime na limitni chovani procesu {Z;,¢ > 0}.

Browntiv pohyb s driftem je charakteristicky nekonecné malou stfedni hod-
notou p = ¢ — AE(X) a rozptylem % = AE(X?). Odsud

0.2

= B (5.49)
B(X)

E(X2)

c=p+AE(X)=p+o?- (5.50)

Zavedeme si novou ndhodnou veli¢inu Y takovou, ze X = aY. Y mé pevné

stanovenou stfedni hodnotu i rozptyl.

e oL
E(Y?) o
B(Y) 1
P— 2' . o—_—
CTRTTURYY) o

Proces {S;,t > 0} méa stacionarni a nezavislé prirtstky, stejné tak procesy
{U,t > 0} a {Z;,t > 0}. Limitni proces, ktery hledame, bude mit také
stacionarni a nezavislé prirustky. Vime, ze Zy = 0. Pro kazdé t ukazeme, Ze
v limité mé& Z, normalni rozdéleni se stfedni hodnotou ut a rozptylem o>t

(jako v definicich af5.31).
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Podivame se na moment generujici funkci nahodné veli¢iny 7,

MZt (S) = Mct—St(s) = E(eS'(Ct—St)> — E(esct . e—sst) _
= eSct . E(efsSt) — esct . MSt(_S) " esct . e/\t'[MX(*S)fl] _

_ otlser A (Mx (=s)-1)],

Potom

ln(Mtzt(S)) et (My(—s)— 1) =
= s(u+AE(X)) + A {1 — sE(X) + ‘;E(X?) - Z—?E(X% = 1] =
= s+ %ZAE(XQ) — A [%TE(X3) — Z—TE(XA‘) 4 } =

s 53 st
= sp+ =0 — Ao {a—E(Y‘”’) —?=B(YY) + - } =

2 31 41
2 2 3 4
_ T2 T 2By 2Ry | =
= S+ 50 e et [QS!E(Y) a 4!E(Y )+ ] =
2 3 3 4 4
_ S o of 5 E(Y)_ 25 E(YY)
DR lo“s! Ev?) Y@ By

Vidime, ze

My, (s) = exp{t- {8M+ 8 a2 {@f CBO) a8t E(YY) +] }}

2 31 E(Y?) 4! E(Y?)
V limité nechdme o« — 0

. s2 2
lim My, (s) = etz
a—0

Obdrzeli jsme moment generujici funkci normalniho rozdéleni se stfedni hod-
notou ut a rozptylem o?t. Hledany limitni proces je Brownovym pohybem

s driftem.

Trajektorie procesﬂ prebytku je vSude diferencovatelna az na body skoku
{Xi, Xs,...}. Jakmile pocet bodu skoku poroste do nekone¢na, trajektorie

18N4hodny proces X (w,t) pii pevném w € Q se nazyva trajektorie procesu.
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se stava nediferencovatelnou. Trajektorie Brownova pohybu je spojita s prav-
dépodobnosti 1 a je skoro jisté nediferencovatelnd v kazdém bodé intervalu

[0, 00). Délka trajektorie procesu {U;,t > 0} na ¢asovém intervalu (0,?] je
D :Ct+5t :Ct+X1+X2+"'+XNt.
Jeji stfedni hodnotu vyjadiime jako

E(D) =ct+E(S;) =ct+ M -E(X) =
_ , BEY) 1 o? 1 B
= (’”“ B2 o B 'Q'E(O‘m) -

» E(Y) 1, EX) 1) _ o E(Y) 1
:t.(lu_|_0.E(Y2).a_|_g.E<Y2).a>_t.<u+20. e

V limité nechdme a« — 0

lim E(D) = oo,

a—0

tj. ofekavana délka trajektorie procesu {U;,t > 0} je na koneéném ¢asovém

intervalu nekonecna.

Protoze Z; = U; — u, k Brownové pohybu s driftem pridame u a pouzijeme

(5.49) a (5.50) k aproximaci Z;, = Uy — u = ct — S; (¢im je A vétsi, tim je

aproximace lepsi).

Pravdépodobnost ruinovani

Necht {W,,t > 0} znac¢i Brownuv pohyb s driftem, jehoZ stfedni hodnota je
ut a rozptyl o*t. Necht Uy = u + W, pak {U;,t > 0} predstavuje Browntiv
proces s driftem a pocateénim prebytkem Uy = u.

Ozna¢me T Casem ruinovémﬂ a predpokladejme, Ze ruinovani nastane

19Viz definice Je-li T = oo, pak k ruinovani nedojde.
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v kone¢ném spojitém casovém horizontu, to jest na intervalu (0, 7), potom

Y(u,7) =1—¢(u,7) = P(T <71) :P(min U, <0> —

o<t<r

:P<min u+Wt<0> :P<min Wt<—u>.

o<t<r o<t<r

Véta 5.32. Pro proces {Uy,t > 0} popsany viysSe je pravdépodobnost ruino-

vant ddna

W(u,7) = @(—“\/J;T‘f) T -@(—u ;5:) (5.51)

kde ®(.) je distribucni funkce standardizovaného normdlniho rozdélent.

Diikaz. Dukaz je zalozen na principu reflexe a vlastnostech Brownova pohybu
s driftem — viz [13]. |

Disledek 5.33. Pravdépodobnost ruinovani v nekonecném spojitém casovém

horizontu je tvaru

P(u) = lm P(u,7) = e o2 (5.52)

T—00

Pozndmka. Je-1i p = 0, potom

2u-0

P(T <o0)=e 2 =1,
1 —(u)=0.

(u)
¢(u)

Vratme se k problematice aproximace Z; = U; —u = ct — S;. Pfipomenme

si, ze ¢ = (1 +6) - A\E(X) = AE(X) + 0AE(X). S pomoci (5.49)) a (5.50)

eliminujeme o2

2

\ = 5X7) & o0 = AE(X?),
B(Y) _ ) E
By A e

c=p+o* =+ AE(X).
Porovnanim ¢ = AE(X) 4+ AE(X) a ¢ = p + AE(X) dostaneme

1= OAE(X). (5.53)
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Dosadime (5.53)) a 0% = AE(X?) do (5.51)) a (5.52). Obdrzime tak aproxima-

tivni vztahy

¢(u,7)i¢(—LTE()§))+exp{_20)‘E(X)u} @(_LTE()?) _

ATE(X? E(X? ATE(X?
o utOAMEX) ox 20E(X)u ~u—0ATE(X)
B q)( ATE(X2) ) i p{ E(X?) } CD( ATE(X2) >
u>0,7>0,
(5.54)
(u) = exp{—%}, u > 0. (5.55)

5.5 Priklady

Piiklad 5.1. Uvazujme stochasticky proces {U;,t € Ny} s poc¢ateénim pie-
bytkem 2, pevné stanovenym ro¢nim pojistnym 3 a ztratou bud 0, nebo 6
pii pravdépodobnosti 0,6 nebo 0, 4. Predpokladejme, ze dalsi cash-flow nee-
xistuje. Urcete 5(2, 2).

Resent:
Méme
Uy=u=2, a P =3,
0, pravdépodobnost 0, 6;

St -
6, pravdépodobnost 0, 4.

U, muze nabyt dvou hodnot

24+3-0=5, pravdépodobnost 0, 6;
U1 =u-+ P1 — Sl =
24+3—6=—1, pravdépodobnost 0,4.

Prirtstek procesu piebytku je v kazdém roce

3—0=3, pravdépodobnost 0, 6;
Vi=P —5 =
3—6=—3, pravdépodobnost 0,4.
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Pro druhy rok obdrzime nasledujici hodnoty
pripad Uy Vs Vy U pravdépodobnost
1. 5 3 3 8 0,6-0,6=0,36
2. 5 -3 -3 2 0,6-0,4=0,24
3. -1 3 -1 0,4-0,6=0,24
4. -1 -3 -1 0,4-0,4=0,16
Vyuzili jsme vztahy
Uy =Ur + V5,
0, Uy <0,
Vy =
Vs, Up>0.
Nami hledané pravdépodobnost preziti je 5(2, 2)=0,36+0,24 =0,6.
#

Priklad 5.2. Predpokladejme, Ze ro¢ni ztraty mohou byt ve vysi 0, 2, 4 nebo

6 s pravdépodobnostmi 0,4;0,3;0,2 a 0,1. Dale predpokladejme, Ze poca-

tecni prebytek je 2 a ro¢ni pojistné 2,5 — je pojistovnou vybirané vzdy na

zac¢atku roku. Pojistovna by chtéla mit 10% zisk z kapitdlu dostupném na

zacatku kazdého roku a ztraty vzdy vyplaci na konci roku. V kazdém roce,

v némz je ztrata nulova se klientim vraci 0,5 z prebytku. Urcete pravdépo-

dobnost ruinovani na konci prvnich dvou let.

Resent:

V ¢ase 0 je pravdépodobnost ruinovani 1; (2,0) = 0.
U; nabyva ¢tyt hodnot

Ulz(u+P1)~1,1—51:

(
4,5
4,5
4,5
4,5

\

1,1-0=4,95—-0,5=4,45, pravdép. 0, 4;

1,1—2=2,95—0= 2,095,
1,1—4=0,95—0=0,95,

pravdép. 0, 3;
pravdeép. 0, 2;

1,1-6=-1,06—-0=—1,05, pravdép. 0, 1.

K ruinovani dochézi pouze v poslednim piipadé s pravdépodobnosti 0,1,
tudiz ¢(2,1) = 0,1+ ¢(2,0) = 0, 1.



Kapitola 5. Teorie ruinovdani 144

Pro druhy rok si sestavime tabulku

pocatecni prebytek | ztrata | prebytek na konci roku | pravdépodobnost
4,95 0 (4,95+2,5)-1,1-0=| 0,4-0,4=0,16
=8,195 - 0,5 = 7,695
4,95 2 6,195 0,4-0,3=0,12
4,95 4 4,195 0,4-0,2=0,08
4,95 6 2,195 0,4-0,1=0,04
2,95 0 5,495 0,3-0,4=0,12
2,95 2 3,995 0,3-0,3=0,09
2,95 4 1,995 0,3-0,2=0,06
2,95 6 —0,005 0,3-0,1=0,03
0,95 0 3,295 0,2-0,4=0,08
0,95 2 1,795 0,2-0,3=0,06
0,95 4 —0,205 0,2-0,2=0,04
0,95 6 —2,205 0,2-0,1=0,02

Ruinovani nastava ve 3 piipadech. ¢(2, 2) = 0, 03+0, 0440, 02+¢(2,1) = 0, 19.
s

Piiklad 5.3. Ukazte bez pouziti generujici funkce, ze plati Var(V;) = At.

Resent:
Var(N,) = E((Nt - E(Nt))2> - i(k; M2 P(N, = k) =
k=0
_ - 2 f)\t<)‘t)k At - 2 2 (/\t)k _
_g(/ﬁ—m e M = %(k — 2kt + (At)?) - o=
:eAtZ(kz«(/\%—Qk)\t-%+(/\t)2-%> =
e ! ! !
RS At)* At)F at 5o (A1)
=e ;(k (k(;—)l)! — 2\t - (kf_)l)!)Jre - () kzzo(’f!) -
T
e Mt - (kT At - ()1 oy 9
=c? Z(k-ﬁ—%t-ﬁ) +e M (M) eM =

k=1
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B P AP VERET) U LV
k

~ (k—1) — (k—1)!
ke (A
= /\te_’\t Z ﬁ — 2()\t)2 . e—>\t . e)\t + (At)Q _
k=1 :
e ke (AR — ()R L& ()
_ At v B )
= A Z (k—1)! + Ae Z (k—1)! (A1)
k=1 1
— —At S (k — 1) ) (/\t>k71 =t At 2 _
= Ate Z(k—1)~(k—2)! Fat-e MM - ()2 =
k=1
A N ()\t)k_l 2 2 At M 2
= Me }:“ﬁay+Ap4M):(M)ﬁ LM A — (M) = AL
k=2 :

fa)

Priklad 5.4. Necht ma nahodné veli¢ina X exponencialni rozdéleni se stiedni

hodnotou p = % Urcete adjustacni koeficient.

Resent:

Hledame nejmensi kladné feseni ¢ = k rovnice 1+ (146) - ut = Mx(t). V pii-

kladé jsme jiz urcili moment generujici funkci exponenciélniho rozdéleni
Aox=n 1

1
Mx(t) = = t< A St<—.
x(0) A—t 1— put ) 1P 0

ReSme rovnici

(I—pt)+ (1A +0)- (1 —pt)-put =
(14+0)- (1 —pt) - pt=1—1+put

-t = ——
M =1
1+0—-1 .
1+6 M
—0 =t=k
A+0p
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Priiklad 5.5. Predpokladejme, ze A = 4,¢ = 7 a ze pro vysi individualnich
skod je dana P(X =1) = 0,6 a P(X = 2) = 0, 4. Urcete adjustacni koeficient

Newton-Raphsonovou metodou.

Regent:
EX)=p=1-0,6+2-0,4=1,4 a EX?)=1%2.0,6+22-0,4=2,2.
0 vypocitame ze vztahu c = (1 +0) - AMu < =& — 1= —1=0,25.

py” 11,4
20 202514 -
K< E(X“Q) 55— 0, 318182.

Mx(t) = > px(z)e® =0,6-¢" +0,4-e* a My(t)=0,6-¢"+0,8¢e*.

M |l

k
H(t) =1+ (1+0)ut — Mx(t) =1+1,25-1,4-t—0,6-¢" —0,4-e* =
1+1,75t—0,6-¢" —0,4-e*,
(14+0)pu— Msy(t) =1,75-0,6-¢" — 0,8 - *.

Il
—

H'(1)

Nas pocatecéni odhad je K = ko = 0,318182, dalsi hodnoty «;,j = 1,2,...
spoc¢itame nasledujicim zptisobem:

H (ko) —0, 023796

= Ko — =0,318182 — ————— =0, 277606
MR ) Z0,586454 ’
H (k1) —0,003093 .

=K — ——% = 0,277606 — ————— =0, 270509
VTP —0,435828 ’
rg = 0,270290,
rg = 0,270290.

k3 = K4 na Sest desetinnych mist, hledané x = 0, 270290.

&

Priklad 5.6. V Cramér-Lundbergové modelu maji vyse individualniho na-
roku hustotu fx(z) = 2e72*. Necht je bezpecnostni ptirdzka § = 1. Vypoctéte
pomoci Lundbergovy nerovnosti vysi poc¢ate¢niho kapitalu tak, aby pravdé-

podobnost ruinovani byla mensi nez 1 %.

Resent:
Nahodn4 veliciny X s hustotou fx(z) = 2¢7?* ma exponenciélni rozdéleni

s parametrem \ = 2. Vime, Ze pro exponencialni rozdéleni plati:
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riklad .
My(t) "I 2 = 2 a B0 = L= 4
Podle (5.28)
1
(40 b=
I+t= 2
2t
2—t+(2—1)-t=
t—t*=0
t-(1—t)=0

t1:0at2:1:/<a.
Lundbergova nerovnost je dana ¢(u) < e "™ u > 0, v naSem piikladu
Y(u) < 0,01, pak

0,0l=e"
—1In(0,01) =
u = 4,605170.

Poc¢atecni kapital musi byt alespon ve vysi 4,605170, aby ¥ (u) < 0,01.
#

Priklad 5.7. Necht ma X distribu¢ni funkei F(z) = 1—e #, 2 > 0. Urdete
pravdépodobnost preziti ¢(u).

Rese
Z-plyne
0= A A [ S P P U LoV RR
o) =200 =% [Cotu—n) (% FJar= 2o - 2 [Totu—a)-eda
V integralu zavedeme substituci y = u — x

A [ _u-y A A M y
o) = 20w = — [ o) -« Ty = Zow - =k [ ow)-chay.

Rovnici zderivujeme dle proménné u

A
o) = S+ 2o [ ol) ey 2o o) o =
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, A _u u
=—¢ <u>+c_,u? e o(y) - endy — —o(u)
Pokrac¢ujme v tupraveé
I _é/ _lé _i'*ﬁ h ol _é’ _l.’ —
') = 20— (Jot - = [Mo)-hay) = 2o - 5 S -

Ou
Rovnici vynasobime integraénim faktorem e@+9« a dostaneme

7" Ou Ou ’
¢ (u) e+ 4 .e(+0)p . ¢ (u) =0

(1+6)p
%(eu%u .¢’(u)> 0
T - ¢ (u) :/Odu

) = K.

Senn ¢ (u

Prou=0v ¢'(u) = 2¢(u) — ﬁ Jy o(u—2) e rndz as vyuzitim ¢(0) = L :

¢

1+0°
A A 0 y A0
KZO.’():_O__.O/ cendy = = —— =
L= 00) = 200) = = o) ety = 2
—_—
=0
o o 0
(140 M 140 (140)2u
Potom
e“iiz)“'ﬁb/(u):fﬁ
9 Ou
") = — oo
0 Ou
= — . _md
M= e / ©o
0 (1+0)u __bu_ 1 __bu_
— A . (1+6) Ko = — . (1+9) K.
000 = (g (g ) T K = e T
Pro u = 0 a pouzitim vztahu ¢(0) = % spo¢itame konstantu Ko
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1
Ky = ¢(0 0
0 1
Ky= — 4 — =1,
T 136110
Pravdépodobnost preziti je tedy ¢(u) = 1+0 exp{ 1+9) }.

Piiklad 5.8. Dokazte, ze plati (defective renewal equation)

U(u) = % (/Ou¢(u—x) (11— FX(x))dx+/uoo(1 —FX(x))dx>.

Resent:

Rovnici (5.38) upravime, prezna¢ime na

- /: ¢(x —y)dFx(y)

a integrujeme pfes interval (0, u]

£ (ol SIRZ dx—/ ola)da = [ [ ote = paFx(aa
0 ¢(:c)dx— /0 /y uaﬁ(x—y)dxde(y)

= [ otaaa— [ [ otonazaraty) -

= Ou¢(x)dx—/ou/0uzde(y)oé(x)dx:

Pro v — o



Kapitola 5. Teorie ruinovdani 150

$(0) =1— %/000(1 — Fx(z))dz
7 platnosti ¢(u) = 1 — 1 (u)
¥(0) = %/000(1 — Fx(z))dz
Potom
§ () = 00) = [ ou—o)- (1~ Fr@))do
o) =00) = 2 [ ou=a)- (1= Fx()ds
b+ 2. /000(1 _ Fe@)dr = %[/0“(1 —pu—a)) - (1= Fy(x))ds

-~ -~

2(

O =g

(1-Fx (2))da+ | (1—Fx (2))de) 2 Off(l—Fx (2))da—2 0f ¥(u—a)-(1-Fx (2))da

Pfiklad 5.9. Necht ma ndhodna veli¢ina X distribuéni funkeci ve tvaru

Fx(x)=1- e_ﬁ, x > 0. Napiste Craméruv asymptoticky vzorec.

Resent:

X s distribu¢ni funkei Fy(z) = 1 — e » se fidi exponencialnim rozdélenim
se stfedni hodnotou E(X) = p = §.

7 prikladu vime, ze Mx(t) = 1 a K = —2—

1—put 1+
Dale
1
My (t) = e
1 1
MS((’i): 0 5 = 1 \2 :M(1+0>27
(1 K (1+9)u) (m)
0 0 1
o [ [

T M (k) —(1+0p p(l+02—p(l+6) 146



Kapitola 5. Teorie ruinovdani 151

Craméruv asymptoticky vzorec:

Y(u) ~ Ce™
(u) ~

__Ou
-e 40wy — 00.
1+6 ’

Cviceni

1.

Celkovy pojistny narok muze byt ve vysi 0,5, 10, 15 nebo 20 s pravdé-
podobnostmi uplatnéni 0,4;0, 3;0,15;0,1 a 0,05. Ro¢ni pojistné ¢ini 6
a je vybirano kazdoro¢né na zacatku roku. Pojistovna by chtéla mit 12%
zisk z kapitalu dostupném na zac¢atku kazdého roku. Pojistné plnéni je
vyplaceno vzdy na konci roku. Urcete pravdépodobnost ruinovani na

konci prvnich tii let, je-li Uy = 2.

[4(2,3) = 0,485750]

. Ukazte, ze E(IV;) = At.

2

Napovéda: Maclaurinova fada e® =1+ 7 + “2—? +-= xn—T, T € ]R}

0

n

Necht se X 1idi gamma rozdélenim s parametry o = 2 a . Mé&jme

bezpecnostni prirazky 6, = 2,60, = 0, 32. Urcete adjustacni koeficient.

(1 = 55 K2 = 55)

. Necht ma néhodna veli¢cina X hustotu fx(z) = e *,z > 0. Urcete

adjustacni koeficient pro 6 = 0, 4.
[k = 0,285714]

Urcete adjustacni koeficient, je-li ¢ = 3, A = 4 a hustota vySe indivi-

duélniho naroku ve tvaru fx(z) =e 2 + 2.7 2 > 0.

[Napovéda: 6 ziskate ze vztahu (5.26)); vysledek: k = 1]
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6. Necht je rozptyl ndhodné veli¢iny S; roven trojnasobku jeji stfedni hod-

noty. Jaky je pocateéni odhad adjusta¢niho koeficientu?
[Napoveda: E(X) = p, véta vysledek: & = 2]

7. Necht je fx(z) = (1 +6z) e,z > 0 a § = 1. Napiste Cramériiv

asymptoticky vzorec.

[¢(u) ~ ;—ge_“,u — oo}

8. Necht se ndhodné veli¢ina X fidi gamma rozdélenim s parametrem
tvaru o = 2 a parametrem méritka 5. Déle necht je § = 2. Urcete

Tijmsovu aproximaci pravdépodobnosti ruinovani.

Napovéda: Pro vypocet E(X?) pouzijte (4.18).

Vysledek: ¢r(u) = %efﬁ — %efﬁ%,u > 0.

9. Necht 0 = % a nahodné veli¢ina X ma pravdépodobnostni hustotu

fx(z) = e + %e_&‘, x > 0. Urcete Tijmsovu aproximaci pravdépo-

dobnosti ruinovani.

[Napovéda: Pro vypodet E(X?) pouZijte 1}

Vysledek: ¢p(u) = jpe™ + 2Z2e ™ u > O.}
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