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Dvojny integral na obdélniku
Necht f(z, y) je spojita funkce definovana na obdélniku

R=la,b] x[c,d) = {(z,y) eR*|a <z <b, c<y<d}
a uvazujme, ze f(z, y) > 0. Graf funkce f je pak plocha o rovnici

z = f(x, y) a mame tak téleso S, které lezi nad obdélnikem R a pod
grafem funkce f, tj.

S={(z,y,2) eR*|0< 2 < f(a,y), (z,y) € R} .
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Kazdy kvadiik ma objem

f(@3, yi;) AzAy.
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Kazdy kvadiik ma objem

f(@3, yi;) AzAy.

(c) (d)
Secteme-li objemy kvadiika pres vSechny obdelniky R;; dostaneme
priblizny objem télesa S

m n
~ * *
V = g E [z, yi)Ax Ay
i=1 j=1
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Dvojny integral na obdélniku — definice

Ziejmé bude predchozi aproximace tim lepsi, ¢im vic bude dilkd m, n
déleni, tedy ¢im mensi budou obdélnicky R;;, miZeme tak fict, Ze
objem télesa S bude

= mlggoozz,f 5 v Az Ay.

=1 j=1
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Dvojny integral na obdélniku — definice

Ziejmé bude predchozi aproximace tim lepsi, ¢im vic bude dilkd m, n
déleni, tedy ¢im mensi budou obdélnicky R;;, miZeme tak fict, Ze
objem télesa S bude

= mlggoozz:f T Usj) Az Ay.

=1 j=1

Definice

Necht f(z,y) je ohrani¢ena funkce na obdélniku R. Dvojny (Rieman-
niiv) integrdl funkce f(z,y) na R je

/Rf(x,y) dedy=Tm > > f(alj, vjj)Az Ay,

i=1 j=1

jestliZe tato limita existuje.
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Kdy dvojny integral existuje?

Jestlize limita z pfedchozi definice existuje, fikame, Zze funkce f je

integrovatelnd. Postatujici podminku pro integrovatelnost funkce uvadi
nésledujici véta.
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Kdy dvojny integral existuje?

Jestlize limita z pfedchozi definice existuje, fikame, Zze funkce f je

integrovatelnd. Postatujici podminku pro integrovatelnost funkce uvadi
nésledujici véta.

Véta

Necht f je funkce dvou promeénnijch spojitd na obdélniku R. Pak je
funkce f na tomto obdélniku integrovatelnd.
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Kdy dvojny integral existuje?

Jestlize limita z pfedchozi definice existuje, fikame, Zze funkce f je
integrovatelnd. Postatujici podminku pro integrovatelnost funkce uvadi
nésledujici véta.

Véta
Necht f je funkce dvou proménnijch spojitd na obdélniku R. Pak je
funkce f na tomto obdélniku integrovatelnd.

Poznamka

Aby dvojny integral funkce f existoval, funkce f nemusi byt nutné spo-
jita. Staci, aby byla na R ohrani¢ené a nespojitd pouze na kone¢ném
poctu ,hladkych kiivek*.
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,ZTrejmé vlastnosti

//R[f(l“,y)—f—g(x,y)]dxdy://Rf(x,y)dxdy—}—//Rg(m,y)dxdy
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,ZTrejmé vlastnosti

//R[f(x,y)‘f—g(x,y)]dxdy://Rf(m,y)da:dy—}—//Rg(x,y)dxdy
//Rcf(%y)dxdy=C//Rf(x,y)dxdy
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,ZTrejmé vlastnosti

//R[f(z,y)Jrg(x,y)]dxdy:/Rf(:c,y)da:dy+//Rg(:c,y)dxdy
//RCf(%y)dxdy=c/Rf(x,y)dxdy

Je-li f(x,y) > g(z,y) pro viechna [z,y] € R, pak

/ fxyda:dy>// (z,y)dx dy
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Jak dvojny integrél spocitat?

Véta (Fubini)
Necht f(x,y) je funkce spojitd na obdélniku R = [a, b] X [c, d| potom

//Rf(x,y)dxdy:/ab (/Cdf(:c,y)dy) do =
- [([ rwnar) a.
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Jak dvojny integrél spocitat?

Véta (Fubini)
Necht f(x,y) je funkce spojitd na obdélniku R = [a, b] X [c, d| potom

//Rf(x,y)dxdyZ/ab (/Cdf(x,y)dy> do —
:/cd (/abf(ﬂc,y)dx> dy .
Poznédmka

V piipadé, Ze se funkce f da psat ve tvaru f(z,y) = g(z) - h(y), je
mozné vypocet zjednodusit

//Rf@,y)dxdy:/abg@)dm-/cdh(y)dy.
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Dvojny integral na obecné uzaviené oblasti

Definice

Necht f je funkce definované a ohrani¢ena na ohrani¢ené uzaviené sou-

vislé mnoziné M C R? a necht R je obdelnik takovy, ze M C R. Defi-
nujme na R funkci g predpisem

g(@,y) = {g(x’ 2 jlenzl(fy) <M

a predpokladejme, Ze funkce g je na R integrovatelnd. Pak dvojnij inte-
grdl funkce f na mnoZiné M definujeme vztahem

//Mf(ﬂﬁ, y)dzdy = //Rg(w, y)dzdy.

Podobné jako u dvojného integralu pres obdélnik, plati, ze funkce, ktera

je definované a spojitd na ohraniené uzaviené souvislé oblasti, je
integrovatelna.

4
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Jak vypadaji mnoziny, na kterych umime integrovat?

(e) (f)

Obrazek: Uzaviené elementarni oblasti
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Jak dvojny integral vypocteme?

Véta (Fubini)

Necht p(x), ¥(x) jsou funkce spojité na intervalu |a, b] a necht f(x,y)
je funkce spojitd na mnoziné

M={(z,y) eR?*|a<z<b o)

<y(z
Pak / fay dmdy_/a (/w(z >

Necht o(y), ¥(y) jsou funkce spojité na intervalu [c, d] a necht f(x,y)
je funkce spojitd na mnoziné

M={(z,y) eR*|c<y<d, oly)<z<

(0
Pak d [ )
/Mf(w, y)dwdy=/ (/( j f(z, y)dw> dy.
@ »(y

4
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Aditivita integralu vzhledem k integracnimu oboru

Véta

Necht f(xz, y) je funkce integrovatelnd na konecném poctu uzavienijch
elementdrnich oblasti My, Mo, ..., M,, které maji spolecné nejvyse
hraniéni body a necht M = My U Mo U ---U M,,. Pak plati

/ f(z,y)dzdy =
M

= f(z, y)dedx + f(x, y)dxdw—i—---—l—/ flx, y)daede.
My Mo

n

v
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