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Aplikace dvojného integralu

JJ away

e objem télesa omezeného obecnou valcovou plochou tvorenou hra-
nici M a funkei f(x, y)

/ /M f(a, y) dz dy

Geometrické aplikace

e obsah mnoziny M

Primérné hodnoty

e primérnéd hodnota funkce f(z, y) na mnoziné M o obsahu m(M)
(znecisténi ovzdusi, hustota populace atd.)

fave = ﬁ / /M f(z, y)hdx iy
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Fyzikalni aplikace I
e hmotnost desky o tvaru M a hustoté o(zx, y)

m = //M o(z, y) dz dy

e stacionarni moment desky o tvaru M kolem osy = (M) a kolem
osy y (M)

Mx=// yo(z, y) dzdy My:// zo(z, y)de dy
M M

My

o(z, y)

1 1
T = —// zro(x, y)dzdy 7= —// yo(z, y) dzdy
m M m M
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Fyzikalni aplikace 11
e moment setrvacnosti desky o tvaru M a hustoté o(z, y) okolo osy
x a okolo osy y

Ix:// yPo(z, y)dedy I 2// z%o(, y)dr dy
M M

e moment setrvacnost desky o tvaru M a hustoté o(z, y) okolo po-
¢atku (polarni moment)

Ip= //M(ﬂr2 +y?) oz, y) dedy

Dalsi aplikace zavisi na vyznamu funkce f(z, y) a tedy na vyznamu
objemu, ktery vyjadiuje dvojny integral. Dvojny integrél se téz da
vyuzit k uréeni sou¢tu fad nebo jednoduchych integrali, u kterych
neznédme primitivni funkci.
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Teziste ve 2D
Urcete té7isté trojuhelnikové desky s vrcholy [0, 0], [1,0] a [0, 2], jestlize
jeji hustota je dana funkcei p(z,y) =1+ 3z + y.

Pravdépodobnost a Sifeni epidemie

Predpokladejme, Ze pravdépodobnost, Ze nakazeny jedinec rozsifi ne-
moc na zdravého jedince je funkce vzdalenosti mezi nimi. UvaZme
kruhové mésto o poloméru 10 km s rovnomérné rozdélenou populaci
a uvazme pravdépodobnostni funkci ve tvaru

f(P) = 55120~ d(P, 4),

kde A(zo,yo) jsou soufadnice zdravého jedince a d(P, A) znadi vzdale-
nost mezi P a A. Expozice jedince nemoci je pak sou¢tem pravdépo-
dobnosti chyceni nemoci ode vSech obyvatel mésta. Pfedpokladejme,
7e nakazeni jsou rovnomérné rozptyleni po mésté s hustotou & jedinct
na kilometr ¢tverecni. Urcete expozici jedince, ktery bydli uprostied
mésta, a jedince, ktery bydli na kraji mésta.

V.

Petr Liska (Masarykova univerzita) Dvojny a trojny integral 6.5.2021 5/8



Aplikace trojného integralu
Fyzikalni aplikace I

Je-li p(z,y, z) funkce popisujici hustotu télesa, které vypliiuje mnozinu
V', pak jeho

e hmotnost je

mz///vp(:v,y,z)da:dydz

e jeho staciondrni momenty okolo sourfadnicovych rovin jsou

Wiy, = /// zp(x,y, z)dedydz, M,, = /// yp(z,y,z)dz dy dz,
v Vv
Mgy = /// zp(x,y, z)dz dy dz.
1%

e souradnice t&ziSté pak jsou
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Fyzikalni aplikace 11

Dale muzeme spocitat napriklad momenty setrvacnosti kolem soutad-

I, = ///V (v + 2°) p(z,y, 2) dz dy dz,
I, = ///V (2 + 2°) p(z,y, z) dz dy dz,
I, = ///V (:102 +y2) p(x,y,z)dedydz

nebo celkovy elektricky naboj @) télesa

Q:///Va(w,y,z)dwdydz,

kde o je hustota néboje.

nych os
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Zéavody z kopce - Moment setrvac¢nosti

Pustime plnou kouli, dutou kouli, plny valec a duty valec po naklonéné
roviné dola. Ktery z téchto objekti bude dole jako prvni?
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