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Existence a jednoznačnost řešeńı počátečńıho problému

y ′ = f (x , y), y(x0) = y0 (1)

Věta (Picard-Lindelöfova)

Necht’ je dána množina

R =
{

[x , y ] ∈ R2 | |x − x0| ≤ a, |y − y0| ≤ b
}

,

kde a, b ∈ R+ a x0, y0 ∈ R. Dále mějme spojitou funkci f : R → R, která
je lipschitzovská vzhledem k proměnné y . To znamená, že:

∃ L ∈ R+
0 : ∀ [x , y1], [x , y2] ∈ R plat́ı, že |f (x , y1)− f (x , y2)| ≤ L |y1 − y2| .

Pak existuje právě jedno řešeńı počátečńıho problému (1), které je de-
finované na intervalu I = 〈x0, x0 + δ〉, kde δ = min{a, b

m} pro
m = max

〈x ,y〉 ∈R
|F (x , y)|.
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Jak funguje Google?

Jak se poznaj́ı dobré webové stránky? Tak, že na ně odkazuj́ı dobré
webové stránky!
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A B C D E

A 0 1
2

1
3 1 0

B 1 0 1
3 0 1

3
C 0 1

2 0 0 1
3

D 0 0 0 0 1
3

E 0 0 1
3 0 0
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P2 =


1
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1
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9 0 0
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9

 , · · · ,

P32 =


0,293 0,293 0,293 0,293 0,293
0,390 0,390 0,390 0,390 0,390
0,220 0,220 0,220 0,220 0,220
0,024 0,024 0,024 0,024 0,024
0,073 0,073 0,073 0,073 0,073


Každý sloupec této matice je vektor (tzv. stacionárńı distribuce)

πT = (0,293; 0,390; 0,220; 0,024; 0,073)

Překvapeńı?!
P · π = π
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Věta (Perron-Frobenius)

Necht’ P = (pij) je čtvercová matice řádu n taková, že pij ∈ [0, 1],∑n
i=1 pij = 1, pak

1. λ = 1 je vlastńı č́ıslo matice P

2. Všechny vlastńı č́ısla splňuj́ı |λ| ≤ 1

3. Existuje vlastńı vektor π p̌ŕıslušný vlastńımu č́ısla 1 takový, že
všechny jeho složky jsou nezáporné.

Matice P se nazývá stochastická.

Problémy:

Vlastńı č́ıslo λ = 1 může být v́ıcenásobné.

Může existovat daľśı vlastńı č́ıslo s |λ| = 1.
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i=1 pij = 1, pak

1. λ = 1 je vlastńı č́ıslo matice P
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Problémy:
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Definice

Stochastická matice se nazývá regulárńı, když vlastńı č́ıslo jedna je jedno-
duchý kǒren jej́ı charakteristické rovnice a pro všechna ostatńı vlastńı č́ısla
λ plat́ı, že |λ| < 1.

Uvažme čtvercovou matici Q = (qij) řádu n, kde qij = 1
n a vytvǒrme matici

Pβ = (1− β)P + βQ.

Věta

Pro každou stochastickou matici P, existuje libovolně malé β > 0 takové,
že matice Pβ je regulárńı.
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Uvažme čtvercovou matici Q = (qij) řádu n, kde qij = 1
n a vytvǒrme matici

Pβ = (1− β)P + βQ.

Věta
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Věta
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Kde je ta Banachova věta?

Necht’ P je regulárńı stochastická matice řádu n, která má n r̊uzných
vlastńıch č́ısel s p̌ŕıslušnými vlastńımi vektory v1, . . . , vn. Na množině

S =

{
(p1, . . . , pn) | pi ∈ [0, 1],

n∑
i=1

pi = 1

}

definujeme vzdálenost

%(x , y) =
n∑

i=1

|ai − bi |,

kde

x =
n∑

i=1

aivi , y =
n∑

i=1

bivi

Pak (S, %) je úplný metrický prostor a zobrazeńı L : S → S dané
p̌redpisem L(x) = Px je kontrakce.
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